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Kapitel 1

Einleitung

In nahezuallen Bereichen der Naturwissenschaften, Ingenieurswissenschaften, aber auch
z.B. Geisteswissenschaften und nicht zuletzt im t •aglichen Leben begegnenuns Optimie-
rungsaufgaben. Bereits die Ermittlung einer k•urzesten

"
Rundreise\ , beispielsweiseinner-

halb des Bezirks einesPostboten bzw. einer Postbotin, verk•orpert ein Problem, das in
allgemeinerForm als schwierig (NP-hart) bekannt ist.

Um Zugang zu einer systematischen L•osung von Optimierungsproblemenzu gewinnen,
fu�en Optimierungsverfahrenmeist auf Modellen, die in der Sprache der Mathematik for-
muliert sind. Wir konzentrieren uns in dieserArbeit auf folgendesformalisiertesOptimie-
rungsproblem:Gesucht ist dasMaximum einervon n freienVariablenabh•angigenFunktion
f : M !

�

, d. h. f (x1; : : : ; xn ) ! max, wobei M �
� n typischerweisemit der Mengeder

n-stelligenreellwertigen Vektoren
� n identisch ist oder die Mengeder booleschenVektoren

f 0; 1gn umfasst.1 Dabei gebenwir keineweiterenRestriktionen f•ur die Werte der Variablen
vor. Da die Minimierung einer Funktion f gleichbedeutendmit der Maximierung von � f
ist, setzenwir •ubrigensimmer Maximierungsaufgaben vorausund gebrauchen die Begri�e

"
maximieren\ und

"
optimieren\ o.B. d. A. synonym.

Die Ermittlung einesMaximums einer wie zuvor beschriebenenFunktion f kann enormen
Aufwand beinhalten und ist nur selten trivial. InsbesondereDe�nitionsb ereiche h•oherer
Dimensionenbesitzen eine viel zu gro�e M•achtigkeit, als dasssie systematisch an allen
Punkten (sofernder De�nitionsb ereich •uberhaupt endlich ist) durchsucht werdenk•onnten.
Bereits die M•achtigkeit der Menge f 0; 1gn , also des n-fachen kartesischen Produktes der
booleschen Mengef 0; 1g, w•achst mit 2n exponentiell in n. Aufgrund diesesso genannten

"
Fluchs der Dimensionen\ (curse of dimensionality) stellen viele Optimierungsverfahren

nur Heuristiken dar und k•onnennicht immer einebefriedigendeL•osungliefern.

1DieseBeschreibung kann nat•urlich noch verallgemeinert werden und birgt in dieserForm den Kritik-
punkt, dassf nicht unbedingt Maxima besitzenmuss.Allerdings brauchen wir im Rahmen dieserArb eit
nicht zwischen Suprema und Maxima von Funktionen zu unterscheiden, da wir ausschlie�lic h endliche
De�nitionsb ereiche betrachten.

1



2 KAPITEL 1. EINLEITUNG

1.1 Evolution •are Algorithmen

In den sechziger Jahren kamen mehrerePersonenunabh•angig voneinanderauf den Ge-
danken, dasElement desZufalls in Optimierungsheuristiken einzubringen.Im Zugedessen
entstand eine Unterklasseder randomisiertenAlgorithmen, n•amlich die Klasseder evolu-
tion•aren Algorithmen. Ihnen liegt der Gedanke zugrunde, das Element

"
Zufall\ mit der

Absicht einzusetzen,nat•urliche Evolution nachzubilden.
Ohne Konzentration auf spezielleAnwendungenist das Feld der evolution•aren Algorith-
men aber ungeheuervielschichtig und verzweigt geworden. Es weist Verkn•upfungen mit
den Disziplinen der Biologie, desOperations Research, der numerischen Optimierung, der
k•unstlichen Intelligenz und der Informatik im Allgemeinenauf. Unter evolution•are Algo-
rithmen k•onnenwir mindestensgenetische Algorithmen [Gol89], die genetische Program-
mierung [BNKF98], die evolution•are Programmierung [Fog95] und Evolutionsstrategien
[Sch95] fassen.Einen ausf•uhrlichen •Uberblick •uber die meisten dieserAns•atze bietet die
Dissertation von B•ack [B•ac94]. Dementsprechend vielf•altig sind auch die Einsatzgebiete
f•ur evolution•are Algorithmen. Im Bereich der der Informatik verwandten Fachgebietewer-
den evolution•are Algorithmen in der k•unstlichen Intelligenz, Mustererkennung, Robotik,
Simulation etc. genutzt. Eine umfassendeAu
istung aller Einsatzgebieteist vermutlich
unm•oglich; f•ur einen tiefer gehenden,doch sicherlich nicht (mehr) vollst•andigenEinblick
in die Vielfalt der Anwendungsgebietesei auf [BHS92]verwiesen.
Wir wollen gleich konkrete, f•ur uns interessante Instanzenevolution•arer Algorithmen be-
schreiben. Zuvor z•ahlen wir jedoch einige •ofter wiederkehrendePrinzipien evolution•arer
Algorithmen kurz und informal auf (ohne zu postulieren,dassein evolution•arer Algorith-
mus diesealle beinhalten mussoder nur darauf beschr•ankt zu seinbraucht).

� Objekte der Suchesind sogenannte Individuen, die man zu Populationenzusammen-
fasst.

� Einem Individuum ist ein Fitnesswert zugeordnet.

� Individuen k•onnen(zuf•allige) •Anderungendurch Mutation erfahren.

� Durch Selektionwerden Individuen (i. A. mit hoher Fitness) ausgew•ahlt bzw. Indi-
viduen (geringerFitness) entfernt.

� Infolge von Rekombination(Crossover), dem Vereinigenoder Mischen von Individu-
en, entstehen m•oglicherweiseneueIndividuen.

� Man z•ahlt die zu diskreten Zeitpunkten vorliegendenPopulationen in Generationen.

1.2 Evolutionsstrategien

Die Er�ndung der Evolutionsstrategienschreibt man gemeinhinBienert, Rechenberg und
Schwefel(vgl. [Rec94, Sch95]) zu. Sieerprobten in densp•aten sechzigerJahrendenEinsatz
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zuf•alliger •Anderungen(
"
Mutationen\ ) bei Optimierungen im Bereich der Str•omungstech-

nik u. •A. Rechenberg motiviert dieseVorgehensweisemit der These, dassdie nat•urliche
Evolution ein besonderse�ektiv esOptimierungsverfahrensei.
Evolutionsstrategiensollen eine Funktion f :

� n !
�

mit einem n-dimensionalenreell-
wertigen De�nitionsb ereich (hier der Einfachheit halber mit

� n identi�ziert) maximieren,
greifen also unsereProblemstellung auf. Die von nat•urlicher Evolution inspirierte Suche

"
lebt\ dabei haupts•achlich von Mutationen, die einenzuf•alligen Vektor z 2

� n zum Aus-
gangspunkthaben.Eine Mutation erzeugtauseinemIndividuum x 2

� n ein x0 2
� n durch

Addition deszuf•alligen Vektors z, d. h. x0 = x + z. Der Vektor z ist im Allgemeinennor-
malverteilt und hat den Erwartungswert ~0 (n-stelliger Nullvektor). Zudem •andernsich die
Varianzenvon z im Laufe desAlgorithmus (Selbstanpassungbzw. self adaption genannt).
Schwefel hat eine g•angige Nomenklatur zur Unterteilung der Selektionsmechanismen in
Evolutionsstrategienentwickelt, die Unterscheidungvon (� ,� )-Strategien und (� + � )-Stra-
tegien. Der Parameter � steht f•ur die typischerweisekonstante Populationsgr•o�e, w•ahrend
� die Zahl der durch Mutation (und Rekombination, hier au�er Acht gelassen)erzeugten
Nachfahrenbezeichnet. In (� + � )-Strategienwerden� Nachfahrenmit den bestenFitness-
werten in die nachfolgendeGeneration aufgenommen,wobei nur � > � sinnvoll ist. Bei
(� + � )-Strategien hingegenwerden � Nachfahren mit den besten Fitnesswerten aus der
Mengeder � Eltern und � Nachfahren •ubernommen.Die Selektionerfolgt in Evolutionss-
trategien (beispielsweiseim Gegensatzzu genetischen Algorithmen) rein deterministisch2.

1.3 Der (1+1)-EA

In dieser Arbeit konzentrieren wir uns auf eine konkrete (1+1)-Evolutionsstrategie, de-
ren Suchraum der boolesche

"
Hyperw•urfel\ f 0; 1gn ist. Diese spezielle Strategie hei�t

(1+1)-EA .

De�nition 1.1 ((1+1)-EA) Der (1+1)-EA erh•alt eine Funktion f : f 0; 1gn !
�

als
Eingabe. Er erzeugtin einer Endlosschleifeprobabilistisch Vektoren x 2 f 0; 1gn nach fol-
gendemAblauf:

1. Initialisier e zuf•allig gleichverteilt einen Bitstring x 2 f 0; 1gn , indem jedesBit von x
unabh•angig mit Wahrscheinlichkeit1=2 auf 1 gesetztwird.

2. Wiederhole:

� Generiere x � aus x, indem jedesBit von x unabh•angig mit Wahrscheinlichkeit
1=n negiert wird (Mutation) .

� Ersetzex durch x � genaudann, wenn f (x � ) � f (x) (Selektion).

2Eventuell bis auf Situationen, in denen ein
"
Unentschieden\ wegen verschiedener M•oglichkeiten, �

beste Individuen zu w•ahlen, eintritt.
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Da dieseStrategie die Optimierung pseudoboolescher Funktionen f : f 0; 1gn !
�

zum
Ziel hat, k•onnen wir den (1+1)-EA als Evolutionsstrategie mit Elementen aus dem Be-
reich genetischer Algorithmen ansehen.W•ahrend die Repr•asentation desSuchraums und
der Mutationsoperator typisch f•ur genetische Algorithmen sind, ist der deterministische
Selektionsmechanismus ausder Vorgehensweisevon Evolutionsstrategien•ubernommen.
Auf die Frage nach dem Sinn dieseseinfachen evolution•aren Algorithmus f•uhren wir zu-
n•achst die immenseBedeutungder Optimierung pseudoboolescher Funktionen in der In-
formatik an. Wie eingangsangedeutet,lassensich die Optimierungsvarianten vieler NP-
vollst•andiger Problemeals Suche nach einemOptimum einer pseudobooleschen Funktion
fassen;f•ur eineEinf•uhrung in dasGebiet der sogenannten kombinatorischenOptimierung
und ihrer Anwendungensiehez.B. [PS82].
Beim Aufbau einer theoretischen Grundlage f•ur evolution•are Algorithmen stellt es einen
pragmatischen und vern•unftigen Ansatz dar, zun•achst m•oglichst einfache Instanzen zu
analysieren.Mithin setzt die theoretische Erforschung von (� + � )-Strategien bei der Wahl
� = � = 1 an. Wir ho�en, dabei gewonneneResultate verallgemeinernund beispielsweise
auf gr•o�ere Populationen •ubertragen zu k•onnen. Au�erdem vermuten wir, dass•ahnliche
E�zienzsteigerungen wie durch gr•o�ere Populationen auch durch mehrfache (evtl. paral-
lele) L•aufedes(1+1)-EA zu erreichen sind. Da Rekombination bei einer Populationsgr•o�e
von 1 sinnlos ist, ersparenwir uns •uberdies die Analyse der Auswirkungen von

"
Cross-

over\ . (Dieseerscheint •au�erst komplex und konnte bisher kaum angegangenwerden,vgl.
beispielsweise[JW99] und [RRS98].)
Wir habennun einenerstenEinblick in dieStrukturen evolution•arerAlgorithmen gewonnen
und die Bedeutungdes(1+1)-EA, der in dieserArbeit betrachteten Instanz, herausgestellt.
Nun wollen wir grundlegendetheoretische Resultate anrei�en.

1.4 Theorie

Gegen•uber den mannigfachen Anwendungsgebietenevolution•arer Algorithmen erscheint
deren theoretische Fundierung noch unterentwickelt. Erst in den letzten Jahren hat sich
das Interessean ihrer theoretischen Analyse verst•arkt.
In Hinblick auf praktische Anwendungeninteressierenneben Analysen der Ein
 •ussever-
schiedenerParameter evolution•arer Algorithmen (Wahl des Selektionsmechanismus etc.)
besondersdie E�zienz eineskonkretenevolution•arenAlgorithmusauf einerkonkretenEin-
gabe. M•ogliche theoretische Ma�e daf•ur sind die Konvergenzgeschwindigkeitund Erfolgs-
wahrscheinlichkeitabh•angig von einemPunkt x desSuchbereiches.Bereits in den siebzi-
ger Jahren errechnete Rechenberg den erwarteten Fortschritt von einem Punkt x 2

� n

f•ur eine konkrete Funktion, das Kugelmodell f (x1; : : : ; xn ) =
P n

i=1 x2
i , und eine (1+1)-

Evolutionsstrategie.Unter dem Fortschritt (svw. Konvergenzgeschwindigkeit) ist die Ver-
ringerungder Distanz zum globalenOptimum der zu optimierendenFunktion zu verstehen.
Der Konvergenzgeschwindigkeit steht die Erfolgswahrscheinlichkeit teilweisekon
ikt •ar3 ge-

3Kon
ikt zwischen der Erforschung des Suchraumes gegen•uber Ausnutzung von Fortschritten zum
Optimum, exploration vs. exploitation, siehe[B•ac94]
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gen•uber. Letztere gibt f•ur einenPunkt x an, mit welcher Wahrscheinlichkeit eineMutation
erfolgt, die zu einem Punkt mit besseremFunktionswert f•uhrt. F•ur weitere Hinweisezu
dieserThematik empfehlenwir die Arbeiten von Beyer [Bey93] und Rudolph [Rud97].
Andersalsbei dieserlokalenBetrachtungsweise,denFortschritt oderdieErfolgswahrschein-
lichkeit von einemfestenPunkt desSuchraumesaus zu analysieren,besch•aftigen wir uns
haupts•achlich mit Fragen nach erwarteten Laufzeiten, wenn die Suche bei einem zuf•allig
gew•ahlten Punkt beginnt. Diesessoll nun f•ur den (1+1)-EA n•aher erl•autert werden.

1.4.1 Theoretisc he Analyse des (1+1)-EA

Bevor wir die bisherige
"
Geschichte\ der Analyse des(1+1)-EA ansatzweisebeschreiben,

nennenwir einigeVoraussetzungen,die bei der theoretischenAnalysedes(1+1)-EA immer
im Hintergrund stehenwerden. Zum einen haben wir den (1+1)-EA in Abschnitt 1.3 als
Endlosschleife beschrieben, ohne ein Abbruchkriterium anzugeben. Der (1+1)-EA wird
n•amlich als Black-Box-Optimierungsverfahren angesehen,d. h. man macht keine weiteren
Annahmen •uber die zu optimierende Funktion f : f 0; 1gn !

�

. Bei einer Black-Box-
Optimierung k•onnen wir •uber die unbekannte Funktion f ausschlie�lic h Informationen
gewinnen, indem wir sie auswerten. Der Wunsch, ein Optimierungsverfahren m•oglichst
universell zu gestalten, motiviert diese Sichtweise; f•ur n•ahere Hinweise zur Black-Box-
Optimierung siehez.B. [DJW99b].
DesWeiterengehenwir bei der theoretischen Analysedes(1+1)-EA meist von einemMo-
dell einer endlichen Marko�kette mit dem Zustandsraumf 0; 1gn aus. DieseMarko�k ette
hat mindestenseinenabsorbierendenZustand, n•amlich ein xmax 2 f 0; 1gn , sodassf (xmax )
maximal ist. Unter Missachtung des fehlendenStoppkriteriums wollen wir die erwartete
Zeit bis zum ErreicheneinesabsorbierendenZustandesabsch•atzen(hitting time) und nen-
nen dies erwartete Laufzeit. Konkrete formale Beschreibungen liefern wir nach. F•ur den
Augenblick gen•ugendieseHinweise,um einigebekannte Resultate zu pr•asentieren.
Erste Schritte zu einer theoretischen Analyse des(1+1)-EA auf linearen Funktionen (for-
male De�nition in Kapitel 2.1) wurden Anfang der neunzigerJahre getan. Anhand der
Funktion OneMax : f 0; 1gn !

�

0 mit OneMax (x1; : : : ; xn ) = x1 + � � � + xn schufen B•ack
und M•uhlenbein [B•ac92, M•uh92] die Grundlagen f•ur die Analyse der zugrundeliegenden
Marko�k ette und f•ur approximative Aussagen•uber die erwartete Laufzeit des(1+1)-EA
auf der Funktion OneMax .
W•ahrend B•ack die erwartete Laufzeit wegenzu komplexer Formeln lediglich mit nume-
rischen Berechnungen absch•atzte, vereinfachte M•uhlenbein die zugrunde liegendeMar-
ko�k ette und pr•asentierte erste approximative Aussagen•uber die erwartete Laufzeit des
(1+1)-EA auf der Funktion OneMax . Rudolph arbeitet dieseResultate in [Rud97]weiter
ausund zeigt sehrausf•uhrlich eineobereSchranke von O(n ln n) f•ur die erwartete Laufzeit
des(1+1)-EA auf OneMax .
Im Jahre 1998 erbrachten Droste, Jansenund Wegenerwesentliche Fortschritte bei der
theoretischen Analyse des (1+1)-EA. Sie zeigen in [DJW98a] eine obere Schranke von
O(n ln n) f•ur die erwartete Laufzeit auf allen linearen Funktionen und geben auf der an-
derenSeiteFunktionen an, auf denender (1+1)-EA versagt,d. h. exponentielle erwartete



6 KAPITEL 1. EINLEITUNG

Laufzeiten ben•otigt. DieseDiplomarbeit baut im Kern unmittelbar auf der genannten Ar-
beit von Droste, Jansenund Wegenerauf.

1.5 Metho den und Kon ventionen dieser Arb eit

Um die in dieser Arbeit •ubliche Methodik der Analyse des (1+1)-EA leichter begreifen
zu k•onnen, vertiefen wir den Blick auf die Marko�k ette, mit der sich der (1+1)-EA mo-
dellieren l•asst und erl•autern einige Begri�e, die h•au�ger wiederkehren. Die Marko�k ette
des (1+1)-EA wird einerseitsdurch einen endlichen Zustandsraum
 = f 0; 1gn beschrie-
ben, deren Elemente wir mit Bitstrings (Vektoren) x = (x1; : : : ; xn ) identi�zieren. Diese
Marko�k ette ist aufgrund der statischenMutations- und Selektionsmechanismenhomogen,
d. h. die •Ubergangswahrscheinlichkeiten zwischen zwei Zust•anden h•angen nicht von der
(diskreten) Zeit ab. Die Zeit z•ahlen wir zu Beginn jedesDurchlaufs der Endlosschleife in
Schritt 2 des (1+1)-EA um eins weiter. Der erste Durchlauf (Schritt ) beginnt zum Zeit-
punkt 1, wenn der Startvektor (auch: initialisierter Bitstring ) xs erstmalsmutiert wird.
Anders als bei einer blo�en Irrfahrt auf dem Zustandsraumh•angendie •Ubergangswahr-
scheinlichkeiten der Marko�k ette von der Funktion f ab, die Eingabe f•ur den (1+1)-EA
ist. Sobetr•agt die •Ubergangswahrscheinlichkeit von allen x 2 f 0; 1gn zu allen x0 2 f 0; 1gn

mit f (x0) < f (x) stets null. (Optimierungsverfahren mit solchen Eigenschaften hei�en
Hil lclimber). Wenn wir die •Ubergangswahrscheinlichkeiten f•ur ein �xiertes Paar (x; x0) 2
f 0; 1gn � f 0; 1gn betrachten, bezeichnenwir oft x als aktuellen Bitstring und verbindenda-
mit dasEreignis,dasssich der (1+1)-EA im Zustand x be�ndet. Falls f (x0) � f (x), nimmt
die •Ubergangswahrscheinlichkeit von x zu x0 einenvon null verschiedenenWert an; die Mu-
tation von x zu x0wird akzeptiert. DerartigeWahrscheinlichkeitenwerdenunsimmer wieder
begegnen,sodasswir einigeStandardtechnikenzu derenAbsch•atzung einbringen.Wir wer-
den dieseAbsch•atzungenbei konkreten Problemstellungenin dieserArbeit erl•autern; die
wesentlichen Techniken sind nochmals in Anhang A.3 wiedergegeben. F•ur den Moment
gewinnenwir ein Gef•uhl f•ur Mutationswahrscheinlichkeiten { ob die Mutationen akzep-
tiert werden,lassenwir jetzt au�er Acht {, indem wir festhalten, dassim Erwartungswert
pro Schritt genau eine Position mutiert (
ippt ), vgl. Lemma A.5, und dassdie Anzahl
mutierter Bits pro Schritt f•ur gro�e n ann•ahernd poissonverteilt ist (Lemma A.6).
Zwar ist estheoretisch m•oglich, die erwartete Zeit bis zum Erreichen einesabsorbierenden
Zustandesder Marko�k ette mit analytischenMethoden(Matrizeninversionen)exakt zu er-
rechnen, vgl. [Rud97, Theorem3.6], doch in der Regelerweisensich die dazu notwendigen
Berechnungenaufgrund der M•achtigkeit desZustandsraumesals kaum durchf•uhrbar. Wir
nehmendaheroftmals Vergr•oberungenvor und ersetzendie eigentlicheMarko�k ette durch
eine vereinfachte Marko�k ette mit deutlich wenigerZust•andenund nachweisbarnicht ge-
ringerer Absorbtionszeit.4 Eine solche Methodik steht immer dann im Hintergrund, wenn
wir so genannte Fortschrittsma�e aufstellen.F•ur eine explizite Erl •auterung, wie Marko�-
ketten sinnvoll manipuliert und damit vergr•obert werden k•onnen, eignet sich Rudolphs
Darstellung der oberenSchranke f•ur OneMax [Rud97, Beispiel5.2].

4Beyer [Bey95] nennt dies den mesoskopischenAnsatz.



Kapitel 2

Grundlagen

Im Rahmeneiner theoretischen Analysedes(1+1)-EA versucht man Ergebnisse•uber des-
sen erwartete Laufzeit, d. h. die erwartete Zahl von Schritten bis zum Erreichen eines
absorbierendenZustandes,zu ermitteln. Dies ist vor dem Hintergrund einer Black-Box-
Optimierung ein vern•unftiges Ma� f•ur die E�zienz des (1+1)-EA, da wir die erwartete
Zahl von Funktionsauswertungen in Schritt 2 des(1+1)-EA z•ahlen.
Wie bei der Analyse von Algorithmen •ublich, interessierenhaupts•achlich asymptotische
Aussagen.Wir suchen dabei f•ur wachsendesn 2

�

geltendeSchranken der erwarteten
Laufzeit auf Funktionenfolgenf n : f 0; 1gn !

�

, wobei meist einfach von (pseudoboole-
schen) Funktionen oder Fitnessfunktionen gesprochen wird und der Index n fortgelassen
wird. Die Funktion OneMax ausAbschnitt 1.4.1beispielsweisek•onnenwir auf nat•urliche
Weisemit wachsendemn skalieren.
Noch allgemeinerm•ochten wir Funktionen(folgen) in Klassen von Funktionen einteilen.
Eine w•unschenswerte Klassenbildung fasst Funktionen mit m•oglichst •ahnlichem erwarte-
ten Laufzeitverhalten des(1+1)-EA zusammen.Die einfachste, aber v•ollig uninteressante
Klasse von Funktionen f : f 0; 1gn !

�

ist die Klasse der konstanten Funktionen der
Gestalt f (x) = a f•ur alle x 2 f 0; 1gn und ein konstantes a 2

�

. Da der Funktionswert
solcher Funktionen •uberhaupt nicht vom aktuellen Bitstring des (1+1)-EA abh•angt, ist
jeder Bitstring optimal, und die erwartete Laufzeit ist durch O(1) nach oben beschr•ankt.
Die in unserenAugen einfachste vern•unftige Klasse von Funktionen ist die Klasse der
linearen Funktionen.

2.1 Lineare Funktionen

De�nition 2.1 (Lineare Funktionen) Eine Fitnessfunktion f : f 0; 1gn !
�

, darge-
stellt durch f (x) =

P n
i=1 wi x i + � mit wi 2

�

und � 2
�

, hei�t linear. Die Koe�zienten
wi werden auch als Gewichte bezeichnet.

Lineare Funktionen hei�en auch bitweiseseparierbar.Wir k•onnen den maximalen Wert
solcher Funktionen trivialerweise

"
von Hand\ ermitteln, indem wir ein optimales x f•ur

i 2 f 1; : : : ; ng auf folgendeWeiseerzeugen:Setzex i = 1, falls wi � 0, und x i = 0 sonst.

7
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Der (1+1)-EA alsBlack-Box-Optimierungsverfahrenarbeitet ebenfallse�zien t auf linearen
Funktionen, wenn auch nicht in erwarteten �( n) Schritten. F•ur die erwartete Laufzeit gilt
unabh•angig von den Gewichten der linearenFunktion stets die obereund untere Schranke
�( n ln n). F•ur einenBeweissiehe[DJW98a] bzw. [DJW98b].
In dieser Arbeit wollen wir Fitnessfunktionen ohne Beschr•ankung der Allgemeinheit in
gewissen

"
Normalformen\ vorliegenhaben, um die Analyse desVerhaltensdes(1+1)-EA

auf solchen Funktionen etwas zu vereinfachen. Bei linearen Funktionen, deren Gewichte
urspr•unglich rational sind, nimmt sich dieseNormalform wie folgt aus.

Lemma 2.1 Gegeben sei eine lineare Fitnessfunktion f (x) =
P n

i=1 wi x i + � mit wi 2
�

und � 2
�

, f•ur die die erwarteteLaufzeit des(1+1)-EA bestimmt werden soll. Es existiert
eine lineare Funktion f � (x) =

P n
i=1 w�

i x i mit w�
i 2

�

und w�
1 � � � � � w�

n , durch die wir f
bei der AnalysedesLaufzeitverhaltensdes(1+1)-EA o.B. d.A. ersetzenk•onnen.

Bew eis: Wir transformieren die Funktion f in eine Funktion f � (x) =
P n

i=1 w�
i x i mit

w�
i 2

�

, die f•ur den (1+1)-EA im Hinblick auf seineerwartete Laufzeit •aquivalent ist.
Zun•achst wird o.B. d. A. angenommen,dass8i 2 f 1; : : : ; ng : wi 6= 0 gilt; sonstw•are f von
denx i mit wi = 0 unabh•angig.Stellewi alswi = pi =qi mit pi ; qi 2 � dar. Seiennun f•ur s :=
j
Q n

i=1 qi j die Gewichte w0
i durch w0

i := swi und die Funktion f 0durch f 0(x) :=
P n

i =1 w0
i x i + s�

de�niert. Also gilt w0
i 2 � . Die Funktion f 0 ist f•ur den (1+1)-EA zu f •aquivalent, wenn

die Ordnung der Funktionswerte aller Bitstrings erhalten bleibt. Zu zeigenbleibt also

8x; y 2 f 0; 1gn : f (x) � f (y) , f 0(x) � f 0(y):

Dazu seienx; y beliebig gew•ahlt. Da s > 0, gilt

f (x) � f (y) ,
nX

i =1

wi x i + � �
nX

i =1

wi yi + � , s
� nX

i =1

wi x i + �
�

� s
� nX

i =1

wi yi + �
�

,
nX

i =1

w0
i x i + s� �

nX

i =1

w0
i yi + s� , f 0(x) � f 0(y):

Aufgrund von
X

f i jw0
i > 0g

w0
i x i +

X

f i jw0
i < 0g

w0
i x i + s� =

X

f i jw0
i > 0g

w0
i x i +

X

f i jw0
i < 0g

(� w0
i (1 � x i )) +

X

f i jw0
i < 0g

w0
i + s�

lassensich die ganzzahligenGewichte in nat•urliche Gewichte transformieren.Dabei ist zu
beachten, dass in den Variablen mit Indizes, bei denen die Gewichte negativ sind, eine
Komplementbildung vorzunehmenist, d. h. die Rollen von Nullen und Einsen vertauscht
werden. Nach Ermittlung einesoptimalen Bitstrings sind somit dieseVariablen zu kom-
plementieren, um einen f•ur f optimalen Bitstring zu erhalten. Die erwartete Laufzeit des
(1+1)-EA kann aber infolge der umgekehrten Bedeutung von x i = 1 und x i = 0 f•ur die
Indizesi mit w0

i < 0 nicht beein
usst werden,da wir den Bitstring gleichverteilt initialisie-
ren und Mutationen selbstauch lediglich Komplementbildungen vornehmen.Mit anderen
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Worten k•onnenwir in der zugrundeliegendenMarko�k ette mit demZustandsraumf 0; 1gn

o.B. d. A. Paarevon Zust•andendurch Vertauschen von Nullen und Einsenumbenennen.
Zur Sortierung der Gewichte existiert dar•uber hinaus eine Permutation � : f 1; : : : ; ng !
f 1; : : : ; ng mit der Eigenschaft, dassf•ur alle i; j 2 f 1; : : : ; ng gilt: i < j ) w� ( i ) � w� ( j ) .
(Ggf. m•ussenwir die Komponenten einesOptimums xmax gem•a� � � 1 umordnen,um einen
optimalen Bitstring der urspr•unglichen Funktion zu erhalten.) Da konstante Summanden
keinenEin
uss auf die Ordnung der Funktionswerte aus•uben, schlie�en f•ur i 2 f 1; : : : ; ng
die De�nitionen w�

i := w0
� (i ) ; falls w0

� (i ) > 0; und w�
i := � w0

� (i ) ; falls w0
� (i ) < 0, sowie

f � (x) :=
P n

i=1 w�
i x i den Beweis ab. 2

Sind die Gewichte der Fitnessfunktion irrational, l•asstsich nicht wie im vorigenBeweisein
Hauptnenner �nden. Jedoch gilt auch:

Lemma 2.2 Sei f : f 0; 1gn !
�

eine lineare Fitnessfunktion f (x) =
P n

i=1 wi x i + � mit
reellwertigen Koe�zienten wi 2

�

. Dann existiert eine lineare Fitnessfunktion f � (x) =P n
i=1 v�

i x i + � mit rationalen Koe�zienten v�
i 2

�

, sodassgilt:

8x; y 2 f 0; 1gn : f (x) � f (y) , f � (x) � f � (y): (� )

Bew eis: Zun•achst gelte wiederum, dass 8i 2 f 1; : : : ; ng : wi 6= 0. Wir konstruieren
ein homogeneslineares GleichungssystemAv = ~0 aus maximal

� 2n

2

�
� 22n� 1 Gleichun-

gen mit einer Matrix A = (aij ); aij 2 f� 1; 0; 1g; und dem Vektor von Unbekannten
v = (v1; : : : ; vn ; s1; : : : ; sr ). Dabei sollendie Variablen sl , l 2 f 1; : : : ; r g, mit

r := # f (x; y) 2 f 0; 1gn � f 0; 1gn jf (x) > f (y)g

als
"
Schlupfvariablen\ fungieren,und daher wird sl > 0 gefordert.

Die Matrix A enth•alt zun•achst f•ur alle ungeordnetenPaarex; y 2 f 0; 1gn mit f (x) = f (y),
d. h.

P
f j jx j =1 g wj =

P
f j jyj =1 g wj , in den ersten Zeilen der Matrix solche Eintr •age, dass

f•ur j mit x j = 1 und yj = 0 in Spalte j der Koe�zien t 1, f•ur yj = 1 und x j = 0 der
Koe�zien t � 1 und sonst 0 eingetragenwird. Die verbleibenden Zeilen sollen in analo-
ger Konstruktion f•ur alle x; y 2 f 0; 1gn mit der Eigenschaft f (x) > f (y) die Gleichun-
gen

P
f j jx j =1 g wj �

P
f j jyj =1 g wj � sl = 0 ausdr•ucken. O�en bar erf•ullt f•ur eine L•osung

v� = (v�
1; : : : ; v�

n ; s�
1; : : : ; s�

r ) des linearen Gleichungssystemsgenaudann die lineare Funk-
tion f � (x) :=

P n
i=1 v�

i x i + � die Bedingung (� ), wenn s�
l > 0 f•ur alle l 2 f 1; : : : ; r g

gilt. Weiterhin gilt aufgrund der Annahme wi 6= 0 f•ur i 2 f 1; : : : ; ng, dasseine L•osung
v0 = (w1; : : : ; wn ; s0

1; : : : ; s0
r ) mit reellen Komponenten und s0

l > 0 f•ur l 2 f 1; : : : ; r g exis-
tiert, die nicht die triviale L•osungist. Da die DimensiondesL•osungsraumsgr•o�er als 0 ist,
l•asstdie ausA mit elementaren Zeilenumformungenin Zeilenstufenform•uberf•uhrte Matrix
A0 = (a0

ij ) mindestenseineUnbekannte frei w•ahlbar. Es ist mindestenssr frei w•ahlbar, da
sonsts0

r = 0 im Widerspruch zur existenten L•osungfolgenw•urde.
Wird mit einem s�

r 2
�

eine L•osung v� = (v�
1; : : : ; v�

n ; s�
1; : : : ; s�

r ) per R•ucksubstituti-
on bestimmt { etwaige weitere frei w•ahlbare Variablen werden ebenfalls auf rationale
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Werte gesetzt {, so sind alle Komponenten im Folgendenebenfalls rational, da A0 auch
nur rationale Koe�zien ten enth•alt. Zu zeigen bleibt, dass es eine solche Wahl von s�

r
gibt, dass s�

l > 0 f•ur alle l 2 f 1; : : : ; r g gilt. Dazu betrachten wir den Zeilenbereich
imin := minf i j8j 2 f 1; : : : ; ng : a0

ij = 0g bis i max := maxf i j9j 2 f n+ 1; : : : ; n+ rg : a0
ij 6= 0g

von A0, der diejenigenEintr •ageenth•alt, welche in die R•ucksubstitution von s1; : : : ; sr ein-
gehen.Weiterhin de�nieren wir a0

max := max
�

ja0
ij j; i 2 f i min ; imaxg; j 2 f n + 1; : : : ; n + rg

	

und analoga0
min alsbetragsm•a�ig gr•o�te und kleinsteKoe�zien ten in dieserrelevanten Sub-

matrix und w•ahlenein � > 0. Wir setzendie frei w•ahlbareVariable s�
r auf einenrationalen

Wert q mit js0
r � qj < � . Dann existierenf•ur die Variablen sl , l 2 f 1; : : : ; r � 1g, rationale

Belegungens�
l mit js�

l � s0
l j < (r � 1)!(a0

max=a0
min )r � 1� . DieseAussageist f•ur r = 1 trivia-

lerweiserichtig. F•ur r > 1 ist die Aussagenach Induktionsvoraussetzungf•ur l 2 f 2; : : : ; r g
erf•ullt, indem die Submatrix auf den Spaltenbereich von n + 2; : : : ; r eingeschr•ankt wird,
w•ahrenda0

max=a0
min allenfallskleiner wird. F•ur s�

1 gilt dann, sofernesnicht im trivialen Fall
freier W•ahlbarkeit einen rationalen Wert entsprechend der Induktionsbehauptung erh•alt,
aufgrund der R•ucksubstitution

js�
1 � s0

1j =

�
�
�
�
�

P r
l=2 a0

i min ;n+ ls
�
l

a0
i min ;n+1

�
�

P r
l=2 a0

i min ;n+ ls
0
l

a0
i min ;n+1

�
�
�
� �

P r
l=2 a0

max js�
l � s0

l j
a0

min

�
a0

max

a0
min

(r � 1)(r � 2)!
�

a0
max

a0
min

� r � 2

� � (r � 1)!
�

a0
max

a0
min

� r � 1

�:

Mit einer Wahl � < minf s0
lg=((r � 1)!(a0

max=a0
min )r � 1) werden alle s�

l rational und positiv.
Weil abz•ahlbar unendlich viele rationale Zahlen zur Wahl der freien Parameterexistieren,
gibt essogarabz•ahlbar unendlich viele f � (x) mit den gefordertenEigenschaften. 2

Damit ist die intuitiv klare Aussage,dass irrationale Gewichte durch rationale approxi-
miert werdenk•onnen,ohnedie Ordnung der Funktionswerte zu beein
ussen,gezeigt.Die
Kombination der vorangehendenLemmata 2.1 und 2.2 liefert:

Korollar 2.3 Bei einer linearen Funktion f (x) =
P n

i=1 wi x i + � nehmenwir o.B. d.A.
an, dass� = 0; wi 2

�

f•ur alle i 2 f 1; : : : ; ng und w1 � � � � � wn gelten.

2.2 Quadratisc he Funktionen

Die zuvor behandeltenlinearen Funktionen hei�en auch Funktionen vom Grad 1. Auch
wenn vielf•altige Kriterien zur Klassi�k ation von Fitnessfunktionen im Kontext evoluti-
on•arer Algorithmen herangezogenwerdenk•onnen(vgl. z.B. [Jan99]), unterscheidenwir in
dieserArbeit Funktionen haupts•achlich anhand ihres Grades.Um den Grad einer Fitness-
funktion n•aher fassenzu k•onnen,schlie�en wir einigeDe�nitionen an (vgl. [DJW98a]).
Eine Fitnessfunktion f : f 0; 1gn !

�

kann auf eindeutigeWeiseals Polynom mit Koe�zi-
enten cf (I ) 2

�

geschrieben werden:

f (x1; : : : ; xn ) =
X

I �f 1;:::;n g

cf (I ) �
Y

i 2 I

x i :



2.2. QUADRATISCHE FUNKTIONEN 11

De�nition 2.2 (Grad einer Fitnessfunktion) Der Grad von f wird de�niert durch

deg(f ) = maxf i 2 f 0; : : : ; ngj9I mit jI j = i und cf (I ) 6= 0g:

De�nition 2.3 (Quadratisc he Funktionen) Eine Fitnessfunktion f : f 0; 1gn !
�

vom Grad 2, dargestellt durch f (x) =
P n

i=1 wi x i +
P n

i=1

P n
j =1 wij x i x j + � , mit wi ; wij 2

�

und � 2
�

hei�t quadratisch.

Da dasVerhalten des(1+1)-EA auf linearenFunktionen mittlerw eile vollst•andig erforscht
ist, erscheint esnat•urlich, sich nun mit der Analysequadratischer Funktionen zu besch•afti-
gen. Dies ist in der Tat das zentrale Thema dieser Arbeit. Wir versuchen quadratische
Funktionen zu strukturieren und •ubertragenzun•achst Ideenausden Lemmata 2.2 und 2.1
auf quadratische Funktionen.

Lemma 2.4 Bei einer quadratischen Fitnessfunktion k•onnen wir o.B. d.A. annehmen,
dassf die Gestalt f (x) =

P n
i=1 wi x i +

P n
i=1

P n
j = i+1 wij x i x j hat mit wi 2 � ; wij 2 � f•ur

1 � i < j � n und dassw1 � � � � � wn gilt.

Bew eis: Mit einemzu Lemma2.2 analogenBeweis{ essind lediglich noch Spaltenf•ur die
Gewichte wij in die Matrix A aufzunehmen{ folgt die Rationalit •at und wie in Lemma 2.1
die Ganzzahligkeit aller Gewichte. Gleichsam zu Lemma 2.1 lassensich w1; : : : ; wn wie
beschriebenordnensowie kann � = 0 angenommenwerden.Weiterhin k•onnendie Gewichte
wij und wj i sowie wi und wii infolge der Kommutativit •at der Multiplik ation bzw. x2 = x
f•ur x 2 f 0; 1g zusammengefasstwerden. 2

Im Gegensatzzu linearen Funktionen kann aber f•ur die Koe�zien ten wi quadratischer
Funktionen nicht wi 6= 0 gefordert werden, wie die Funktion f (x1; x2) = x1x2 zeigt.
Dar•uber hinaus verbietet sich die Annahme 8i; j 2 f 1; : : : ; ng : wi � 0; wij � 0, da
f (x1; x2) = x1 � x2 + x1x2 ein Gegenbeispiel ist. (Vertauschen von x2 und 1 � x2 wie in
Lemma2.1erzwingt ein negativesGewicht im letzten Summanden.)Zuletzt zeigt die Funk-
tion f (x1; x2) = � x1 � x2 + 2x1x2, dasswi 2

�

0 gleicherma�en nicht angenommenwerden
darf, denn der •Ubergangf (x1; x2) 7! f (1 � x1; 1 � x2) liefert f (1 � x1; 1 � x2) = f (x1; x2),
d. h. die Komplementbildung von x1 und x2 ist hier ohneBedeutung.

2.2.1 Eine untere Schrank e f•ur quadratisc he Funktionen

Bei linearenFunktionen ist einfach nachzuweisen(vgl. [DJW98a]), dassdie erwartete Lauf-
zeit des(1+1)-EA zu derenOptimierung durch 
( n ln n) nach unten beschr•ankt ist. Diese
Schrankek•onnenwir unter einerrealistischenAnnahmeauch bei quadratischenFunktionen
auf nahezuidentische Weisezeigen.

Satz 2.5 Gegeben sei eine quadratischeFunktion f : f 0; 1gn !
�

. Nimmt f nur f•ur ein
x � 2 f 0; 1gn einen maximalen Wert an, ben•otigt der (1+1)-EA zur Optimierung von f
erwartete Zeit 
( n ln n).
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Bew eis: In der Initialisierungsphase(Schritt 1) des evolution•aren Algorithmus wird ein
zuf•alliger Vektor xs 2 f 0; 1gn erzeugt,anhanddessenwir Zufallsvariablen X 1; : : : ; X n de�-
nieren.Es ist X i = 1, i 2 f 1; : : : ; ng, wennxs

i = x �
i , und 0 sonst,d. h. X i fungiert als Indika-

torvariableund zeigtan, ob xs
i "

richtig\ initialisiert wurde.O�en bar ist Prob(X i = 1) = 1=2
sowie E[X i ] = 1=2. Auf X := X 1 + � � � + X n mit E[X ] = n=2 wendenwir die Cherno�-
schranke (vgl. Lemma A.1) an und w•ahlen z.B. den Parameter � = 0;2. Dann ist

Prob(X > 0;6n) < 0;991n = 2� 
( n) sowie Prob(X < 0;4n) < 0;991n = 2� 
( n) ;

alsoProb(0;4n � X � 0;6n) = 1� 2� 
( n) . Die erwartete Laufzeit des(1+1)-EA mussdaher
von mindestensderselben Gr•o�enordnung wie die erwartete Laufzeit unter der Bedingung
0;4n � X � 0;6n sein. F•ur c := 0;4 ermitteln wir mit einem dem

"
Coupons Collector

Problem\ aus [MR95] •ahnlichen Vorgehendie erwartete Zeit, bis cn Bits je mindestens
einmal ge
ippt wurden, w•ahrend jedeseinzelneBit mit Wahrscheinlichkeit 1=n ge
ippt
wird. Da dieseszum Erreichen eines optimalen Bitstrings unerl•asslich ist, zumal nicht
jede dieserMutationen akzeptiert werdenmuss,erhalten wir eineuntere Schranke f•ur die
erwartete Laufzeit des(1+1)-EA. Die Zufallsvariable T soll nun die Zeit, bis jedesder cn
Bits mindestenseinmal ge
ippt wurde, angeben und hat den Erwartungswert

E[T] =
1X

t=1

t � Prob(T = t) =
1X

t=1

Prob(T � t), da T stets positiv ist.

Die Wahrscheinlichkeit Prob(T � t) l•asstsich alsWahrscheinlichkeit, dassin t � 1 Schritten
mindestenseinsder cn Bits niemals
ippt, interpretieren. Das Gegenereignisdazu besteht
darin, dassin t � 1 Schritten alle cn Bits mindestenseinmal 
ipp en. F•ur die Wahrschein-
lichkeit, in einem Schritt ein bestimmtes Bit mindestenseinmal zu 
ipp en, k•onnen wir
wiederumdie Gegenwahrscheinlichkeit, in einemSchritt diesesBit nicht zu 
ipp en, benut-
zen, n•amlich (1 � 1=n). Dann ist (1 � 1=n) t � 1 die Wahrscheinlichkeit, diesesBit in t � 1
(unabh•angigen)Schritten nie zu 
ipp en, 1 � (1 � 1=n) t � 1 die Wahrscheinlichkeit, in t � 1
Schritten diesesBit mindestenseinmal zu 
ipp en, (1� (1� 1=n) t � 1))cn die Wahrscheinlich-
keit, alle cn Bits in t � 1 Schritten mindestenseinmalzu 
ipp enund 1� (1� (1� 1=n) t � 1))cn

schlie�lic h die anfangserw•ahnte Wahrscheinlichkeit Prob(T � t). Insgesamt gilt dann

E[T] �
1X

i =1

 

1 �

 

1 �
�

1 �
1
n

� t � 1
! cn!

� (n � 1)(ln n)

 

1 �

 

1 �
�

1 �
1
n

� (n� 1) ln n
! cn!

, 1 � (1 � 1=n)t � 1 mon. wachsend

� (n � 1)(ln n)
�
1 �

�
1 � e� ln n

� cn�
= (n � 1)(ln n)

�
1 �

�
1 �

1
n

� cn�

� (n � 1)(ln n)
�
1 � e� c

�
= 
( n ln n);

wobei wir die Summe in der zweiten Zeile bei (n � 1) ln n abgebrochen haben sowie in
der dritten Zeile die Absch•atzung (1 � 1=n)n� 1 � e� 1, n � 2, und in der vierten die
Absch•atzung (1 � 1=n)n � e� 1 herangezogenhaben. 2
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Bemerkung 2.1 Die untere Schranke aus Satz 2.5 gilt nicht nur f•ur quadratische Funk-
tionen mit nur einemglobalenMaximum, sondernf•ur alle Funktionen f : f 0; 1gn !

�

, die
nur auf einemElement ihrer De�nitionsmenge den maximalen Funktionswert annehmen.

Wir haben also eine untere Schranke, die f•ur alle Elemente der Klasseder quadratischen
Funktionen gilt. Dieser Schranke gegen•uber steht die quadratische Funktion Dist ance
aus [DJW98a], denn die erwartete Laufzeit des(1+1)-EA auf Dist ance ist exponentiell,
n•amlich durch �( nn ) nach unten (und oben) beschr•ankt. Dies zeigt, dassder (1+1)-EA
auf quadratischen Funktionen keineswegsimmer e�zien t arbeitet. Weiter ziehenwir die
Schlussfolgerung,dassdie Klasses•amtlicher quadratischer Funktionen f•ur allgemeineAus-
sagen•uber das Verhalten des (1+1)-EA

"
zu gro�\ ist. Wie wir sehenwerden, gibt es im

Gegensatzzu Dist ance auch
"
gutartige\ quadratische Funktionen, auf denender (1+1)-

EA nur einepolynomielle erwartete Laufzeit ben•otigt.
Wir haben damit das Thema dieserArbeit motiviert. UnsereAufgabe ist es, die Klasse
quadratischer Funktionen in Unterklassenmit m•oglichst •ahnlichen Eigenschaften in Bezug
auf die erwartete Laufzeit des (1+1)-EA zu unterteilen. Im Folgendenstellen wir einige
naheliegendeEinschr•ankungenvor. Der n•aherenAnalysesolcher Funktionen und weiteren
Unterteilungen ist dann je ein eigenesKapitel oder ein eigenerAbschnitt dieser Arbeit
gewidmet.

2.2.2 Quadrate linearer Funktionen

Die Funktion Dist ance aus[DJW98a] entsteht, indem wir einelineareFunktion (n•amlich
im Wesentlichen OneMax ) quadrieren.Damit haben wir eineersteUnterklasseder qua-
dratischen Funktionen gefunden.

De�nition 2.4 (Quadrat einer linearen Funktion) Gegeben sei eine lineare Fitness-
funktion f (x) =

P n
i=1 wi x i + � mit wi 2

�

und � 2
�

. Mit f 2(x) := (f (x))2 wird das
Quadrat der linearen Funktion bezeichnet.

O�en bar ist f 2 einequadratischeFitnessfunktion im Sinnevon De�nition 2.3.Wir erhalten
ebenfalls quadratische Funktionen aus linearen Funktionen, indem wir Quadrate linearer
Funktionen negieren,also aus einer linearen Funktion f die Funktion � f 2 bilden. Jedoch
wird essich sp•ater (in Abschnitt 3.4) zeigen,dassdiesenicht allzu interessant sind. F•ur den
Moment stellenwir Aussagenzu denNegationenvon QuadratenlinearerFunktionen zur•uck
und beschr•anken uns auf die interessantere Klasseder Quadrate linearer Funktionen.
Es ist nicht o�ensichtlich, dassdie bei der Analyselinearer Funktionen getro�enen Annah-
men(nat•urlicheund monoton fallendeWerte der Koe�zien ten sowie � = 0) auch bei deren
Quadraten f•ur das Verhalten des(1+1)-EA keine Einschr•ankungendarstellen. Allerdings
lassensich die zun•achst erw•ahnten Forderungenrealisieren.

Lemma 2.6 Bei der BetrachtungdesQuadrats f 2 einer linearen Fitnessfunktion f (x) =P n
i=1 wi x i + � d•urfen wir o.B. d.A. annehmen,dasswi 2

�

f•ur alle i 2 f 1; : : : ; ng und
w1 � � � � � wn gelten.
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Bew eis: Zum Beweis, dass wir rationale Gewichte annehmenk•onnen, ziehen wir den
Beweis zu Lemma 2.2 heran und nehmen einige Modi�k ationen vor. Es gilt o�enbar
f 2(x) � f 2(y) , jf (x)j � jf (y)j f•ur alle x; y 2 f 0; 1gn , wobei f hier die lineare Funk-
tion bezeichnet, deren Quadrat untersucht wird. Die Zeilen der Matrix stellen nun f•ur
f•ur alle ungeordnetenPaare x; y 2 f 0; 1gn , f•ur die jf (x)j = jf (y)j gilt, die Gleichungen
j
P

f j jx j =1 g wj + � j � j
P

f j jyj =1 g wj + � j = 0 sowie f•ur alle geordnetenPaare x; y 2 f 0; 1gn

mit jf (x)j > jf (y)j die Gleichungenj
P

f j jx j =1 g wj + � j � j
P

f j jyj =1 g wj + � j � sl = 0 dar. Die
Eintr •ageder Matrix A = (aij ) ber•ucksichtigen die Bildung desBetragesund werden ggf.
negiert, d. h. aij 2 f� 2; � 1; 0; 1; 2g. Zudemist eineSpaltef•ur die Unbekannte v� aufzuneh-
men,die die Addition eineskonstanten Summanden(der in f denWert � annimt) ausdr•uckt
und in welcher infolgeder BetragsbildungWerte ausf� 2; 0; 2g stehenk•onnen.Zuletzt wer-
denweitere2n Zeilenund h•ochstens2n

"
Schlupfvariablen\ erg•anzt, die anzeigen,ob bei der

Betragsbildungein Vorzeichenwechselvorgenommenwurde, indem sie f•ur alle x 2 f 0; 1gn

mit f (x) = 0 die Gleichung
P

f j jx j =1 g wj + � = 0 sowie f•ur alle x 2 f 0; 1gn mit f (x) 6= 0
die Gleichung

P
f j jx j =1 g wj + � � sl = 0 bzw.

P
f j jx j =1 g(� wj ) � � � sl = 0 ausdr•ucken.

Wir bezeichnendie Zahl aller Schlupfvariablen wiedermit r . Der Vektor von Unbekannten
hat dann die Gestalt (v1; : : : ; vn ; v� ; s1; : : : ; sr ) und kann wie im urspr•unglichen Beweismit
einer L•osung (v0

1; : : : ; v0
n ; v0

� ; s0
1; : : : ; s0

r ) belegt werden, die s0
l > 0 f•ur alle l 2 f 1; : : : ; r g

erf•ullt, was •aquivalent zu der Aussageist, dassdie Funktion f 0(x) :=
P n

i=1 v0
i x i + v0

� die
Eigenschaft

8x; y 2 f 0; 1gn : jf (x)j � jf (y)j , jf 0(x)j � jf 0(y)j

besitzt. Die Argumentation, eine L•osung (v�
1; : : : ; v�

n ; v�
� ; s�

1; : : : ; s�
r ), in der die Werte s�

l
die gew•unschten Eigenschaften aufweisen, �nden zu k•onnen, l•auft anschlie�end wie im
urspr•unglichen Beweis.
Nachdemnun alle Gewichte zu rationalen Werten transformiert wurden, kann wie in Lem-
ma 2.1 durch Multiplik ation mit einem positiven Hauptnenner, die o�enkundig auch die
Ordnung der Betr•age der Funktionswerte nicht beein
usst, die Ganzzahligkeit aller Ge-
wichte erreicht werden.Auch die M•oglichkeit, alle Gewichte als nat•urlich anzunehmen,ist
wegender Identit •at

nX

i =1

wi x i + � =
X

f i jwi > 0g

wi x i +
X

f i jwi < 0g

(� wi (1 � x i )) +
X

f i jwi < 0g

wi + �

und der Bemerkung im Beweis zu Lemma 2.1 gegeben. Ebensostellt die Ordnung der
Gewichte nach wie vor kein Problem dar. 2

Ab sofort gehenwir alsovon nat•urlichenGewichten aus.Die Annahme� = 0 bei der Analy-
selinearer Funktionen wird hier hingegenzu einerechten Einschr•ankung.Wie erw•ahnt, ist
bei Dist ance , dem Quadrat einer linearen Fitnessfunktion, bekannt, dassder (1+1)-EA
eineexponentielle erwartete Zeit ben•otigt. Jedoch gilt:

Lemma 2.7 Gegeben sei eine lineare Funktion f (x) =
P n

i=1 wi x i + � mit wi 2
�

und
� � 0. Der (1+1)-EA verh•alt sich auf f 2(x) ebensowie auf f (x).
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Bew eis: Wegen wi > 0 f•ur i 2 f 1; : : : ; ng und � � 0 gilt f•ur alle x 2 f 0; 1gn , dass
f (x) � 0, und damit 8x; y 2 f 0; 1gn : f (x) � f (y) , f 2(x) � f 2(y), da z 7! z2 auf

� +

einenOrdnungsisomorphismus darstellt. 2

Damit •ubertragen sich also die obere und untere Schranke der erwarteten Laufzeit des
(1+1)-EA auf linearen Funktionen (�( n ln n)) im Fall � � 0 unmittelbar auf deren Qua-
drate. In •ahnlicher Weisekann eineWahl von � , die f (x) nicht positiv werdenl•asst,keine
schlechtere Laufzeit erzwingen.

Lemma 2.8 Gilt f•ur eine lineare Fitnessfunktion f (x) =
P n

i=1 wi x i + � mit wi 2
�

und
� � 0, dass

P n
i=1 wi � � � , so verh•alt sich der (1+1)-EA auf f 2(x) ebensowie auf � f (x).

Bew eis: Wegenwi � 0 und
P n

i=1 wi + � � 0 folgt 8x 2 f 0; 1gn : f (x) �
P n

i=1 wi + � � 0.
Zusammenmit den Eigenschaften von z 7! z2 auf

� + erhalten wir

8x; y 2 f 0; 1gn : f (x) � f (y) , � f (y) � � f (x) , f 2(y) � f 2(x):

2

Nat•urlich ist auch � f eine lineare Funktion. Folglich gilt f•ur f 2 die Schranke �( n ln n).
Falls � die Voraussetzungender Lemmata 2.7 bzw. 2.8 nicht erf•ullt, k•onnendie Quadrate
linearer Funktionen schwierig zu optimieren sein. Dies soll in Kapitel 3 n•aher beleuchtet
werden.

2.2.3 Fast lineare Funktionen

GegenstanddieserUntersuchungensollenauch
"
fast lineare\ quadratische Fitnessfunktio-

nen sein, welche den linearen im Wesentlichen •ahneln. Wir erzeugeneine •Ahnlichkeit von
quadratischen Funktionen zu linearen Funktionen, indem wir nur konstant viele Monome
mit demGrad 2, d. h. konstant viele Ausnahmengegen•uber linearenFunktionen, erlauben.
Somit ergibt sich die folgendeformale Erfassungfast linearer Funktionen.

De�nition 2.5 (Fast lineare Funktionen) Eine quadratischeFitnessfunktionf , darge-
stellt durch f (x) =

P n
i=1 wi x i +

P n
i=1

P n
j = i+1 wij x i x j mit wi 2 � ; wij 2 � f•ur 1 � i < j � n

und w1 � � � � � wn , wird als fast linear bezeichnet,wenn die Ungleichungwij 6= 0 nur f•ur
O(1), d.h. konstant viele Koe�zienten wij zutri�t.

In Abschnitt 4.3 erfolgt eineAnalyse derartiger Funktionen.

2.2.4 Quadratisc he Funktionen ohne negativ e Gewic hte

Die bisher bekannten Beispielequadratischer Fitnessfunktionen mit erwarteter exponen-
tieller Laufzeit weisendie Eigenschaft auf, dassmindestenslinear viele der Gewichte ne-
gativ sind. Fordert man hingegenvon allen wi sowie wij , dass diese alle nicht negativ
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sind, d. h. wir erhalten mithilfe der bekannten Transformationen aus Lemma 2.4 sogar
wi 2

�

0; wij 2
�

0 f•ur 1 � i < j � n sowie w1 � � � � � wn , dr•angt sich aufgrund der
"

•Ahn-
lichkeit\ zu linearen Funktionen die Vermutung auf, hier keine exponentiellen erwarteten
Laufzeiten erhalten zu k•onnen.Dies untersuchen wir in Abschnitt 4.1.

2.2.5 Weitere linearen Funktionen •ahnlic he Funktionen

Neben Quadraten linearer Funktionen, fast linearen Funktionen und quadratischen Funk-
tionen ohnenegative Gewichte k•onnenwir weitere Unterklassenvon quadratischen Funk-
tionen, die eine

"
Verwandtschaft\ zu linearen besitzen, aufstellen. Diese weiter gehende

Unterteilung entwickeln wir im Verlauf von Kapitel 4.



Kapitel 3

Quadrate linearer Funktionen

Eine allgemeineAnalyseder QuadratebeliebigerlinearerFitnessfunktionenscheint in man-
cherleiHinsicht einenbedeutendenAufwand zu beinhalten.W•arebei denLemmata2.7und
2.8 kein R•uckzug auf die bekannten Resultate f•ur lineare Funktionen m•oglich, h•atte esei-
nesBeweisesbedurft, der mindestensdenselben Schwierigkeitsgrad wie den desBeweises
einer allgemeinenoberen Schranke f•ur lineare Funktionen aufgewiesenh•atte. F•ur den in
Abschnitt 2.2.2 vorgestelltenBereich desSummanden� , in dem keine unmittelbaren Er-
gebnisseaus den Eigenschaften linearer Funktionen folgen, ist kein geringererAufwand
zur Gewinnung allgemeinerResultatezu erwarten. Dennoch lassensich f•ur denAnfang Er-
kenntnisse•uber QuadratelinearerFunktionen festhalten,welchestrukturelle Eigenschaften
solcher Funktionen verdeutlichen.Wenn nicht anderserw•ahnt, gehenwir dabei stillschwei-
genddavon aus,dasslineareFunktionen in der

"
Normalform\ gem•a� Lemma2.6vorliegen.

3.1 Allgemeine Strukturierung

Eine intuitiv e, wenn auch nicht vollst•andig korrekte Erkl •arung f•ur die einfache Handhab-
barkeit linearer Funktionen liegt in derenEigenschaft, nur ein lokalesMaximum aufzuwei-
sen,welches immer in ~1 := (1; : : : ; 1) liegt. Der in diesemKontext verwandte Begri� des
Maximums (analog zu [DJW98a]) basiert auf dem Hammingabstand.

De�nition 3.1 (Hammingabstand) F•ur zwei Bitstrings x; y 2 f 0; 1gn wird der Ham-
mingabstandde�niert durch

H (x; y) :=
nX

i =1

jx i � yi j:

De�nition 3.2 (Lok ales Maxim um) Ein x 2 f 0; 1gn hei�t lokalesMaximum einer Fit-
nessfunktionf : f 0; 1gn !

�

genaudann, wenn gilt:

8y 2 f 0; 1gn : H (x; y) = 1 ) f (y) � f (x):

17
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O�en bar ist mindestensein lokales Maximum auch ein globales Maximum, in dem der
maximale Funktionswert angenommenwird. Funktionen, die nur ein lokales und damit
zugleich globalesMaximum aufweisen,hei�en unimodal.

Bemerkung 3.1 Lineare Fitnessfunktionensind unimodal.

Wie in Abschnitt 2.2.2vorgestellt, ist dasQuadrat einer linearenFunktion unter gewissen
Voraussetzungenf•ur den(1+1)-EA nicht von der linearenFunktion selbstzu unterscheiden.
Die genannten hinreichendenBedingungenbezogensich auf den Wertebereich der Funkti-
on, wasuns veranlasst,diesenzum Zwecke der besserenStrukturierung zu einer Zerlegung
desDe�nitionsb ereichesheranzuziehen.

De�nition 3.3 Gegeben sei eine lineare Fitnessfunktion f : f 0; 1gn !
�

. Wir de�nier en:

N (f ) := f x 2 f 0; 1gn jf (x) < 0g;

P(f ) := f x 2 f 0; 1gn jf (x) � 0g:

Bei den zuvor erbrachten Aussagenin denLemmata 2.7 und 2.8 war die MengeN (f ) bzw.
P(f ) leer. DesWeiteren haben wir folgendeEigenschaften herangezogen:

Lemma 3.1 Gegeben sei eine lineare Funktion f : f 0; 1gn !
�

. F•ur x; y 2 f 0; 1gn gilt:

x; y 2 P(f ) : f (x) � f (y) , f 2(x) � f 2(y);

x; y 2 N (f ) : f (x) � f (y) , f 2(y) � f 2(x):

Bemerkung:Diese Aussagenbeinhalten, dassanstelle von
"

� \ auch die Relation
"

>\ be-
trachtet werden kann.

Bew eis: Folgt unmittelbar ausden Eigenschaften von x 7! x2 auf
�

. 2

Unter Zuhilfenahmeder ZerlegungdesDe�nitionsb ereichesk•onnenwir nun Bedingungen
f•ur die ExistenzlokalerMaxima bei QuadratenlinearerFitnessfunktionengewinnen,welche
zum Beispiel in der Funktion Dist ance aus [DJW98a] einewesentliche Rolle spielen.

Satz 3.2 Das Quadrat einer linearen Funktion f besitzt mindestensein und maximal zwei
lokaleMaxima. LokaleMaxima werden nur in ~0 oder ~1 angenommen.

Bew eis: Sei f (x) =
P n

i=1 wi x i + � mit wi 2
�

, � 2
�

und w1 � � � � � wn gegeben. Wir
greifenzun•achst Bemerkung3.1 auf und zeigen,dassdie lineare Funktion f unimodal ist.
F•ur beliebigey mit H (y;~1) = 1 ist f (y) � f (~1), da alle wi positiv sind. W•are auch x mit
x 6= ~1 ein lokalesMaximum, k•onnte man mittels NegiereneinesNullbits einen Bitstring
mit besseremFunktionswert im Widerspruch zur Annahme konstruieren. Zur Sicherheit
halten wir auch die analogeAussage,dass8y 2 f 0; 1gn : f (y) � f (~0) gilt und dassf•ur alle
y 2 f 0; 1gn n f ~0g ein x mit geringeremFunktionswert existiert, fest.
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Ist N (f ) = ; , so besitzt f 2(x) wegenLemma 3.1 ebenfallsnur ein lokalesMaximum in ~1.
Es gilt 8y 2 f 0; 1gn : � f (y) � � f (~0). Im Fall P(f ) = ; kann also mit Lemma 3.1
8y 2 f 0; 1gn : f 2(y) � f 2(~0) geschlossenwerden.
Im Falle P(f ) 6= ; 6= N (f ) folgt wie zuvor, dassalle x 2 N (f ) mit x 6= ~0 und alle x 2 P(f )
mit x 6= ~1 f•ur die Funktion f 2 nicht lokal optimal sein k•onnen. Von den verbleibenden
Punkten ~0 und ~1 muss mindestenseiner lokal optimal sein, da es sonst im Widerspruch
zur Endlichkeit der De�nitionsmenge kein globalesMaximum g•abe. 2

Korollar 3.3 Falls jf (~0)j < jf (~1)j, liegt in ~1 ein globales Maximum von f 2. Im Falle
jf (~0)j > jf (~1)j liegt in ~0 ein globales Maximum. Wenn Gleichheit gilt, sind beide Punkte
globale Maxima.

Bew eis: Bei den ersten beiden Aussagenwende man Satz 3.2 an. Im dritten Fall wird
sogarin beidenm•oglichen Punkten f•ur lokale Maxima ein maximaler Funktionswert ange-
nommen. 2

Beispiel 3.1 Das Quadrat der linearenFunktion f (x) = (2n + 1)x1 +
P n

i =2 x i � n nimmt
o�enbar in ~1 sein globalesMaximum mit dem Funktionswert 4n2 an. Jedoch ist ~0 kein
lokalesMaximum, da f 2(~0) = n2 < (n + 1)2 = f 2(1; 0; : : : ; 0), was auch verdeutlicht, dass
die M•achtigkeit der MengenN (f ) und P(f ) keineR•uckschl•usse•uber die Existenz lokaler
Maxima gestattet, da hier # N (f ) = # P(f ) = 2n� 1 ist.

Von dieserFunktion k•onnenwir nun leicht zeigen,dasssief•ur den (1+1)-EA
"
einfach\ ist.

Satz 3.4 Sei f de�niert wie in Beispiel 3.1. Der (1+1)-EA optimiert das Quadrat der
Funktion f in erwarteter Zeit O(n ln n).

Bew eis: Zun•achst analysierenwir dasVerhalten des(1+1)-EA unter der Bedingung,dass
xs

1 mit 0 initialisiert wurde. Da die Wahrscheinlichkeit, x1 zu 
ipp en, 1=n betr•agt, ereignet
sich im Erwartungswert nach n Schritten eine solche Mutation, woraufhin aufgrund der
Eigenschaft w1 > n = jf (~0)j keine Mutation nach N (f ) mehr statt�ndet. Zumal jeder
Vektor mit x1 = 1 in P(f ) liegt, wird eineMutation auf dem Quadrat von f im Folgenden
daher genaudann akzeptiert, wenn sie auf der linearen Funktion f akzeptiert wird. Da
nun die Resultate f•ur erwartete Laufzeiten auf linearen Funktionen zum Tragenkommen
(im Fall xs

1 = 1 ist diesalsoohnehinunmittelbar nach der Initialisierung der Fall), wird f 2

insgesamt in erwarteter Zeit von h•ochstensn + O(n ln n) = O(n ln n) optimiert. 2

Bemerkung 3.2 Die untere Schranke f•ur die Laufzeit des (1+1)-EA von 
( n ln n) aus
Satz 2.5 gilt f•ur die Quadrate linearer Funktionen mit nur einemglobalenMaximum. Aus
dem Beweiswird auch unmittelbar klar, dasser m•uhelosangepasstwerdenkann, um eine
untere Schranke von 
( n ln n) f•ur die Quadrate linearer Funktionen zu zeigen,die sowohl
in ~0 als auch in ~1 ein globalesMaximum besitzen. (Es sind mit exponentiell nahe an 1
liegenderWahrscheinlichkeit nach der Initialisierung mindestens0;4n und h•ochstens0;6n
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Bits gegen•uber dem Maximum in ~1 richtig eingestellt; ein Bit ist zum Maximum in ~1
genaudann richtig eingestellt, wenn es zum Maximum in ~0 falsch eingestellt ist, d. h. es
sind mit exponentiell nahean 1 liegenderWahrscheinlichkeit auch zwischen 0;4n und 0;6n
Bits gegen•uber demMaximum in ~0 falsch eingestellt,und esm•ussenmit exponentiell nahe
an 1 liegenderWahrscheinlichkeit mindestens0;4n Bits ge
ippt werden.)Wir halten diese
untereSchrankebei allenAussagen•uber dieQuadratelinearerFunktionen in Gedankenund
schreiben daher bei erwarteten Laufzeiten von �( n ln n) statt diesesst•arkeren Resultates
meist O(n ln n), da wir nur noch obereSchranken zu zeigenbrauchen.

Zum AbschlussdiesesAbschnittes stellenwir noch eineAnnahmevor, die im Weiterendie
Analyseder QuadratelinearerFunktionen vereinfachenwird, insofernals

"
duale\ Aussagen

nicht mehr bewiesenzu werdenbrauchen.

Lemma 3.5 Beim Quadrat f 2 einer linearen Fitnessfunktion f d•urfen wir o.B. d.A. an-
nehmen,dassein globalesMaximum in ~1 liegt.

Bew eis: Sei f (x) =
P n

i=1 wi x i + � mit wi 2
�

, � 2
� < 0 und w1 � � � � � wn eine lineare

Fitnessfunktion, wobei jf (~0)j > jf (~1)j; d. h. j� j > j
P n

i=1 wi + � j ist. (Sonst ist nichts zu
zeigen.)Im Beweis zu Lemma 2.1 haben wir begr•undet, dassdie Rollen von Nullen und
Einsen in beliebigenPositionen i 2 f 1; : : : ; ng einesBitstrings vertauscht werden d•urfen,
indem wir in allen Monomender Polynomdarstellungder untersuchten Funktion x i durch
(1 � x i ) ersetzen.Wir bilden daher verm•ogeder Abbildung c : f 0; 1gn ! f 0; 1gn , de�niert
durch c(x) = �x, die Funktion f 0(x) := (f � c)(x) =

P n
i=1 � wi x i + � 0 mit � 0 = � +

P n
i=1 wi .

Somit ist
�
� f 0(~0)

�
� =

�
�� 0

�
� =

�
�
�

nX

i =1

wi + �
�
�
� <

�
� �

�
� =

�
� f 0(~1)

�
� :

Da jf 0(x)j = j � f 0(x)j f•ur alle x 2 f 0; 1gn , haben wir mit der Funktion f � (x) := � f 0(x) =P n
i=1 wi x i + (� � 0) eine lineare Fitnessfunktion in der •ublichen Form gem•a� Lemma 2.6

gefunden.Die Funktion (f � )2 nimmt nur in ~1 (vgl. Satz 3.2) ihr globalesMaximum an. 2

Bemerkung 3.3 In diesemAbschnitt habenwir deninteressanten Bereich desParameters
� weiter eingeschr•ankt. In Verbindung mit den Lemmata 2.7 und 2.8 besagtLemma 3.5,
dasswir bei der Betrachtung desQuadrats einer linearen Funktion f (x) =

P n
i=1 wi x i + �

mit wi 2
�

und w1 � � � � � wn o.B. d. A. davon ausgehenk•onnen, dass � im Bereich
(�

P n
i=1 wi ) =2 � � < 0 liegt.

3.2 Die Funktion " OneSqr \

In diesemAbschnitt wollen wir auf das Verhalten des Quadrates der denkbar einfachs-
ten linearen Funktion eingehen,d. i. das Quadrat der Funktion OneMax . Deren formale
De�nition liefern wir nun nach.
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De�nition 3.4 Die Funktion OneMax : f 0; 1gn !
�

wird de�niert durch

OneMax (x) :=
nX

i =1

x i :

Das mit OneSqr bezeichnete Quadrat der Funktion OneMax hat dann, da nun der
Summand� infolgeder bisherigenErgebnissenicht vernachl•assigtwerdendarf, die folgende
Gestalt.

De�nition 3.5 Die Funktion OneSqr � : f 0; 1gn !
�

wird de�niert durch

OneSqr � (x) :=
� nX

i =1

x i + �
� 2

mit � 2
�

.

Die Summe der Gewichte der Funktion OneSqr � betr•agt n. Wir entnehmen Bemer-
kung 3.3, dassnur Werte von � im Bereich � n=2 � � < 0 neueErkenntnisse zu bringen
verm•ogen.
Im Falle � = � n=2 existieren zwei globale Maxima (n•amlich in ~0 und in ~1), und die
Funktion ist f•ur den (1+1)-EA leicht zu optimieren.

Lemma 3.6 Die Funktion OneSqr � n=2 wird vom (1+1)-EA in erwarteter Zeit O(n ln n)
optimiert.

Bew eis: In diesemBeweis betrachten wir nur diejenigen(akzeptierten) Mutationen des
(1+1)-EA, die h•ochstensein Bit mutieren und berechnen die erwartete Zeit, bis mithilfe
solcher Mutationen ein globalesOptimum erreicht wurde. Bei diesemVorgehenbenutzen
wir f•ur die wiederum mit f benannte zugrundeliegendelineare Funktion die Identit •aten
f (x) = n=2 � H (x; ~1), falls x 2 P(f ), und � f (x) = n=2 � H (x; ~0) f•ur x 2 N (f ). Damit
verringern akzeptierte Mutationen, die mehr als ein Bit 
ipp en und den Funktionswert
von OneSqr � n=2 erh•ohen,den Hammingabstandzu einemder globalenMaxima um min-
destensdenselben Wert wie die Mutation eineseinzigenBits, sodassdas Ignorieren sol-
cher Mutationen die Anzahl noch erforderlicher 1-Bit-Mutationen und somit die erwartete
Laufzeit allenfalls erh•ohen kann. Falls eine akzeptierte Mutation mehr als einesBits den
Funktionswert unver•andert l•asst, kann ein Flipp von P(f ) nach N (f ) (bzw. umgekehrt)
mit gleichem Funktionswert erfolgt sein. In diesenF•allen wird aber der Hammingabstand
desgeneriertenBitstrings x 2 N (f ) zum Maximum in ~0 identisch zum Hammingabstand
zu ~1 vor der Mutation und umgekehrt, d. h. es sind noch ebensoviele 1-Bit-Mutationen
wie zuvor zum Erreichen einesder globalenMaxima n•otig und ausreichend,w•ahrenddiese
im Falle x 2 P(f ) Mutationen, die ein Bit von 0 nach 1 
ipp en, darstellenund umgekehrt.
Wir geben bei der Ermittlung einer obereren Schranke mithin o.B. d. A. vor, dass nur
1-Bit-Mutationen und

"
Mutationen\ , die •uberhaupt kein Bit 
ipp en, akzeptiert werden

k•onnen.
Falls der unmittelbar nach der Initialisierung erzeugtezuf•allige Bitstring xs genaun=2 Ein-
sen enth•alt, entscheidet die erste Mutation, ob der ge•anderte Algorithmus den Bitstring
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~0 oder ~1 als optimal ermittelt. Da die Wahrscheinlichkeit, genauein Bit zu 
ipp en, auf-
grund der Beziehung (1 � 1=n)n� 1 � e� 1 mindestens

� n
1

�
(1=n)(1 � 1=n)n� 1 � e� 1 betr•agt,

ist die erwartete Zeit bis zur ersten Mutation durch e nach oben beschr•ankt, d. h. kon-
stant. Im Folgendensind dann die erwarteten Laufzeiten im zweiten bzw. im dritten Fall
hinzuzuz•ahlen.
Im Fall 2, dassmehr als n=2 Bits von xs Einsensind, akzeptiert der ge•anderte (1+1)-EA
nur Mutationen, die die Zahl der Einsenerh•ohen.Die Wahrscheinlichkeit, einenBitstring
x 2 f 0; 1gn mit n=2 < c < n Einsen zu einem Bitstring mit c + 1 Einsen zu mutieren,
betr•agt mindestens �

n � c
1

�
1
n

�
1 �

1
n

� n� 1

� e� 1 n � c
n

:

Die Zufallsvariable X c bezeichnet die Zeit bis zum erstmaligen Eintreten einer solchen
Mutation. Dann ist E[X c] � en=(n � c): F•ur die Zufallsvariable X , die die Zeit bis zum
Erreichen von ~1 angibt, gilt somit

E[X ] = E[X c + X c+1 + � � � + X n� 1] �
n� 1X

i = c

en
n � i

� en
n� 1X

i =1

1
n � i

� enH(n) = O(n ln n);

wobei H (n) f•ur die Harmonische Reihe bis zum Glied 1=n steht, deren asymptotisches
Verhalten mit H (n) = ln n + �(1) angegeben werdenkann.
Der dritte Fall desBeweises{ xs enth•alt wenigeralsn=2 Einsen,d. h. mehr alsn=2 Nullen {
verl•auft analogzum zweiten Fall. 2

Zu untersuchenbleibenWertevon � im Bereich � n=2 < � < 0. Die Funktion Dist ance aus
[DJW98a] ist der Funktion OneSqr � mit � = � n=2+ 1=3 bis auf Komplementbildung nach
Lemma3.5 identisch (zur Illustration vgl. auch Abbildung 3.1) und ruft eineexponentielle
erwartete Laufzeit des (1+1)-EA hervor. Der folgendeSatz zeigt, dassbei nur mit no(1)

und sogarnoch mit o(n=logn) wachsendenWerten von j� j keineexponentiellen erwarteten
Laufzeiten m•oglich sind.

Satz 3.7 Sei � n=2 < � < 0 und j� j � (1 � � )n=(2 logn) f•ur ein � > 0. Dann optimiert
der (1+1)-EA die Funktion OneSqr � in erwarteter Zeit O(n ln n).

Bew eis: Wir schreiben � gem•a� der Voraussetzungals � � � cn=logn f•ur ein c < 1=2.
Aus beweistechnischen Gr•unden gehen wir ferner davon aus, dass cn=logn � 2 sowie
2cn=logn 2

�

gelten und dasssogar � � = cn=logn zutri�t, womit sich der Wert der
oberenSchranke allenfalls vergr•o�ert, weil sich die Wahrscheinlichkeit, in N (f ) zu starten
oder zu gelangen,erh•oht. Weiter wird mit f (x) =

P n
i=1 x i + � die lineare Funktion, die

OneSqr � zugrundeliegt, bezeichnet.
Unter der Bedingung,dassder Bitstring desEA mit mehr als 2j� j Einseninitialisiert wird,
folgt die obere Schranke aus den Ergebnissenf•ur OneMax , da der (1+1)-EA das gleiche
Akzeptanzverhalten f•ur Mutationen wie bei einem Vektor mit mehr als 2j� j Einsen auf
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Abbildung 3.1: OneSqr � n=2+1 =3 f•ur n = 30

der Funktion OneMax zeigt. Insgesamt erzeugt der EA in der Initialisierung mit einer
Wahrscheinlichkeit von h•ochstens(bei den Absch•atzungen f•ur Binomialkoe�zien ten vgl.
Anhang A.2)

2� n
2cn=log nX

i =0

�
n
i

�
� 2� n

�
2cn
logn

+ 1
� �

n
2cn=logn

�
� 2� n

�
2cn
logn

+ 1
� �

ne
2cn=logn

� 2cn
log n

� 2� nn2cn=log ne2cn=log n

�
2cn
logn

� � 2cn=log n+2

= 2� n+(log n)(2 cn=log n)+(log e)(2 cn=log n)� log(2cn=log n)(2 cn=log n)+2 log(2cn=log n)

= 2� n+2 cn+(log e)(2 cn=log n)� ((log n)+log(2 c=log n))(2 cn=log n)+2 log(2cn=log n)

= 2� n+2 cn+(log e)(2 cn=log n)� 2cn� log(2c=log n)(2 cn=log n)+2 log(2cn=log n)

= 2� n+(log( e=2c)+log log n)(2 cn=log n)+2 log(2cn=log n) = 2� n+ o(n)

einen Vektor mit h•ochstens2j� j Einsen { dies nennenwir das Ereignis I { und gelangt
unter dieserBedingungmit positiver Wahrscheinlichkeit zum lokalenMaximum1 in ~0. Ist ~0
der aktuelle Bitstring, werdennur Mutationen, die mindestens2cn=logn Bits gleichzeitig

1Ganz genaugenommenist der Vektor ~0 gem•a� De�nition 3.2, falls � > � 1=2 oder n = 1, kein lokales
Maximum. Abgesehendavon, dasswir in der Beweisf•uhrung j� j � 1=2 voraussetzen,ist der Fall � > � 1=2
ohnehin uninteressant, da dann jeder Vektor mit mindestenseinemEinsbit der MengeP(f ) angeh•ort und
eine •ahnliche Situation wie in Satz 3.4 eintritt. Den Fall n = 1 schlie�en wir ohnehin o.B. d. A. aus.
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Abbildung 3.2: OneSqr � f•ur � � � n=2


ipp en, akzeptiert (zur Illustration vgl. Abbildung 3.2). Auf der anderen Seite ist das
Eintreten einerMutation, die in einemSchritt mindestensk := 2cn=logn + 1 mit 0 belegte
Bits und keine mit 1 belegten Bits 
ippt, eine hinreichende Bedingung daf•ur, dassalle
aktuellen Bitstrings im Folgendenmindestens2j� j + 1 Einsenenthalten und dasssich der
(1+1)-EA danach wie auf f verh•alt.
Die Wahrscheinlichkeit, mindestensk Nullbits und kein Einsbit zu mutieren, ist nach unten
beschr•ankt durch die Wahrscheinlichkeit, genauk ausgew•ahlte Nullbits zu mutieren, d. h.

�
1
n

� k �
1 �

1
n

� n� k

�
�

1
n

� k

e� 1 = e� 1n� k :

Unter der Bedingung I sch•atzen wir die erwartete Zeit bis zur einer der betrachteten
Mutationen mit enk nach obenab, woraufhin (wegen•aquivalenten Verhaltenszu OneMax ,
s.o.) noch erwartete O(n ln n) Schritte bis zumErreichendesglobalenMaximumsin ~1 n•otig
sind. Fassenwir diesenbedingtenErwartungswert und den Erwartungswert O(n ln n), der
sonstgilt, zum Erwartungswert der Laufzeit (Zufallsvariable X ) zusammen,ergibt sich

E[X ] � E[X jI ] � Prob(I ) + E[X j �I ]

� 2� n+ o(n) �
�
e � n2cn=log n+1

�
+ O(n ln n)

� e � 2� n+ o(n)+(log n)(2 cn=log n+1) + O(n ln n)

= e� 2� n+2 cn+ o(n) + O(n ln n) = 2� 
( n) + O(n ln n) = O(n ln n);

da c < 1=2 vorausgesetztwird. 2
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Auf der anderenSeite k•onnen wir auch hinreichendeBedingungenf•ur eine erwartete ex-
ponentielle Laufzeit errechnen.

Satz 3.8 Sei � n=2 < � < 0 und j� j � (1 + � )n=(2 logn) f•ur ein � > 0. Dann ben•otigt der
(1+1)-EA zur Optimierung der Funktion OneSqr � erwartete Zeit 2
( n) .

Bew eis: Zun•achst schreiben wir � � � cn=logn f•ur ein c > 1=2 und nehmenwiederuman,
dasscn=logn ganzzahligist, um eventuelle Auf- und Abrundungenzu vermeidenund setzen
sogarj� j = cn=logn voraus;f bezeichnedie OneSqr � zugrundeliegendelineareFunktion.
Wir analysierenausschlie�lic h die Situation, w•ahrend der Initialisierung den Vektor ~0 zu
erzeugen(Ereignis I ), woraufhin eineMutation von mindestens2j� j Bits zugleich vonn•oten
ist, um einen Vektor aus P(f ) zu erzeugenund anschlie�end zum globalenMaximum zu
gelangen(vgl. Abbildung 3.2). Die Wahrscheinlichkeit, denStartvektor mit ~0 zu initialisie-
ren, betr•agt 2� n . Demgegen•uber ist die Wahrscheinlichkeit, mindestensk := 2cn=logn Bits
zugleich zu 
ipp en, h•ochstens

� n
k

�
(1=n)k � (nk=k!) � n� k = 1=k! (sieheauch Lemma A.8),

d. h. die erwartete Zeit bis zu einersolchenMutation betr•agt mindestensk! Schritte. Somit
tr •agt dasEreignis I aufgrund der Stirlingformel einenSummandenvon mindestens

2� n � e� 2cn=log n (2cn=logn)2cn=log n = 2� n� (log e)(2 cn=log n)+log(2 cn=log n)(2 cn=log n)

= 2� n� (log e)(2 cn=log n)+(log (2c=log n)+log n)(2 cn=log n) = 2� n+( � log e+log (2c=log n))(2 cn=log n)+2 cn

= 2� n+2 cn+log (2c=(elog n))(2 cn=log n) = 2
( n) ; da c > 1=2,

zur erwarteten Laufzeit bei. 2

Bemerkung 3.4 Bei � = � n=(2 logn) scheint die erwartete Laufzeit von O(n ln n) auf
2
( n) umzuschlagen.Bei der Errechnung der oberenund unteren Schranke konnten wir die
Bereiche von j� j, in denendie erwartete Laufzeit O(n ln n) bzw. 2
( n) betr•agt, sehrgenau
einanderangleichen, weil sich die erwartete Laufzeit f•ur � = � cn=logn, c > 0, in beiden
F•allen durch 2� n+2 cn� o(n) darstellen l•asst. Interessanterweisebraucht bei der Ermittlung
der unteren Schranke lediglich dasEreignis, in ~0 zu starten, betrachtet zu werden,da unter
dieserBedingungj2� j Bits zu 
ipp en haben und der Summand2cn im Exponenten infolge
der Stirlingformel entsteht.
Am Randeseibemerkt, dasssich f•ur � = � n=(2 logn) eineuntere Schranke f•ur die Laufzeit
von

2� (log e)( n=log n)+log(1 =log n)( n=log n) = 2log(1=(elog n))( n=log n) = 2� 
( n=log n)

ergibt. Die obereSchranke nimmt dagegenden Wert

e � 2log(e+log log n)( n=log n)+2 log(n=log n)+log n + O(n ln n) = 2
( n=log n)+ o(n=log n) = 2
( n=log n)

an, d. h. bei diesemWert von � liefern die RechnungenausSatz3.7und 3.8keinesinnvollen
Erkenntnisse •uber die erwartete Laufzeit.
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Bemerkung 3.5 Im Falle j� j = 
( n=loglogn) k•onnen wir eine noch gr•o�ere untere
Schranke zeigen.Die erwartete Zeit bis zu einemFlipp von cn=loglogn Bits (f •ur ein belie-
bigesc > 0) ist nach unten beschr•ankt durch

(cn=loglogn)! = 2
(( cn=log log n) log(cn=log log n)� (cn log e)=log log n) = 2
( n log n=log log n) ;

und selbst die minimale Wahrscheinlichkeit von 2� n f•ur einen Start in N (f ) bel•asst das
asymptotische Verhalten der erwarteten Laufzeit bei 2
( n log n=log log n) . Ohne gr•o�ere M•uhe
erkennenwir hieran auch einenErwartungswert von 2
( n log n) , falls j� j = �( n) zutri�t.

Die Funktion Dist ance veranlasstden (1+1)-EA sogarzu der noch schlechteren erwarte-
ten Laufzeit 
( nn ). Dies kann jedoch nur unter der Bedingung� � = n=2� o(n) eintreten.
Wir betrachten dazu lediglich den

"
Sprung\ von einemVektor mit o Einsenauszu einem

Vektor mit mindestenso+ 2j� j + 1 Einsen,da die erwartete Zeit bis zum Erreichen von ~1
ohneden Sprung ohnehin durch O(n ln n) beschr•ankt ist. Die Wahrscheinlichkeit f•ur eine
Mutation von mindestensk ausgew•ahlten Nullbits zugleich ist im Falle 1 � k � n durch
e� 1n� k nach unten beschr•ankt. Selbst wenn der (1+1)-EA mit Wahrscheinlichkeit 1 den
Sprungausf•uhren m•usste,w•urde dieszur erwarteten Laufzeit h•ochstensenk beitragen.Die
obere Schranke enk kann zwar f•ur alle k 2 f 1; : : : ; ng als 2�( k log k) geschrieben werden,
jedoch nur f•ur k = n als �( nn ).
Abgesehenvon der im Allgemeinenun•ublichenUnterscheidungzwischenverschiedenenex-
ponentiellen Gr•o�en sind dieseBetrachtungender erwarteten Laufzeit jedoch auch insofern
lediglich theoretischerNatur, alsOneSqr � selbstf•ur den

"
Extremfall\ � = � n=2+ o(n) mit

Wahrscheinlichkeit 1=2 � � in der Zeit O(n ln n) maximiert wird (vgl. [DJW98a]). W•achst
j� j proportional zu n, k•onnen meist noch bessereWahrscheinlichkeiten f•ur polynomielle
Laufzeitengezeigtwerden.Im folgendenSatz halten wir im Hinterkopf, dassdie erwartete
Laufzeit aber wegenSatz 3.8 immer noch exponentiell ist.

Satz 3.9 L•asstsich � als � = � � n=2 f•ur ein � 2 ]0; 1[ darstellen, optimiert der (1+1)-EA
die Funktion OneSqr � f•ur ein beliebiges� > 0 mit Wahrscheinlichkeit von mindestens
1 � � in O(n ln n) Schritten.

Bew eis: Es bezeichne f wiederumdie OneSqr � zugrundeliegendelineareFunktion. Un-
ter Verwendungder Cherno�schranke (vgl. LemmaA.1) kann die Wahrscheinlichkeit, dass
der (1+1)-EA mit einemBitstring mit mindestens(1 � (1 � � )=2) � n=2 Einsenstartet, mit
1 � 2� 
( n) nach unten abgesch•atzt werden. Unter dieserBedingung m•usstenmindestens
k := (1 � � ) � n=2 Bits zugleich 
ipp en, um einen Bitstring aus N (f ) zu erzeugen,der
w•ahrendder Optimierung von OneSqr � akzeptiert werdenk•onnte. Sonstverh•alt sich der
(1+1)-EA wie auf der linearen Funktion f , und die erwartete Laufzeit betr•agt maximal
c0n ln n f•ur ein c0 2

� > 0. Die Wahrscheinlichkeit, in dcc0n ln ne Schritten, c 2
� > 0, niemals

mindestensk Bits zugleich zu mutieren, liegt ebenfallsexponentiell nahebei 1. Die Wahr-
scheinlichkeit, mindestensk Bits auf einmal zu 
ipp en, ist n•amlich h•ochstens1=k! (Lem-
ma A.8). Eine obereSchranke daf•ur, dasseineMutation von mindestensk Bits mindestens
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einmal in dcc0n ln ne Schritten eintritt, ist dann (1=k!)(dcc0n ln ne), da die Wahrscheinlich-
keit einer Vereinigungvon Ereignissenh•ochstensdie Summeder Wahrscheinlichkeiten der
Einzelereignisseist. DieserAusdruck ist wegenk = 
( n) und der Stirlingformel durch

dcc0n ln ne
e� kkk

= 2log(dcc0n ln ne) � eO(n) � 2� 
( n log n) = 2� 
( n log n)

nach oben beschr•ankt.
Aufgrund der Marko�ungleichung (sieheLemma A.3) optimiert der (1+1)-EA die lineare
Funktion f mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens1 � 1=c in h•ochstensdcc0n ln ne
Schritten. Wir w•ahlen c sogro�, dass1=czuz•uglich der beidenexponentiell kleinen Wahr-
scheinlichkeiten durch � nach oben beschr•ankt ist. Dann tritt nur mit Wahrscheinlichkeit
von h•ochstens � mindestenseiner der beschriebenen

"
Fehler\ ein, d. h. dassder EA mit

Wahrscheinlichkeit von mindestens1 � � in h•ochstensdcc0n ln ne = O(n ln n) Schritten die
Funktion OneSqr � maximiert. 2

Trotz erwarteter exponentieller Laufzeit k•onnenwir unter den Bedingungenvon Satz 3.9
sogar schlie�en, dass nur mit exponentiell kleiner Wahrscheinlichkeit auch exponentiel-
le Laufzeiten beobachtet werden. Die Wahrscheinlichkeit, zur Optimierung einer linearen
Funktion statt O(n ln n) exponentielle Zeit zu ben•otigen, kann n•amlich mithilfe der Mar-
ko�ungleichung als exponentiell klein nachgewiesenwerden, da die beobachtete Laufzeit
um einen exponentiell gro�en Faktor von der erwarteten abweichen m•usste. Im vorigen
Satz 3.9 sind alsodie Wahrscheinlichkeiten der

"
Fehler\ , wenigerals ((1 + � )=2) � n=2 Bits

mit 1 initialisiert zu haben,mindestenseinmal in O(n ln n) Schritten mindestens(1� � ) �n=2
Bits zugleich zu 
ipp en und bei der Optimierung linearer Funktionen exponentiell lange
zu brauchen, als exponentiell klein nachgewiesen.

3.3 Allgemeines Laufzeitv erhalten

Wir untersuchen nun Quadrate linearer Funktionen, denenKoe�zien ten nicht notwendi-
gerweisealle gleich sind, betrachten alsodie Quadratevon Funktionen f (x) =

P n
i=1 wi x i + �

mit wi 2
�

f•ur alle i 2 f 1; : : : ; ng und w1 � � � � � wn , wobei nur der Fall � w=2 � � < 0
mit w :=

P n
i=1 wi interessant ist (vgl. Bemerkung3.3). Im folgendenAbschnitt gehenwir

wiederumstillschweigenddavon aus,dasslineareFunktionen in dieserForm vorliegen.Die
Variable w bezeichne immer die Summeder Gewichte der betrachteten Funktion.

3.3.1 Erw artete Laufzeiten bis zum Erreic hen von ~0 oder ~1

Im Falle � = � w=2 besitzt f 2, dasQuadrat einer linearen Funktion f , zwei globaleMaxi-
ma, was sich bei OneSqr � n=2 in Lemma 3.6 als hinreichendeBedinung f•ur einee�zien te
Optimierung erwiesenhat. Dieswollen wir auch f•ur denallgemeinenFall nachweisen.Dazu
zeigenwir sogarf•ur beliebige� im Bereich � w=2 � � < 0, dassder (1+1)-EA in e�zien ter
erwarteter Zeit zu einem der zwei lokalen Maxima von f 2 gelangt. (Wir geben jetzt aus
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•ahnlichen Gr•unden wie im Beweis von Satz 3.7 vor, dass~0 ein lokalesMaximum ist.) Im
Fall � = � w=2 erhalten wir dann die beabsichtigte Aussageals Korollar.
Zur Vorbereitung desBeweisesde�nieren wir ein Fortschrittsma�.

De�nition 3.6 F•ur eine lineare Funktion f und ein x 2 f 0; 1gn werdender maximal (von
x f•ur den (1+1)-EA) zu ~1 erreichbare HammingabstandH �

1 (x) und der maximal (von x
f•ur den (1+1)-EA) zu ~0 erreichbare HammingabstandH �

0 (x) de�niert durch

H �
1 (x) := n � max

n
j 2 f 0; : : : ; ngjf (x) �

jX

i =1

wi + �
o

und

H �
0 (x) := n � max

n
j 2 f 0; : : : ; ngjf (x) � w �

jX

i =1

wi + �
o

:

Wie beschrieben, h•angenH �
1 und H �

0 auch von f ab. Aus Gr•unden der •Ubersichtlichkeit
verzichten wir aber auf einen Index f , da im Folgendenaus dem Zusammenhangklar
wird, f•ur welche Funktionen wir die Ma�e nutzen. Dies werden wir auch bei weiteren
Verwendungenvon Fortschrittsma�en in dieserArbeit (z. B. in Kapitel 4) so handhaben.
Bei der Betrachtung allgemeinerlinearer Funktionen besteht andersals bei OneMax nor-
malerweisekeineBijektion zwischen dem Funktionswert und der Zahl der Einsenim aktu-
ellenBitstring. Am Beispielder Funktion BinV al aus[DJW98a] kann man leicht einsehen,
dassder Hammingabstandzum optimalen Bitstring im Laufe der Optimierung vor•uber-
gehendsteigenkann. Eine Mutation von (0; 1; : : : ; 1) zu (1; 0; : : : ; 0) w•urde w•ahrend der
Optimierung der linearenFunktion akzeptiert, wohingegender Hammingabstandzu ~1 von
1 auf n � 1 steigt. •Ahnliche Situationen k•onnen auch bei der Optimierung der Quadrate
linearer Funktionen eintreten, wobei beide lokalen Optima zu betrachten sind.
Mit den ausdem •ublichen HammingabstandabgeleitetenMa�en H �

1 (x) und H �
0 (x) messen

wir, wie gro� der Hammingabstand zum jeweiligen lokalen Optimum h•ochstens werden
kann, nachdem der (1+1)-EA einen Bitstring x erzeugthat. Das erl•autern wir formal im
folgendeLemma.

Lemma 3.10 Sei f eine lineare Funktion und x 2 f 0; 1gn ein Vektor ihrer De�nitionsmen-
ge. F•ur alle x0 2 f 0; 1gn mit f (x0) � f (x) ist H (x0;~1) � H �

1 (x), und f•ur alle x0 2 f 0; 1gn

mit f (x0) � f (x) gilt H (x0;~0) � H �
0 (x).

Bew eis: Zum Beweisder erstenAussageziehenwir i := n � H �
1 (x), i 2 f 0; : : : ; ng, heran.

Da f (x0) � f (x), folgt aus der De�nition desmaximal erreichbaren Hammingabstandes,
dassf (x0) �

P i
j =1 wj + � ist. Wegenw1 � � � � � wn m•ussenmindestensi Bits von x0

Einsensein,d. h. H (x0;~1) � n � i = H �
1 (x).

Um die zweite Aussagezu zeigen,nutzen wir i := n � H �
0 (x): Analog zum vorigen Absatz

folgt f (x0) � w �
P i

j =1 wj + � ; also sind wegender Ordnung der Gewichte mindestensi
Bits von x0 Nullen, sodassH (x0;~0) � n � i = H �

0 (x). 2
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Hat der (1+1)-EA w•ahrend der Optimierung desQuadrateseiner linearen Funktion also
einen Bitstring x 2 P(f ) mit H �

1 (x) = k erreicht, wird f•ur weitere im Verlaufe des Al-
gorithmus erzeugtex0 2 P(f ) stets H �

1 (x0) � k zutre�en. Damit gibt uns das Ma� an,
dassdie Mutation von bestimmten maximal k Bits zum Erreichen von ~1 gen•ugt; o�en-
sichtlich gelten analogeAussagenf•ur ~0. Zur weiterenVorbereitung einer Aussage•uber die
Laufzeit des(1+1)-EA auf Quadraten linearer Funktionen stellenwir im folgendenLemma
fest, dasseineMutation eineseventuell genaubestimmten Bits den maximal erreichbaren
Hammingabstandzu ~0 oder ~1 verringert.

Lemma 3.11 Sei f eine lineare Funktion. F•ur alle x 2 f 0; 1gn n f ~0;~1g existieren ein
x0 2 f 0; 1gn mit H (x; x0) = 1, f (x0) > f (x) und H �

1 (x0) � H �
1 (x) � 1 sowieein x � 2 f 0; 1gn

mit H (x; x � ) = 1, f (x � ) < f (x) und H �
0 (x � ) � H �

0 (x) � 1.

Bew eis: F•ur ein x 2 f 0; 1gn setzenwir o := n � H �
1 (x) und z := n � H �

0 (x). Aus der De�ni-
tion desmaximal erreichbarenHammingabstandesfolgt

P o+1
i=1 wi + � > f (x) �

P o
i=1 wi + � .

W•aren alle Positionen k 2 f 1; : : : ; o + 1g von x mit 1 belegt, g•alte, da wi 2
�

, die Un-
gleichung f (x) �

P o+1
i=1 wi + � . Also existiert ein k 2 f 1; : : : ; o + 1g mit xk = 0. Durch

eineMutation an der Position k wird der Funktionswert von f um mindestenswo+1 erh•oht
(denn w1 � � � � � wn ). Mittels der De�nitionen x0

j := x j f•ur j 2 f 1; : : : ; ng n f kg und
x0

k := �xk ist daher ein x0 mit den Eigenschaften H (x; x0) = 1, f (x0) �
P o+1

i=1 wi + � > f (x)
und damit H �

1 (x0) < H �
1 (x) gefunden.

Den Beweis f•ur die Existenz von x � k•onnen wir mit vertauschten Rollen von Nullen und
Einsenund den Ungleichungenw �

P z+1
i=1 wi + � < f (x) � w �

P z
i=1 wi + � f•uhren. W•aren

alle Positionenk 2 f 1; : : : ; z + 1g von x mit Nullen belegt, w•are diesein Widerspruch zur
Beziehung f (x) > w �

P z+1
i=1 wi + � . Wir k•onnen also einen Index von h•ochstens z + 1

�nden, an dem sich eine Komplementbildung einesEinsbits vornehmenl•asst, um ein x �

mit den gew•unschten Eigenschaften ausx zu konstruieren. 2

Somit haben wir gezeigt,dassder maximal erreichbare Hammingabstandein vern•unfti-
gesMa� ist, um den Fortschritt des(1+1)-EA bei der Optimierung der Quadrate linearer
Funktionen zu messen.Mit den zurechtgelegtenHilfsmitteln zeigenwir nun eineLaufzeit-
schranke O(n2), da die vermutlich g•ultige Schranke O(n ln n) eines•au�erst umfangreichen
Beweisesbed•urfte.

Lemma 3.12 Nach erwarteten O(n2) Schritten erreicht der (1+1)-EA auf dem Quadrat
einer linearen Funktion f dasglobale Maximum in ~1 oder den Vektor ~0.

Bew eis: Wir unterteilen den Verlauf des Algorithmus in Phaseni = 1; : : : ; 2n noch zu
bestimmenderL•ange,zu derenBeginn wir jeweils f•ur denaktuellen Bitstring x i des(1+1)-
EA anhand von

zi :=

(
H �

0 (x i ); wenn x i 2 N (f );

zi � 1; wenn x i 2 P(f );
und oi :=

(
H �

1 (x i ); wenn x i 2 P(f );

oi � 1; wenn x i 2 N (f );
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den maximalen erreichbaren Hammingabstandzum Nullstring oder zum Einsstring neu
messenund w•ahrendder Phaseni desAlgorithmus dasPaar (zi ; oi ) als Fortschrittsma� in
Bezugauf die Bitstrings ~0 und ~1 mitf •uhren. Ferner setzenwir z0 := o0 = n.
Die erstePhasebeginnt mit dem erstenDurchlauf der Schleife in Schritt 2 des(1+1)-EA;
Phasei endet,unmittelbar bevor infolgeeinerMutation ein Vektor x i +1 erzeugtwurde, f•ur
den H �

0 (x i +1 ) < zi , falls x i +1 2 N (f ), oder H �
1 (x i +1 ) < oi , falls x i +1 2 P(f ), zutri�t. Somit

sinkt zu Beginn jeder Phaseentwederder maximal erreichbareHammingabstandzu ~0 oder
~1, d. h. nach h•ochstens2n Phasenstimmt der aktuelle Bitstring des(1+1)-EA mit ~0 oder~1
•uberein,wonach im Falle von~0 weitereMutationen zu anderenBitstrings mit gleichemoder
besseremFunktionswert zwar m•oglich, aber zum BeweisdesLemmasirrelevant sind. Weil
die Werte oi bzw. zi ggf. aktualisiert werden, wenn der aktuelle Bitstring aus N (f ) bzw.
P(f ) stammt, gibt immer eine Komponente desPaares(zi ; oi ) den maximal erreichbaren
Hammingabstandzu einem der Bitstrings ~0 und ~1 an, w•ahrend die andereKomponente
(oi im Falle x 2 N (f ) und umgekehrt) uninteressant ist.
F•ur jede Phasei 2 f 1; : : : ; 2ng, in der noch zi 6= 0 und oi 6= 0 gilt, bleibt nun zu zeigen,
dasssienach erwarteten O(n) Schritten endet.Diesesfolgt, da f•ur jedenaktuellenBitstring
x w•ahrend der Phasei nur x0 2 P(f ) mit H �

1 (x0) � oi (folgt ausdem Akzeptanzverhalten
des(1+1)-EA und Lemma 3.10) sowie x0 2 N (f ) mit H �

0(x0) � zi erreichbar sind. Daher
gen•ugt gem•a� Lemma 3.11 stets die Mutation einesausgew•ahlten Bits im suboptimalen
aktuellen Bitstring, um entwederzi oder oi zu verringern. Also sinkt nach erwarteter Zeit
von h•ochstensen (sieheLemma A.9) entwederzi oder oi . 2

Darausk•onnenwir im Fall � = � w=2 eineFolgerungziehen.

Korollar 3.13 Nach erwartetenO(n2) Schritten erreicht der (1+1)-EA auf demQuadrat
einer linearen Funktion f (x) =

P n
i=1 wi x i + � mit wi 2

�

, w1 � � � � � wn und � =
� (

P n
i=1 wi )=2 einesder globalen Maxima in ~0 und ~1.

Unter den Bedingungenvon Korollar 3.13gilt f•ur die erwartete Laufzeit vermutlich sogar
eineSchranke von O(n ln n). Bei OneSqr � n=2 war diesin Lemma3.6 leicht zu sehen,doch
bei den Quadraten allgemeiner linearer Funktionen mit � = � w=2 ist dies mindestens
ebensoschwierig wie die allgemeineobereSchranke O(n ln n) f•ur lineare Funktionen.
Bisher haben wir bewiesen,dassder (1+1)-EA auf den Quadraten linearer Funktionen
e�zien t dasglobaleMaximum in ~1 oder den Vektor ~0, der bei interessanten Werten von �
und n ein lokalesMaximum ist, erreicht. Gleichzeitig ist der Fall � = � w=2 abgehandelt.
Zu untersuchenbleibendie QuadratelinearerFunktionen mit � w=2 < � < 0. Da wir damit
die Klasselinearer Funktionen einschr•anken, geben wir solchen linearen Funktionen einen
Namen.

3.3.2 Potenziell schwierige Funktionen und Wahrscheinlic hkei-
ten polynomieller Laufzeiten

De�nition 3.7 Eine lineare Funktion der Gestalt f (x) =
P n

i=1 wi x i + � mit wi 2
�

f•ur
i 2 f 1; : : : ; ng, w :=

P n
i=1 wi , � w=2 < � < 0 und w1 � � � � � wn hei�t potenziell schwierig.
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Der Begri�
"
potenziell schwierig\ resultiert ausdemVerhaltendes(1+1)-EA auf denQua-

draten der Elemente dieserKlasselinearer Fitnessfunktionen,wie esz.B. in Abschnitt 3.2
deutlich wurde. Anhand der Funktion OneSqr � konnten wir dasEntstehenexponentieller
Laufzeiten in Abh•angigkeit vom Parameter � beobachten. Nun ist es nicht erstaunlich,
dassbei allgemeinenlinearenFunktionen bzw. der interessanten Unterklasseder potenziell
schwierigen(linearen) Funktionen Werte von � nahebei � w=2 zu exponentiellen erwarteten
Laufzeiten auf derenQuadraten f•uhren.

Lemma 3.14 Sei f eine potenziell schwierigeFunktion. Ist die Di�er enzvon � und � w=2
so gering, dass 8x 2 f 0; 1gn n f ~0;~1g : jf (x)j < jf (~0)j gilt, ben•otigt der (1+1)-EA zur
Optimierung von f 2 erwartete 2
( n log n) Schritte.

Bew eis: Hat der (1+1)-EA den Vektor ~0 zum aktuellen Bitstring, ist eineMutation von n
Bits zugleich erforderlich, um eineMutation zu ~1, dem einzigenBitstring mit mindestens
ebensogutemFunktionswert unter f 2, zu vollf•uhren.Wegender Wahrscheinlichkeit n� n f•ur
diesesEreignis betr•agt die erwartete Zeit daf•ur nn . Zusammenmit der Wahrscheinlichkeit
von 2� n f•ur einen Start in ~0 tr •agt dies einenSummandenvon mindestens2� n+
( n log n) =
2
( n log n) zur erwarteten Laufzeit bei. 2

Bemerkung 3.6 Es ist ohneweiteresm•oglich, den Parameter � jeder beliebigengegebe-
nen potenziell schwierigen Funktion f so zu •andern, dassdie Bedingung in Lemma 3.14
zutri�t. W•ahlen wir n•amlich � := � w=2 + � f•ur 0 < � < 1=2, so gilt

�
�
� f (~1)

�
�
� =

�
�
� �

w
2

+ w + �
�
�
� =

w
2

+ � und
�
�
�f (~0)

�
�
� =

�
�
� �

w
2

+ �
�
�
� =

w
2

� � (da w � 1),

und darausfolgt jf (~1)j � jf (~0)j = 2� < 1, also jf (~0)j > jf (~1)j � 1:

Da alle Gewichte nat•urliche Zahlen sind, gilt f•ur alle x 2 P(f ) n f ~1g die Ungleichung
f (x) � f (~1) � 1, d. h. f•ur die Betr•ageder Funktionswerte folgt jf (x)j � jf (~1)j � 1 < jf (~0)j;
f•ur x 2 N (f ) n f ~0g ist jf (x)j < jf (~0)j ohnehin klar. Wir erhalten somit f•ur n > 1 (vgl.
De�nition 3.2) ein lokalesMaximum von f 2 in ~0, das einenHammingabstandvon n zum
globalenMaximum besitzt.

Trotz exponentieller Laufzeitenwollen wir jetzt zeigen,dasspotenziell schwierigeFunktio-
nen tats•achlich nie

"
absolut schwierig\ sind, d. h. dasstrotz m•oglicherweiseexponentieller

Werte f•ur die erwartete Laufzeit (auf den Quadraten) mit einer durch eine Konstante
nach unten beschr•ankten Wahrscheinlichkeit polynomielleLaufzeiteneintreten. Einen ers-
ten Hinweis darauf erhalten wir ausdem folgendenLemma.

Lemma 3.15 Sei f eine potenziell schwierigeFunktion. F•ur die Zufallsvariable X :=P n
i=1 wi xs

i + � , die denzuf•alligenFunktionswertdesin Schritt 1 des(1+1)-EA initialisierten
Vektors xs 2 f 0; 1gn angibt, gilt E [X ] = w=2 + � .

Bew eis: Wir dr•ucken den Erwartungswert der Zufallsvariablen X i := wi xs
i , i 2 f 1; : : : ; ng,

durch E[X i ] = wi � Prob(X i = wi ) + 0 � Prob(X i = 0) = wi =2 aus. Aus der Linearit •at des
Erwartungswertes(vgl. Lemma A.4) f•ur X =

P n
i=1 X i + � folgt die Behauptung. 2
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Da � > � w=2, bedeutet dies, dassder erwartete Funktionswert nach der Initialisierung
positiv ist. Wir k•onnen zudem eine einfache Aussage•uber die Verteilung der obigen Zu-
fallsvariablen X festhalten.

Lemma 3.16 Sei f eine lineare Funktion mit f (x) =
P n

i=1 wi x i + � , � 2
�

, wi 2
�

f•ur alle i 2 f 1; : : : ; ng, w :=
P n

i=1 wi und w1 � � � � � wn . F•ur die ZufallsvariableX :=P n
i=1 wi xs

i + � , die denzuf•alligenFunktionswertdesin Schritt 1 des(1+1)-EA initialisierten
Vektors xs 2 f 0; 1gn angibt, gilt Prob(X � w=2 + � ) � 1=2.

Bew eis: Wir z•ahlen alle 2n� 1 paarweisedisjunkten Mengenf x; �xg, gebildet ausVektoren
x 2 f 0; 1gn und ihrem Komplement, in einer beliebigenReihenfolgeauf. Aus

nX

i =1

wi x i < w=2 ) w �
nX

i =1

wi x i > w=2 )
nX

i =1

wi (1 � x i ) > w=2 )
nX

i =1

wi �x i � w=2

erhalten wir
P n

i=1 wi x i + � < w=2 + � )
P n

i=1 wi �x i + � � w=2 + � . Damit liefert je
mindestensein Element der 2n� 1 zweielementigen Mengenund somit die mindestensdie
H•alfte der 2n Vektoren unter f einenFunktionswert von mindestensw=2 + � . 2

Korollar 3.17 Sei f eine potenziell schwierigeFunktion. Der in Schritt 1 des(1+1)-EA
initialisierte Vektor xs 2 f 0; 1gn geh•ort mit einer Wahrscheinlichkeitvon mindestens1=2
der MengeP(f ) an.

Bew eis: Nach Lemma 3.16gilt mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens1=2 die Un-
gleichung f (xs) � w=2 + � . Da � > � w=2 aufgrund der De�nition potenziell schwieriger
Funktionen, tritt f (xs) � 0 mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens1=2 ein. 2

Bemerkung 3.7 In den in diesemAbschnitt beschriebenenLemmata 3.16,3.20,3.21und
3.22machenwir statt •uber potenziell schwierigeFunktionen Aussagen•uber die Obermenge
alle linearenFunktionen, die wir in der •ublichen

"
Normalform\ mit monoton fallendenGe-

wichten etc. annehmen.Dieshat technischeGr•unde,die bei der Beweisf•uhrung in Satz3.24,
auf den wir hinarbeiten, relevant werden.

Nun liegt die Vermutung nahe,dassder (1+1)-EA auf demQuadrat einerbeliebigenpoten-
ziell schwierigenFunktionen wie bei der Funktion Dist ance mit einer Wahrscheinlichkeit
nahebei 1=2 dasglobaleMaximum ~1 in O(n ln n) Schritten erreicht. Im Beweis,dassdies
bei Dist ance zutri�t (siehe [DJW98a]), macht man sich die Gleichheit aller Gewichte
zunutze und kann unter einer Annahme, die mit Wahrscheinlichkeit 1=2 � o(1) zutri�t,
zeigen,dassdie Wahrscheinlichkeit, im Laufe desAlgorithmus auseinemVektor, auf dem
die zugrundeliegendelineare Funktion einenpositiven Wert annimmt, durch Mutationen
einen Vektor, auf dem die lineare Funktion einen negativen Wert annimmt, zu erzeugen,
exponentiell klein ist. Leider kann dieserTrick bei der Betrachtung der Quadratepotenziell
schwieriger linearer Funktionen im Allgemeinennicht angewandt werden,da ein Bit ein so
gro�es Gewicht haben kann, dassein 1-0-Flipp diesesBits selbst bei einem Hammingab-
stand von 1 zum Vektor ~1 einenbesserenFunktionswert desQuadrateserzeugt.
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Beispiel 3.2 Die potenziellschwierigeFunktion f (x) =
P n

i=1 2n� i x i � 2n� 1+ 3=4 entspricht
der Funktion BinV al aus [DJW98a], zu der � = � w=2 + 1=4 addiert wird. Hier gilt

jf (1; 0; 1; : : : ; 1)j = j2n� 2 � 1=4j < j � 2n� 2 � 1=4j = jf (0; 0; 1; : : : ; 1)j:

Der mit der Wahrscheinlichkeit 1=n eintretende Flipp von x1 ist zudemin �( n ln n) Schrit-
ten absolut nicht auszuschlie�en.

Hier k•onnen wir mit einer Annahme •uber die beiden
"
gewichtigsten\ Bits allerdings eine

Mutation von P(f ) nach N (f ) unwahrscheinlich genug machen.

Lemma 3.18 Mit einer Wahrscheinlichkeit von 1=4 � � f•ur ein beliebig kleines � > 0
optimiert der (1+1)-EA dasQuadrat der in Beispiel 3.2de�nierten Funktion f in O(n ln n)
Schritten.

Bew eis: Mit Wahrscheinlichkeit 1=4 werden die Bits x1 und x2 mit 1 initialisiert. Wir
rechnen nach, dass(1; 1; � ; : : : ; � ) 2 P(f ) sowie

jf (1; 1; � ; : : : ; � )j > jf (1; 0; � ; : : : ; � )j und jf (1; 1; � ; : : : ; � )j > jf (0; 1; � ; : : : ; � )j

gelten, wenn die mit � bezeichneten Bits beliebig belegt werden. Die Wahrscheinlichkeit,
in dcc0n ln ne Schritten, c;c0 2

� > 0, mindestenseinmal x1 und x2 zugleich zu mutieren,
betr•agt h•ochstensdcc0n ln ne=n2 und konvergiert gegennull. Wie •ublich, wendenwir die
Marko�ungleichungan, um die Wahrscheinlichkeit, nicht in dcc0n ln neSchritten dasglobale
Maximum der linearen Funktion f und somit von f 2 zu �nden, durch 1=c nach oben zu
beschr•ankenund damit die Gesamtwahrscheinlichkeit 1=4� 1=c� o(1) f•ur eineOptimierung
in O(n ln n) Schritten f•ur gen•ugendgro�es n auf mindestens1=4 � � zu bringen. 2

Diese Technik scheint im Allgemeinen aber auch nicht zu funktionieren. Bei der obigen
Funktion f nutzen wir die Besonderheit,dass8i 2 f 1; : : : ; n � 1g : wi >

P n
j = i +1 wj gilt

und au�erdem w1 + w2 > (3=4) � w ist, d. h. f (1; 1; � ; : : : ; � ) > w=4. Dieshat zur Folge,dass
nach Eintreten desEreignissesxs

1 = xs
2 = 1 um Erreichen einesBitstrings aus N (f ) mit

betragsm•a�ig mindestensebensohohem Funktionswert zwingend der Funktionswert der
linearen Funktion um mehr als w=2 verringert werdenmuss,wozu ein Flipp von x1 noch
nicht ausreicht, sondernx1 = x2 = 0 erforderlich ist. Auf die folgendeFunktion l•asst sich
dieserGedanke aber nicht •ubertragen.

De�nition 3.8 Die Funktion FW : f 0; 1gn !
�

wird de�niert durch

FW (x) :=
nX

i =1

(n � i + 1) � x i �
n2 + n

4
+

1
4

:

Soll der (1+1)-EA das Quadrat dieserFitnessfunktion2 optimieren, vereitelt das Ereignis
xs

1 = xs
2 = 1 noch lange nicht die Akzeptanz einer Mutation, die h•ochstensvier Einsbits

2FW steht f•ur
"
falling weights\ .
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mit Indizesaus3 bis etwa n=2 zugleich 
ippt, selbstwenn die Bits xs
3; : : : ; xs

n derart initia-
lisiert wurden,dasssiezusammenihren erwarteten Anteil (

P n
i=3 wi ) =2 zum Funktionswert

beitragen.Eine Mutation von 4 Bits innerhalb linear vieler Bits tritt jedoch selbstin einem
Schritt mit konstanter Wahrscheinlichkeit ein (sieheLemma A.12).
M•ochten wir erreichen, dasseine Mutation von ! (1) Bits notwendig ist, um von P(FW )
nach N (FW ) zu gelangen,stellen wir fest, dassder bei der Funktion Dist ance einge-
setzte Trick (vgl. [DJW98a]) hier zwar Erfolg versprechend erscheint, aber ein Problem
mit sich bringt. Die Annahme, in der Initialisierung w•urden n=2 + n1=4 der n Bits gleich-
verteilt mit 1 initialisiert, erh•oht zwar den erwarteten Beitrag von

P n
i=1 wi xs

i nach der
Initialisierung von w=2 auf w=2 + (1=2)(n5=4 + n1=4), da unter dieserAnnahme jedesBit
mit Wahrscheinlichkeit 1=2 + n� 3=4 mit 1 initialisiert wird, doch es ist nicht klar, mit
welcher Wahrscheinlichkeit dieserErwartungswert tats•achlich erreicht oder •uberschritten
wird. Stattdessenbeschr•anken wir uns wiederum auf die Wahrscheinlichkeit 1=4, indem
wir die Mengeder Gewichte zerlegen,zwei Annahmen tre�en und die erw•ahnte Technik
aus [DJW98a] abwandeln.

Lemma 3.19 Mit einer Wahrscheinlichkeitvon mindestens1=4� � f•ur ein beliebigkleines
� > 0 optimiert der (1+1)-EA dasQuadrat der Funktion FW in O(n ln n) Schritten.

Bew eis: O. B. d. A. ist n eine Quadratzahl und gerade. Wir betrachten die Gewichte
w1; : : : ; wp

n mit h :=
P p

n
i=1 wi sowie wp

n+1 ; : : : ; wn mit l :=
P n

i=
p

n+1 wi . Der initialisierte
Bitstring xs 2 f 0; 1gn besitzt mit Wahrscheinlichkeit von mindestens1=2 die EigenschaftP n

i=
p

n+1 wi xs
i � l=2; dies folgt aus Lemma 3.16,wenn wir die von den erw•ahnten

"
hinte-

ren\ Gewichten induzierte lineareFunktion
P n�

p
n

i=1 w0
i x i mit w0

1 := wp
n+1 ; : : : ; w0

n�
p

n := wn

betrachten. Unabh•angig davon tritt in den
"
vorderen\ Positionen mit Wahrscheinlichkeit

1=2� o(1) dasEreignis
P p

n
i=1 wi xs

i � h=2+ d, wobei d := n9=8 � n5=8 � (n +
p

n)=4, ein. Um
dies zu zeigen,weisenwir nach, dassder initialisierte Bitstring xs mit einer Wahrschein-
lichkeit von 1=2� o(1) mindestensn=2+ n1=4 Einsenenth•alt. Wennwir bei der Anwendung
der Stirlingformel n so gro� w•ahlen, dassder durch 1 + 1=(12n) + O(n� 2) darstellbarere-
lative Fehler im Ausdruck n! �

p
2� e� nnn+1 =2 geringerals

p
� =2 wird, sehenwir, dasses

h•ochstens(vgl. [GKP89], •Ubungsaufgabe 5.60)
�

n
n=2

�
�

(
p

2� e� nnn+1 =2)
p

� =2

(
p

2� e� n=2(n=2)n=2+1 =2)2
=

nn+1 =2
p

� =2
p

2� (n=2)n+1 =2(n=2)1=2
=

2n+1 n� 1=2

p
4

= 2nn� 1=2

Vektorenx 2 f 0; 1gn mit n=2 Einsengibt, indemwir denAusdruck n! nach obenund (n=2)!
nach unten absch•atzen. F•ur alle anderenk 2 f 0; : : : ; ng gibt es also ebenfalls h•ochstens
2nn� 1=2 Vektoren mit k Einsen,denn der Binomialkoe�zien t

� n
k

�
nimmt f•ur k = n=2 sein

Maximum an. Es besitzendamit h•ochstens2nn� 1=4 Vektoren mindestensn=2 und weniger
alsn=2+ n1=4 Einsen,d. h. esverbleiben(1=2� o(1)) �2n Vektorenausf 0; 1gn mit mindestens
n=2 + n1=4 Einsen.
Angewandt auf die Bits xs

1; : : : ; xsp
n hei�t dies, dass mit Wahrscheinlichkeit 1=2 � o(1)

mindestens
p

n=2 + n1=8 von diesennach der Initialisierung mit 1 belegt sind und daher
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mindestens(
p

n=2+ n1=8)(n �
p

n) = (n3=2 � n)=2+ n9=8 � n5=8 zum Funktionswert beitra-
gen, indem wir das geringstwertige Gewicht in diesenPositionen mit n �

p
n nach unten

absch•atzen.Die Di�erenz zu h=2 = 1
2

P p
n

i=1 (n � i + 1) = n3=2=2� n=4+
p

n=4 ist genauder
oben erw•ahnte Wert d.
Weil alle Positionen von xs unabh•angig initialisiert werden,betr•agt der Wert der SummeP n

i=1 wi xs
i mit Wahrscheinlichkeit von mindestens1=4 � o(1) mindestens(h + l)=2 + d =

w=2+ d. Damit m•ussen
( n1=8) Bits, derenzugeordnetesGewicht h•ochstensn betr•agt, zu-
gleich 
ipp en, um den Funktionswert der (linearen) Funktion FW um 
( n9=8) zu vermin-
dern und einenBitstring aus N (FW ) mit einembetragsm•a�ig mindestensebensogro�en
Funktionswert zu erzeugen(notwendigeBedingung f•ur die Akzeptanz einer solchen Mu-
tation bei der Optimierung des Quadrates). Die Wahrscheinlichkeit f•ur diesesEreignis
von h•ochstens 1=(
( n1=8))! konvergiert auch nach einer Multiplik ation mit der Laufzeit
dcc0n ln ne, c;c0 2

� + , gegennull (vgl. Lemma A.11), woraus nach der •ublichen Anwen-
dung der Marko�ungleichung die AussagedesLemmasfolgt. 2

Wir wollen diesen Ansatz verallgemeinernund auf die Quadrate beliebiger potenziell
schwierigerFunktionen anwenden.Daherzeigenwir im zentralen HilfssatzdiesesAbschnit-
tes (Lemma 3.21) einegegen•uber der im Beweisvon Lemma 3.19erl•auterten Technik von
[DJW98a] verallgemeinerteAussage.Damit stellen wir dann fest, dassder Funktionswert
einer potenziell schwierigenFunktion unmittelbar nach der Initialisierung mit einer Wahr-
scheinlichkeit nahebei 1=2 bereits w=2 + � um einengewissenWert •ubersteigt, d. h. dass
der das Quadrat einer potenziell schwierigen Funktion f optimierende (1+1)-EA in der
Initialisierung einenbereits

"
deutlich\ in P(f ) liegendenBitstring xs erzeugt,f•ur den eine

Mutation zu einemx0 2 N (f ) unwahrscheinlich wird. Zur Vorbereitung desBeweisesvon
Lemma 3.21greifenwir in einemweiteren Hilfssatz IdeenausLemma 3.16nochmals auf.

Lemma 3.20 Sei f eine lineare Funktion mit f (x) =
P n

i=1 wi x i + � , � 2
�

, wi 2
�

f•ur
alle i 2 f 1; : : : ; ng, w :=

P n
i=1 wi und w1 � � � � � wn . Es seienau�erdem die MengenGk ,

k 2 f 0; : : : ; ng, de�niert als

Gk := f x 2 f 0; 1gn jx1 + � � � + xn = k ^ f (x) � w=2 + � g:

Dann gilt f•ur alle k 2 f 0; : : : ; ng : # Gk = j ) # Gn� k �
� n

k

�
� j .

Bew eis: Die MengeGk umfasst alle Vektoren x 2 f 0; 1gn mit k Einsen, f•ur die f (x) �
w=2 + � zutri�t. Besitzen genau j Vektoren x 2 Gk die Eigenschaft f (x) � w=2 + � ,
also

P n
i=1 wi x i � w=2, verbleiben in der Mengeder Vektoren mit k Einsengenau

� n
k

�
� j

Vektoren x0 mit
P n

i=1 wi x0
i < w=2. F•ur deren Komplemente gilt

P n
i=1 wi �x0

i � w=2 und
damit f ( �x) � w=2 + � , und diessind

� n
k

�
� j Vektoren mit n � k Einsen. 2

Lemma 3.21 Sei f eine lineare Funktion mit f (x) =
P n

i=1 wi x i + � , � 2
�

, wi 2
�

f•ur alle i 2 f 1; : : : ; ng, w :=
P n

i=1 wi und w1 � � � � � wn . Sei weiterhin d 2
�

eine
nat•urliche Zahl. Dann existieren mindestens(1=2 � 2dn� 1=2)2n verschiedenex 2 f 0; 1gn

mit f (x) � w=2 + � + d.
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Bew eis: Wir zerlegenden De�nitionsb ereich von f in n + 1 Gruppen, n•amlich die n + 1
MengenSk , k 2 f 0; : : : ; ng, von Vektoren, die

� n
k

�
Einsenenthalten. F•ur solch eineMenge

bezeichnet die rationale Zahl qk 2 [0; 1] den Wert qk := # f x 2 Sk jf (x) � w=2 + � g=# Sk ,
d. i. der Anteil der Vektoren der Menge Sk , die einen Funktionswert von mindestens
w=2 + � liefern. Dabei ist z.B. q0 = 0 sowie qn = 1; aus Lemma 3.20 folgt die wesent-
liche Beziehung qk � 1 � qn� k . Dar•uber hinaus ben•otigen wir die Werte q0

k 2 [0; 1] mit
q0

k := # f x 2 Sk jf (x) � w=2 + � + dg=# Sk , f•ur die wir die Eigenschaft q0
k � qk� d f•ur

k 2 f d; : : : ; ng mithilfe einesGedankenexperimentes beweisen.Dazu stellen wir uns eine
Urne mit n Gewichten w1; : : : ; wn mit wi 2

�

f•ur i 2 f 1; : : : ; ng und w :=
P n

i=1 wi vor, von
denenwir k � d St•uck ohneZur•ucklegenziehen.Die Wahrscheinlichkeit f•ur das Ereignis,
dassdie gezogenenGewichte zusammenmindestensw=2 wiegen,ist eine untere Schranke
f•ur die Wahrscheinlichkeit, nach k gezogenenGewichten das Gesamtgewicht w=2 + d zu
erreichen, da jedesGewicht mindestens1 betr•agt. Indem wir dieseWahrscheinlichkeiten
als Anteile qk� d und q0

k an den MengenSk� d bzw. Sk interpretieren, folgt die Behauptung.
Mittels Absch•atzen von

P n
k=0 q0

k

� n
k

�
erhalten wir schlie�lic h eine untere Schranke f•ur die

Anzahl der x 2 f 0; 1gn (n o.B. d. A. gerade)mit f (x) � w=2 + � + d gem•a�

nX

k=0

q0
k

�
n
k

�
�

nX

k= d

qk� d

�
n
k

�
�

n=2X

k=2 d

qk� d

�
n
k

�
+

nX

k= n=2+2 d

qk� d

�
n
k

�

�
n=2X

k=2 d

qk� d

�
n

k � 2d

�
+

n� 2dX

k= n=2

qk+ d

�
n

k + 2d

�
(Monotonie von

� n
k

�
f•ur k � n=2)

�
n=2X

k=2 d

qk� d

�
n

k � 2d

�
+

n� 2dX

k= n=2

(1 � qn� k� d)
�

n
k + 2d

�
(denn qk+ d � 1 � qn� k� d)

=
n=2X

k=2 d

qk� d

�
n

k � 2d

�
+

n=2X

k=2 d

(1 � qk� d)
�

n
n � k + 2d

�

=
n=2X

k=2 d

qk� d

�
n

k � 2d

�
+

n=2X

k=2 d

(1 � qk� d)
�

n
k � 2d

�
(Symmetrie von

� n
k

�
)

=
n=2X

k=2 d

�
n

k � 2d

�
=

n=2� 2dX

k=0

�
n
k

�
;

wobei wir in der ersten und letzten mit BemerkungenversehenenZeile die Monotonie
k � k0 ,

� n
k

�
�

� n
k

�
sowie die Symmetrie

� n
k

�
=

� n
n� k

�
f•ur k; k0 2 f 0; : : : ; n=2g ausgenutzt

haben.
Dem Beweis von Lemma 3.19entnehmen wir zuletzt die Absch•atzung

P n=2
k= n=2� 2d+1

� n
k

�
�

2dn� 1=22n , sodassder Wert der letzten Summein denobigenAbsch•atzungenaufgrund vonP n=2
k=0

� n
k

�
� 1

22n mindestens(1=2 � 2dn� 1=2)2n betr•agt. 2

Bemerkung 3.8 Indem wir im Beweiszu Lemma3.21zus•atzlich die dort vernachl•assigten
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Summen
n=2+ d� 1X

k= n=2+1

qk� d

�
n
k

�
+

n=2+2 d� 1X

k= n=2+ d+1

qk� d

�
n
k

�
=

n=2� 1X

k= n=2� d+1

qk

�
n

k + d

�
+

n=2� 1X

k= n=2� d+1

qn� k

�
n

n � k + d

�

betrachten und geeignetabsch•atzen sowie zusammenfassen,k•onnenwir sogarf•ur mindes-
tens(1=2� (d+ 1)n� 1=2)2n Vektorendie gew•unschten Eigenschaften nachweisen.Diesw•urde
jedoch einen un•ubersichtlicheren Beweis erfordern und ist f•ur uns irrelevant, da lediglich
ein konstanter Faktor von etwa 2 gewonnen w•urde, der im Folgendenkeine Rolle spielen
wird.

Wir ben•otigen auch eineVariante von Lemma 3.21mit einer st•arkerenAussage.

Lemma 3.22 Sei f eine lineare Funktion mit f (x) =
P n

i=1 wi x i + � , � 2
�

, wi 2
�

f•ur alle i 2 f 1; : : : ; ng, w :=
P n

i=1 wi und w1 � � � � � wn . Sei weiterhin d 2
�

eine
nat•urliche Zahl. Dann existieren mindestens(1=2 � 2dn� 1=2)2n verschiedenex 2 f 0; 1gn

mit f (x) � w=2 + � +
P d� 1

i=0 wn� i .

Bew eis: Der Beweis zu Lemma 3.21 kann bis auf das Gedankenexperiment •ubernommen
werden. Dieseswandeln wir mit der Feststellungab, dassdie d zus•atzlich gezogenenGe-
wichte sogar mindestens

P d� 1
i=0 wn� i aufgrund ihrer monoton fallenden Ordnung wiegen

m•ussen. 2

Da die Beweisstrategienbeim Quadrat der oben behandeltenFitnessfunktion FW, der
Funktion OneSqr und dem Quadrat der BinV al •ahnelndenFunktion aus Beispiel 3.2
stark von denGewichten der zugrundeliegendenpotenziellschwierigenFunktion abh•angen,
kl•aren wir vor der Formulierung deszentralen Satzeszun•achst, welche Eigenschaften und
Abh•angigkeiten die Gewichte aufweisenk•onnen und legendamit weitere strukturelle Ei-
genschaften von potenziell schwierigen Funktionen o�en. Hier wird es entscheidend, sich
noch einmal vor Augen zu f•uhren, dass wir bei der Analyse des asymptotischen Lauf-
zeitverhaltens des (1+1)-EA auf Fitnessfunktionen im Grunde immer Folgen (f n )n2

� ,
f n : f 0; 1gn !

�

, von Fitnessfunktionen betrachten. Besondersdeutlich wird dies bei
Funktionenfolgen,deren Gewichte von n abh•angen,z.B. bei FW; deren Gewicht w1 = n
f•ur alle Glieder der Funktionenfolge verschieden ist. Auf der anderen Seite k•onnen alle
Gewichte wie bei OneSqr in allen Gliedern der Funktionenfolge durch eine Konstante
beschr•ankt sein, was sich als g•unstige Eigenschaft in Bezug auf die Wahrscheinlichkeit,
in e�zien ter Zeit optimiert zu werden,erweisenwird. Aus Gr•unden der •Ubersichtlichkeit
sprechen wir weiterhin statt von Folgenvon potenziell schwierigenFunktionen einfach von
potenziell schwierigenFunktionen und verstehendarunter immer die gesamte Funktionen-
folge.

Lemma 3.23 Sei f potenziell schwierigeFunktion, deren Gewichte w1; : : : ; wn f•ur alle
n 2

�

durch eine Konstante c 2
�

nach oben beschr•ankt sind. Der (1+1)-EA optimiert
das Quadrat der Funktion f mit einer Wahrscheinlichkeitvon mindestens1=2 � � f•ur ein
beliebigkleines� > 0 in der Zeit O(n ln n).
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Bew eis: Lemma 3.21 zufolge gilt f•ur den Funktionswert des initialisierten Bitstrings xs

mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens1=2 � 2n1=4� 1=2 = 1=2 � o(1) die untere
Schranke f (xs) � w=2 + � + n1=4. Da c konstant, k•onnen wir ein N 2

�

�nden, so-
dassN 1=8 > c und damit N 1=4 > cN1=8 gilt. Indem wir n � N voraussetzen,gilt dann
8n � N : cn1=8 < n1=4. Unter der mit einerWahrscheinlichkeit von 1=2� o(1) eintretenden
Bedingungf (xs) � w=2 + � + n1=4 mussder (1+1)-EA w•ahrend der Optimierung von f 2

dann f•ur einen
"
Sprung\ von P(f ) nach N (f ) mehr als 
( n1=8) Bits mit einem durch c

nach oben beschr•ankten Gewicht bzw. sogar
( n1=4) Bits mit Gewicht 1 zugleich 
ipp en,
wasmit gegen1 konvergierenderWahrscheinlichkeit (vgl. LemmaA.11) in O(n ln n) Schrit-
ten nicht eintritt. Der •ubliche Einsatz der Marko�ungleichung mit Ber•ucksichtigung des
Parameters� beschlie�t den Beweis. 2

Nachdem wir Folgenpotenziell schwieriger Funktionen, in denendie Gewichte nicht mit n
wachsen,gesondertbehandelt haben und bei ihnen eine Wahrscheinlichkeit nahe 1=2 f•ur
dasgew•unschte Laufzeitverhaltenauf derenQuadratennachgewiesenhaben,zeigenwir nun
eine allgemeineAussage•uber das Verhalten des (1+1)-EA auf den Quadraten potenziell
schwieriger Funktionen, deren Gewichte nicht durch eine Konstante f•ur alle Glieder der
Funktionenfolgenach oben beschr•ankt zu seinbrauchen.

Satz 3.24 Der (1+1)-EA optimiert das Quadrat einer potenziell schwierigenFunktion f
mit einer Wahrscheinlichkeitvon mindestens1=8 � � f•ur ein beliebigkleines� > 0 in der
Zeit O(n ln n).

Bew eis: Wir m•ochten in •ahnlicher Vorgehensweisewie bei den bisher betrachteten Bei-
spielenpotenziell schwierigerFunktionen nachweisen,dassder initialisierte Bitstring xs mit
einer durch eineKonstante nach unten beschr•ankten Wahrscheinlichkeit ausP(f ) stammt
und dar•uber hinaus bereits insofern

"
weit\ in P(f ) liegt, als eine Mutation desaktuellen

Bitstrings x 2 P(f ) zu einemx0 2 N (f ) mit einembetragsm•a�ig mindestensebensohohen
Funktionswert jf (x0)j � jf (x)j { nur dannkann einesolcheMutation w•ahrendder Optimie-
rung desQuadratesakzeptiert werden { mit gegen1 konvergierenderWahrscheinlichkeit
w•ahrend der Optimierung von f 2 in O(n ln n) Schritten nicht eintritt. Dann verh•alt sich
der (1+1)-EA wie auf der linearenFunktion f , und die erwartete Laufzeit ist durch c0n ln n
f•ur ein konstantes c0 2

� > 0 nach oben beschr•ankt.
In der Beweisf•uhrung gehenwir pessimistisch davon aus, dasssogar� = � w=2 gilt, auch
wenn dies in der De�nition potenziell schwieriger Funktionen nicht vorgesehenist, und
Mutationen, die von einem x 2 P(f ) mit

P n
i=1 wi x i = w=2 + � , � > 0, zu einem x0 mitP n

i=1 wi x0
i = w=2 � � f•uhren, sch•adlich sind und akzeptiert werden. Eine solche Mutati-

on, die den Funktionswert von f um mindestens2� verringert, nennenwir schlecht. Bei
Betrachtungen von Werten � > 0 sprechen wir von einem •Uberschuss(in Bezug auf den
erwarteten Wert von

P n
i=1 wi xs

i nach der Initialisierung). DieseSichtweisehat den Vorteil,
den Parameter � bei nachfolgendenAbsch•atzungennicht mitf •uhren zu m•ussen,denn wir
werden Aussagen•uber Teilsummen

P h
i= l wi xs

i , also lineare Funktionen ohne zus•atzlichen
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Summanden,f•ur noch zu erl•auterndel; h 2 f 1; : : : ; ng tre�en und dabei die Lemmata 3.16
und 3.22nutzen.3

Da in Folgenpotenziell schwieriger Funktionen f•ur jedesn 2
�

andereSituationen gelten
k•onnen,was die Werte der Gewichte und deren Verh•altnis betri�t, m•ussenwir eine Fall-
unterscheidunganhandder Gewichte w1; : : : ; wn f•ur jedesbetrachtete n 2

�

durchf•uhren.
Wir werdenzeigen,dassin jedemFall Annahmen•uber xs und dasVerhaltendes(1+1)-EA
w•ahrendcc0n ln n, Schritten, c 2

� > 0, getro�en werdenk•onnen,die mit einer Wahrschein-
lichkeit von mindestens1=8� o(1) eintre�en. Damit konvergierendie unteren Schrankender
Wahrscheinlichkeiten f•ur die noch zu beschreibendenAnnahmen f•ur wachsendesn gegen
1=8 unabh•angig von der Bescha�enheit der Gewichte bei dem in der Fallunterscheidung
betrachteten n 2

�

. Aus Gr•unden der •Ubersichtlichkeit verzichten wir in den folgenden
Schl•ussenauf Auf- und Abrundungen mittels Gau�klammern.
1. Fall: Wenn esein k 2 f 1; : : : ; ng, k ist von n abh•angig, mit der Eigenschaft

k1=4 � 1X

i =0

wk� i � (log n)w1

gibt, nutzen wir Ideen aus dem Beweis zu Lemma 3.19. Zun•achst ben•otigen wir die Aus-
sagek � logn, die aus der monoton fallendenOrdnung der Gewichte w1; : : : ; wk mit der
Konsequenzk1=4 � logn folgt. Die Bits an den Positionen1; : : : ; k der linearenTeilsummeP k

i=1 wi x i werdengem•a� Lemma 3.22 (setzed := k1=4 und � := 0) mit einer Wahrschein-
lichkeit von 1=2 � 2k1=4k� 1=2 = 1=2 � 1=
((log n)1=4) derart initialisiert, dass

kX

i =1

wi xs
i �

1
2

kX

i =1

wi +
k1=4 � 1X

i =0

wk� i

gilt. Mit Wahrscheinlichkeit von mindestens1=2 tritt gem•a� Lemma 3.16 au�erdem das
Ereignis

P n
i= k+1 wi xs

i � 1
2

P n
i= k+1 wi ein. Da dieseEreignissedisjunkte, d. h. unabh•angig

initialisierte Positionen im Bitstring betre�en, k•onnen wir die Wahrscheinlichkeiten der
Einzelereignissemultiplizieren, um die Wahrscheinlichkeit der Konjunktion dieserEreig-
nissezu erhalten. Folglich betr•agt der Wert der Summe

P n
i=1 wi xs

i nach der Initialisierung
mit einerWahrscheinlichkeit von sogarmindestens(1=2)(1=2� 1=
((log n)1=4)) = 1=4� o(1)
bereits mindestens

1
2

kX

i =1

wi +
k1=4 � 1X

i =0

wk� i +
1
2

nX

i = k+1

wi =
w
2

+
k1=4 � 1X

i =0

wk� i �
w
2

+ (log n)w1:

Der eingangsbeschriebene •Uberschuss � betr•agt mit Wahrscheinlichkeit von mindestens
1=4 � o(1) nach der Initialisierung also mindestens(log n)w1. Weil jedesGewicht maxi-
mal w1 betr•agt, m•ussenf•ur eine schlechte Mutation mindestenseinmal w•ahrend cc0n ln n

3Da bei diesenTeilsummen kein zus•atzlicher Summand � < 0 auftritt, mussten wir in den genannten
Lemmata allgemeinelineare Funktionen ber•ucksichtigen, vgl. Bemerkung 3.7.
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Schritten mindestens2logn Bits zugleich 
ipp en.Diespassiertmit gegen1 konvergierender
Wahrscheinlichkeit in cc0n ln n Schritten nicht, denn die Wahrscheinlichkeit einer solchen
Mutation ist durch 1=(2 logn)! = 2� 
(log n log log n) nach oben beschr•ankt und konvergiert
auch nach einerMultiplik ation mit cc0n ln n gem•a� 2� 
(log n log log n)+ O(log n) = 2� 
(log n log log n)

gegennull. (DieseBerechnung ist in Lemma A.10 ausf•uhrlicher dargestellt.)
2. Fall: Es gibt kein k mit den im erstenFall beschriebenenEigenschaften, d. h.

8k 2 f 1; : : : ; ng :
k1=4 � 1X

i =0

wk� i < (log n)w1:

F•ur k = (log n)8 besagtdie vorangehendeUngleichung, dass(log n)(1=4)�8 = (log n)2 Ge-
wichte mit Indizesausf (log n)8 � (log n)2 + 1; : : : ; (log n)8g summiert noch nicht (log n)w1

ergeben. Aus w1 � � � � � wn folgt dann, dassab der Position t := (log n)8 � log(n) + 1 je
logn Gewichte mit aufeinanderfolgendenIndizesund erst recht mit beliebigenIndizesvon
mindestenst addiert noch nicht w1 erreichen.
Wir benutzen die Position t nun bei der

"
Konstruktion\ eines •Uberschussesnach der Ini-

tialisierung in Form einer Schranke. Zum einen tritt mit Wahrscheinlichkeit von 1=2 das
Ereignisxs

1 = 1 ein. Zum anderengilt f•ur die Positionen2; : : : ; t gem•a� Lemma3.22(setze
d := (t � 1)1=4 und � := 0)

tX

i =2

wi xs
i �

1
2

tX

i =2

wi +
(t � 1)1=4

X

i =0

wt � i �
1
2

tX

i =2

wi + (t � 1)1=4wt

mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens

1
2

� 2(t � 1)1=4(t � 1)� 1=2 =
1
2

� 2(t � 1)� 1=4 =
1
2

�
2

((log n)8 � logn)1=4
=

1
2

� o(1):

Drittens tritt mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens1=2 gem•a� Lemma 3.16 das
Ereignis

P n
i= t+1 wi xs

i � 1
2

P n
i= t+1 wi ein. Diesedrei Ereignissesind wie im ersten Fall we-

gen der Disjunktheit der betrachteten Positionen unabh•angig. Setzenwir nun die drei
(Un)gleichungenzusammen,folgt, dass

nX

i =1

wi xs
i �

w
2

+
w1

2
+ (t � 1)1=4wt (� )

mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens1=8 � o(1) zutri�t. Der •Uberschuss� nimmt
dann einenWert von mindestensw1=2 + (t � 1)1=4wt an.
Zu zeigenbleibt nun, dassbei Eintreten dieses•Uberschussesdie Wahrscheinlichkeit mindes-
tenseinerschlechten Mutation in cc0n ln n Schritten gegennull konvergiert. Wir betrachten
dazuMutationen anhandder Schranke t. Es sind erstensMutationen m•oglich, die nur Bits
an Positionenmit Indizesvon wenigerals t •andern,zweitensMutationen, die nur Bits mit
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Indizesvon mindestenst •andern,und drittens Mutationen, die sowohl Bits mit Indizesvon
wenigerals t als auch Bits mit Indizesvon mindestenst •andern.
•Uber die Bits mit Indizes von weniger als t wissenwir wegen2� > w1, dassmindestens
einmal in cc0n ln n Schritten mindestenszwei von ihnen gleichzeitig 
ipp en m•ussen,um
den Funktionswert von f um mindestens2� zu verringern und eine schlechte Mutation
zu vollf•uhren. Da t � (log n)8, betr•agt die Wahrscheinlichkeit f•ur diesesEreignis in einem
Schritt des(1+1)-EA maximal

� (log n)8

2

�
(1=n)2 � (log n)16=n2; selbstnach einer Multiplik a-

tion mit cc0n ln n konvergiert dieserAusdruck gegen0.
Beschr•ankt auf die Bits mit Indizes von mindestenst haben wir festgestellt,dassdie Ge-
wichte an beliebigenlogn Positionensummiert immer noch geringeralsw1 sind. Esm•ussen
f•ur eine Verringerung des Funktionswertes von f um mindestens2� , d. h. eine schlechte
Mutation, wegender Ungleichung 2� > w1 mehr als logn Bits zugleich 
ipp en. Bereits
im ersten Fall haben wir gezeigt,dassmit gegen1 konvergierenderWahrscheinlichkeit in
cc0n ln n Schritten sogarniemalslogn Bits mit beliebigenIndizesgleichzeitig 
ipp en.
Zuletzt betrachten wir die dritte M•oglichkeit, eineschlechte Mutation zu vollf•uhren, d. h.
die Mutation von Bits mit Indizesvon wenigerals t und Bits mit Indizesvon mindestenst.
Wir wissen,dassdie Wahrscheinlichkeit, in cc0n ln n Schritten mindestenseinmal zwei oder
mehr Bits mit Indizesvon wenigerals t zu mutieren, gegennull konvergiert. Also verbleiben
die Mutationen, die genauein Bit mit einemIndex von wenigerals t und weitereBits (z. B.
konstant viele) Bits mit Indizesvon mindestenst 
ipp en. Die Mutation desBits mit einem
Index von weniger als t kann maximal eine Senkungdes Funktionswertes von f um w1

bewirken und nur den •Uberschuss2� 1 f•ur � 1 := w1=2 •uberwinden.Da w1 � � � � � wn , greift
nun der zus•atzliche •Uberschuss � 2 := (t � 1)1=4wt aus der Ungleichung (� ). Es m•ussten
mindestensweitere2(t � 1)1=4 = 
((log n)2) Bits mit Indizesvon mindestenst 
ipp en, um
den Funktionswert von f dar•uber hinaus um mindestens2� 2 = 2(t � 1)1=4wt zu verringern
und insgesamt eineschlechte Mutation auszuf•uhren, die denFunktionswert von f um min-
destens2� = 2� 1 + 2� 2 verringert. Die Wahrscheinlichkeit f•ur letzteresEreigniskonvergiert
auch nach einer Multiplik ation mit cc0n ln n gegen0, was den zweiten Fall beschlie�t.
Gem•a� dem Wert desParameters� setzenwir schlie�lic h wie gewohnt die Marko�unglei-
chung ein und w•ahlen c gen•ugendgro�. 2

In einemKorollar halten wir fest,waswir aufgrundunsererBeweistechnik au�erdem gezeigt
haben.

Korollar 3.25 Sei f eine potenziell schwierigeFunktion, deren Quadrat Eingabe f•ur den
(1+1)-EA ist. Mit einer Wahrscheinlichkeitvon mindestens1=8 � o(1) �ndet in O(n ln n)
Schritten keine akzeptierteMutation von einem x 2 P(f ) zu einem x0 2 N (f ) statt.

Bew eis: Folgt unmittelbar ausdem Beweiszu Satz 3.24. 2

Am folgendenBeispiel sehenwir, dassbeide F•alle der Fallunterscheidung im Beweis zu
Satz 3.24eintreten k•onnen.



42 KAPITEL 3. QUADRATE LINEARER FUNKTIONEN

Beispiel 3.3 Die Funktion

f (x1; : : : ; xn ) =

( P n
i=1 2n� i x i � 2n � 1

2 + 1
4 f•ur ungeraden

P n
i=1 (n � i + 1)x i � n2+ n

4 + 1
4 f•ur geraden

entspricht f•ur geraden der Funktion FW, f•ur ungeraden hingegenbis auf den passend
gew•ahlten Summanden� 2n� 1 + 1=2+ 1=4 der Funktion BinV al. Bei der Betrachtung des
Verhaltensdes(1+1)-EA auf f 2 be�nden wir uns f•ur geraden im erstenFall desBeweises
und nutzen die Lemmata 3.22 und 3.16, f•ur ungeraden tre�en wir die Annahmen des
zweiten Falls •uber den initialisierten Bitstring xs, indem wir f•ur das h•ochstwertige Bit
xs

1 = 1 annehmenund uns f•ur die •ubrigen Bits dar•uber hinausdie Lemmata 3.22und 3.16
zunutze machen.

Bemerkung 3.9 Im Grunde k•onnen wir glauben, dassder (1+1)-EA auf dem Quadrat
einer beliebigenpotenziell schwierigen Funktion f mit einer Wahrscheinlichkeit von sogar
1=2 � � f•ur ein beliebig kleines� > 0 in O(n ln n) Schritten zum globalenMaximum in ~1
gelangt,•ahnlich wie esbei Dist ance der Fall ist. Die Beweistechnik im vorstehendenSatz
macht sich aber das•aquivalente Verhaltenauf demQuadrat von f wie auf f selbstzunutze,
das gegeben ist, solangealle aktuellen Bitstrings aus P(f ) stammen.Wir musstendaher
zus•atzliche Annahmen tre�en, um den

"
Fehler\ einer Mutation von P(f ) nach N (f ) un-

wahrscheinlich zu machen und konnten deshalblediglich eineWahrscheinlichkeit nahe1=8
beweisen.Beispiel3.2zusammenmit Lemma3.18liefert •ubrigenseinendeutlichenHinweis
darauf, dassdie Wahrscheinlichkeit f•ur einen Start mit einem xs in einer Teilmengevon
P(f ), sodassf•ur alle in dieserMengeliegendenaktuellen Bitstrings die Wahrscheinlichkeit
einer Mutation zu einem x0 2 N (f ) f•ur wachsendesn gegen0 konvergiert, bei der dort
betrachteten Funktion nicht •uber 1=4 zu liegenscheint.

Bemerkung 3.10 Wir glauben, dassauf den Quadraten potenziell schwieriger Funktio-
nen, derenParameter � sehrnahebei � w=2 liegen,auch mit einer Wahrscheinlichkeit von
mindestens1=8 � � f•ur beliebig kleine � > 0 exponentielle Laufzeiten beobachtet werden
k•onnen.Zum einenexistiert n•amlich bei den Quadraten potenziell schwieriger Funktionen
f mit Werten von � im Bereich � w=2 < � < � w=2+ 1=2 gem•a� Bemerkung3.6 ein lokales
Maximum in ~0, zu dessen•Uberwindung eineerwartete Zahl von 
( nn ) Schritten erforder-
lich ist. Zum anderenliegt esnahe,dassdualeAussagenzu Lemma3.22etc. existieren,die
untere Schranken f•ur die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses,dass

P n
i=1 wi xs

i � w=2 � � ,
� > 0, nach der Initialisierung gilt, angeben.Liegt xs in N (f ), m•ussteder Wert der SummeP n

i=1 wi x i wegender Ungleichung � � w=2 < 1=2 um mindestens2� � 1 ge•andert werden,
um von einem x 2 N (f ) nach P(f ) zu springen. Der Beweis zu Satz 3.24 d•urfte also
mit kleinen Anpassungengef•uhrt werdenk•onnenund w•urde aussagen,dassder (1+1)-EA
nach einem Start in N (f ) mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens1=8 � � w•ahrend
O(n ln n) Schritten keineMutation nach P(f ) ausf•uhrt, sich alsowie auf der Funktion � f
verh•alt und nach erwarteten O(n ln n) Schritten zum lokalen Maximum in ~0 gelangt.Dies
bedeutet eineexponentielle Wartezeit mit Wahrscheinlichkeit von mindestens1=8 � � .
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Wir ziehenausSatz 3.24einigeKonsequenzenzur Komplexit •at der Optimierung der Qua-
drate potenziell schwieriger Funktionen. W•ahrend die erwartete Laufzeit des (1+1)-EA
auf dem Quadrat einer gegebenenpotenziell schwierigen Funktion f zwar nicht durch ein
Polynom in n beschr•ankt werdenkann, ist eshingegenbeispielsweisem•oglich, � = 1=72 zu
w•ahlenund dann f•ur gen•ugendgro�e n mit einerWahrscheinlichkeit von mindestens1=9 ei-
neLaufzeit von O(n ln n) zu beobachten. Lassenwir 9 unabh•angigeInstanzendes(1+1)-EA
parallel je auf f 2 laufen { diesbezeichnet man als Multistartstr ategie, vgl. z.B. [M•uh91] {,
optimiert im Erwartungswert mindestenseineInstanz die Funktion f 2 in O(n ln n) Schrit-
ten. Allgemeiner stellen wir zu k 2

�

unabh•angigen Instanzen des (1+1)-EA Zufalls-
variablen X 1; : : : ; X k mit dem Wertebereich f 0; 1g auf, wobei X i den Wert 1 annimmt,
wenn Instanz i in O(n ln n) Schritten das Optimum von f 2 �ndet. F•ur die Zufallsvariable
X := X 1 + � � � + X k mit E[X ] � k=9 k•onnenwir mithilfe der Chenerno�schranke beispiels-
weisedie Wahrscheinlichkeit, dassweniger als k=18 Instanzen in O(n ln n) Schritten das
Optimum �nden, in der Form ck f•ur eine Konstante 0 < c < 1 nach oben absch•atzen. Es
ist also einfach, durch eine Erh•ohung von k die Wahrscheinlichkeit, dasskeine Instanz in
O(n ln n) Schritten das Optimum von f 2 �ndet, beliebig klein (mit sogarexponentiell in
k sinkendenWerten) zu machen. Bei n Instanzen(dies ist zugegebenerma�en in der Pra-
xis schwer zu realisieren)erhalten wir sogareineexponentiell in n gegen0 konvergierende
Wahrscheinlichkeit f•ur dasEreignis,dasskeineInstanz f 2 in O(n ln n) Schritten optimiert.
Insgesamt sehenwir, dassdie Quadrate potenziell schwieriger Funktionen f•ur Varianten
des(1+1)-EA, n•amlich Multistartstrategien, nicht wirklich problematisch sind.

3.4 Folgerungen f•ur beliebige Potenzen linearer Funk-
tionen

Wir haben bei allen bisherigenAnalysen der Quadrate linearer Funktionen f niemalsdie
tats•achlichenFunktionswerte desQuadratesf 2 betrachten m•ussen,sondernhabenmithilfe
von Lemma3.1stetsanhandder Betr•ageder Funktionswerte von f argumentieren k•onnen.
Es scheint daher keinen gro�en Aufwand zu beinhalten, die Resultate diesesKapitels in
Form eineskleinen Exkursesauf beliebige (nat •urliche) Potenzen linearer Funktionen zu
erweitern.
Zun•achst halten wir fest, dasslineare Funktionen f mit N (f ) = ; absolut uninteressant
sind, da beliebigePotenzenf k mit f k(x) := (f (x)) k , k 2

�

, f•ur den(1+1)-EA von f selbst
nicht zu unterscheidensind. (Der Beweis zu Lemma 2.7 kann mit der Abbildung z 7! zk ,
die auf

� + streng monoton ist, analoggef•uhrt werden.) Ebensowenig spannendsind die
Potenzenf k , k 2

�

, linearer Funktionen f mit P(f ) = ; . Bei diesenist die Anpassung
von Lemma 2.8 mittels der Abbildung z 7! zk f•ur geradek ebensotrivial wie zuvor; bei
ungeradenk ist z 7! zk sogarauf ganz

�

streng monoton. Drittens folgt, dassauch die
Negationender Potenzen,d. h. Funktionen der Gestalt � f k , f•ur den (1+1)-EA von � f
oder f nicht zu unterscheidensind, falls N (f ) = ; oder P(f ) = ; gilt. Insgesamt erhalten
wir f•ur beliebigePotenzennicht negativer und nicht positiver linearer Funktionen sowie
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f•ur die NegationendieserPotenzendie Schranken der erwarteten Laufzeit des (1+1)-EA
unmittelbar ausder Schranke O(n ln n) f•ur alle lineare Funktionen.
Zu untersuchenbleiben die Potenzenf k , k 2

�

, linearer Funktionen f mit der Eigenschaft
N (f ) 6= ; 6= P(f ). Hier ist einegenauereUnterscheidungzwischengeradenund ungeraden
Werten von k erforderlich.

Lemma 3.26 Sei f eine lineare Funktion mit N (f ) 6= ; 6= P(f ) und k 2
�

eine ungerade
Zahl. Der (1+1)-EA optimiert die Funktion f k in erwarteter Zeit O(n ln n).

Bew eis: F•ur alle x; x0 2 f 0; 1gn gilt f k(x) � f k(x0) , f (x) � f (x0), da z 7! zk auf
�

wegenungerademk einen Ordnungsisomorphismus darstellt. Der (1+1)-EA kann f und
f k alsonicht unterscheiden. 2

Korollar 3.27 Sei f eine lineare Funktion mit N (f ) 6= ; 6= P(f ) und k 2
�

eineungerade
Zahl. Der (1+1)-EA optimiert die Funktion � f k in erwarteter Zeit O(n ln n).

Bew eis: Da (� z)k = � zk f•ur ungeradek und beliebigez 2
�

gilt, folgt mit Lemma 3.26,
dass� f k und � f vom (1+1)-EA nicht unterschiedenwerdenk•onnen. 2

Zur Betrachtung verbleiben f•ur geradek die Potenzenf k linearer Funktionen sowie deren
Negationen� f k . Die erste Klasse ist f•ur den (1+1)-EA ebensoschwierig wie die Klasse
der Quadrate linearer Funktionen, da Satz 3.24 bzw. Korollar 3.13 einfach umformuliert
werdend•urfen.

Korollar 3.28 Sei f eine lineare Funktion mit N (f ) 6= ; 6= P(f ) und k 2
�

eine gerade
Zahl. Besitzt f k ein eindeutigesglobalesMaximum, optimiert der (1+1)-EA die Funktion
f k mit einer Wahrscheinlichkeitvon mindestens1=8 � � f•ur ein beliebig kleines � > 0 in
der Zeit O(n ln n). Sonstbesitzt f k zwei globale Maxima, und der (1+1)-EA optimiert f k

in erwarteter Zeit von h•ochstensO(n2):

Bew eis: F•ur alle x; x0 2 f 0; 1gn und geradek 2
�

gilt

f k(x) � f k(x0) , jf (x)j � jf (x0)j, also f k(x) � f k(x0) , f 2(x) � f 2(x0);

und f k und f 2 sind somit f•ur den (1+1)-EA •aquivalent. Wir ersetzenf k durch f 2. Damit
k•onnen wir s•amtliche Ergebnisse•uber die Quadrate linearer Funktionen anwenden(z. B.
die Transformation nach Lemma 3.5) und insbesonderedie Aussagenvon Satz 3.24sowie
Korollar 3.13 •ubernehmen. 2

Ein wenigArbeit erfordert eineAussage•uber dasVerhaltendes(1+1)-EA auf denNegatio-
nen � f k der Potenzenlinearer Funktionen f f•ur geradek, weshalbwir in Abschnitt 2.2.2
noch nicht n•aherdarauf eingehenkonnten. Wir habenaber mit der Beweisf•uhrung zu Lem-
ma 3.12geeigneteTechniken vorgestellt, mit denenessich nachweisenl•asst,dassderartige
Funktionen � f k f•ur den (1+1)-EA nicht schwierig sind.
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Lemma 3.29 Sei f eine lineare Funktion mit N (f ) 6= ; 6= P(f ) und k 2
�

eine gerade
Zahl. Der (1+1)-EA optimiert die Funktion � f k in erwarteter Zeit O(n2).

Bew eis: Da � f k zu � f 2 f•ur den (1+1)-EA •aquivalent ist, nehmenwir o.B. d. A. k = 2 an
und wendenLemma 2.6 an, dasbesagt,dasswir f in der Form f (x) =

P n
i=1 wi x i + � mit

w1 � � � � � wn , wi 2
�

f•ur i 2 f 1; : : : ; ng und � 2
�

voraussetzend•urfen.
Sei m := min f f 2(x)jx 2 f 0; 1gng der minimale Funktionswert der Funktion f 2 und M :=
f x 2 f 0; 1gn jf 2(x) = mg die Mengealler Punke, an denendie Funktion f 2 ihren minima-
len Funktionswert annimmt. Es gilt f•ur alle x 2 f 0; 1gn n M und alle xm 2 M wegen
der Negation die Ungleichung � f 2(x) < � f 2(xm ). Die Menge f 0; 1gn n M suboptimaler
Bitstrings zerf•allt in die disjunkten MengenN 0 := N (f ) n M und P0 := P(f ) n M . Wir
stellen •ahnlich wie in Lemma3.12je ein Fortschrittsma� auf, dasf•ur suboptimale aktuelle
Bitstrings x 2 N 0 bzw. x 2 P0 zum Zugekommt. Weil f•ur alle x; x0 2 N (f ) die Beziehung
� f 2(x) � � f 2(x0) , f (x) � f (x0) beziehungsweisef•ur alle x; x0 2 P(f ) die Beziehung
� f 2(x) � � f 2(x0) , � f (x) � � f (x0) gilt, formulieren wir die f•ur alle x 2 f 0; 1gn de�-
nierten, aber speziell f•ur suboptimale x 2 N 0 respektive x 2 P0 genutzten Fortschrittsma�e
H �

P und H �
N als

H �
N (x) := n � max

n
j 2 f 0; : : : ; ngjf (x) �

jX

i =1

wi + �
o

und

H �
P (x) := n � max

n
j 2 f 0; : : : ; ngjf (x) � w �

jX

i =1

wi + �
o

:

DieseMa�e sind im Wesentlichen analog zu De�nition 3.6 de�niert. Allerdings sind die
Rollen von P(f ) und N (f ) vertauscht, um zu ber•ucksichtigen, dassin der MengeM statt
in ~0 bzw. ~1 die f•ur � f 2 optimalen Vektoren liegen. Auch kann f•ur x 2 M trotz der
Optimalit •at H �

N (x) 6= 0 und H �
P (x) 6= 0 gelten, was aber unerheblich f•ur die folgenden

Aussagenist. Wir d•urfen nun n•amlich analogzu Lemma 3.12verfahren:
Im Verlaufeder Optimierung von � f 2 durch den (1+1)-EA notieren wir f•ur alle aktuellen
Bitstrings x 2 N 0 die Folgeder Werte von H �

N und f•ur alle aktuellen Bitstrings x 2 P0 die
Folge der Werte von H �

P jeweils in zeitlicher Reihenfolge.Weil die Ordnung von Funkti-
onswerten von Bitstrings aus N 0 bez•uglich � f 2 der Ordnung unter der Funktion f und
die Ordnung von Funktionswerten von Bitstrings ausP 0 bez•uglich � f 2 der Ordnung unter
der Funktion � f entspricht, sind beideFolgenmonoton fallend. Zudemexistiert analogzu
Lemma 3.11 f•ur alle x 2 N 0 ein x0 2 f 0; 1gn mit H (x; x0) = 1 und H �

N (x0) � H �
N (x) � 1

und f•ur alle x 2 P0 ein x0 2 f 0; 1gn mit H (x; x0) = 1 und H �
P (x0) � H �

P (x) � 1, d. h. die
Ma�e k•onnen infolge einer 1-Bit-Mutation sinken. Wir zeigendies exemplarisch f•ur H �

N
und �xieren dazu ein x 2 N 0. Sei j := n � H �

N (x). Aus der De�nition von H �
N folgt

jX

i =1

wi + � � f (x) <
j +1X

i =1

wi + � :
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W•aren alle Positionen i 2 f 1; : : : ; j + 1g von x mit 1 belegt, g•alte wegenwi 2
�

die
Ungleichung f (x) �

P j +1
i=1 wi + � . Also existiert ein i 2 f 1; : : : ; j + 1g mit x i = 0. Wir

konstruieren x0 aus x durch eine Mutation an Position i . Wegenw1 � � � � � wn > 0 gilt
dann f (x0) �

P j +1
i=1 wi + � und damit H �

N (x0) � n � (j + 1) = H �
N (x) � 1. Die analoge

Aussagef•ur H �
P ist mit vertauschten Rollen von Nullbits und Einsbits zu f•uhren.

Da die Menge suboptimaler Bitstrings disjunkt in N 0 und P0 zerf•allt und die erwartete
Zeit bis zum Flipp an einer evtl. eindeutig bestimmten Position durch O(n) beschr•ankt
ist, sinkt nach erwarteten O(n) Schritten einesder Fortschrittsma�e H �

N bzw. H �
P . Da

jedesFortschrittsma� maximal n-mal sinken kann, ist nach erwarteten 2n � O(n) = O(n2)
Schritten mindestensein Fortschrittsma� auf seinenminimal m•oglichen Wert gesunken.
Dies ist •aquivalent dazu, dassder (1+1)-EA einenBitstring x 2 M erreicht hat, d. h. � f 2

optimiert hat. 2

Wiederum glauben wir, dasssogareineobere Schranke von O(n ln n) gilt. Leider konnten
wir uns bei diesemBeweisaber ebensowenig wie in Lemma 3.12auf die allgemeineobere
Schranke f•ur lineare Funktionen zur•uckziehen,da die aktuellen Bitstrings des (1+1)-EA
w•ahrend der Optimierung von � f 2 sowohl aus N 0 und P0 stammenk•onnen und sich bei
einem Wechsel von N 0 zu P0 die Ordnung der Funktionswerte umkehrt, als ob zwischen
der Optimierung der linearen Funktion f und der Optimierung der linearen Funktion � f
gewechselt w•urde, und umgekehrt.
Mit diesemExkurs, in dem wir Auskunft •uber dasVerhalten des(1+1)-EA auf beliebigen
Potenzenlinearer Funktionen zu geben vermochten, beendenwir diesesKapitel. Im Fol-
gendenl•osenwir uns weiter von linearen Funktionen und stellen Untersuchungen zu den
Strukturen quadratischer Funktionen an.



Kapitel 4

Fast lineare Funktionen

In diesemKapitel besch•aftigen wir uns mit quadratischen Fitnessfunktionen,die gewisse
•Ahnlichkeiten zu linearen Funktionen aufweisenund daher eventuell vom (1+1)-EA ef-
�zien t optimiert werden. Bei den Quadraten potenziell schwieriger Funktionen stellte es
sich in Kapitel 3 heraus,dasszwar nicht alle von diesenin erwarteter polynomieller Zeit
optimiert werden, dasssie aber •ahnlich genug zu linearen Funktionen sind, um mit ei-
ner Wahrscheinlichkeit nahebei 1=8 in der Zeit O(n ln n) optimiert zu werden. In diesem
Kapitel wollen wir analysieren,wie stark quadratische Funktionen linearenFunktionen zu
•ahnelnhaben,um in erwarteter e�zien ter, d. h. polynomiellerZeit optimiert zu werden.Zu
den eigentlichen fast linearen Funktionen im Sinne von De�nition 2.5 kommenwir dabei
in Abschnitt 4.3.
Zun•achst •uberlegenwir uns eineDarstellungsformf•ur quadratische Funktionen.

De�nition 4.1 (Ko e�zien tenmatrix quadratisc her Fkt.) Die (n � n)-Matrix W =
(wij ), induziert durch eine quadratischen Fitnessfunktion f : f 0; 1gn !

�

der Gestalt
f (x) =

P n
i=1 wii x i +

P n
i=1

P n
j = i+1 wij x i x j , hei�t Koe�zientenmatrix der quadratischen

Funktion.

Die Matrix W ist eine obere Dreiecksmatrix, da xy = yx im K•orper � 2, aus dem die
Multiplik ationsverkn•upfung f•ur x; y 2 f 0; 1g resultiert, stets zutri�t; alternativ w•are eine
Darstellung von W als eventuell vollst•andig besetzteMatrix mit Gewichten wij und wj i ,
die beidenicht notwendig0 sind, m•oglich, wasaber keinenweiterenVorteil bringt, sondern
der •Ubersichtlichkeit eherabtr•aglich ist. Daher nehmenwir bei quadratischen Funktionen
stets wij = 0 f•ur j < i an.
Bereits in Abschnitt 2.2 haben wir in Lemma 2.4 gesehen,dasswir neben der Annahme
� = 0, die bereits in die Darstellung als Koe�zien tenmatrix einging, f•ur die Koe�zien-
ten wii , dort mit wi bezeichnet, sowie wij , i < j , ohne Beschr•ankung der Allgemeinheit
Ganzzahligkeit annehmend•urfen sowie von einermonoton fallendenOrdnung der Gewich-
te wii , i 2 f 1; : : : ; ng, also w11 � � � � � wnn , ausgehenk•onnen.Wir schreiben nachfolgend
weiterhin kurz wi statt wii , wenn wir Eintr •ageauf der Hauptdiagonalenbezeichnen wollen
und nennendiesezuweilenkurz lineare Gewichte/Koe�zienten , wohingegenf•ur die wij mit
i < j der Begri� quadratischeGewichte/Koe�zienten eingesetztwird.

47
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Bemerkung 4.1 Lineare Funktionen als Spezialfall quadratischer Funktionen haben in
ihrer Koe�zien tenmatrix nur in der Hauptdiagonalenvon 0 verschiedeneEintr •age. Alle
anderenPositionender Koe�zien tenmatrix sind mit Nullen besetzt.

Quadrate linearer Funktionen hingegenweisenim Allgemeinen in allen Positionen ihrer
Koe�zien tenmatrix Nichtnulleintr •ageauf { statt

"
Nichtnulleintr •agen\ sagenwir kurz, die

Matrix habeEintr •agean bestimmten Positionen.Au� •allig sinddabei negativeEintr •age,die
infolge desQuadrierenseiner potenziell schwierigenlinearenFunktion (vgl. De�nition 3.7)
entstehen. Diesessoll am Beispiel von OneSqr � n=2+1 =3 aus Kapitel 3 n•aher untersucht
werden:
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i =1
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� n +
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3

�
x i +

nX

i =1

nX
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2x i x j +
n2

4
�

n
3

+
1
9

, denn x2
i = x i .

Die Koe�zien tenmatrix der Funktion OneSqr � n=2+1 =3 ist alsoin und oberhalb der Haupt-
diagonalenvoll besetztmit der Besonderheit,dassalle Eintr •ageder Hauptdiagonalennega-
tiv eund alle •ubrigenEintr •agepositive rationale Zahlensind. (Per Multiplik ation mit einem
Hauptnenner sind dieseohne weiteresganzzahligzu machen.) Wir erkennen leicht, dass
beim Quadriereneiner linearen Funktion mit � � 0 und o.B. d. A. nat•urlichen Gewichten
generellnur positive Eintr •agein der Koe�zien tenmatrix der entstehendenquadratischen
Funktion auftreten. Bereits ausLemma 2.7 ist bekannt, dassder (1+1)-EA derartige qua-
dratischeFitnessfunktionene�zien t zu optimierenvermag,da sievon der linearenFunktion
selbst nicht zu unterscheidensind. Allgemeiner wollen wir nun untersuchen, ob eine qua-
dratische Funktion, deren Gewichte alle nicht negativ sind, f•ur den (1+1)-EA •uberhaupt
schwierig seinkann.

4.1 Quadratisc he Funktionen ohne negativ e Gewic hte

Bei einer quadratischen Funktion, deren Gewichte alle mindestens0 betragen, kann eine
Mutation einesNullbits im aktuellenBitstring f•ur sich alleinebetrachtet o�ensichtlich nicht
zu einemgeringerenFunktionswert f•uhren und wird immer akzeptiert, wenn keine Muta-
tionen von Einsbits zu Nullbits an anderenPositionenstatt�nden. Bei linearenFunktionen
nehmenwir o.B. d. A. an, dassalle Gewichte nicht negativ sind, um ein globalesMaximum
in ~1 zu erhalten. Da die Funktion von Bits an Positionenmit einemzugeordnetenGewicht
0 unabh•angig w•are, d•urfen wir sogarvon positiven, also nat•urlichen Gewichten ausgehen
und erhalten damit ein eindeutigesglobalesMaximum in ~1. DieseArt von

"
Normalform\

wollen wir nun auch bei quadratischen Funktionen ohnenegative Gewichte �nden, um bei
nachfolgendenBeweisendie •Ubersichtlichkeit zu erh•ohen.
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Lemma 4.1 Sei f eine quadratische Fitnessfunktion, deren Gewichte ausschlie�lich in
der MengeN0 enthalten sind. Wir k•onnen o.B. d.A. annehmen,dassf nur ein globales
Maximum in ~1 besitzt.

Bew eis: Sei

I 0 := f i 2 f 1; : : : ; ngjwi = 0 ^ 8j 2 f i + 1; : : : ; ng : wij = 0g

die Mengealler Indizes, sodassf•ur i 2 I 0 die Monomewi x i und wij x i x j , i < j � n, stets
0 sind. Die Funktion f h•angt von den x i mit i 2 I 0 nicht ab; jede Belegungder x i mit
i 2 I 0 f•uhrt bei einerBelegungx0

i := 1 f•ur i 0 =2 I 0 wegennicht negativer Gewichte zu einem
optimalen Funktionswert. Wir k•onnen daher annehmen,dassdie Menge I 0 leer ist und
damit alle Bits des aktuellen Bitstrings f•ur einen optimalen Funktionswert mit 1 belegt
seinm•ussen. 2

Im Folgendennehmenwir nun nat•urlich an, dassdie Koe�zien tenmatrix einerbetrachteten
quadratischen Funktion f mit nur nicht negativen Gewichten so bescha�en ist, dassdie
Funktion von allen n Variablenabh•angigist und daseinzigeMaximum in ~1 vorliegt. (Dann
enth•alt f•ur jedesi 2 f 1; : : : ; ng die Zeileoder Spaltei der Matrix mindestenseinenEintrag.)
Aufgrund der Nichtnegativit •at der Gewichte der in diesemAbschnitt betrachteten quadra-
tischen Funktionen m•ochten wir nun eine polynomielle obere Schranke f•ur die erwartete
Laufzeit des(1+1)-EA zeigen,indem wir •ahnlich wie in Lemma 3.12Mutationen, die den
Funktionswert m•oglichst stark erh•ohen und den maximal f•ur den (1+1)-EA erreichbaren
Hammingabstandzum Optimum verringern, betrachten. Nehmen wir uns alle Gewichte
der Koe�zien tenmatrix vor, so k•onnenwir uns alle von 0 verschiedenenGewichte abstei-
gendgeordnetvorstellen.Solangenicht alle dieserGewichte

"
aktiviert \ sind, d. h. dassim

Falle eineslinearen Gewichtes die zugeh•orige Position im Bitstring noch 0 bzw. im Falle
einesquadratischen Gewichtes mindestenseineder beidenzugeh•origen Positionen im Bit-
string noch 0 ist, kann mithilfe einerMutation mindestenseinesund h•ochstenszweier Bits
der Funktionswert der quadratischenFunktion um mindestensden Wert des/einesgr•o�ten
noch nicht aktivierten Gewichtes erh•oht werden.Das Wort

"
mindestens\ im vorigen Satz

zeigt allerdingsan, dasshier die Analogiezu linearenFunktionen aufgrund von Seitene�ek-
ten { die Aktivierung eineslinearen Gewichtes mittels einer Mutation einesNullbits kann
neben einem linearen noch n � 1 weitere quadratische und die Mutation zweier Nullbits
sogar2 lineare und (n � 1) + (n � 2) = 2n � 3 quadratische Gewichte aktivieren { endet,
denn gegen•uber n Positionen im Bitstring existieren bis zu (n2 + n)=2 von 0 verschiede-
ne Gewichte. Aus diesenSeitene�ekten folgt zun•achst, dasswir infolge der Aktivierung
einesGewichtes mit maximalemWert andersals bei linearenFunktionen den maximal er-
reichbaren Hammingabstandzu ~1 nicht unbedingt um 1 verringern m•ussen,vgl. folgendes
Beispiel.

Beispiel 4.1 Die quadratische Funktion

f (x) =
5X

i =1

6x i +
9X

i =6

9X

j = i +1

5x i x j
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besitzt nur nicht negative Gewichte, die sich (abgesehenvon denenmit Wert 0) in der mo-
noton fallendenOrdnung w1 = w2 = w3 = w4 = w5 > w67 = w68 = w69 = w78 = w79 = w89

notieren lassen.Erwarten wir dann, dassvon ~0 ausgehendzun•achst die Bits x1; : : : ; x5 zu
1 
ipp en, da sie die maximalen Gewichte aktivieren, besitzt der aktuelle Bitstring zwar
5 Einsen, doch der maximal (f •ur den (1+1)-EA) erreichbare Hammingabstandzu ~1 ist
nicht 9 � 5 = 4, sondern9 � 4 = 5, denn der Bitstring x mit x1 = � � � = x5 = 0 und
x6 = � � � = x9 = 1 hat mit 4 Einsen einen Funktionswert von bereits 30 und k•onnte
durch Mutation aus dem zun•achst erw•ahnten Bitstring entstehen, da jener ebenfalls den
Funktionswert 30 besitzt.

Allerdings kann eine Mutation wie im vorigen Beispiel die Zahl der Einsen im aktuellen
Bitstring nicht beliebig(dashie�e z.B. auf 1) verringern,wennzun•achst diejenigenNullbits
ge
ippt sind, die jeweils maximale noch nicht aktivierte Gewichte aktivieren. Anhand der
Ordnung der Gewichte de�nieren wir das folgendeFortschrittsma�.

De�nition 4.2 F•ur eine quadratischeFunktion f mit ausschlie�lich nicht negativen Ko-
e�zienten sei f•ur N := (n2 + n)=2 die Folgew�

1; : : : ; w�
N eine monoton fallendeUmordnung

der Gewichtewi ; wij , 1 � i < j � n, von f . Daraus de�nier en wir f•ur ein x 2 f 0; 1gn das
Ma� O� (x) als

O� (x) := max
n

j 2 f 0; : : : ; N gjf (x) �
jX

i =1

w�
i

o
:

Wir k•onnendiesesMa� als minimale Zahl von Einsen,die ein Bitstring mit einemFunk-
tionswert von mindestensf (x) auf der imagin•aren linearenFunktion

P N
i=1 w�

i x i (eventuell
nehmenhier einigeGewichte ab einemIndex N 0 mit n=2 < N 0 � N den Wert 0 an) haben
m•usste, interpretieren. Auf einer quadratischen Funktion mit nicht negativen Gewichten
erhaltenwir mithilfe diesesMa�es eineuntere Schrankef•ur die Zahl der Einsenim aktuellen
Bitstring.

Lemma 4.2 Sei f eine quadratischeFunktion mit ausschlie�lich nicht negativenKoe�zi-
enten. F•ur alle x 2 f 0; 1gn gilt: O� (x) = i ) x enth•alt mindestens

p
i Einsen.

Bew eis: Da O� (x) = i , enth•alt x so viele Einsen, dassmindestensi Gewichte, die alle
mindestens1 betragen,ausder Folgew�

j , j 2 f 1; : : : ; N g, addiert werdenm•ussen,um einen
Wert von mindestensf (x) zu erreichen.Um i Gewichte zu aktivieren, mussx mindestens

p
i

Einsenbesitzen,denn mit k :=
p

i Einsenwerdenk lineareund
P k

i=1

P k
j = i+1 = (k2 � k)=2

quadratischeGewichte aktiviert (von deneneventuell einigesogarnull sind). Also aktivierenp
i Einsenh•ochstensk2=2 + k=2 = i=2 +

p
i=2 � i Gewichte. 2

Im Gegensatzzu Lemma 3.11 gibt unserFortschrittsma� O� (x) keine obere Schranke f•ur
den maximal erreichbaren Hammingabstandan, sondern ist

"
umgekehrt\ de�niert, und

liefert mit Lemma 4.2 eineuntere Schranke f•ur die Zahl der Einsenim Bitstring x. Da die
Zahl der Einsen in x, sofernx 6= ~1, zur Erreichung desOptimums steigenmuss,fehlt zur
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VorbereitungeinesSatzes•uber quadratischeFunktionen mit nur nicht negativenGewichten
noch eine formale Aussage•uber die Bedingungen,unter denensich das Fortschrittsma�
O� (x) erh•oht.

Lemma 4.3 Sei f eine quadratische Funktion mit ausschlie�lich nicht negativen Koef-
�zienten. F•ur alle x 2 f 0; 1gn n f ~1g existiert ein x0 2 f 0; 1gn mit H (x; x0) � 2 und
O� (x0) � O� (x) + 1.

Bew eis: Seij := O� (x), alsoj 2 f 0; : : : ; N � 1g. Wir entnehmender De�nition von O� (x),
dass

P j
i =1 w�

i � f (x) <
P j +1

i=1 w�
i gilt. Daraus folgt w�

j +1 > 0. Wenn x alle Werte w�
i

mit i 2 f 1; : : : ; j + 1g aktivierte, g•alte f (x) �
P j +1

i=1 w�
i . Wir k•onnenmithin ein noch nicht

aktiviertes w�
i mit einemIndex i 2 f 1; : : : ; j + 1g aktivieren, indemwir die dazugeh•orenden

maximal 2 Positionen{ dasGewicht kann quadratisch sein{ in x von 0 nach 1 
ipp en und
somit ein x0 mit H (x; x0) � 2 konstruieren. Aufgrund der Ordnung w�

1 � � � � � w�
N folgt

dann f (x0) �
P j +1

i=1 w�
i , alsoO� (x0) � O� (x) + 1. 2

Trivialerweisesinkt O� (x) im LaufedesAlgorithmusniemals.Mit denvorangehendenLem-
mata l•asstsich nun einepolynomielleobereSchranke f•ur die betrachtete Klassevon Funk-
tionen zeigen.

Satz 4.4 Sei f eine quadratischeFunktion, deren Koe�zientenmatrix nur nicht negative
Eintr •ageenth•alt. Der (1+1)-EA optimiert die Funktion f in erwarteter Zeit O(n4).

Bew eis: F•ur den initialisierten Bitstring xs messenwir j := O� (xs), j 2 f 0; : : : ; N g, und
sch•atzendie erwartete Zeit, bis der aktuelle Bitstring x mit ~1 •ubereinstimmt, nach obenab.
Gem•a� Lemma 4.2 ist nach maximal n2 Erh•ohungen(es gen•ugenaufgrund der De�nition
von O� (x) sogarN � j = (n2 + n)=2 � j = O(n2) Erh•ohungen) von O� (x) der optimale
Bitstring erreicht. Eine hinreichende Bedingung f•ur dieseErh•ohung ist laut Lemma 4.3
die Mutation mindestenseinesund maximal zweier Bits an eventuell genaubestimmten
Positionen, was mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestensn� 2(1 � 1=n)n� 2 � e� 1n� 2

eintritt, sodass die erwartete Zeit bis zu einer solchen Mutation durch en2 nach oben
beschr•ankt ist. Somit gen•ugenn2 � en2 = O(n4) erwartete Schritte. 2

Bemerkung 4.2 In Satz 4.4 ist der Sonderfall linearer Funktionen, falls wij = 0 f•ur al-
le i; j 2 f 1; : : : ; ng mit i < j gilt, enthalten, f•ur den sogardie obere Schranke O(n ln n)
bekannt ist. Wir vermuten, dassdie Schranke O(n4) aus Satz 4.4 weiter verbessertwer-
den kann. Insbesonderewenn die Koe�zien tenmatrix einer quadratischen Funktion mit
ausschlie�lic h nicht negativen Gewichten in der Diagonalenvoll besetzt ist, d. h. wenn al-
le linearen Gewichte positiv sind, kann der Funktionswert, solangedas Optimum nicht
erreicht ist, mithilfe einer1-Bit-Mutation erh•oht werden.Diesstellt eineAnalogiezu linea-
ren Funktionen dar. Wir verfolgendiesenGedanken wegendesUmfangsdesBeweisesder
allgemeinenoberenSchranke f•ur lineare Funktionen aus [DJW98a] jedoch nicht weiter.
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Wenn die quadratischen Gewichte wij , i < j , gegen•uber den •ubrigen linearen Gewichten
kleineWerte besitzen,k•onnenwir ausder quadratischenFunktion sogareinef•ur den(1+1)-
EA •aquivalente lineare Funktion konstruieren.

Beispiel 4.2 Die quadratische Funktion f mit

f (x) =
nX

i =1

22 log n+ n� i +1 x i +
nX

i =1

nX

j = i +1

x i x j

ist f•ur den (1+1)-EA von der linearen Funktion BinV al nicht zu unterscheiden. Dies
machen wir uns anhandder Ordnung der Funktionswerte der 2n Vektoren desDe�nitions-
bereichesklar, die bei beiden Funktionen identisch ist, denn die quadratischen Gewichte
tragen in ihrer Summevon wenigerals n2 einengeringerenWert als die minimale positive
Di�erenz zwischen den linearen Gewichten bei, und alle Funktionswerte sind unterschied-
lich. An diesemBeispiel erkennen wir auch die Schwierigkeit bzw. Unm•oglichkeit, eine
lineare Funktion zu �nden, auf der der (1+1)-EA dasselbe Akzeptanzverhalten wie auf
einer gegebenenquadratischen Funktion aufweist. Will man dies einfach durch Entfernen
der quadratischen Gewichte erreichen, m•ussendiesezum einen so klein sein, dasssie die
Ordnung bez•uglich

"
<\ erhalten, zum anderenm•ussenVektoren mit demselben Funkti-

onswert unter der quadratischen Funktion auch auf einen jeweils gleichen Funktionswert
unter der linearenFunktion abgebildetwerden.Diesesfunktioniert vermutlich nur bei sehr
wenigenquadratischen Funktionen.

Bemerkung 4.3 Analog zu den vorigen Beweisenl•asst sich vermutlich auch eine poly-
nomielle obere Schranke f•ur die erwartete Laufzeit des (1+1)-EA auf Funktionen kon-
stanten Grades mit ausschlie�lic h nicht negativen Koe�zien ten zeigen. Eine Funktion
f : f 0; 1gn !

�

vom Grad k, k 2
�

konstant, kann als Polynom aus weniger als nk

Monomendargestellt werden,d. h. wir haben maximal O(nk) Gewichte. Um ein Gewicht
mit maximalem Wert zu aktivieren, gen•ugt eine Mutation von maximal k ausgew•ahlten
Bits zugleich, die nach erwarteten O(nk) Schritten eintritt. Insgesamt optimiert der (1+1)-
EA alsoFunktionen vom Grad k, die nur nicht negative Koe�zien ten besitzen,vermutlich
in h•ochstensO(n2k) Schritten.
Andererseitsglauben wir auch, dassFunktionen vom Grad k mit ausschlie�lic h nicht ne-
gativen Koe�zien ten existieren, auf denender (1+1)-EA im Erwartungswert mindestens

( nk=2) Schritte ben•otigt. In der Funktion f k(x) =

P n=k � 1
i=0

Q k
j =1 x ik + j beispielsweisesind

Bitstrings in n=k Bl•ocke unterteilt, innerhalb derendie Zahl der Einsengenauk betragen
muss,um daszugeh•origeMonom vom Grad k zu aktivieren. Die Zahl der Einseninnerhalb
einessolchenBlockeshat keinenEin
uss auf dasAkzeptanzverhaltendes(1+1)-EA, solan-
ge sie nicht k betr•agt. Somit scheint die Zahl der Einsen innerhalb von Bl•ocken, die noch
nicht k Einsenenthalten, ein rein zuf•alliger Wert zu sein.Wir vermuten, dasssolcheBl•ocke
im Erwartungswert k=2 Einsenenthalten. Eine hinreichendeBedingungf•ur eineoptimale
BelegungeinesBlocks mit urspr•unglich k=2 Einsen ist das Eintreten einer oder mehrerer
Mutationen, die insgesamt genauk=2 Nullbits zu 1 
ipp en und bereits vorhandeneEins-
bits unver•andert lassen.Egal, ob diesesin einemoder mehrerenSchritten geschieht, scheint
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die Wahrscheinlichkeit daf•ur durch O(n� k=2) nach oben beschr•ankt zu sein.Wir vermuten
daher, dasssich die Zahl der Einsen innerhalb einesBlockeserst nach erwarteten 
( nk=2)
Schritten auf k erh•oht.
Funktionen nicht konstanten Gradesschlie�lic h k•onnenschwierig sein,obwohl alle Koe�-
zienten nicht negativ sind. Ist k = n, alsonicht mehr konstant, entspricht die vorgestellte
Funktion f k genauder Funktion Peak (x) =

Q n
i=1 x i , welche in [DJW98a] behandeltwird.

Zur Optimierung dieser
"
Nadel-im-Heuhaufen-Funktion\ ben•otigt der (1+1)-EA (sogaralle

Black-Box-Optierungsverfahren) erwartete exponentielle Zeit.

Nachdemwir einenSpezialfall quadratischerFunktionen mit eventuell voll besetztenKoe�-
zientenmatrizen behandelthaben,besch•aftigen wir unsnun mit quadratischenFunktionen,
derenKoe�zien tenmatrizen h•ochstenslinear viele Eintr •agebesitzen.

4.2 Linear viele quadratisc he Gewic hte

Die De�nition fast linearer Funktionen (vgl. De�nition 2.5) erlaubt konstant viele Ein-
tr •ageau�erhalb der Hauptdiagonalender Koe�zien tenmatrix. Allerdings zeigt sich, dass
auch speziellequadratische Funktionen mit sogar linear vielen quadratischen Gewichten
f•ur den (1+1)-EA

"
einfach\ sind. Dabei werdenwir uns wiederum Resultate •uber lineare

Funktionen zunutze machen,die wir allerdingsnicht mehr in der •ublichenNormalform mit
nat•urlichen Gewichten etc. annehmenk•onnen. Deshalb stellen wir ein zu De�nition 3.6
etwasabgewandeltesFortschrittsma� auf.

De�nition 4.3 F•ur eine lineare Funktion f (x) =
P n

i=1 wi x i + � mit wi 2 � f•ur alle
i 2 f 1; : : : ; ng und � 2

�

de�nier en wir die Folge w�
i ; : : : ; w�

n als eine monoton fallende
Umordnung der Folge der Betr•ageder Gewichtejw1j; : : : ; jwn j. Daraus de�nier en wir f•ur
ein x 2 f 0; 1gn den maximal (von x f•ur den (1+1)-EA) erreichbaren Hammingabstandzu
einem Maximum von f als

H � (x) := n � max

(

j 2 f 0; : : : ; ngjf (x) �
jX

i =1

w�
i +

X

f i jwi < 0g

wi + �

)

:

Wir m•ussenden Sinn diesesMa�es erl•autern.

Lemma 4.5 F•ur eine lineare Funktion f mit f (x) =
P n

i=1 wi x i + � , wi 2 � , � 2
�

, das
daf•ur nach De�nition 4.3 gebildeteFortschrittsma� H � und ein beliebigesxmax 2 f 0; 1gn

mit maximalemFunktionswert gilt

8x 2 f 0; 1gn ; x nicht optimal : H � (x) = j ) H (x; xmax ) � j:

Bew eis: Der minimale Funktionswert von f ist
P

f i jwi < 0g wi + � . Dieser wird auf einem
Bitstring angenommen,der an den Bits mit positiven Gewichten mit 0 und an den Bits
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mit negativen Gewichten mit 1 belegt ist. Eine Erh•ohung des Funktionswertes um jwi j,
i 2 f 1; : : : ; ng, ist infolge eines0-1-Flipps an Bit i , falls wi positiv, bzw. infolge eines1-
0-Flipps an Bit i , falls wi negativ, m•oglich. O�ensichtlich sind in xmax Bits mit positiven
Gewichten mit 1 und Bits mit negativen Gewichten mit 0 belegt, w•ahrend die Belegung
von Bits mit zugeordnetemGewicht 0 irrelevant ist.
Aus der De�nition von H � folgt nun, dassf•ur m := n � H � (x) die Ungleichung f (x) �P m

i=1 w�
i +

P
f i jwi < 0g wi + � gilt. Weil x nicht optimal ist, m•ussenaufgrund der Ordnung

w�
1 � � � � � w�

n � 0 die Werte w�
1; : : : ; w�

m+1 noch von 0 verschieden sein. Damit folgt
wiederumausder monoton fallendenOrdnung der w�

i , dassm eineuntere Schranke f•ur die
Anzahl der Bits mit von 0 verschiedenenGewichten angibt, die entsprechendder Belegung
im Maximum zu belegensind, um zum geringstm•oglichen Funktionswert

P
f i jwi < 0g wi + �

einenWert
P m

i=1 w�
i zu addieren,sodassdie Summeder Werte f (x) betragenkann.

Also k•onnenmaximal n� m = H � (x) Gewichte gegen•uber einemoptimalen Bitstring falsch
belegt sein,d. h. H (x; xmax ) � H � (x). 2

•Ahnlich wie in Lemma 3.11 beschreiben wir nun eine M•oglichkeit, diesesFortschrittsma�
zu senken.

Lemma 4.6 Sei f eine lineare Funktion mit f (x) =
P n

i=1 wi x i + � , wi 2 � , � 2
�

und
sei H � das nach De�nition 4.3 f•ur f de�nierte Fortschrittsma�. F•ur alle nicht optimalen
x 2 f 0; 1gn existiert ein x0 2 f 0; 1gn mit H (x; x0) = 1, sodassH � (x0) � H � (x) � 1.

Bew eis: Betrachte m := n � H � (x) Aus der De�nition von H � folgt

mX

i =1

w�
i +

X

f i jwi < 0g

wi + � � f (x) <
m+1X

i =1

w�
i +

X

f i jwi < 0g

wi + � :

Trivialerweisegilt dann w�
m+1 > 0. Bei den Werten w�

i , i 2 f 1; : : : ; ng, sprechen wir nun
wiederum davon, dass sie von einem Bitstring x aktiviert werden, wenn f•ur ein i das
zugeh•origeBit x j , j 2 f 1; : : : ; ng, in der noch nicht umsortierten Folgew1; : : : ; wn im Falle
einesnegativen Gewichtes wj mit 0 und im Falle einespositiven Gewichtes mit 1 belegt
wird. Gewichte w�

i mit w�
i = 0 betrachten wir nicht. Jetzt k•onnenwir •ahnlich wie im Beweis

zu Lemma 4.3 argumentieren.
Wenn x alle Werte w�

i mit i 2 f 1; : : : ; m + 1g aktivierte, w•urde daraus die Ungleichung
f (x) �

P m+1
i=1 w�

i +
P

f i jwi < 0g wi + � folgen.Es wird alsoeiner der Werte w�
1; : : : ; w�

m+1 von
x nicht aktiviert, d. h. wir k•onnen mithilfe einer 1-Bit-Mutation den Bitstring x0 aus x
erzeugenund sodann aufgrund der monoton fallendenOrdnung der w�

i zu der Ungleichung
f (x0) �

P m+1
i=1 w�

i +
P

f i jwi < 0g wi + � kommen.Damit folgt H � (x0) � n� (m+ 1) = H � (x) � 1.
2

Lemma 4.7 Sei f eine quadratischeFunktion. Wenn es einen Index l 2 f 1; : : : ; ng gibt,
dass8i; j 2 f 1; : : : ; ngnf lg : i 6= j ) wij = 0 gilt, optimiert der (1+1)-EA f in erwarteter
Zeit O(n2).
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Bew eis: Mittels Umordnung nehmenwir o.B. d. A. an, dasslediglich die quadratischen
Gewichte in Zeile 1 der Koe�zien tenmatrix, d. h. w1i , i 2 f 2; : : : ; ng, von 0 verschiedene
Werte haben, womit wir die Annahme w1 � � � � � wn f•ur die linearen Gewichte fallen
lassen.
Der (1+1)-EA wechselt nun abh•angig vom Wert von x1 zwischen den linearenFunktionen
f 1(x2; : : : ; xn ) :=

P n
i=2 wi x i und f 2(x2; : : : ; xn ) := w1 +

P n
i=2 w0

i x i mit w0
i := wi + w1i f•ur

i 2 f 2; : : : ; ng eventuell hin und her (nach n erwarteten Schritten). W•urden die Funktionen
f 1 und f 2 isoliert betrachtet, k•onnten wir Aussagen•uber das Verhalten des (1+1)-EA
auf linearen Funktionen heranziehen.Weil aber eventuell zwischen f 1 und f 2 w•ahrend
der Optimierung von f gewechselt wird, d•urfen wir die obere Schranke von O(n ln n) f•ur
lineare Funktionen auf die Funktion f nicht unmittelbar anwenden.Stattdessenbenutzen
wir wieder ein Fortschrittsma� wie in De�nition 3.6 und zeigeneine obere Schranke von
O(n2). F•ur f 1 nutzen wir das obige nach De�nition 4.3 gegebeneMa� und bezeichnen es
mit H �

1 , f•ur f 2 bezeichnen wir dasnach De�nition 4.3 gegebeneMa� mit H �
2 .

Wenn wir die Folgen der Werte von H �
1 (x) f•ur x1 = 0 bzw. von H �

2 (x) f•ur x1 = 1 in der
durch den Verlauf des(1+1)-EA bestimmten Reihenfolgenotieren, ist esaufgrund dessen
Akzeptanzverhaltensklar, dassdie beidenFolgenmonoton fallen. Gem•a� Lemma4.6 f•uhrt
ein Flipp einesfalsch eingestelltenBits, dessenGewicht einen maximalen Betrag hat, zu
einer Verringerungvon H �

1 (x), falls x1 = 0, bzw. von H �
2(x), falls x1 = 1. Dabei handelt es

sich um eine Mutation von 0 nach 1, falls diesesbetragsm•a�ig maximale Gewicht gr•o�er
als 0 ist, und von 1 nach 0, falls esgeringerals 0 ist. Die Belegungvon Bits, derenGewicht
0 betr•agt, ist f•ur die Maximierung der entsprechendenFunktion irrelevant. Somit betr•agt
die Erfolgswahrscheinlichkeit f•ur eineMutation, die denmaximalenHammingabstandeiner
linearenFunktion zu einemihrer Maxima (nicht unbedingt in ~1) um mindestens1 verringt,
mindestense� 1n� 1 (sieheLemma A.9), sodassnach maximal erwarteten 2n � en = O(n2)
Schritten ein f•ur mindestenseine der linearen Funktionen f 1 und f 2 optimaler Bitstring
erreicht ist. Anschlie�end sind m•oglicherweisenoch weiteren + O(n ln n) = o(n2) erwartete
Schritte bis zu einer Mutation von x1 und zur Optimierung derjenigenlinearen Funktion,
derenmaximaler Funktionswert mit dem von f •ubereinstimmt, erforderlich. 2

Beispiel 4.3 Die Funktion f (x) = nx1 +
P n

i=2 x i +
P n

i=2 � 2x1x i wechselt in Abh•angigkeit
vom Wert von x1 zwischen der linearen Funktion

f 1(x2; : : : ; xn ) = 1 + OneMax (x2; : : : ; xn )

und der Funktion
f 2(x2; : : : ; xn ) = n � OneMax (x2; : : : ; xn )

hin und her und besitzt sowohl in (0; 1; : : : ; 1) als auch in (1; 0; : : : ; 0) ein globalesMaxi-
mum mit dem Funktionswert n sowie zwei globaleMinima in ~0 und ~1. Wenn der aktuelle
Bitstring im Bereich von x2 bis xn wenigerals (n � 1)=2 Einsen besitzt, ist ein 0-1-Flipp
von x1 denkbar, woraufhin keineMutation mehr, die nur x1 
ippt, akzeptiert wird, da der
aktuelle Bitstring mit mehr als (n � 1)=2 Nullen im angegebenenBereich unter f 2 n•aher
am maximalenFunktionswert als unter f 1 l•age.Analog kann bei mehr als (n � 1)=2 Einsen
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im Bereich x2 bis xn ein Flipp, der ausschlie�lic h x1 mutiert, eintreten, der in diesemFall
von x1 = 1 zu x1 = 0 f•uhrt. Lediglich bei bei exakt (n � 1)=2 Einsenunter den Bits x2 bis
xn und ungerademn sind mehrerealleinige Flipps von x1 denkbar, bis sich die Zahl der
Einsenunter den Bits x2 bis xn nach konstanter1 erwarteter Zeit •andert.

Bemerkung 4.4 In Lemma4.7k•onnenwir vermuten, dasssogareineobereSchranke von
O(n ln n) gilt. Leider kann bei einer Mutation desjenigenBits x i , i 2 f 1; : : : ; ng, mittels
dessenzwischen zwei linearenFunktionen f 1; f 2 gewechselt wird, der Hammingabstandzu
einem Maximum einer Funktion f � 2 f f 1; f 2g gr•o�er geworden sein, als er zum letzten
vorhergegehendenZeitpunkt war, zu dem die Funktion f �

"
eingeschaltet\ war, und somit

der Fortschritt zu einem Maximum der Funktion f � verringert worden sein. Auch wenn
die M•oglichkeit einer den Hammingabstandvergr•o�ernden Mutation im Beweis,dassjede
lineare Funktion in O(n ln n) Schritten maximiert wird (vgl. [DJW98a]), ber•ucksichtigt
wird, tritt solch ein Ereignis vermutlich mit anderenWahrscheinlichkeiten als ein Flipp
von x i ein.

In Lemma 4.7 haben wir ein Resultat f•ur quadratische Funktionen mit linear vielen Ge-
wichten, die allerdings (nach einer Umordnung der Indizes) in nur einer Zeile der Koef-
�zien tenmatrix auftreten d•urfen, aufgestellt. Der grundlegendeGedanke hat dabei darin
bestanden,dassder (1+1)-EA zwischen zwei linearen Funktionen wechselt. Wenn nun in
maximal k Zeilender Koe�zien tenmatrix au�erhalb der DiagonalenGewichte erlaubt wer-
den, vermuten wir, dassder (1+1)-EA dann bei der Optimierung zwischen 2k Funktionen
hin und her wechseln kann. Der folgendeSatz zeigt in einer kanonischen Erweiterung zu
Lemma 4.7, dassdie erwartete Laufzeit des(1+1)-EA dann ebenfallspolynomiell ist.

Satz 4.8 Sei f eine quadratischeFunktion. Wenn eine Mengevon Indizes I � f 1; : : : ; ng
mit konstanter Gr•o�e k := # I existiert, sodass8i; j 2 f 1; : : : ; ng n I : i 6= j ) wij = 0
gilt, optimiert der (1+1)-EA f in erwarteter Zeit O(nk + n2).

Bew eis: Per Umordnung der Indizesnehmenwir wiederumo.B. d. A. an, dassf•ur alle i; j
mit k + 1 � i < j � n die Gleichung wij = 0 g•ultig ist, d. h. dassnur in den erstenk Zeilen
der Koe�zien tenmatrix au�erhalb der DiagonalenEintr •age auftreten, und lassenerneut
die Monotonie w1 � � � � � wn fallen. Au�erdem gelte I 6= ; . Nun betrachten wir K := 2k

lineare Funktionen f i , i 2 f 1; : : : ; K g, die von den Variablen xk+1 ; : : : ; xn abh•angenund
Subfunktionenvon f verk•orpern.Esbezeichnef•ur ein i 2 f 1; : : : ; K g der Vektor bi 2 f 0; 1gk

mit bi = (bi 1; : : : ; bik ) die Bin•ardarstellung von i , d. h.
P k

j =1 bij � 2j � 1 = i . Damit k•onnen
wir die Funktionen f i in der Gestalt

f i (xk+1 ; : : : ; xn ) =
kX

j =1

wj bij +
kX

j =1

kX

l= j +1

wj lbij bil +
nX

j = k+1

wj x j +
kX

j =1

nX

l= k+1

wj lbij x l

1Eine hinreichendeBedingung ist dasEintreten einer Mutation, die genauein Bit ausx2; : : : ; xn •andert
und x1 unver•andert l•asst. Die Wahrscheinlichkeit daf•ur ist durch

� n � 1
1

�
(1=n)(1 � 1=n)n � 1 � e� 1(n � 1)=n

nach unten beschr•ankt.
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darstellen,denn die quadratischen Monomeder Summe
P n

j = k+1

P k
l= j +1 wj lx j x l sind nach

Voraussetzungstets 0. Die Funktionen f i sind linear, denn die ersten beiden Summen
in der obigen Darstellung sind nicht von xk+1 ; : : : ; xn abh•angig, und die letzten beiden
Summenenthalten nur lineare Terme. Wir sprechen davon, dassdie lineare Funktion f i ,
i 2 f 1; : : : ; K g aktiv ist, wenn

P k
j =1 x j 2j � 1 = i gilt. Au�erdem ziehen wir f•ur jede der

Funktionen f i : f 0; 1gn� k ! � ein Fortschrittsma� H �
i gem•a� De�nition 4.3 heran. Da

die f i Subfunktionen von f sind, d. h. durch Konstantsetzungender ersten k Variablen
konstruiert wurden, entspricht der Funktionswert von f (x1; : : : ; xn ) immer dem Wert der
aktiven Funktion f i (xk+1 ; : : : ; xn ), sodassdie an den Zeitpunkten, zu denenf i aktiv ist,
betrachteten Werte der Ma�e H �

i im Laufe des(1+1)-EA monoton fallen.
Nun wendenwir Lemma 4.6 an. Unabh•angig davon, welche Funktion geradeaktiv ist, be-
tr •agt die Wahrscheinlichkeit, den maximal erreichbaren Hammingabstandeiner Funktion
f i um mindestens1 zu senken, mindestense� 1n� 1 (Lemma A.9). Somit sinkt nach erwar-
teten en Schritten mindestenseinesder Ma�e H �

i (n•amlich mindestensdas Ma� der zu
dem Zeitpunkt aktiven Funktion) um mindestens1. Nimmt die aktive Funktion bereits
einenoptimalen Wert an, der aber f•ur die quadratische Funktion f noch nicht optimal ist,
musseine Mutation an den Bits x1; : : : ; xk statt�nden, um eine andereFunktion zu akti-
vieren. Mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestensn� k(1 � 1=n)n� k � e� 1n� k wird eine
noch nicht optimierte lineare Funktion aktiviert, sodassder Funktionswert von f durch
Mutationen an den Bits xk+1 ; : : : ; xn weiter erh•oht werden kann. Dies ist nach maximal
erwarteten enk Schritten der Fall und kann h•ochstensK -mal erforderlich sein. Au�erdem
k•onnenmaximal K (n � k) Senkungenvon Fortschrittsma�en vorgenommenwerden,wozu
maximal erwartete (K (n � k))en = K en2 � K ken Schritte ausreichen. Somit sind nach
maximal erwarteten (K enk ) + (K en2 � K ken) = O(nk + n2) Schritten alle Funktionen f i ,
die aktiv werdenmussten,aktiv gewesenund ihre Fortschrittsma�e jeweils auf 0 gesunken.
Damit erhalten wir eineobereSchranke f•ur die erwartete Laufzeit des(1+1)-EA auf f . 2

Bemerkung 4.5 Wir k•onneneineFunktion, die die Voraussetzungenvon Satz 4.8 erf•ullt
und f•ur die auch die untere Schranke von 
( nk) f•ur die erwartete Laufzeit bewiesenwird,
explizit angeben. Im Vorgri� auf den n•achsten Abschnitt erw•ahnenwir die mit der Kon-
stanten k parametrisierteFunktion

Dist k(x) =
kX

i =1

(5n � 3kn) x i +
nX

i = k+1

x i +
kX

i =1

kX

j = i +1

6n � x i x j ;

die nur in den ersten k Zeilen ihrer Koe�zien tenmatrix au�erhalb der Hauptdiagonalen
Eintr •agebesitzt, aber laut Satz4.12mindestenserwartete 
( nk) Schritte zur Optimierung
durch den (1+1)-EA ben•otigt.

Wir fragenuns in Anbetracht der Ergebnissevon Satz4.8 nun, ob einequadratische Funk-
tion, bei der die Anzahl quadratischer Koe�zien ten linear ist, •uberhaupt exponentielle
erwartete Laufzeiten des(1+1)-EA hervorrufen kann. (Das Standardbeispiel f•ur exponen-
tielle LaufzeitenDist ance besitzt n•amlich 
( n2) quadratischeGewichte.) In der folgenden
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De�nition stellen wir als Antwort darauf eineFunktion vor, die nur n quadratische Koef-
�zien ten hat, aber

"
schwierig\ ist.

De�nition 4.4 Die Funktion Chain : f 0; 1gn !
�

wird de�niert durch

Chain (x) :=
nX

i =1

(1 � 2n)x i +
nX

i =1

2nx i x(i mod n)+1 :

Lemma 4.9 Die Funktion Chain hat in ~0 ein lokales Maximum mit der Eigenschaft
8x 2 f 0; 1gn n f ~0;~1g : Chain (x) < Chain (~0).

Bew eis: Es ist Chain (~0) = 0 und Chain (~1) = n(1 � 2n) + n(2n) = n. Wir betrachten
ein beliebigesx 2 f 0; 1gn n f ~0;~1g. Sei o := x1 + � � � + xn die Zahl der Einsen in x. Es giltP n

i=1 (1� 2n)x i = (1� 2n)o = o� 2no. Anhand der MengeZ := f i 2 f 1; : : : ; ngjx i = 0g der
Indizesder Nullbits zeigenwir nun, dassmindestensn� o+ 1 Termex i x(i mod n)+1 denWert
0 annehmen.Zum einengilt f•ur alle i 2 Z : x i x(i mod n)+1 = 0. Dies sind n � o verschiedene
Terme. Zum anderen existiert wegen~0 6= x 6= ~1 ein j 2 f 1; : : : ; ng mit x j = 1 und
x(j mod n)+1 = 0. Der Termx j x(j mod n)+1 nimmt ebenfallsdenWert 0 an und ist von denn� o
aufgez•ahlten Termenverschieden.Es nehmenalsomindestensn� o+ 1 der n quadratischen
Termeden Wert 0 an, sodass

P n
i=1 2nx i x(i mod n)+1 � 2n(n � (n � o+ 1)) = 2no � 2n und

somit

Chain (x) � (o � 2no) + (2no � 2n) = o � 2n < Chain (~0) (denn o < n)

gilt. 2

Informal gesagtexistiert bei dieser Funktion das lokale Maximum in ~0 mit dem Ham-
mingabstandn zu ~1 trotz der gr•o�eren Betr•ageder quadratischen gegen•uber den linearen
Gewichten, weil bei nur einemNullbit im Bitstring schon zwei quadratischeMonome

"
weg-

fallen\ . Mittlerw eile bekannt ist, dasssich solch gro�e Hammingabst•ande negativ auf die
erwarte Laufzeit des(1+1)-EA auswirken. Wie in Lemma 3.14zeigenwir:

Lemma 4.10 Der (1+1)-EA ben•otigt zur Optimierung der Funktion Chain erwartete
2
( n log n) Schritte.

Bew eis: Hat der (1+1)-EA den Vektor ~0 zum aktuellen Bitstring, ist eineMutation von n
Bits zugleich erforderlich, um eineMutation zu ~1, dem einzigenBitstring mit mindestens
ebensogutem Funktionswert, zu vollf•uhren. Wegender Wahrscheinlichkeit n� n f•ur dieses
Ereignisbetr•agt die erwartete Zeit daf•ur nn . Zusammenmit der Wahrscheinlichkeit von 2� n

f•ur einenStart in ~0 tr •agt dies einenSummandenvon mindestens2� n+
( n log n) = 2
( n log n)

zur erwarteten Laufzeit bei. 2
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Bemerkung 4.6 Es w•are interessant zu wissen,ob die Funktion Chain •ahnlich
"
tr •uge-

risch\ f•ur den (1+1)-EA wie ein Quadrat einer linearen Funktion, z.B. OneSqr � n=2+1 =3,
ist, d. h. dassdie Wahrscheinlichkeit, nach der Initialisierung zun•achst zum lokalen Opti-
mum in ~0 zu gelangen,durch eine Konstante nach unten beschr•ankt ist. Leider ist die
Funktion im Gegensatzzu OneSqr nicht symmetrisch2, denn Chain (1; 1; 0; : : : ; 0) =
2 � 4n + 2n = 2 � 2n, wohingegenChain (1; 0; 1; 0; : : : ; 0) = 2 � 4n gilt. Dies erschwert
die Analyse des Verhaltens des (1+1)-EA. Im Rahmen diesesKapitels nehmenwir von
weiterenBetrachtungen von Chain Abstand. Allerdings versuchen wir in Abschnitt 5.2 in
einemanderenZusammenhangetwasmehr •uber Chain in Erfahrung zu bringen.

Bemerkung 4.7 Jansenstellt in [Jan99]verschiedeneModellezur Klassi�k ation von Fit-
nessfunktionenvor. Die Funktion Chain k•onnen wir in das NK -Modell mit K = 1 und
aufeinanderfolgendenPositionen (adjacent NK model) einordnen,f•ur dasThompsonund
Wright in [TW96] einenPolynomialzeitalgorithmuszur Optimierung angeben.Wir schluss-
folgern daraus,dassder simple (1+1)-EA bereits auf einer Klassevon Fitnessfunktionen,
die als einfach bekannt ist, versagenkann. In Kapitel 5 werden wir uns n•aher mit der
Komplexit •at der Optimierung von quadratischen Funktionen besch•aftigen.

Zusammenfassendhaben wir in diesemAbschnitt gesehen,dassquadratische Funktionen
mit linear vielen quadratischen Koe�zien ten je nach deren Anordnung in der Koe�zien-
tenmatrix entwedernoch in polynomieller erwarteter Zeit des(1+1)-EA optimiert werden
oder sogareineexponentielle erwartete Laufzeit erfordern.Die Funktion Chain besitzt in
jeder Zeile ihrer Koe�zien tenmatrix einenEintrag au�erhalb der Hauptdiagonalenund ist
schwierig, w•ahrend durchaus linear viele Koe�zien ten, die in nur konstant vielen

"
Zeilen\

(bis auf Umordnung) auftreten, noch keineexponentiellen erwarteten Laufzeitenerzwingen
k•onnen.
Im n•achsten Abschnitt werden wir die Auswirkungen einer Beschr•ankung auf konstant
viele quadratische Koe�zien ten n•aher analysieren.

4.3 Konstan t viele quadratisc he Gewic hte

In diesemAbschnitt wollen wir uns auf fast lineareFunktionen gem•a� De�nition 2.5, d. h.
Funktionen mit konstant vielenquadratischenGewichten, konzentrieren und die Sichtweise
annehmen,dassderenquadratische Gewichte

"
St•orein
 •usse\ darstellenund die Linearit •at

der Funktion beein
ussen.

4.3.1 Von der Zahl quadratisc her Gewic hte abh•angige Schrank en

Wir halten in einer einfachen Folgerungausden Ergebnissenvon Abschnitt 4.2 eineallge-
meineobereSchranke f•ur fast lineareFunktionen fest, in die nur die Anzahl quadratischer
Gewichte eingeht.

2Die Werte symmetrischer Funktionen h•angennur von der Zahl der Einsen im Bitstring ab.
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Lemma 4.11 Sei f eine quadratischeFunktion, deren Koe�zientenmatrix au�erhalb der
Diagonalennur k Eintr •age,k 2

�

konstant, hat. Der (1+1)-EA optimiert f in erwarteter
polynomieller Zeit von h•ochstensO(nk + n2).

Bew eis: Wir wollen Satz 4.8 anwendenund eineMengeI m•oglichst geringerM•achtigkeit
�nden, sodassf•ur alle i; j 2 f 1; : : : ; ng n I gilt: i 6= j ) wij = 0. Aus der MengeI � :=
f (i; j )j1 � i < j � n ^ wij 6= 0g, die die Indexpaareder quadratischen Gewichte enth•alt,
konstruierenwir I , indem wir in I die Projektionen aller Elemente von I � auf derenerste
Komponente aufnehmen.3 G•abe esein i 2 f 1; : : : ; ng n I und ein j 2 f i + 1; : : : ; ng n I mit
der Eigenschaft wij 6= 0, w•are (i; j ) 2 I � und damit i 2 I ; Widerspruch. Also erf•ullt I die
obenangegebenenVoraussetzungen.Da esnur k quadratischeGewichte gibt, gilt # I � = k,
also# I � k, und damit folgt die BehauptungausSatz 4.8. 2

Andererseitsk•onnenwir anhanddesBeispielsDist ance eineKlassefast linearer Funktio-
nen konstruieren, bei denendie erwartete Laufzeit des(1+1)-EA durch ein von der Zahl
quadratischer Gewichte abh•angigesPolynom nach unten beschr•ankt ist.

De�nition 4.5 Die quadratischeFunktion Dist k : f 0; 1gn !
�

, wird f•ur eine Konstante
k 2

�

, k < n, de�niert durch

Dist k(x) =
kX

i =1

(5n � 3kn) x i +
nX

i = k+1

x i +
kX

i =1

kX

j = i +1

6n � x i x j :

Eingeschr•ankt auf die Bits xk+1 ; : : : ; xn und f•ur einefesteBelegungx̂1; : : : ; x̂k von x1; : : : ; xk

entspricht Dist k der linearen Funktion

f (xk+1 ; : : : ; xn ) = OneMax (xk+1 ; : : : ; xn ) +
kX

i =1

(5n � 3kn) x̂ i +
kX

i =1

kX

j = i +1

6n � x̂ i x̂ j ;

also OneMax plus einer additiven Konstante. Die auf die Bits x1; : : : ; xk eingeschr•ankte
Funktion mit einer festenBelegungx̂1; : : : ; x̂k von x1; : : : ; xk hingegenist aus einer Aus-
pr•agungeinesQuadrats einer linearen Funktion4, n•amlich

f (x1; : : : ; xk) = 3n

 
kX

i =1

x i �
k
2

+
1
3

! 2

� 3n
�

k2

4
�

k
3

+
1
9

�
+

nX

i = k+1

x̂ i ;

entstanden, •ahnlich zu OneSqr � n=2+1 =3, vgl. dazu die Rechnung zu Beginn desKapitels.
Die hier vorgenommeneMultiplik ation mit 3 macht die Gewichte nach der Quadrierung

3Wir konstruieren gewisserma�enein
"
Vertex Cover\ auf dem Graphen G = (V; E ) mit V = f 1; : : : ; ng

und E = ff i; j gjwij 6= 0g.
4F•ur die in der De�nition nicht vorgeseheneBelegungk := n erhielten wir eineFunktion, die Dist ance

bis auf Komplementbildung nach Lemma 3.5,Multiplik ation mit einemFaktor und eineadditiv e Konstante
identisch ist.
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ganzzahlig,der zus•atzliche Faktor n hat den Zweck, die geringstm•ogliche positive Di�e-
renz der Werte von f (x1; : : : ; xk) f•ur eine feste Belegungvon xk+1 ; : : : ; xn gr•o�er als die
gr•o�tm •oglichepositive Di�erenz der Werte von f (xk+1 ; : : : ; xn ) f•ur einefesteBelegungvon
x1; : : : ; xk zu machen. Erstere betr•agt mindestensn. Es gilt n•amlich zun•achst f•ur die li-
neareFunktion

P k
i=1 x i � k=2+ 1=3, dassdie minimale positive Di�erenz der Betr•agevon

Funktionswerten genau1=3 ist (tritt z.B. bei Vektorenmit k=2 Einsengegen•uber Vektoren
mit k=2 � 1 Einsenein), und f•ur die Quadrate der Funktionswerte folgt somit

a � b �
1
3

) (a + b)(a � b) � (a + b)
1
3

) a2 � b2 �
a + b

3
;

wobei f•ur a;b mit a 6= b beliebigeBetr•agevon Funktionswerten der betrachteten linearen
Funktion eingesetztwerdend•urfen. Weil a + b � 1 (es gibt einenFunktionswert mit dem
Betrag 1=3, alle •ubrigen verschiedenenFunktionswerte sind vom Betrag her mindestens
2=3), folgt f•ur jede positive Di�erenz von Funktionswerten der oben erw•ahnten Funktion
f (x1; : : : ; xk) nach einer Multiplik ation mit 3n ein Wert von mindestensn. Andererseits
sehenwir bei der auf xk+1 ; : : : ; xn eingeschr•ankten Funktion sofort, dasssie f•ur eine feste
Belegungvon x1; : : : ; xk eine •Anderung von h•ochstensn � k im Funktionswert erfahren
kann.
Im Bereich x1; : : : ; xk kann esbei der Optimierung der Funktion Dist k zu dem bekannten
Ph•anomen kommen, dass die Zahl der Einsen dort auf null sinkt und ein Flipp von k
Bits gleichzeitig erforderlich ist, was im folgendenSatz eineuntere polynomielle Schranke
bewirkt.

Satz 4.12 Der (1+1)-EA ben•otigt zur Optimierung der Funktion Dist k mindestenser-
wartete 
( nk) Schritte.

Bew eis: Mit konstanter Wahrscheinlichkeit 2� k werdendie Bits xs
1; : : : ; xs

k desinitialisier-
ten Bitstrings xs mit 0 belegt. Um innerhalb dieserPositionen infolge einer akzeptierten
Mutation Einsbits zu erzeugen,m•ussenhier alle k Bits zugleich 
ipp en, w•ahrend selbst
ein Flipp von n � k Nullbits an den •ubrigen Positionen nicht zusammenmit dem Flipp
von wenigerals k Bits ausf x1; : : : ; xkg akzeptiert werdenkann, da sich der Funktionswert
wegender hohenGewichte an denPositionenx1; : : : ; xk verringernw•urde. Die Wahrschein-
lichkeit, dassdie Bits 1; : : : ; k zugleich 
ipp en, ist nach oben beschr•ankt durch n� k , d. h.
die erwartete Zeit bis zu einer solchen Mutation betr•agt mindestensnk Schritte, was mit
einemkonstanten Faktor 2� k in den Erwartungswert der Laufzeit eingeht. 2

Auch einevon k abh•angigepolynomielle obereSchranke ist rasch einzusehen.

Satz 4.13 Der (1+1)-EA ben•otigt zur Optimierung der Funktion Dist k h•ochstenserwar-
tete O(nk + n ln n) Schritte.

Bew eis: Im Fall k = 1 ist Dist k einelineareFunktion, f•ur die die in diesemZusammenhang
uninteressante Schranke O(n ln n) gilt.
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Indem wir I := f 1; : : : ; kg setzen,folgt die oberere Schranke im Fall k 6= 1 direkt aus
Satz4.8.Um hinreichendeBedingungenf•ur eineOptimierung von Dist k durch den(1+1)-
EA vorzustellen,pr•asentieren wir au�erdem eineabweichendeBeweisstrategie.
•Ahnlich wie in Satz 4.12 halten wir fest, dassnach erwarteten O(nk) Schritten die Bits
x1; : : : ; xk alle zu ihrer optimalen Belegung mit 1 
ipp en, denn die Wahrscheinlichkeit
einer solchen Mutation ist durch n� k � (1 � 1=n)n� k � e� 1n� k nach unten beschr•ankt.
Da im FolgendenkeineMutation, die Nullbits an den Positionenx1; : : : ; xk erzeugt,mehr
akzeptiert wird, ist nur noch die erwartete Zeit, bis die Bits xk+1 ; : : : ; xn zu 1 ge
ippt
sind, nach oben abzusch•atzen. Wir be�nden uns bis auf die Best•andigkeit der Einsen in
den erstenk Positionen in derselben Situation, als ob bei OneMax bereits mindestensk
Einsen im aktuellen Bitstring stehen(deren Positionen k•onnensich hingegen•andern, was
f•ur uns aber unerheblich ist), sodasswir die erwartete Zeit, bis h•ochstensn � k Nullbits
zu 1 ge
ippt sind, durch O(n ln n) beschr•anken k•onnen. 2

4.3.2 Von der Struktur abh•angige Schrank en

Trotz der geradebewiesenenSchranke O(nk) (wenn k � 2) f•ur Dist k liefert Lemma 4.11
wegen

� k
2

�
quadratischer Gewichte die deutlich schlechtere Schranke O(n(k2 � k)=2 + n2). Dies

begr•undet sich daraus, dassin Lemma 4.11 keine Voraussetzungen•uber die Anordnung
der quadratischen Gewichte in der Koe�zien tenmatrix eingehen,sondernlediglich die An-
zahl quadratischer Gewichte. Wenn wir etwas •uber die Struktur der Funktion, n•amlich
die Anzahl der

"
Zeilen\ (bis auf Umordnung der Indizes) der Koe�zien tenmatrix, in der

quadratische Gewichte auftreten, wissen,erhalten wir mithilfe deskomplexerenSatzes4.8
asymptotisch bessereSchrankenund f•ur Dist k in derTat dieasymptotisch korrekteSchran-
ke O(nk), wenn k � 2.
Allerdings ist esleicht m•oglich, einefast lineareFunktion anzugeben, bei der sowohl Lem-
ma 4.11als auch Satz4.8obereSchrankenangeben,die wir nicht wirklich f•ur exakt halten.
Eine Funktion wie f (x) =

P n
i=1 n3x i �

P k
i=1

P k
j = i+1 x i x j mit gro�en linearen Gewichten

ist f•ur den (1+1)-EA zu linearen Funktionen (hier •ahnlich wie OneMax , da die Zahl der
Einsenim aktuellen Bitstring im Verlaufeder Optimierung nicht sinken kann) •aquivalent.
Die folgendefast lineare Funktion erscheint dem (1+1)-EA zwar nicht mehr linear, sieht
aber dennoch einfach aus.

De�nition 4.6 Die Funktion Pair k : f 0; 1gn !
�

wird f•ur eine Konstante k 2
�

, k < n,
de�niert durch

Pair k(x) :=
nX

i =1

(� x i ) +
kX

i =1

3x2i � 1x2i :

Die MengeI := f 2i ji 2 f 1; : : : ; kgg erf•ullt f•ur Pair k die Voraussetzungenvon Satz4.8 und
hat die M•achtigkeit # I = k; MengengeringererM•achtigkeit erf•ullen die Voraussetzungen
des Satzeso�enbar nicht. Mithin gibt Satz 4.8 eine obere Schranke O(nk + n2) ebenso
wie Lemma 4.11 an. Wir glauben aber, dass die erwartete Laufzeit des (1+1)-EA auf
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Pair k durch h•ochstensO(n2) f•ur alle konstanten k nach oben beschr•ankt ist. (Dieseobere
Schranke h•angt alsonicht einmal von k ab.) Eine Intuition gewinnenwir daf•ur, indem wir
sehen,dassdie Bits x1; : : : ; x2k mit h•ochstensk aufeinanderfolgendenakzeptierten2-Bit-
Mutationen5 zu einer optimalen Belegunggef•uhrt werden k•onnen und dassdie Funktion
eingeschr•ankt auf die •ubrigen Bits linear ist.
Bei Pair k sind je zwei Paare (2i � 1; 2i ) von Indizes f•ur i 2 f 1; : : : ; kg wegenwij 6= 0
miteinander

"
verkn•upft\ ; alle anderenPaare von Indizes sind in diesemSinne nicht ver-

kn•upft. Bei Dist k hingegensind jede zwei verschiedeneIndizes i; j 2 f 1; : : : ; kg, i < j ,
wegenwij 6= 0 miteinander verkn•upft. Dies bringt uns auf den Gedanken, anhand eines

"
Verkn•upfungsgrades\ den Grad desPolynoms,durch dasdie erwartete Laufzeit auf einer

fast linearen Funktion nach oben beschr•ankt ist, auszumachen.
Wir deuten zun•achst an, dasseine fast lineare Funktion gefundenwerden kann, bei der
es gen•ugt, dassk quadratische Gewichte k Indizes transitiv miteinander verkn•upfen, um
erwartete Laufzeiten von 
( nk) zu hervorzurufen. (Die obere Schranke O(nk) gilt wegen
Lemma 4.11sowieso.)Dazu greifenwir die Funktion Chain ausAbschnitt 4.2 auf.

De�nition 4.7 Die Funktion Chain k : f 0; 1gn !
�

wird f•ur eine Konstante k 2
�

,
k < n, de�niert durch

Chain k(x) :=
kX

i =1

n(1 � 2k)x i +
kX

i =1

2nkx i x(i mod k)+1 +
nX

i = k+1

x i :

Eingeschr•ankt auf die ersten k Bits entspricht Chain k der Funktion Chain auf k Bits,
die mit n multipliziert wird und zu der ein Summandzwischen 0 und n � k addiert wird.
Wir sehenan der Ganzzahligkeit der Gewichte, dassdie geringstm•oglichepositive Di�erenz
verschiedenerFunktionswerte von Chain mindestens1 betr•agt. Also macht die Multiplik a-
tion mit n die geringstm•oglichepositiveDi�erenz der Funktionswerte von Chain k bei einer
•Anderung der Belegungder ersten k Bits gr•o�er als die gr•o�tm •ogliche positive Di�erenz
bei einer •Anderung der Bits xk+1 ; : : : ; xn . Dann kann Satz4.12statt f•ur Dist k f•ur Chain k

formuliert werdenund ein analogerBeweisgef•uhrt werden.(Wir erinnern uns,dassChain
in ~0 ein lokalesOptimum hat.)
Ohne die Beweisef•ur Dist k nochmals in analogerForm f•ur Chain k zu f•uhren, erkennen
wir, dassfast lineareFunktionen mit k quadratischen Koe�zien ten schon �( nk) erwartete
Schritte erfordern k•onnen, indem die quadratischen Gewichte k Indizes transitiv mitein-
ander verkn•upfen. Zum einen haben wir damit eine Funktion gefunden,f•ur die die obere
Schranke aus Lemma 4.11 asymptotisch optimal ist. Zum anderen legt diese Funktion
die folgendeformale Erfassungder

"
Verkn•upfung\ mithilfe einer •Aquivalenzrelationnahe.

Daran zeigenwir dann eine obere Schranke f•ur fast lineare Funktionen, die z.B. auch f•ur
Pair k realistisch erscheint.

5Andererseits besitzt Pair k auch lokale Maxima mit einem Hammingabstand von 2 zu Bitstrings mit
mindestensebensohohem Funktionswert, z.B. von ~0 zu (1; 1; 0; : : : ; 0).
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De�nition 4.8 Zwei Indizes i; j 2 f 1; : : : ; ng, i 6= j , hei�en bez•uglich einer quadratischen
Funktion f : f 0; 1gn !

�

mit f (x) =
P n

i=1 wi x i +
P n

i=1

P n
j = i+1 wij x i x j quadratisch ver-

kn•upft , Notation i � f j , wenn eine Folge i 1; : : : ; i k mit i 1 = i und i k = j von paarweise
verschiedenenIndizes existiert, sodassf•ur alle l 2 f 1; : : : ; k � 1g eine der Ungleichungen
wi l i l +1 6= 0 bzw.wi l +1 i l 6= 0 erf•ullt ist. Au�er dem gilt f•ur i 2 f 1; : : : ; ng die Relation i � f i .

Bemerkung 4.8 Die Relation � f ist eine •Aquivalenzrelation.Wennwir dieSymmetrieder
Relation ignorieren, k•onnenwir die quadratische Verkn•upfung anhand einesaus der qua-
dratischen Funktion konstruierten ungerichteten Graphen G = (V; E) mit V = f 1; : : : ; ng
und E = ff i; j gj1 � i < j � n; wij 6= 0g veranschaulichen. Stehenzwei Indizes i und j ,
i 6= j , bez•uglich � f in Relation, ist dies•aquivalent dazu,dassim GraphenG ein ungerich-
teter Pfad vom Knoten i zum Knoten j existiert. Somit l•asstsich f•ur alle Paaref i; j g mit
i 6= j leicht berechnen, ob i � f j gilt, indem wir den transitiv en Abschluss der Adjazenz-
matrix desGraphen, gegeben durch A = (aij ) mit aij = 1, falls wij 6= 0 oder wj i 6= 0, und
aij = 0 sonst f•ur alle i; j 2 f 1; : : : ; ng, i 6= j , bilden.

De�nition 4.9 Gegeben sei eine quadratische Funktion f : f 0; 1gn !
�

mit f (x) =P n
i=1 wi x i +

P n
i=1

P n
j = i+1 wij x i x j . F•ur einen Index i 2 f 1; : : : ; ng bezeichnet[i ] die •Aqui-

valenzklassebez•uglich der f•ur f de�nierten Relation � f , d.h. [i ] = f j 2 f 1; : : : ; ngji � f j g:

De�nition 4.10 Gegeben sei eine quadratische Funktion f : f 0; 1gn !
�

mit f (x) =P n
i=1 wi x i +

P n
i=1

P n
j = i+1 wij x i x j . F•ur einen Index i 2 f 1; : : : ; ng de�nier en wir die von [i ]

induzierte Subfunktionf [i ] : f 0; 1g#[ i ] !
�

als

f [i ] (f x j jj 2 [i ]g) :=
X

j 2 [i ]

wj x j +
X

j;k 2 [i ]
j <k

wj kx j xk :

Bei denFunktionen f [i ] handelt essich um Subfunktionen,die nur von Variablenmit Indizes
aus[i ] abh•angen,w•ahrendalle •ubrigen Variablen gleich 0 gesetztwerden.Wir zeigennun,
dassjede quadratische Funktion f in k Subfunktionen f [i ] separiert werdenkann, wobei k
die Zahl der •Aquivalenzklassenbez•uglich � f ist.

Lemma 4.14 Gegeben sei eine quadratische Funktion f : f 0; 1gn !
�

mit f (x) =P n
i=1 wi x i +

P n
i=1

P n
j = i+1 wij x i x j . Sei au�erdem R � f 1; : : : ; ng ein minimales vollst•andi-

gesRepr•asentantensystemf•ur die bez•uglich f de�nierte •Aquivalenzrelation � f . Dann l•asst
sich f wie folgt in # R Funktionen separieren:

f (x1; : : : ; xn ) =
X

i 2 R

f [i ] (f x j jj 2 [i ]g) :

Bew eis: Wir zeigendie Identit •at der Polynomdarstellungen

S1 :=
nX

i =1

wi x i +
nX

j =1

nX

k= j +1

wj kx j xk und S2 :=
X

i 2 R

X

j 2 [i ]

wj x j +
X

i 2 R

X

j;k 2 [i ]
j <k

wj kx j xk ;
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indemwir f•ur jedesMonomin S1, dasnicht konstant 0 ist, nachweisen,dassesgenaueinmal
in S2 enthalten ist. F•ur die linearen Monome wi x i folgt dies sofort, da R ein vollst•andi-
gesminimales Repr•asentantensystemf•ur die •Aquivalenzklassenbez•uglich � f ist. Sei nun
wj kx j xk mit 1 � j < k � n und wj k 6= 0 ein beliebigesnicht konstantes quadratisches
Monom aus S1. Aufgrund der De�nition von � f folgt, dass j � f k gilt. Sei i 2 R der
Repr•asentant der •Aquivalenzklasse,die j und k enth•alt. Da aufgrund der Minimalit •at von
R in S2 nur genau einmal •uber die Indizes einer •Aquivalenzklassesummiert wird, tritt
wj kx j xk in S2 genaueinmal, n•amlich bei der Summenbildung •uber [i ], auf. 2

Nach diesentechnischen Vorbereitungenk•onnenwir schlie�lic h anhand der •Aquivalenzre-
lation � f eine obere Schranke f•ur die Komplexit •at von quadratischen Fitnessfunktionen
f•ur den (1+1)-EA festhalten.

Satz 4.15 Sei f : f 0; 1gn !
�

mit f (x) =
P n

i=1 wi x i +
P n

i=1

P n
j = i +1 wij x i x j eine quadra-

tischeFunktion. Es bezeichnem := maxf #[ i ]ji 2 f 1; : : : ; ngg die maximaleM•achtigkeitder
•Aquivalenzklassenbez•uglich der f•ur f de�nierten Relation � f . Dann gilt: Der (1+1)-EA
optimiert f in erwarteter Zeit O(2mnm+1 ).

Bew eis: Wir ziehen ein minimales vollst•andigesRepr•asentantensystem R � f 1; : : : ; ng
f•ur die •Aquivalenzrelation � f heran und setzenr := # R. Nach Lemma 4.14 k•onnen wir
f in der Form f (x1; : : : ; xn ) =

P
i 2 R f [i ](f x j jj 2 [i ]g) separieren.Im Fall r = n ist f

eine lineare (bit weiseseparierbare)Funktion, f•ur die wir schon in verschiedenenF•allen,
z.B. in Lemma 4.7, mithilfe von Fortschrittsma�en obere Schranken gezeigthaben. Die
Besonderheitim Fall r = n liegt darin, dassjedeSubfunktion nur zwei verschiedeneWerte
annehmenkann, da sie nur von einemBit abh•angt. H•angt eineSubfunktion hingegenvon
k > 1 Bits ab, kann siemaximal 2k verschiedeneFunktionswerte annehmen.Dieserschwert
die •Ubertragung der •ublichen Argumentation bei der Nutzung von Fortschrittsma�en f•ur
lineare Funktionen auf Funktionen, die nur in r Funktionen, r < n, separiert werden
k•onnen.Wir k•onnendie Idee desFortschrittsma�es aber verallgemeinern.
F•ur jedeSubfunktion f [i ], i 2 R, de�nieren wir l [i ] := minf f [i ](x)jx 2 f 0; 1g#[ i ]g und h[i ] :=
maxf f [i ](x)jx 2 f 0; 1g#[ i ]g als minimalen bzw. maximalen Funktionswert der Subfunktion
und V[i ] := f f [i ](x)jx 2 f 0; 1g#[ i ]g alsMengeder Funktionswerte von f [i ]. Zu jederMengeV[i ]

stellenwir die Folgevj
[i ], j 2 f 1; : : : ; # V[i ]g, als monoton fallendeUmordnung der Elemente

von V[i ] auf und de�nieren darauswiederumdie (nicht unbedingt monoton fallende) nicht
negative Folgedj

[i ] mit dj
[i ] := vj

[i ] � vj +1
[i ] f•ur j 2 f 1; : : : ; # V[i ] � 1g und d0

[i ] := 0, die die Dif-

ferenzender Folgengliedervj
[i ] darstellt. Es gilt

P # V [i ]� 1
j =0 dj

[i ] = h[i ] � l [i ], da essich hier um

eine Teleskopsummehandelt. Aus der Menge V := f (i; dj
[i ])ji 2 R; j 2 f 0; : : : ; # V[i ] � 1gg

konstruieren wir schlie�lic h mit v := # V die monoton fallende nicht negative Folge v�
i ,

i 2 f 1; : : : ; vg, aus einer Umordnung der Familie, die wir aus den Projektionen aller Ele-
mente von V auf die zweite Komponente erhalten. Zuletzt de�nieren wir anhandder Folge
v�

i mithilfe von f min := minf f (x)jx 2 f 0; 1gng dasFortschrittsma� P � f•ur x 2 f 0; 1gn als

P � (x) := max

(

j 2 f 0; : : : ; vgjf (x) �
jX

i =1

v�
i + f min

)

:
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Wegender Separierbarkeit von f gilt o�ensichtlich f min =
P

i 2 R l [i ] und f max =
P

i 2 R h[i ].
Da die Folgev�

i nur eineUmordnung der Projektionen der Elemente von V ist, folgt

vX

i =1

v�
i + f min =

rX

i =1

# V [i ]� 1X

j =0

dj
[i ] + f min =

rX

i =1

(h[i ] � l [i ]) + f min = f max :

Aus P � (x) = v folgt also,dassx optimal ist. Trivial einzusehenist, dassP � aufgrund des
Akzeptanzverhaltensdes (1+1)-EA niemals sinken kann. Wie •ublich, brauchen wir noch
einehinreichendeBedingungf•ur eineErh•ohung desMa�es.
Wir behaupten,dasseine Mutation von maximal m ausgew•ahlten Bits zugleich das Ma�
P � um mindestenseins erh•oht. Dazu betrachten wir einenbeliebigenZeitpunkt im Laufe
des (1+1)-EA mit x als aktuellem Bitstring und P � (x) = k, wobei k < v. Es muss eine
Subfunktion f [i ], i 2 R, existieren,derenFunktionswert um mindestensv�

k+1 erh•oht werden
kann. Lie�e sich keineSubfunktion um v�

k+1 erh•ohen,g•alte f•ur alle i 2 R die Ungleichung
f [i ] (f x j jj 2 [i ]g) > h[i ] � v�

k+1 . Durch Summenbildung •uber die •Aquivalenzklassenw•urde
f (x) � f max �

P v
j = k+2 v�

j folgen,da nur die Werte v�
k+2 ; : : : ; v�

v kleiner als v�
k+1 seink•onnen.

(Wir erinnern uns, dassdieseWerte v�
i alle m•oglichen Di�erenzen von aufeinanderfolgen-

den Funktionswerten von Subfunktionenangeben.) Da f max �
P v

j = k+2 v�
j = f min +

P k+1
j =1 v�

j
gilt, hie�e dies P � (x) = k + 1, ein Widerspruch zu P � (x) = k. Also kann der Funkti-
onswert mindestenseiner Subfunktion um mindestensv�

k+1 erh•oht werdenund damit das
Fortschrittsma� erh•oht werden.Da dazu h•ochstensm Bits gleichzeitg 
ipp en m•ussen,ge-
schieht dies wegeneiner nach unten beschr•ankten Wahrscheinlichkeit von e� 1n� m nach
erwarteten O(nm ) Schritten. Weil es r = O(n) Subfunktionen mit je maximal 2m Funk-
tionswerten gibt, gilt v = O(n2m ). Somit gen•ugen O(n2m ) Erh•ohungen von P � , sodass
die erwartete Laufzeit zur Optimierung von f durch O(n2m nm ) = O(2m nm+1 ) nach oben
beschr•ankt ist. 2

Wir haben damit f•ur den Spezialfall linearer Funktionen (dann ist m = 1) die einfache
obereSchranke von O(n2) gezeigt.Falls m konstant ist, gilt folgendesKorollar.

Korollar 4.16 Sei f wie in Satz 4.15gegeben und sei m demSatzentsprechendde�niert.
Gilt m = �(1) , optimiert der (1+1)-EA f in erwarteten O(nm+1 ) Schritten.

Bemerkung 4.9 Es gibt quadratische Funktionen, die die Voraussetzungenvon Korol-
lar 4.16erf•ullen, aber linear viele quadratische Gewichte haben, alsonicht mehr unter die
De�nition fast linearer Funktionen fallen. Als Beispiel f•uhren wir die Verallgemeinerung
von Pair k an, n•amlich (n sei gerade)

Pair (x) =
nX

i =1

(� x i ) +
nX

i =1

3x2i � 1x2i ;

f•ur die wir O(n3) als obereSchranke erhalten.
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Nur f•ur fast lineareFunktionen betrachtet, ist die Schranke in der Form von Korollor 4.16
speziellerals in Lemma4.11formuliert, insofernals Struktureigenschaften der Funktionen,
n•amlich derenSeparierbarkeit, und nicht nur die Anzahl quadratischer Gewichte eingehen.
Bei Pair k betr•agt die M•achtigkeit der gr•o�ten •Aquivalenzklasse2, und Korollar 4.16zeigt
wegender Schranke O(n3) f•ur k � 4 die Unzul•anglichkeit der Schranken von Satz 4.8 und
von Lemma 4.11,ausdenenwir nur O(nk) erhalten.
Wir haben sogarnoch mehr gezeigt.Da wir im Beweiszu Satz 4.15an keiner Stelle davon
Gebrauch machen, dassf einequadratische Fitnessfunktion ist, gilt Folgendes.

Korollar 4.17 Sei f : f 0; 1gn !
�

eine beliebigeFitnessfunktion, die in folgenderForm
separierbar ist: Es existiert f•ur ein i 2 f 1; : : : ; ng eine Partition der MengeI := f 1; : : : ; ng
in i paarweisedisjunkte MengenI 1; : : : ; I i mit I :=

S i
j =1 I j , und es existieren i Fitness-

funktionen f 1; : : : f i mit f j : f 0; 1g# I j !
�

f•ur j 2 f 1; : : : ; ig, sodass f (x1; : : : ; xn ) =P i
j =1 f j (f xk jk 2 I j g) gilt. Es bezeichnem := maxf # I j jj 2 f 1; : : : ; igg die maxima-

le M•achtigkeit der Mengen I j . Dann gilt: Der (1+1)-EA optimiert f in erwarteter Zeit
O(2mnm+1 ).

Bew eis: Wir k•onnen den Beweis zu Satz 4.15 mit einer abge•anderten Bedeutung der
•Aquivalenzklassenbez•uglich � f •ubernehmen.Die Rolle der •Aquivalenzklassen•ubernehmen
die MengenI j , j 2 f 1; : : : ; ig, d. h. zwei Indizes stehenin Relation, wenn sie in derselben
MengeI j liegen. 2

Der (1+1)-EA optimiert alsoeineFunktionen f , derenGrad gr•o�er als2 seinkann, noch in
polynomiellerZeit, wennsich f in Subfunktionenseparierenl•asst,derenDe�nitionsb ereiche
jeweils konstante Dimensionenhaben.
Wir beschlie�en nun diesenExkurs und ziehenausSatz 4.15Konsequenzenf•ur allgemeine
quadratische Funktionen. O�en bar optimiert der (1+1)-EA quadratische Funktionen f•ur
m = O(logd n), d 2

�

, noch in pseudopolynomieller Zeit. Da wir in Kapitel 5 eine Funk-
tion konstruierenwollen, die

"
besondersschwierig\ ist, insofernals die erwartete Laufzeit

exponentiell seinsoll und dieseauch mit hoher Wahrscheinlichkeit (im Gegensatzzu Qua-
draten linearer Funktionen) eintreten soll, wissenwir damit, dassf•ur m, die M•achtigkeit
der gr•o�ten •Aquivalenzklassebez•uglich � f , dann auf jedenFall m = ! (logd n) geltenmuss.

4.4 Zusammenfassung

In diesemKapitel haben wir einigeKriterien entdeckt, an denensich die Komplexit •at qua-
dratischer Funktionen in Bezug auf den (1+1)-EA ausmachen l•asst. Zum einen werden
quadratische Funktionen ohnenegative Gewichte auf jeden Fall in erwarteter polynomiel-
ler Zeit optimiert. DiesesResultat l•asst sich vermutlich sogarauf Funktionen konstanten
Gradesohnenegative Gewichte •ubertragen.
Im zweiten Abschnitt haben wir gesehen,dassbereits linear viele quadratische Gewichte
zu erwarteten exponentiellen Laufzeiten f•uhren k•onnen.Je nach deren Anordnung in der
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Koe�zien tenmatrix k•onnen Funktionen mit linear vielen quadratischen Gewichten aber
auch noch einfach sein.
Im dritten Abschnitt habenwir unserenBlick auf die sogenannten fast linearenFunktionen
mit konstant vielen quadratischen Gewichten gerichtet. Bei diesenhaben wir nachweisen
k•onnen, dass sie keine exponentiellen erwarteten Laufzeiten des (1+1)-EA hervorrufen.
Dar•uber hinaus haben wir eine Klasse fast linearer Funktionen vorgestellt, die mit ei-
ner Konstanten k parametrisiert sind, um verschiedenepolynomielle erwartete Laufzei-
ten scharf einzustellen.(Man kann diesals kleinesHierarchieresultat ansehen.)Indem wir
schlie�lic h gezeigthaben, wie fast lineareFunktionen zu separierensind, haben wir bewei-
senk•onnen,dassnicht nur die Anzahl quadratischer Gewichte, sondernauch dasAusma�,
in dem sie die Separierbarkeit der Funktion bein
ussen, Auswirkungen auf die erwartete
Laufzeit des (1+1)-EA hat. DieseResultate zur Separierbarkeit gelten nicht nur f•ur fast
lineare bzw. quadratische Funktionen.



Kapitel 5

Komplexit •atstheoretisc he Asp ekte

5.1 NP-V ollst •andigk eit

Obschondie bis heutebekannten Resultate•uber die E�zienz evolution•arerAlgorithmen bei
weitem nicht befriedigenderscheinen,ist die Komplexit •at der zugrundeliegendenAufgabe
vieler evolution•arer Algorithmen, n•amlich der Optimierung pseudoboolescher Funktionen
f : f 0; 1gn !

�

, seit l•angerembekannt. Mit Bezugauf genetische Algorithmen zeigenBe-
lew und Hart in [BH91], dassdie Optimierung einerbeliebigenpseudobooleschenFunktion
ein NP-hartesProblemist und dassdar•uber hinausvermutlich keinee�zien ten Approxima-
tionsalgorithmen f•ur diesesProblem existieren. Intuitiv werden uns beide Aussagenklar,
wenn wir eine

"
Nadel-im-Heuhaufen-Funktion\ wie Needle n;m (x1; : : : ; xn ) = m

Q n
i=1 x i

mit m 2
�

betrachten. Ein Black-Box-Optimierungsverfahrenerh•alt bei einerAuswertung
der Funktion auf einemzuf•alligen Bitstring mit einerWahrscheinlichkeit von 1� 2� n weder
einenHinweis auf dasOptimum in ~1 noch auf den maximalen Funktionswert.
Auch die Komplexit •at der Optimierung pseudoboolescher Funktionen mit beschr•anktem
Grad ist relativ leicht zu erkennen.Bei quadratischen Funktionenen,d. h. Funktionen mit
einem

"
kleinen\ Grad 2, wei� man, dassdaszur Optimierung der Funktion geh•orendeEnt-

scheidungsproblemNP-vollst•andig bleibt. Wir formalisierendiesesEntscheidungsproblem.

De�nition 5.1 (Problem Deg-2-OptDeg-2-OptDeg-2-Opt ) Gegeben seieneine in polynomieller Zeit auszu-
wertendequadratischeFitnessfunktion f : f 0; 1gn !

�

und ein k 2
�

. Es ist zu entschei-
den, ob ein x 2 f 0; 1gn mit f (x) � k existiert.

Bereits in Lemma 2.4 haben wir gesehen,dass wir bei der Betrachtung des (1+1)-EA
o.B. d. A. annehmend•urfen, dass quadratische Fitnessfunktionen in die ganzenZahlen
abbilden. O�ensichtlich l•asst sich der Wertebereich dann auch auf nat•urliche Zahlen ein-
schr•anken, indem man einengen•ugendgro�en konstanten Term addiert. Damit wird deut-
lich, dassdie Klasseder quadratischen Funktionen der Gestalt f : f 0; 1gn !

�

zumindest
f•ur den (1+1)-EA s•amtliche quadratische Funktionen f : f 0; 1gn !

�

beinhaltet. Abge-
sehendavon ist esklar, dassdas Problem Deg-2-Opt im Sinneder Komplexit •atstheorie

69
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nicht einfacher werdenkann, wennwir in dessenDe�nition statt quadratischer Funktionen
f : f 0; 1gn !

�

sogarquadratische Funktionen f : f 0; 1gn !
�

erlauben.
Wir wollen die NP-Vollst•andigkeit von Deg-2-Opt nachweisenund ben•otigen dazu ein
Entscheidungsproblem,daswir auf Deg-2-Opt reduzieren.Als geeigneterweist sich Max-
2-Sat .

De�nition 5.2 (Problem Max-2-Sa tMax-2-Sa tMax-2-Sa t ) Gegeben seienm Klauseln c1; : : : ; cm mit je ge-
nau 2 Literalen aus n Variablen x1; : : : ; xn und eine Zahl k 2

�

. Es ist zu entscheiden,
ob es eine Belegung(x̂1; : : : ; x̂n ) der Variablen x1; : : : ; xn gibt, die mindestensk Klauseln
gleichzeitigerf•ullt.

Seit l•angeremist die NP-Vollst•andigkeit von Max-2-Sa t bekannt [GJ76]. Damit zeigen
wir die NP-Vollst•andigkeit von Deg-2-Opt .

Lemma 5.1 Deg-2-Opt ist NP-vollst•andig.

Bew eis: Es ist Deg-2-Opt 2 NP: Wir k•onnenein x 2 f 0; 1gn raten. Dann kann f (x) in
polynomieller Zeit berechnet und f (x) � k •uberpr•uft werden.
Seien die Klauseln c1; : : : ; cm , die Variablenmengex1; : : : ; xn und k 2

�

eine Eingabe
f•ur Max-2-Sa t . Zu einer Klausel cl , l 2 f 1; : : : ; mg, de�nieren wir die

"
Projektionen\

� 1 : f c1; : : : ; cm g ! f 1; : : : ; ng und � 2 : f c1; : : : ; cmg ! f 1; : : : ; ng. Es gilt � 1(cl ) = i f•ur
eine Klausel cl genaudann, wenn i der Index der Variablen deserstenLiterals von cl ist;
analogist � 2 de�niert. Au�erdem geben die Indikatorfunktionen s1 : f c1; : : : ; cm g ! f 0; 1g
und s2 : f c1; : : : ; cm g ! f 0; 1g an, ob das erste bzw. zweite Literal positiv (Wert 1) oder
negativ (Wert 0) ist. F•ur cl = (x i _ �x j ) haben wir beispielsweise� 1(cl ) = i und � 2(cl ) = j
sowie s1(cl ) = 1 und s2(cl ) = 0. Damit de�nieren f•ur Klauseln cl die Funktionen

p1(cl ) =

(
x � 1 (cl ) ; falls s1(cl ) = 0

1 � x � 1 (cl ) ; falls s1(cl ) = 1
und p2(cl ) =

(
x � 2 (cl ) ; falls s2(cl ) = 0.

1 � x � 2 (cl ) ; falls s2(cl ) = 1.

Schlie�lic h konstruierenwir die quadratische (in polynomieller Zeit auszuwertende) pseu-
doboolesche Funktion f in der Gestalt

f (x1; : : : ; xn ) =
mX

i =1

(1 � p1(ci )p2(ci ))

und setzenden Parameter k der Eingabe f•ur Deg-2-Opt mit dem Wert von k in der
Eingabe f•ur Max-2-Sa t gleich. Das ist o�ensichtlich in polynomieller Zeit m•oglich.
Wir m•ussennun nachweisen,dassin der Eingabe f•ur Max-2-Sa t genaudann mindestens
k Klauselnzugleich erf•ullt werdenk•onnen,wennein x 2 f 0; 1gn mit f (x) � k existiert. Wir
zeigendazu,dasseineBelegung(x̂1; : : : ; x̂n ) 2 f 0; 1gn genaudann eineKlausel cl = (l i _ l j )
erf•ullt, wenn (1 � p1(cl )p2(cl )) den Wert 1 annimmt. Dies folgt mit der de-Morgan'schen
Regel cl = �l i ^ �l j und den Identit •aten ab = a ^ b und �a = 1 � a f•ur a;b 2 f 0; 1g dann
unmittelbar ausder De�nition von p1 und p2. Weil jeder Ausdruck 1� p1(ci )p2(ci ) nur den
Wert 0 oder 1 annehmenkann, folgt insgesamt die Behauptung. 2
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Bez•uglich polynomieller Reduktion sind also alle Probleme aus NP nicht schwieriger als
Deg-2-Opt . Daher ist esnicht verwunderlich, dasssich viele als NP-vollst•andig bekannte
Problemeauf nat•urliche Weiseals dasProblem der Optimierung einerquadratischenpseu-
dobooleschen Funktion beschreiben lassen.Hammer und Simeonestellen in [HS89] eine
Reihe solcher Reduktionen vor, insbesondereaus dem Bereich von Graphproblemen.Es
ist beispielsweiseleicht, das Problem

"
Independent Set\ als Maximierungsproblemeiner

quadratischenFunktion umzuformulieren.Auch musssich dasProblem,einebeliebigepseu-
doboolesche Funktion zu maximieren,auf den quadratischen Fall reduzierenlassen.1 •Uber
die rein pragmatische Einf•uhrung quadratischer Funktionen in Abschnitt 2.2 hinaus { wir
haben die quadratischen Funktionen als

"
n•achste\ Klassenach den linearen vorgestellt {

gewinnenwir in diesemLicht ein wichtiges Argument f•ur die Relevanz der Betrachtung
quadratischer Funktionen.

In Abschnitt 3.3 haben wir gesehen,dassder (1+1)-EA die Quadrate beliebiger linearer
Funktionen mit einer durch eine Konstante nach unten beschr•ankten Wahrscheinlichkeit
in polynomieller Laufzeit optimiert. Nach dem obigen NP-Vollst•andigkeitsbeweis k•onnen
wir diesnicht bei allen quadratischen Funktionen annehmen.Um dieszu erl•autern, fragen
wir uns, was folgen w•urde, wenn der (1+1)-EA unabh•angig von der zu optimierenden
quadratischenFunktion f immer mit einerWahrscheinlichkeit von mindestensc, c konstant,
in t(n) Schritten, t ist polynomiell in n, ein Optimum f•ande. Mit Multistartstrategien,
n•amlich konstant vielen Instanzen des (1+1)-EA, lie�e sich die Wahrscheinlichkeit, dass
mindestenseine Instanz f in polynomieller Zeit optimierte, •uber 1=2 bringen. F•ur das
EntscheidungsproblemDeg-2-Opt k•onnte daraus ein BPP-Algorithm us (vgl. [Weg93])
konstruiert werden,der mit einerWahrscheinlichkeit von •uber 1=2 in polynomiellerZeit die
richtige Antwort ausg•abe und sonstabbr•ache und einebeliebigeAntwort g•abe. Wir h•atten
alsoeinenBPP-Algorithm us f•ur ein NP-vollst•andigesProblem. Diesw•are ein Widerspruch
zu der i. A. f•ur wahr gehaltenenHypothese, dass NP 6� BPP gilt (vgl. [Weg97]). Die
vorigen Gedanken gelten nat•urlich auch dann noch, wenn c nicht konstant ist, sondern
durch 
( n� k), k konstant, nach unten beschr•ankt ist.

Wir bauen also auf der Vermutung auf, dass eine
"
besondersschwierige\ quadratische

Funktion existieren muss.
"
Besondersschwierig\ bedeutet dann, dassder (1+1)-EA mit

einerWahrscheinlichkeit 1� � , � = o(n� k) f•ur alle konstanten k, superpolynomielleLaufzeit
ben•otigt. Esbesteht Ho�n ung, solcheEigenschaften bei einerquadratischenFunktion nach-
weisenzu k•onnen,da der (1+1)-EA gut zu analysierenist und eine besondersschwierige
Funktion vom Grad 3 bekannt ist (siehe[DJW99a]).

In denn•achstenbeidenAbschnitten stellenwir zun•achst zwei Funktionen vor, die eventuell
besondersschwierig sind. Dies k•onnen wir zurzeit aber nicht beweisen.In Abschnitt 5.4
untersuchen wir einedritte Funktion; bei ihr gelingt der Nachweis,besondersschwierig zu
sein.Dabei stellt sich heraus,dassdie oben erw•ahnte Wahrscheinlichkeit � sogarexponen-
tiell klein seinkann.

1Dies werden wir in Abschnitt 5.4 ausnutzen.
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5.2 Einige Gedank en zu " Chain \

In Bemerkung4.6 haben wir darauf hingewiesen,dassdie Funktion Chain zwar eine er-
wartete exponentielle Laufzeit des (1+1)-EA hervorruft, es aber nicht o�ensichtlich ist,
ob diesemit einer hohenWahrscheinlichkeit eintritt. Wir stellen im FolgendeneinigeUn-
tersuchungen an, die die Vermutung erh•arten, dassdie Wahrscheinlichkeit exponentieller
Laufzeiten auf Chain gering ist. Dabei f•uhren wir zur Vereinfachung zwei Begri�e ein.

De�nition 5.3 Sei x 2 f 0; 1gn ein Bitstring. Der Bitstring x enth•alt eine Kette der L•ange
l, 2 � l � n, wennein Index k 2 f 1; : : : ; n � l + 1g existiert, sodass8i 2 f k; : : : ; k + l � 1g :
x i = 1 und k 6= 1 ) xk� 1 = 0 sowiek 6= n ) xk+1 = 0 zutri�t.

Nat•urlich ist f•ur ein gegebenesx 2 f 0; 1gn die Anzahl der Ketten in x eindeutig bestimmt.

De�nition 5.4 Sei x 2 f 0; 1gn ein Bitstring. Bit i , i 2 f 1; : : : ; ng, hei�t isoliert, wenn
x i = 1 und i 6= 1 ) x i � 1 = 0 sowiei 6= n ) x i +1 = 0 zutri�t.

Damit k•onnenwir eineinteressante Aussage•uber denFunktionswert von Chain festhalten.

Lemma 5.2 Sei x 2 f 0; 1gn ein Bitstring. Es sei au�erdem k die Zahl der Ketten in x, l
die Summeder L•angenaller Ketten und i die Zahl isolierter Bits in x. Dann gilt

Chain (x) � l � 2nk + i (1 � 2n):

Bew eis: Aus der De�nition von Chain folgt, dasseineKette der L•angel0 genaul0 lineare
Gewichte und mindestensl0� 1 quadratische Gewichte aktiviert. Der Beitrag einersolchen
Kette zum Funktionswert ist alsol0(1 � 2n) + (l0� 1)2n = � 2n + l0. •Uber alle Ketten sum-
miert folgt, dassalle Ketten einenSummandenvon mindestensl � 2nk zum Funktionswert
beitragen.Die isolierten Bits hingegentragen i (1 � 2n) zum Funktionswert bei. Da wir bei
dieserArgumentation alle aktivierten negativen Gewichte ber•ucksichtigen, folgt die untere
Schranke. Wenn x1 = 0 oder xn = 0 gilt, tritt sogarGleichheit ein, denn wir haben nur
dasquadratische Gewicht w1n unber•ucksichtigt gelassen. 2

Anhand von Lemma 5.2 wollen wir die Bescha�enheit von akzeptierten Mutationen des
(1+1)-EA, die aus einem x 2 f 0; 1gn ein x0 2 f 0; 1gn mit Chain (x0) � Chain (x) erzeu-
gen, analysieren.Zur Vereinfachung unterstellen wir, dassLemma 5.2 statt einer unteren
Schrankef•ur denFunktionswert von Chain immer dentats•achlichenFunktionswert angibt.
Welche Mutationen, die nur ein Bit 
ipp en, k•onnenakzeptiert werden?Erstens sind dies
nat•urlich Mutationen, die isolierte Bits zu 0 
ipp en. Zum anderenwerdenaber auch 1-Bit-
Mutationen akzeptiert, die die Gesamtl •angender Ketten erh•ohenund damit die Zahl der
Einsenerh•ohen.
Eine Mutation mehrerer Bits zugleich kann akzeptiert werden, wenn sie mindestensein
isoliertes Bit 
ippt. Dabei kann sich die Gesamtl •ange aller Ketten oder die Anzahl der
Ketten verringern.
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Aufschlussreich ist die Situation, dassder aktuelle Bitstring x keineisolierten Bits enth•alt.
Wir betrachten eine akzeptierte Mutation zu einemx0 2 f 0; 1gn anhand von Lemma 5.2.
Diesekann einerseitsdie Gesamtl •angel aller Ketten erh•ohen.Weil andererseitsder Funk-
tionswert von Chain nicht sinken darf, kann sich l, die Gesamtl •angealler Ketten, notwen-
digerweisenur dann verringern, wenn k sinkt. Dazu mussentwedermindestenseineKette
in einemSchritt durch Mutation aller Bits der Kette

"
verschwinden\ oder esmusssich die

Anzahl der Ketten verringern, indem zwei Ketten
"
verschmelzen\ , also Nullbits zwischen

Ketten zu 1 
ipp en.
Isolierte Bits k•onnen bei einer akzeptierten Mutation nicht allein durch Erh•ohung der
Gesamtl •ange aller Ketten entstehen, weil l � n ist, ein isoliertes Bit aber 1 � 2n zum
Funktionswert von Chain beitr•agt. Es ist also zudem eine Verringerung der Gesamtzahl
der Ketten notwendig, d. h. wie zuvor durch

"
Verschwinden\ oder

"
Verschmelzen\ von

Ketten.
Die Wahrscheinlichkeit, dass isolierte Bits nach der Initialisierung schnell verschwinden,
scheint recht hoch zu sein,weil dazu 1-Bit-Mutationen ausreichen. Demgegen•uber scheint
die Wahrscheinlichkeit f•ur die Entstehung isolierter Bits geringzu sein,weil w•ahrendeiner
solchenMutation Ketten verschwinden oder verschmelzenm•ussen.Wir vermuten, dassder
(1+1)-EA auf Chain eine deutliche Tendenz,die Gesamtl •ange der Ketten zu erh•ohen,
besitzt. Deshalb stellen wir die Behauptung auf, dassdie Funktion Chain mit deutlich
•uber 1=2 liegenderWahrscheinlichkeit in polynomieller Zeit (evtl. O(n2)) optimiert wird.
Weil die Zahl der Einsenim aktuellenBitstring sinkenoder steigenkann, w•urde einen•ahere
Analysevermutlich in einemModell einesMarko�prozesses,der eineIrrfahrt (randomwalk)
auf dem Zustandsraumvollf•uhrt, resultieren.Dies mutet sehrkomplex an.
Interessant ist auch die folgendeFunktion, die wir mit einer geringf•ugigen Modi�k ation
ausChain erhalten.

De�nition 5.5 Die Funktion MissingLink : f 0; 1gn !
�

wird de�niert durch

MissingLink (x) :=
nX

i =1

(1 � 2n)x i +
n� 1X

i =1

2nx i x i +1 :

Wir haben also aus Chain das Monom 2nxnx1 entfernt. Damit hat MissingLink ein
lokales Maximum in ~1 mit dem Funktionswert � n; der Hammingabstandzum globalen
Maximum ~0 betr•agt n. Die Absch•atzung f•ur denFunktionswert von Chain ausLemma5.2
wird f•ur MissingLink zu einerechten Gleichheit (vgl. BeweisdesLemmas),und die obigen
•Uberlegungenbez•uglich der Wahrscheinlichkeit, dassder (1+1)-EA zu ~1 gelangt,behalten
ihre G•ultigkeit.
Die Funktion MissingLink ist ein Kandidat f•ur eine besondersschwierige quadratische
Funktion, die nur mit kleiner Wahrscheinlichkeit in polynomieller Zeit optimiert wird. Wir
formulieren es als o�enes Problem zu zeigenoder zu widerlegen,dassder (1+1)-EA nur
mit exponentiell kleiner Wahrscheinlichkeit in polynomiell vielen Schritten das Optimum
von MissingLink �ndet.
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5.3 Einige Gedank en zu " MultiDist \

Nachdemwir uns in dieserArbeit wiederholt mit der Funktion Dist ance bzw. demdualen
Pendant OneSqr � n=2+1 =3 besch•aftigt haben, erscheint esnat•urlich, darauf aufbauendeine
besondersschwierige quadratische Funktion zu konstruierenzu versuchen.

De�nition 5.6 Sei n = k2 f•ur ein k 2
�

. Die Funktion Mul tiDist : f 0; 1gn !
�

wird
de�niert durch

Mul tiDist (x) =
k� 1X

i =0

 
kX

j =1

x ik + j �
k
2

+
1
3

! 2

:

DieseFunktion entsteht durch Addition von k =
p

n Funktionen mit paarweisedisjunk-
ten Variablenmengen,wobei jede Funktion eine Instanz der Funktion OneSqr , und zwar
OneSqr � k=2+1 =3, ist. Wir wissen,dassder (1+1)-EA auf OneSqr � n=2+1 =3 mit einerWahr-
scheinlichkeit von 1=2 � � eine exponentielle Laufzeit ben•otigt (vgl. die Ausf•uhrungen zu
Dist ance in [DJW98a]). Daraus leitet sich die Vermutung ab, dassf•ur Mul tiDist mit
einer Wahrscheinlichkeit von 1 � 2� 
( k) eine exponentielle Laufzeit erforderlich ist. Wir
geben einenerstenHinweis darauf.

Lemma 5.3 Sei xs 2 f 0; 1gn der initialisierte Bitstring des(1+1)-EA. Mit einer Wahr-
scheinlichkeitvon mindestens1� (3=4)k existiert ein i 2 f 0; : : : ; k � 1g, sodassdie Unglei-
chung

P k
j =1 xs

ik + j � k=2 �
p

k=4 gilt.

Bew eis: Die Wahrscheinlichkeit, dassein Block von unabh•angiggleichverteilt initialisierten
k Bits h•ochstensk=2 �

p
k=4 Einsbits enth•alt, betr•agt mindestens1=2 � (

p
k=4)=

p
k) =

1=4 (siehe Beweis zu Lemma 3.19). Damit ist die Wahrscheinlichkeit, dasskeiner der k
unabh•angig initialisierten Bl•ocke der L•ange k h•ochstens k=2 �

p
k=4 Einsbits enth•alt,

durch (3=4)k nach oben beschr•ankt. Durch •Ubergang zur Gegenwahrscheinlichkeit folgt
die Behauptung. 2

Mit exponentiell nahe an 1 liegender Wahrscheinlichkeit wird also o.B. d. A. der Block
x1; : : : ; xk so initialisiert, dasser h•ochstensk=2 �

p
k=4 Einsen enth•alt (Ereignis I ). Wir

betrachten die auf x1; : : : ; xk de�nierte Funktion

f (x1; : : : ; xk) =

 
kX

i =1

x i �
k
2

+
1
3

! 2

;

die ein Summandvon Mul tiDist ist. Ein bekanntes Resultat f•ur Dist ance besagt,dass
bei Eintreten von I die Wahrscheinlichkeit f•ur polynomielle Laufzeiten auf f exponentiell
klein in k ist, vgl. [DJW98a]. Dies begr•undet sich daraus,dassder (1+1)-EA mindestensp

k=2 Bits gleichzeitig 
ipp en muss,um zum globalenMaximum in ~1 gelangenzu k•onnen.
Auch wenn bei Mul tiDist das Ereignis I mit exponentiell nahe an 1 liegenderWahr-
scheinlichkeit eintritt, k•onnenwir die Laufzeit mit der Argumentation f•ur Dist ance nicht
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durch 2
( k) = 2
(
p

n) nach unten beschr•anken. Bereits eineMutation von 2 Bits { n•amlich
eine Mutation, die einesder Nullbits unter x1; : : : ; xk zu 1 
ippt und in einem anderen
Block ein weiteresBit 
ippt { kann unter Umst•anden akzeptiert werden und damit die
Zahl der Einsen im betrachteten Block erh•ohen. Auf der anderenSeite wird eine 1-Bit-
Mutation, die im Block x1; : : : ; xk ein Einsbit 
ippt, bei Eintreten desEreignissesI immer
akzeptiert.
Wie schon in Abschnitt 5.2 scheint einen•ahereUntersuchung von Mul tiDist in der Ana-
lyseeiner Irrfahrt zu m•unden.Wir k•onnten versuchen,eineZufallsvariable X , die die Zahl
der Einsen im Block x1; : : : ; xk angibt, aufzustellenund unter Voraussetzungvon I die
Wahrscheinlichkeit, dassX w•ahrendpolynomiell vielen Schritten auf k steigt (notwendige
Bedingungf•ur die Optimierung), abzusch•atzen. Dabei scheinenaber unsereMethoden zu
versagen.Eine Anwendungder Cherno�schranke scheidet zun•achst wegendesWerteberei-
ches von X aus; zum anderen liegt keine Zerlegungvon X in Zufallsvariablen mit dem
Wertebereich f 0; 1g nahe.Da die Varianz von X gewissnicht exponentiell klein ist, scheint
auch eineAbsch•atzung mithilfe der Tschebysche�-Ungleichung nicht zum Erfolg zu f•uhren.
Wiederum belassenwir ein o�enes Problem. W•ahrend es leicht zu sehenist, dass die
erwartete Laufzeit des(1+1)-EA auf Mul tiDist exponentiell ist (Beweisanalogzu Lem-
ma 4.10), bleibt zu untersuchen, mit welcher Wahrscheinlichkeit exponentielle Laufzeiten
eintreten.

5.4 Die Funktion " QT rap\

Rosenberg gibt in [Ros75] eineReduktion an, die das Problem, einebeliebigepseudoboo-
lesche Funktion (ohne Restriktionen) zu maximieren, in das Problem, eine quadratische
pseudoboolesche Funktion zu maximieren, transformiert. Um dieseArbeit abgeschlossen
zu gestalten,geben wir in den folgendenDe�nitionen und Lemmata zun•achst Rosenbergs
Konstruktion wieder.

De�nition 5.7 (P olynomdarstellung) Sei f : f 0; 1gn !
�

gegeben. Die Polynomdar-
stellung von f wird durch diejenige(eindeutige)Wahl der MengeI � P (f 1; : : : ; ng), einer
Menge von Teilmengenvon f 1; : : : ; ng, und der Menge cf (A), A 2 I , einer Menge von
Koe�zienten mit cf (A) 2

�

n f 0g f•ur alle A 2 I , induziert, die die Identit •at

f (x1; : : : ; xn ) =
X

A2 I

cf (A)
Y

i 2 A

x i

(dabei ist
Q

i 2; x i := 1) f•ur alle x 2 f 0; 1gn erf•ullt.

De�nition 5.8 (Rosen bergs Metho de) Es sei f (x) =
P

A2 I cf (A)
Q

i 2 A x i die Poly-
nomdarstellung einer Funktion f : f 0; 1gn !

�

. Weiter sei f � :=
P

f A2 I jcf (A )> 0g cf (A)
die Summealler positiven Koe�zienten von f und q 2

�

eine Zahl mit der Eigenschaft
q < maxf f (x)jx 2 f 0; 1gng. Es sei ein F 2

�

, das F � q � f � erf•ullt, gew•ahlt. Durch
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Wahl einesPaares (i; j ), 1 � i < j � n, konstruiert man aus einer MengeA � f 1; : : : ; ng
die MengeA0 � f 1; : : : ; n + 1g gem•a�

A0 =

(
A n f i; j g [ f n + 1g; falls f i; j g � A,

A sonst:

Damit de�niert man die MengeI 0 := f A0jA 2 I g durch Anwendungdieser Konstruktion
auf alle A 2 I und setzt f•ur alle A0 2 I 0 den Koe�zienten cf (A0) mit dem urspr•unglichen
Koe�zienten cf (A) gleich. Schlie�lich entstehtdie Funktion f 0 : f 0; 1gn+1 !

�

aus f als

f 0(x1; : : : ; xn+1 ) := F (x i x j + (3 � 2x i � 2x j )xn+1 ) +
X

A 02 I 0

cf (A0)
Y

i 2 A 0

x i :

Mit anderenWorten entsteht f 0 aus f durch ErsetzungdesProduktes x i x j durch xn+1 in
allen Monomenund anschlie�ender Addition einesStrafterms F (x i x j + (3� 2x i � 2x j )xn+1 )
zu dem auf dieseWeisegewonnenenPolynom. Den Sinn dieserKonstruktion entnehmen
wir dem folgendenLemma.

Lemma 5.4 Sei f 0 : f 0; 1gn+1 !
�

ausf : f 0; 1gn !
�

durch Anwendungvon Rosenbergs
Methode entstanden.Es bezeichnenM f und M f 0 die Mengealler f•ur f bzw. f 0 optimalen
Bitstrings. Dann geltendie drei folgendenAussagen:

1. f 0(x1; : : : ; xn ; x i x j ) = f (x1; : : : ; xn )

2. maxf f 0(x)jx 2 f 0; 1gn+1 g = maxf f (x)jx 2 f 0; 1gng

3. (x1; : : : ; xn+1 ) 2 M f 0 , (x1; : : : ; xn ) 2 M f und xn+1 = x i x j

Bew eis: Wir nutzen die Abk•urzung h(x; y; z) := xy + (3 � 2x � 2y)z, x; y; z 2 f 0; 1g.
Durch •Uberpr•ufung aller 23 Belegungenf•ur x; y; z sehenwir, dassh(x; y; z) = 0 ist, wenn
z = xy gilt, dassh(0; 0; 1) = 3 ist und dasssonsth(x; y; z) = 1 gilt. F•ur z 6= xy hei�t dies
h(x; y; z) � 1. Die ersteAussagedesLemmasfolgt ausder Konstruktion von f 0 gem•a�

f 0(x1; : : : ; xn ; x i x j ) = F h(x i ; x j ; x i x j ) +
X

A 02 I 0

cf (A0)
Y

i 2 A 0

x i

=
X

A2 I

cf (A)
Y

i 2 A

x i = f (x1; : : : ; xn );

denn h(x i ; x j ; x i x j ) = 0. Insbesonderenimmt f 0 im Falle xn+1 = x i x j keinen gr•o�eren
Wert als den maximalenWert von f an. Andererseitsnimmt f 0 auf Bitstrings, derenerste
n Komponenten einen optimalen Bitstring f•ur f darstellen, dann auch diesenmaximalen
Wert an. Wennwir nachweisen,dassf 0 im Falle xn+1 6= x i x j nur Werte, die geringeralsder
maximale Funktionswert von f sind, annehmenkann, folgt zun•achst die zweite Aussage
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und damit unmittelbar die dritte Aussage.Also sei (x1; : : : ; xn ) 2 f 0; 1gn beliebig und
xn+1 6= x i x j . Dies impliziert zun•achst h(x i ; x j ; xn+1 ) � 1 und dann wegenF < 0

f 0(x1; : : : ; xn+1 ) = F h(x i ; x j ; xn+1 ) +
X

A 02 I 0

cf (A0)
Y

i 2 A 0

x i

� F + f � � q < maxf f (x)jx 2 f 0; 1gng:

2

Weil es
� n

2

�
Variablenpaare(x i ; x j ), 1 � i < j � n, gibt, gen•ugeno�ensichtlich h•ochstens� n

2

�
iterierte Anwendungenvon RosenbergsMethode, um eine beliebigepseudoboolesche

Funktion in einequadratische Funktion zu transformieren.Wir erhalten dann unmittelbar
den folgendenSatz.

Satz 5.5 Sei f : f 0; 1gn !
�

eine beliebigepseudoboolescheFunktion. Dann existieren
ein l 2

�

mit 0 � l �
� n

2

�
und eine Funktion f : f 0; 1gn+ l !

�

mit einem Grad von
h•ochstens2, sodassgilt:

1. Ist (x1; : : : ; xn+ l ) 2 f 0; 1gn+ l f•ur f 0 optimal, so ist (x1; : : : ; xn ) f•ur f optimal.

2. Die optimalen Funktionswertevon f und f 0 stimmen •uberein.

3. Ist (x1; : : : ; xn ) 2 f 0; 1gn f•ur f optimal, gibt es eindeutigbestimmtexn+1 ; : : : ; xn+ l 2
f 0; 1g, sodass(x1; : : : ; xn+ l ) 2 f 0; 1gn+ l f•ur f 0 optimal ist.

Rosenberg reduziert mit seinerTransformation das Entscheidungsproblemzur Maximie-
rung beliebiger pseudoboolescher Funktionen (dies ist abgesehenvon der Gradbeschr•an-
kung wie Deg-2-Opt zu formalisieren)auf dasProblem Deg-2-Opt . Am Randeseinoch
erw•ahnt, dass die Reduktion gewisseWahlfreiheiten bei der Elimination von Variablen
l•asst,dennin De�nition 5.8ist (i; j ) praktisch beliebig.Damit k•onnenauseinerfestenFunk-
tion f verschiedenequadratischeFunktionen f 0 entstehen,und die Zahl der einzuf•uhrenden
Hilfsvariablen l kann ebenfalls variieren. Dies spielt f•ur uns aber keineweitere Rolle.
Bevor wir RosenbergsReduktion nutzen, nehmenwir daran eine kleine Modi�k ation vor.
Als etwas st•orend erweisensich bei einer iterierten Anwendung seiner Methode die neu
entstehendenMonome � 2F x i xn+1 und � 2F x j xn+1 , die wir durch Ausmultiplizieren von
F (x i x j + (3� 2x i � 2x j )xn+1 ) erhalten.Da F negativ ist, haben die neuenMonomepositive
Koe�zien ten, die denWert von f � und damit auch von F bei einerweiterenAnwendungder
Methode beein
ussenk•onnen.Wir wollen zeigen,dasseine erneuteFestlegungvon F bei
iterierter Anwendungder Methode nicht wirklich n•otig ist. Dazu m•ussenwir fordern, dass
Rosenbergs Methode sinnvoll angewandt wird und Variablenpaare(x i ; xn+1 ), die bereits
in einem Strafterm enthalten sind und wie oben ein Monom � 2F x i xn+1 erzeugen,nicht
erneut durch eineHilfsvariable ersetzt werden.Dies ist vern•unftig, da dasProdukt x i xn+1

aufgrund von RosenbergsMethode nur in (ausmultiplizierten) Straftermen, nicht aber in
den modi�zierten Monomen der urspr•unglichen Funktion auftreten kann. Im folgenden
Lemma verstehenwir unter einer sinnvollen Anwendung der Methode den Verzicht auf
derartige Wahlen von zu ersetzendenVariablenpaaren.
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Lemma 5.6 Sei f : f 0; 1gn !
�

eine beliebigepseudoboolescheFunktion und habe der
Parameter F einen g•ultigen Wert f•ur die Anwendungvon Rosenbergs Methode (Def. 5.8)
auf f . Lemma 5.4 und Satz 5.5 behalten ihre G•ultigkeit, wenn f 0 : f 0; 1gn+ l !

�

durch
l-fachesinnvolle Anwendungder Methode konstruiert wird und bei allen Anwendungender
Wert von F unver•andert bleibt.

Bew eis: Der Fall l = 1 ist trivial. F•ur den Induktionsschluss von l � 1 auf l betrachten
wir die durch l � 1 Anwendungenvon RosenbergsMethode entstandeneFunktion f l � 1 und
die dann in der l-ten Anwendung konstruierte Funktion f l . Wir zeigen,dassder bei der
ersten Anwendunggew•ahlte Wert von q dann auch q < maxf f l (x)jx 2 f 0; 1gn+ lg erf•ullt,
dassmaxf f l � 1(x)jx 2 f 0; 1gn+ l � 1g = maxf f l (x)jx 2 f 0; 1gn+ lg gilt und dassLemma 5.4
bei der l-ten Anwendungder Methode insgesamt g•ultig bleibt.
F•ur f l � 1 gilt Lemma5.4nach Induktionsvoraussetzung;insbesonderestimmt der maximale
Funktionswert von f l � 1 mit dem von f •uberein, und q erf•ullt die Voraussetzungender
Methode. Beim BeweisdesLemmasfolgt sofort, dassdie ersteAussageunabh•angig von F
g•ultig bleibt. Insbesonderekann f l den maximalen Funktionswert von f l � 1 annehmen.
Der Wert von F ist nur f•ur die zweite und dritte AussagedesLemmasrelevant. Sogarohne
Induktion sehenwir, dassf l � 1 niemalsgr•o�er als f � , die Summeder positivenKoe�zien ten
von f , werdenkann, da die l � 1 bereitsentstandenenStraftermeniemalspositiveWerte an-
nehmenk•onnen.Auch die ErsetzungeinesVariablenpaares(x i ; x j ), 1 � i < j � n + l � 1,
durch die Hilfsvariable xn+ l bewahrt die obere Schranke, da in Straftermen keine Erset-
zungenvorgenommenwerden.
Im l-ten Schritt wird der Strafterm F h(x i ; x j ; xn+1 ) addiert. Damit gilt wieder im Falle
xn+ l 6= x i x j die Ungleichung f l (x) � F + f � � q. Weil q geringeralsder optimale Funktions-
wert von f l � 1 ist, nimmt f l dannalsokeinenoptimalenFunktionswert an. Somit ist die zwei-
te und dritte AussagedesLemmasauch f•ur f l bewiesen,und q < maxf f l (x)jx 2 f 0; 1gn+ lg
folgt ausmaxf f l (x)jx 2 f 0; 1gn+ lg = maxf f (x)jx 2 f 0; 1gng. 2

Beispiel 5.1 Um zu zeigen,dassLemma5.6nicht mehr gilt, wennin RosenbergsMethode
Variablenpaare

"
sinnlos\ ersetzt werden, nehmen wir uns die Funktion f (x1; x2; x3) =

x1x2x3 vor. Hier ist f � = 1 und maxf f (x)jx 2 f 0; 1g3g = 1. Wir w•ahlenq = 0 und F = � 2.
Durch Anwendungvon RosenbergsMethode auf dasVariablenpaar(x1; x2) erhalten wir

f 0(x1; : : : ; x4) = x3x4 � 2(x1x2 + (3 � 2x1 � 2x2)x4)

= x3x4 � 2x1x2 � 6x4 + 4x1x4 + 4x2x4:

Eine weitere Anwendungder Methode, diesmalauf sinnloseWeisemit dem Variablenpaar
(x2; x4), liefert

f 00(x1; : : : ; x5) = x3x4 � 2x1x2 � 6x4 + 4x1x4 + 4x5 � 2(x2x4 + (3 � 2x2 � 2x4)x5):

Dann ist f 00(0; 1; 0; 0; 1) = 4 � 2(0+ (3 � 2) � 1) = 2, d. h. der maximaleFunktionswert von
f 00ist gr•o�er als der von f . Lemma 5.6 gilt bei sinnlosenAnwendungender Methode also
nicht mehr.
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Nun wollen wir RosenbergsMethodeendlich einsetzen.Sieerm•oglicht esn•amlich, beliebige
pseudoboolesche Funktionen, die f•ur den (1+1)-EA als besondersschwierig bekannt sind,
in quadratische Funktionen umzuwandeln. F•ur einesolche Transformation w•ahlen wir die
Funktion Trap .

De�nition 5.9 Die Funktion Trap n : f 0; 1gn !
�

wird de�niert durch

Trap n (x) =
nX

i =1

(� x i ) + (n + 1)
nY

i =1

x i :

Es ist in den folgendenAusf•uhrungenzuweilenerforderlich, die L•angeder Bitstrings anzu-
geben, f•ur die Trap n de�niert ist. Geht dies aus dem Zusammenhanghervor, lassenwir
den Index n meist weg.
De�nition 5.9weicht von der De�nition von Trap aus[DJW98a] ab, denndasglobaleMa-
ximum

"
unserer\ Trap -Funktion liegt in ~1, wobei Trap (~1) = 1. Damit wollen wir Konfor-

mit •at mit unsererKonvention, dasglobaleOptimum in ~1 zu legen,herstellenund Verwir-
rungen vermeiden.Nichtsdestowenigergelten die von Droste, Jansenund Wegenervorge-
stellten Resultateauch f•ur die Trap -Funktion ausDe�nition 5.9,da nur eineKomplement-
bildung vorgenommenund der Wertebereich von f 1; : : : ; n + 1g auf f� n + 1; � n + 2; : : : ; 1g
ge•andert wurde.
Nun wenden wir Rosenbergs Reduktion auf die Funktion Trap m , m := n=2 + 1, an.
Indem wir den dazu ben•otigten Parameter F in Einklang mit der Reduktion w•ahlen als
F := � (m + 1), bilden wir die Funktion QTrap (

"
quadratic trap\ ).

De�nition 5.10 Sei n 2
�

geradeund m := n=2+ 1. Die Funktion QTrap : f 0; 1gn !
�

wird de�niert durch

QTrap (x) =
mX

i =1

(� x i ) + (m + 1)x1xn

+
m� 2X

i =1

(� (m + 1)(xm� i xm+ i � 1 + (3 � 2xm� i � 2xm+ i � 1)xm+ i )) :

Es stellt keine echte Einschr•ankung dar, dassdieseDe�nition nur f•ur geraden gilt. Wir
weisennoch darauf hin, dassdie De�nition wegenm + (m � 2) = n sinnvoll ist, d. h. dass
QTrap von genaun Variablen abh•angt.
Nun machen wir uns den Zusammenhangzu RosenbergsReduktion klar.

Lemma 5.7 Die Funktion QTrap : f 0; 1gn !
�

entsteht durch sukzessiveAnwendung
von RosenbergsMethode (Def. 5.8) aus der Funktion Trap m , wobei m := n=2 + 1.

Bew eis: Gem•a� den Notationen in De�nition 5.8 ist f � = m + 1. Wegendesoptimalen
Funktionswertes Trap m (~1) = 1 w•ahlen wir q := 0. Der Wert F := � (m + 1) erf•ullt die
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VoraussetzungF � q � f � . Auf die Funktion Trap m (x) =
P m

i=1 � x i + (m + 1)
Q m

i=1 x i

wendenwir sukzessive RosenbergsMethodean, indem wir denGrad despositivenMonoms
durch Elimination der Variablen mit dem gr•o�ten und zweitgr•o�ten Index und anschlie-
�ender Erg•anzungeiner Hilfsvariablen um eins verringern. Die ersteElimination f•uhrt zu
der Funktion

mX

i =1

(� x i ) + (m + 1)

 
m� 2Y

i =1

x i

!

xm+1 � (m + 1)(xm� 1xm + (3 � 2xm� 1 � 2xm )xm+1 ):

Laut Lemma5.6 d•urfen wir RosenbergsMethode mit F := � (m + 1) iterieren. Weil m � 2
Schritte ausreichen, um den Grad despositiven Monoms auf 2 zu verringern, folgt dann
induktiv die Gestalt ausDe�nition 5.10. 2

Mit Satz 5.5 erhalten wir dann, dass der optimale Funktionswert von QTrap wie bei
Trap m zum einen 1 betr•agt und dasszum anderennur der n-stellige Einsvektor ~1 die-
senFunktionswert liefert. Im folgendenLemma zeigenwir, dassdie Funktion QTrap zu
Trap m noch weitere •Ahnlichkeiten aufweist.

Lemma 5.8 Gegeben sei ein beliebigesx 2 f 0; 1gn . Gilt f•ur i :=
P m

j =1 x j , dass i < m,
existiert ein k 2 f 0; : : : ; 3(m � 2)g, sodassgilt: QTrap (x) = � i � k(m + 1).

Bew eis: Lemma5.4sagtaus,dassdie Ausdr•ucke xm� i xm+ i � 1 + (3� 2xm� i � 2xm+ i � 1)xm+ i

lediglich Werteausf 0; 1; 3g annehmenk•onnen.Nach einerMultiplik ation mit � (m+ 1) folgt
f•ur die Strafterme in QTrap , dasssienur die Werte 0; � (m+ 1) oder � 3(m+ 1) annehmen.
Weil dasMonom (m + 1)x1xn denKoe�zien ten m + 1 besitzt, die linearenMonome� 1 als
Koe�zien ten habenund esm� 2 Straftermegibt, folgt zun•achst QTrap (x) = � i � k(m+ 1)
f•ur ein k 2 f� 1; : : : ; 3(m � 2)g. Zu zeigenbleibt k � 0. Da (x1; : : : ; xm ) f•ur Trap m wegen
i < m nicht optimal ist, folgt aus Satz 5.5 die Eigenschaft, dassx auch f•ur QTrap nicht
optimal sein kann. Wir erhalten somit die Ungleichung QTrap (x) < 1. Dies schlie�t
negative Werte von k aus,denn i < m + 1. 2

Damit haben wir bereits alle Aussagenzusammen,um zu beweisen,dassdie quadratische
Funktion QTrap f•ur den (1+1)-EA besondersschwierig ist.

Satz 5.9 Der (1+1)-EA ben•otigt zur Optimierung der Funktion QTrap mit einer Wahr-
scheinlichkeitvon mindestens1 � 2� 
( n) mindestens2
( n log n) Schritte.

Bew eis: Wir unterteilen Bitstrings x 2 f 0; 1gn in diesemBeweismithilfe von m := n=2+ 1
in einen

"
vorderen\ Block (x1; : : : ; xm ) und einen

"
hinteren\ Block (xm+1 ; : : : ; xn ), d. h. den

Block der Variablen der urspr•unglichen Trap -Funktion (vgl. Lemma 5.7) und den Block
der zus•atzlichen,durch die Reduktion entstandenenVariablen.Wir werdenzeigen,dasssich
die Zahl der Einsenim vorderenBlock nach der Initialisierung mit hoherWahrscheinlichkeit
nicht auf m erh•oht, bevor ein Zustand erreicht ist, in dem sich die Zahl der Einsen nicht
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mehr erh•ohenkann, essei denn, dassmindestensalle verbleibendenNullbits im vorderen
Block gleichzeitig zu 1 
ipp en.
Wir tre�en unter Anwendungder Cherno�schrankezwei Annahmen•uber deninitialisierten
Bitstring xs. F•ur den vorderenBlock nutzen wir die Zufallsvariablen X i , i 2 f 1; : : : ; mg,
mit X i := 1 � xs

i . Dies sind nat•urlich unabh•angigeZufallsvariablen mit dem Wertebereich
f 0; 1g, sodass auf X := X 1 + � � � + X m mit E[X ] =

P m
i=1 Prob(X i = 1) = m=2 die

Cherno�schranke angewendet werdendarf. Es ist

Prob(X < 0;4m) = Prob(X < (1 � 0;05)E[X ]) < e� (0;05)2(n=2+1) =4 (Lemma A.2);

d. h. mit exponentiell nahean 1 liegenderWahrscheinlichkeit enth•alt der initialisierte Bit-
string mindestens0;4m Nullen im vorderenBlock.
F•ur denhinteren Block ziehenwir weiterem� 2 0-1-ZufallsvariablenYi , i 2 f 1; : : : ; m � 2g,
heran. Es ist Yi = 1, falls xs

m+ i = xs
m� i x

s
m+ i � 1 gilt, und 0 sonst. F•ur Aussagen•uber die-

seZufallsvariablen wendenwir das Prinzip der verz•ogertenEntscheidungen(vgl. [MR95,
Abschnitt 3.5]) an. Dies hei�t, dasswir f•ur i 2 f 2; : : : ; ng davon ausgehen,dassdie Bits
xs

1; : : : ; xs
i � 1 des initialisierten Bitstrings bereits einen festen Wert haben, wenn xs

i "
aus-

gew•urfelt\ wird, d. h. mit Wahrscheinlichkeit 1=2 mit 1 belegt wird. DieseAnnahme ist
zul•assig,da verschiedeneBits von xs unabh•angig initialisiert werden. So gesehennimmt
xs

m+ i mit Wahrscheinlichkeit 1=2 denfestenWert xs
m� i x

s
m+ i � 1 an, d. h. Prob(Yi = 1) = 1=2.

Die Zufallsvariable Yi h•angt also nur von der Position xs
m+ i ab. Folglich sind auch alle Yi

unabh•angig voneinander.Wir wendenauf Y := Y1 + � � � + Ym� 2 mit E[Y] = (m � 2)=2 wie
oben die Cherno�schranke an und erhalten

Prob(X < 0;4(m � 2)) < e� (0;05)2(m� 2)=4 = e� (0;05)2(n=2� 1)=4;

d. h. mit exponentiell nahean 1 liegenderWahrscheinlichkeit nehmenmindestens0;4(m� 2)
Zufallsvariablen Yi den Wert 1 an. DasEreignisYi = 1 ist gleichbedeutenddamit, dassder
zu Yi geh•orendeStrafterm

h(xm� i ; xm+ i � 1; xm+ i ) := � (m + 1)(xm� i xm+ i � 1 + (3 � 2xm� i � 2xm+ i � 1)xm+ i )

den Wert 0 annimmt (siehedazu Lemma5.4). Mit exponentiell nahean 1 liegenderWahr-
scheinlichkeit nehmenalsomindestens0;4(m � 2) Strafterme den Wert 0 an.
Nun setzenwir die beiden Annahmen zusammen.Da X und Y unabh•angig voneinander
sind, tritt dasEreignis I :=

"
X � 0;4m und Y � 0;4(m � 2)\ mit einer Wahrscheinlichkeit

von mindestens

(1 � e� (0;05)2(n=2+1) =4)(1 � e� (0;05)2(n=2� 1)=4) � 1 � e� (0;05)2(n=2+1) =4 � e� (0;05)2(n=2� 1)=4;

alsoebenfallsmit exponentiell nahean 1 liegenderWahrscheinlichkeit, ein. Wir setzenim
Folgendenvoraus,dassI eingetretenist. Wir setzeno� := xs

1 + � � � + xs
m ; esgilt dann o� �

0;6m. Nehmenwir au�erdem pessimistisch an, dass0;6(m � 2) (o. B. d. A. einenat•urliche
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Zahl) Strafterme ihren betragsm•a�ig maximal m•oglichenWert � 3(m + 1) annehmen,folgt
mit Lemma 5.8, dassf•ur den Funktionswert nach der Initialisierung die untere Schranke

f (xs) � � o� � 1;8(m � 2)(m + 1)

gilt.
Bei der Betrachtung der Optimierung der Funktion QTrap f•uhren wir f•ur suboptimale
Bitstrings die Variablenpaare(o;k), o 2 f 0; : : : ; mg und k 2 f 0; : : : ; 1;8(m� 2)g, mit. (Diese
h•angeneigentlich vom Zeitpunkt t 2

�

ab, d. h. der Zahl der Schritte, die der (1+1)-EA
bereits gemacht hat; wir lassenden Index t der •Ubersichtlichkeit halber aber fort.) Die
Variablen zeigenan, dassder Funktionswert desaktuellen, noch nicht optimalen Bitstrings
� o � k(m + 1) (vgl. Lemma 5.8) betr•agt. Im Laufe der Optimierung kann k aufgrund des
Akzeptanzverhaltensdes(1+1)-EA und wegender Ungleichung o < m + 1 niemalsgr•o�er
werden.Wir •uberlegenuns,welcheEreignissenotwendigsind,damit sich o erh•ohenkann. In
Phasendes(1+1)-EA, w•ahrendderensich k nicht •andert, kann dieso�ensichtlich nicht der
Fall sein.SolangedasOptimum von QTrap nicht erreicht ist, kann h•ochstens1;8(m � 2)
Mal eine akzeptierte Mutation statt�nden, die den Wert von k verringert. Infolge einer
solchen Mutation kann o steigen,eventuell um jeden beliebigenWert aus f 1; : : : ; m � og.
Ist k hingegenauf null gesunken, m•ussenmindestensalle verbleibendenm � o Nullbits im
vorderenBlock gleichzeitig zu 1 
ipp en, um dasOptimum von QTrap zu erreichen.
Wir nehmen pessimistisch an, dass t := 1;8(m � 2) Mutationen, die den Wert von k
verringern, statt�nden. Um nachzuweisen,dasses h•ochst unwahrscheinlich ist, dassdie-
se t Mutationen

"
nebenbei\ zu einem optimalen Bitstring f•uhren, zeigenwir, dass mit

exponentiell nahean 1 liegenderWahrscheinlichkeit w•ahrend diesert Mutationen ein An-
teil von 1=20 der urspr•unglichen mit 0 belegten Bits im vorderen Block nicht mutiert
werden. Dazu setzenwir z als Zahl der Nullbits im vorderen Block von xs { dann gilt
z = m � o� { und nummerierendieseNullbits mit der streng monoton wachsendenAbbil-
dung � : f 1; : : : ; zg ! f 1; : : : ; mg, sodass8i 2 f 1; : : : ; zg : xs

� (i ) = 0 gilt. Au�erdem ziehen
wir t � z Zufallsvariablen Z ij , i 2 f 1; : : : ; zg, j 2 f 1; : : : ; tg, heran. Die Zufallsvariable Z ij

nimmt den Wert 1 an, wenn dasBit � (i ) bei der j -ten Mutation ge
ippt wird. Weil in ver-
schiedenenSchritten vorgenommeneMutationen des (1+1)-EA unabh•angig voneinander
sind und verschiedenePositionen unabh•angig voneinandermutiert werden,sind auch alle
Zufallsvariablen Z ij unabh•angig. Damit k•onnen wir ein drittes Mal die Cherno�schranke
anwenden.WegenProb(Z ij = 1) = 1=n folgt mit Z :=

P z
i=1

P t
j =1 Z ij und � := 19=18� 1

(vgl. Lemma A.1)

Prob(Z > (1 + � )E[Z ]) = Prob
�

Z >
19
18

tz
n

�
<

�
e�

(1 + � )(1+ � )

� tz
n

< 0;9985
tz
n

und darauswegent := 1;8(m � 2) = 
( n) und z � 0;4m = 
( n)

Prob
�

Z >
19
18

1;8(m � 2)z
2(m � 1)

�
< 0;9985
( n)
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und damit Prob(Z > 19
20z) = 2� 
( n) . Dies bedeutet,dassmit Wahrscheinlichkeit 1 � 2� 
( n)

w•ahrend t Mutationen mindestens(1=20)z Nullen nicht ge
ippt werden.
Insgesamt erzeugt der (1+1)-EA also w•ahrend der Optimierung von QTrap mit expo-
nentiell nahean 1 liegenderWahrscheinlichkeit nur suboptimale Bitstrings mit h•ochstens
o� + (19=20)z Einsenim vorderenBlock. Solangekein Optimum erreicht ist, m•ussendann
mindestensm � o� � (19=20)z = z � (19=20)z = (1=20)z Nullen im vorderenBlock gleich-
zeitig zu 1 
ipp en, um einenoptimalen Bitstring zu erreichen. Wegenz � 0;4m sind dies
mindestens(1=20)(0;4m) = (1=50)(n=2 + 1) � n=100= 
( n) Nullen.
Wir wissen(vgl. Lemma A.8), dassdie Wahrscheinlichkeit, mindestensn=100Bits gleich-
zeitig zu 
ipp en, durch 1=((n=100)!) nach oben beschr•ankt ist. Die erwartete Zeit bis
zu einer solchen Mutation betr•agt also unter Zuhilfenahme der Stirlingformel mindes-
tens (n=100)! = 2
( n log n)� O(n) = 2
( n log n) . Indem wir auf (n=100)! Schritte ein letztes
Mal die Cherno�schranke anwenden,sehenwir, dassdie Wahrscheinlichkeit, in h•ochstens
((n=100)!)=2 Schritten mindestenseinesolcheMutation auszuf•uhren, exponentiell klein ist.
Dies beschlie�t den Beweis. 2

Anders als bei Quadraten linearer Funktionen sind Multistartstrategien zur Optimierung
von QTrap alsokein Ausweg.Selbstbei polynomiell vielenparallelenInstanzendes(1+1)-
EA ist die Wahrscheinlichkeit, dassmindestenseine Instanz in polynomieller Zeit einen
optimalen Bitstring �ndet, noch exponentiell klein.

5.5 Zusammenfassung

Wir habengesehen,dassdie Optimierung quadratischer Funktionen ein NP-hartesProblem
ist. Das•uberzeugtunsvon der Existenz

"
besondersschwieriger\ quadratischer Funktionen,

die ein randomisierter Algorithmus wie der (1+1)-EA mit sehr hoher Wahrscheinlichkeit
nicht in polynomieller Zeit optimieren kann.
Im zweiten und dritten Abschnitt haben wir zwei Kandidaten f•ur besondersschwierige
Funktionen vorgestellt. Es bleibt aber ein o�enes Problem, derenSchwierigkeit nachzuwei-
senoder zu widerlegen.
Die im vierten Abschnitt vorgestellteFunktion QTrap ist beweisbarbesondersschwierig.
Zum einenunterst•utzt dieserBeweisnat•urlich die g•angigenAnnahmender Komplexit •ats-
theorie. Zum anderenwiderlegt er die intuitiv nahe liegendeHypothese,dassFunktionen

"
kleinen\ Gradeseinfach zu optimieren seien.
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Anhang A

H •au�g verw endete Symbole und
Absc h•atzungen

A.1 Wic htige und eventuell nicht allgemein gebr •auch-
lic he Symbole

�

nat•urliche Zahlen: f 1; 2; : : : g
�

0
�

[ f 0g
� ganzeZahlen
� p ganzeZahlen modulo p
�

rationale Zahlen
�

reelleZahlen
� + nicht negative reelleZahlen
� � nicht positive reelleZahlen
� > 0 positive reelleZahlen
� < 0 negative reelleZahlen
[a;b] abgeschlossenesIntervall (a;b 2

�

)
]a;b[ o�enes Intervall (a;b 2

�

)
~0 Nullvektor
~1 Einsvektor
� Teilmenge
� echte Teilmenge
# M Kardinalit •at der MengeM
jaj Betrag von a 2

�

E[X ] Erwartungswert der Zufallsvariablen X
E[X jE] bedingter Erwartungswert von X unter Ereignis E
Prob Wahrscheinlichkeitsma�
Prob(E1jE2) bedingte Wahrscheinlichkeit von E1 unter E2

H (n) Harmonische Reihebis zum Glied 1=n
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ln nat•urlicher Logarithmus
log Logarithmus zur Basis2
xs Bitstring nach der Initialisierung
�x Komplement von x 2 f 0; 1gn

� f Relation
"
quadratische Verkn•upfung\

[i ] •Aquivalenzklassevon i 2
�

bez•uglich � f

Tabelle A.1: H•au�g verwendeteSymbole

A.2 Gebr •auchlic he Absc h•atzungen und Iden tit •aten

In der folgendenAu
istung �nden sich h•au�g genutzte Absch•atzungen und Identit •aten
sowie wahrscheinlichkeitstheoretischeLemmata.Siesind in Anlehnung an denAnhang von

"
RandomizedAlgorithms\ [MR95] dargestellt.

1. n! =
p

2� e� nnn+1 =2

�
1 +

1
12n

+ O
�

1
n2

��
(Stirlingformel)

2.
�

n
k

�
=

�
n

n � k

�
f•ur n � k � 0

3.
�

n
k

�
�

�
n
k0

�
( ) k � k0 f•ur n 2

�

, k; k0 2 f 0; : : : ; n=2g

4.
�

n
k

�
�

nk

k!
f•ur n � k � 0

5.
�

n
k

�
�

� ne
k

� k
f•ur n � k � 0

6.
�

n
k

�
�

� n
k

� k
f•ur n � k � 0

7.
�

1 �
1
n

� n

� e� 1 f•ur n 2
�

8.
�

1 �
1
n

� n� 1

� e� 1 f•ur n 2
�

n f 1g

9.
nX

i =1

1
i

= ln n + �(1) f•ur n 2
�

(HarmonischeReihe)
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Lemma A.1 (Cherno�sc hrank e) Seien X 1; : : : ; X n unabh•angige Zufallsvariablen mit
dem Wertebereich f 0; 1g und Prob(X i = 1) = pi , Prob(X i = 0) = 1 � pi und pi 2]0; 1[ f•ur
alle i 2 f 1; : : : ; ng. Mit X := X 1 + � � � + X n und � := p1 + � � � + pn gilt dann f•ur 0 < � � 1

Prob(X < (1 � � )� ) <
�

e� �

(1 � � )1� �

� �

und

Prob(X > (1 + � )� ) <
�

e�

(1 + � )1+ �

� �

:

Im RahmendieserArbeit sind bei allen Anwendungendie Werte pi f•ur alle i identisch.

F•ur Abweichungenunter denErwartungswert wie in dererstenUngleichungausLemmaA.1
existiert einevereinfachte Absch•atzung (siehe[MR95, Theorem4.2]):

Lemma A.2 SeienX 1; : : : ; X n unabh•angigeZufallsvariablenmit demWertebereich f 0; 1g
und Prob(X i = 1) = pi , Prob(X i = 0) = 1 � pi und pi 2]0; 1[ f•ur alle i 2 f 1; : : : ; ng. Mit
X := X 1 + � � � + X n und � := p1 + � � � + pn gilt dann f•ur 0 < � � 1

Prob(X < (1 � � )� ) < e� �� 2=2:

Lemma A.3 (Mark o�ungleic hung) Sei X eine nicht negativeZufallsvariable.F•ur alle
t 2

� > 0 gilt

Prob(X � tE [X ]) �
1
t
:

Lemma A.4 (Linearit •at des Erw artungsw ertes) Seien X 1; : : : ; X n beliebigeZufalls-
variablen und X := X 1 + � � � + X n . Es gilt

E [X ] =
nX

i =1

E[X i ]:

A.3 Wahrscheinlic hkeiten f•ur Mutationen

De�nition A.1 ((1+1)-EA) Der (1+1)-EA erh•alt eine Funktion f : f 0; 1gn !
�

als
Eingabe. Er erzeugtin einer Endlosschleifeprobabilistisch Vektoren x 2 f 0; 1gn :

1. Initialisier e zuf•allig gleichverteilt einen Bitstring x 2 f 0; 1gn .

2. Wiederhole:
(a) Erzeugex � ausx, indem jedesBit von x unabh•angigmit Wkt. 1=n negiert wird.

(b) Ersetzex durch x � , gdw. f (x � ) � f (x).

Eine konsekutiveAusf•uhrung der Anweisungen(a) und (b) hei�t Schritt.



88 ANHANG A. H •AUFIG VERWENDETE SYMBOLE UND ABSCH•ATZUNGEN

Lemma A.5 F•ur die ZufallsvariableX , de�niert als die Anzahl mutierter Bits in einer
Ausf•uhrung von Anweisung(a) des(1+1)-EA (Def. A.1), gilt E [X ] = 1.

Bew eis: Nutze die Indikatorvariablen X i , i 2 f 1; : : : ; ng, mit X i = 1, falls Bit i ge
ippt
wird, und X i = 0 sonst. Es ist E[X i ] = Prob(X i = 1) = 1=n aufgrund der konstanten
Mutationswahrscheinlichkeit. WegenX = X 1+ � � �+ X n folgt die Aussageausder Linearit •at
desErwartungswertes(Lemma A.4). 2

Lemma A.6 Bezeichnedie ZufallsvariableX die Anzahl mutierter Bits in einer Ausf•uh-
rung von Anweisung(a) des(1+1)-EA (Def. A.1). F•ur alle k 2 f 0; : : : ; ng gilt:

lim
n!1

Prob(X = k) = e� 1 1
k!

:

Bew eis: Die Zufallsvariable X ist aufgrund der konstanten Mutationswahrscheinlichkeit
binomialverteilt mit den Parametern n (Anzahl der Experimente) und 1=n (Erfolgswahr-
scheinlichkeit). F•ur wachsendesn konvergiert die Verteilung von X gegendie Poissonver-
teilung. WegenE[X ] = 1 gilt

lim
n!1

Prob(X = k) = e� E [X ] (E[X ])k

k!
= e� 1 1

k!
:

2

Lemma A.7 Die Wahrscheinlichkeit f•ur eine Mutation von k, k 2 f 1; : : : ; ng, Bits in
Anweisung(a) des(1+1)-EA (Def. A.1) betr•agt mindestense� 1k� k .

Bew eis: Die Wahrscheinlichkeit, in einemSchritt k Bits zu 
ipp en, l•asstsich durch

�
n
k

� �
1
n

� k �
1 �

1
n

� n� k

�
� n

k

� k
�

1
n

� k

e� 1 =
�

1
k

� k

e� 1

nach unten absch•atzen. 2

Lemma A.8 Die Wahrscheinlichkeitf•ur eine Mutation von mindestensk, k 2 f 1; : : : ; ng,
Bits in einem Schritt des(1+1)-EA (Def. A.1) betr•agt h•ochstens1=k!.

Bew eis: Die Wahrscheinlichkeit, mindestensk Bits zu 
ipp en, l•asstsich mit dem Ereignis

"
k Bits 
ipp en, die •ubrigen n � k Positionenbleiben mit Wahrscheinlichkeit 1 unver•andert

oder 
ipp en ebenfalls\ gem•a�

�
n
k

� �
1
n

� k

�
nk

k!

�
1
n

� k

=
1
k!

nach oben absch•atzen. 2
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Lemma A.9 Die Wahrscheinlichkeit, dass in Anweisung(a) des (1+1)-EA (Def. A.1)
genauein eindeutigbestimmtesBit 
ippt, betr•agt mindestense� 1n� 1.

Bew eis: Die Wahrscheinlichkeit, dassgenauein eindeutig bestimmtes Bit 
ippt, l•asstsich
durch

1
n

�
1 �

1
n

� n� 1

� e� 1n� 1

nach unten absch•atzen. 2

Lemma A.10 Die Wahrscheinlichkeit,dassin cn ln n Schritten des(1+1)-EA (Def. A.1)
mindestenseinmal eine Mutation von mindestenslogn Bits zugleicheintritt, konvergiert
f•ur jedeskonstantec 2

� > 0 und wachsendesn 2
�

gegennull.

Bew eis: O. B. d. A. ist s := cn ln n einenat•urlicheZahl. SeiE i , i 2 f 1; : : : ; sg, dasEreignis,
dass in Schritt i des EA mindestens logn Bits zugleich 
ipp en. Nach Lemma A.8 ist
Prob(E i ) � 1=(logn)! f•ur alle i 2 f 1; : : : ; sg. Die Wahrscheinlichkeit desEreignissesE :=S s

i=1 E i ist h•ochstens die Summe der Wahrscheinlichkeiten der EinzelereignisseE i , also
folgt mit der Stirlingformel

Prob(E) �
cn ln n
(log n)!

�
cn ln n

e� log n (log n)(log n)
= 2log(cn ln n)+(log e)(log n)� (log log n)(log n)

= 2O(log n)� 
((log log n)(log n)) = 2� 
((log log n)(log n)) n!1� � � ! 0:

2

Lemma A.11 Die Wahrscheinlichkeit,dassin cn ln n Schritten des(1+1)-EA (Def. A.1)
mindestenseinmal eine Mutation von mindestensnd Bits zugleicheintritt, konvergiert f•ur
konstantec;d 2

� > 0 und wachsendesn 2
�

gegennull.

Bew eis: Da nd = ! (log n) f•ur jedesd 2
� > 0, folgt die Behauptungdirekt ausLemmaA.10.

2

Lemma A.12 Die Wahrscheinlichkeit, in Anweisung(a) des (1+1)-EA (Def. A.1) eine
Mutation von mindestensk 2

�

Bits, k konstant, zugleichauszuf•uhren, ist durch eine
Konstante nach unten beschr•ankt.

Bew eis: Die Wahrscheinlichkeit, dassmindestensk Bits zugleich 
ipp en, ist durch die
Wahrscheinlichkeit, dassgenauk Bits zugleich 
ipp en, nach unten beschr•ankt, die mindes-
tens �

n
k

� �
1
n

� k �
1 �

1
n

� n� k

�
� n

k

� k
�

1
n

� k

e� 1 = k� ke� 1 = �(1)

betr•agt. 2
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