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Kapitel 1

Einleitung

In nahezuallen Bereichen der Naturwissensbaften, Ingenieurswissens@aften, aber audc
z.B. Geisteswissensm@aften und nicht zuletzt im teglichen Leben begegnenuns Optimie-
rungsaufgalen. Bereits die Ermittlung einer kerzesten, Rundreisé , beispielsveiseinner-
halb des Bezirks eines Postboten bzw. einer Postbotin, verkerpert ein Problem, das in
allgemeinerForm als schwierig (NP-hart) bekannt ist.

Um Zugang zu einer systematis©ien Lesung von Optimierungsproblemenzu gewinnen,
fu en Optimierungsverfahrenmeist auf Modellen, die in der Sprade der Mathematik for-
muliert sind. Wir konzerrieren unsin dieserArbeit auf folgendesformalisiertes Optimie-
rungsproblem:Gesudit ist dasMaximum einervon n freien Variablen abhangigenFunktion
f:M! ,d.h. f(Xg;::0;%xp) ! max, wobei M " typischerweisemit der Mengeder
n-stelligenreellwertigen Vektoren " identisch ist oder die Mengeder boolestien Vektoren
f0; 1g" umfasst! Dabei gebenwir keineweiteren Restriktionen fur die Werte der Variablen
vor. Da die Minimierung einer Funktion f gleichbedeutendmit der Maximierung von f

ist, setzenwir mbrigensimmer Maximierungsaufgaten vorausund gebrautien die Begri e

.~maximieren und ,optimieren 0.B.d.A. synorym.

Die Ermittlung einesMaximums einer wie zuvor bestiriebenenFunktion f kann enormen
Aufwand beinhalten und ist nur seltentrivial. InsbesondereDe nitionsb ereithe heherer
Dimensionenbesitzen eine viel zu gro e Madtigkeit, als dasssie systematist: an allen
Punkten (sofernder De nitionsb ereich eberhaupt endlich ist) durchsudit werdenkennten.
Bereits die Madtigkeit der Mengef 0; 19", also des n-fachen kartesistien Produktes der
boolestien Mengef 0; 1g, wachst mit 2" exponertiell in n. Aufgrund diesesso genanrien
+Fluchs der Dimensioneh (curse of dimensionality) stellen viele Optimierungsverfahren
nur Heuristiken dar und kennennicht immer eine befriedigendeLesungliefern.

!Diese Besdreibung kann naterlich noch verallgemeinertwerdenund birgt in dieser Form den Kiritik-
punkt, dassf nicht unbedingt Maxima besitzen muss. Allerdings brauchen wir im Rahmen dieser Arb eit
nicht zwischen Suprema und Maxima von Funktionen zu unterscheiden, da wir ausstilie lic h endliche
De nitionsb ereiche betrachten.
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1.1 Evolution are Algorithmen

In den setziger Jahren kamen mehrere Personenunabhangig voneinanderauf den Ge-
danken, dasElemert desZufalls in Optimierungsheuristiken einzubringen.Im Zugedessen
ertstand eine Unterklasseder randomisierten Algorithmen, namlich die Klasseder evolu-
tionaren Algorithmen. lhnen liegt der Gedanlke zugrunde, das Elemernt , Zufal\ mit der
Absicht einzusetzennaturliche Evolution nachzubilden.

Ohne Konzertration auf spezielle Anwendungenist das Feld der ewlutionaren Algorith-

men aber ungeheuervielsdichtig und verzweigt geworden. Es weist Verknepfungen mit

den Disziplinen der Biologie, desOperations Researb, der numerishien Optimierung, der
kenstlichen Intelligenz und der Informatik im Allgemeinenauf. Unter ewlutionare Algo-

rithmen kennenwir mindestensgenetisbie Algorithmen [Gol89], die genetistie Program-
mierung [BNKF98], die ewlutionare Programmierung [Fog93 und Evolutionsstrategien
[St95 fassen.Einen auskihrlichen Bberblick eiber die meisten dieser Ansatze bietet die

Dissertation von Badk [Bac94. Demertisprechend vielfaltig sind auch die Einsatzgebiete
fur ewlutionare Algorithmen. Im Bereich der der Informatik verwandten Fachgebietewer-

den ewlutionare Algorithmen in der kenstlichen Intelligenz, Mustererkenrung, Robotik,

Simulation etc. gerutzt. Eine umfassendeAu istung aller Einsatzgebieteist vermutlich

unmeglich; fur einentiefer gehendendoch sicherlich nicht (mehr) vollstandigen Einblick

in die Vielfalt der Anwendungsgebieteseiauf [BHS92]verwiesen.

Wir wollen gleich konkrete, fur uns interessare Instanzen ewlutionarer Algorithmen be-
schreiben. Zuvor zaehlen wir jedoch einige ofter wiederkehrendePrinzipien ewolutionarer
Algorithmen kurz und informal auf (ohne zu postulieren, dassein ewlutionarer Algorith-

mus diesealle beinhalten mussoder nur darauf besdirankt zu sein braucdht).

Objekte der Sude sind sogenanrte Individuen, die man zu Populationen zusammen
fasst.

Einem Individuum ist ein Fithesswert zugeordnet.
Individuen kennen (zufallige) Anderungendurch Mutation erfahren.

Durch Selektionwerden Individuen (i. A. mit hoher Fitness) ausgevahlt bzw. Indi-
viduen (geringer Fitness) ertfernt.

Infolge von Rekombination(Crossover) dem Vereinigenoder Mischen von Individu-
en, ertstehen meglicherweiseneueIndividuen.

Man zahlt die zu diskreten Zeitpunkten vorliegendenPopulationenin Geneitionen.

1.2 Evolutionsstrategien

Die Er ndung der Evolutionsstrategiensdireibt man gemeinhinBienert, Redherberg und
Sdawefel (vgl. [Rec94 S95]) zu. Sieerprobtenin denspaten setziger Jahrenden Einsatz
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zufalliger Anderungen(,, Mutationen\ ) bei Optimierungenim Bereidh der Stremungsted-
nik u.A. Rederberg motiviert dieseVorgehenswisemit der These, dassdie naterliche
Evolution ein besonderse ektiv es Optimierungsverfahrensei.

Evolutionsstrategien sollen eine Funktion f : " ! mit einem n-dimensionalenreell-
wertigen De nitionsb ereidh (hier der Einfachheit halber mit " identi ziert) maximieren,
greifen also unsere Problemstellung auf. Die von naterlicher Evolution inspirierte Sude
.lebt\ dabei hauptsachlich von Mutationen, die einenzufalligen Vektor z2 " zum Aus-
gangspunkthaben. Eine Mutation erzeugtauseinemindividuum x 2 " einx°2 " durch
Addition deszufalligen Vektors z, d.h. x°= x + z. Der Vektor z ist im Allgemeinennor-
malverteilt und hat den Erwartungswert 0 (n-stelliger Nullvektor). Zudem andernsich die
Varianzenvon z im Laufe desAlgorithmus (Selbstanpassundpzw. self adaption genanr).

Sctwefel hat eine gangige Nomenklatur zur Unterteilung der Selektionsmebanismenin
Evolutionsstrategienentwickelt, die Unterscheidungvon ( , )-Strategienund ( + )-Stra-
tegien. Der Parameter steht fur die typischerweisekonstarte Populationsgm® e, wahrend

die Zahl der durch Mutation (und Rekombination, hier au er Acht gelassen)erzeugten
Nachfahrenbezeitinet. In ( + )-Strategienwerden Nacdchfahrenmit denbestenFitness-
werten in die nadhfolgende Generation aufgenommenwobei nur > sinnvoll ist. Bei
( + )-Strategien hingegenwerden Nachfahren mit den besten Fitnesswerten aus der
Mengeder Eltern und Nadfahrenebernommen.Die Selektionerfolgt in Evolutionss-
trategien (beispielsveiseim Gegensatzzu genetistien Algorithmen) rein deterministisc?.

1.3 Der (1+1)-EA

In dieser Arbeit konzerrieren wir uns auf eine konkrete (1+1)-Evolutionsstrategie, de-
ren Sudiraum der booleste ,Hyperwerfel fO0;1g" ist. Diese spezielle Strategie heit
(1+1)-EA.

De nition 1.1 ((1+1)-EA) Der (1+1)-EA erhalt eine Funktion f : f0;1g" ! als
Eingale. Er erzeugtin einer Endlosschleifeproabilistisch Vektoren x 2 f0; 1g" nach fol-
gendemAblauf:

1. Initialisier e zufallig gleichverteilt einen Bitstring x 2 f0;1g", indem jedesBit von x
unabhangig mit Wahrscheinlichkeit1=2 auf 1 gesetztwird.

2. Wiederhole:

Generiere x aus X, indem jedesBit von x unabhangig mit Wahrscheinlichkeit
1=n negiert wird (Mutation) .

Ersetzex durch x genaudann, wennf (x ) f(x) (Selektion).

2Eventuell bis auf Situationen, in denen ein ,Unentschieden wegen versdiedener Meglichkeiten,
besteIndividuen zu wahlen, eintritt.
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Da diese Strategie die Optimierung pseudobolescher Funktionen f : f0;1g" ! zum
Ziel hat, kennenwir den (1+1)-EA als Evolutionsstrategie mit Elemerten aus dem Be-
reich genetister Algorithmen ansehen Wahrend die Reprasertation des Sudiraums und
der Mutationsoperator typisch fur genetistie Algorithmen sind, ist der determinististhe
Selektionsmebanisnus aus der Vorgehenswisevon Evolutionsstrategienebernommen.
Auf die Frage nach dem Sinn dieseseinfadien ewlutionaren Algorithmus fehren wir zu-
nadst die immenseBedeutung der Optimierung pseudolmolesdier Funktionen in der In-
formatik an. Wie eingangsangedeutet,lassensich die Optimierungsvarianten vieler NP-
vollstandiger Probleme als Sude nach einem Optimum einer pseudolmoleshien Funktion
fassen;fur eineEinfehrung in das Gebiet der sogenannen kombinatorischen Optimierung
und ihrer Anwendungensiehez.B. [PS83.
Beim Aufbau einer theoretisthen Grundlage fur ewlutionare Algorithmen stellt eseinen
pragmatisthen und vernenftigen Ansatz dar, zunadchst meglichst einfache Instanzen zu
analysieren.Mithin setzt die theoretisthe Erforschung von ( + )-Strategien bei der Wahl
= = 1an. Wir ho en, dabei gewonneneResultate verallgemeinernund beispielsveise
auf gre ere Populationen mbertragen zu kennen. Au erdem vermuten wir, dasseahnliche
E zienzsteigerungen wie durch gre ere Populationen auch durch mehrface (evtl. paral-
lele) Laufedes(1+1)-EA zu erreichensind. Da Rekombination bei einer Populationsgme e
von 1 sinnlosist, ersparenwir uns eberdiesdie Analyse der Auswirkungen von ,Cross-
ovel . (Dieseersteint au erst komplex und konnte bisher kaum angegangerwerden, vgl.
beispielsveise[JW99] und [RRS99.)
Wir habennun einenerstenEinblick in die Strukturen ewolutionarer Algorithmen gewonnen
und die Bedeutungdes(1+1)-EA, derin dieserArbeit betrachteten Instanz, herausgestellt.
Nun wollen wir grundlegendetheoretisthe Resultate anrei en.

1.4 Theorie

Gegenuber den mannigfadien Anwendungsgebieterewolutionarer Algorithmen ersdeint

deren theoretisdhe Fundierung noch unterentwickelt. Erst in den letzten Jahren hat sich
dasInteressean ihrer theoretisthen Analyse verstarkt.

In Hinblick auf praktische Anwendungeninteressierenneben Analysen der Ein essever-
schiedenerParameter ewlutionarer Algorithmen (Wahl des Selektionsmekanisnus etc.)
besonderglie E zienz eineskonkretenewlutionaren Algorithm us auf einerkonkreten Ein-
gabe. Megliche theoretisthe Ma e dafur sind die Konvergenzgeschwindigkemnd Erfolgs-
wahrscheinlichkeitabhangig von einem Punkt x des Sudbereites. Bereits in den siebzi-
ger Jahren erredinete Redherberg den erwarteten Fortschritt \on einemPunkt x 2 "

fur eine konkrete Funktion, das Kugelmalell f (xq;:::;%,) = L, X2, und eine (1+1)-

Evolutionsstrategie. Unter dem Fortschritt (svw. Konvergenzgedwwvindigkeit) ist die Ver-
ringerungder Distanz zum globalenOptimum der zu optimierendenFunktion zu verstehen.
Der Konvergenzgeduvindigkeit steht die Erfolgswahrsdeinlichkeit teilweisekon ikt ar® ge-

3Kon ikt zwischen der Erforschung des Sudiraumes gegember Ausnutzung von Fortschritten zum
Optimum, exploration vs. exploitation, siehe[Bac94]
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gereber. Letztere gibt fur einenPunkt x an, mit weldher Wahrsdeinlichkeit eine Mutation
erfolgt, die zu einem Punkt mit besseremFunktionswert fehrt. Fer weitere Hinweise zu
dieserThematik empfehlenwir die Arb eiten von Beyer [Bey93 und Rudolph [Rud97].
AndersalsbeidieserlokalenBetrachtungsweise,denFortschritt oder die Erfolgswahrsdein-
lichkeit von einemfestenPunkt des Sudiraumesaus zu analysieren,besdaftigen wir uns
hauptsachlich mit Fragennad erwarteten Laufzeiten, wenn die Sude bei einem zufallig
gewahlten Punkt beginrnt. Diesessoll nun fur den (1+1)-EA naher erlautert werden.

1.4.1 Theoretisc he Analyse des (1+1)-EA

Bewvor wir die bisherige, Gesdichte\ der Analyse des(1+1)-EA ansatzweisebesdireiben,
nennenwir einigeVoraussetzungendie bei der theoretishen Analysedes(1+1)-EA immer
im Hintergrund stehenwerden. Zum einen haben wir den (1+1)-EA in Abschnitt 1.3 als
Endlosstileife bestirieben, ohne ein Abbruchkriterium anzugelen. Der (1+1)-EA wird

namlich als Black-Box-Optimierungsverfahen angesehengd. h. man madt keine weiteren
Annahmen wuber die zu optimierende Funktion f : f0;1g" ! . Bei einer Black-Box-

Optimierung kennen wir wber die unbekannte Funktion f aussdlie lic h Informationen
gewinnen, indem wir sie auswerten. Der Wunsd, ein Optimierungsverfahren meglichst
universell zu gestalten, motiviert diese Sichtweise; fur nahere Hinweise zur Black-Box-

Optimierung siehez.B. [DJW99b].

DesWeiterengehenwir bei der theoretisdhen Analysedes(1+1)-EA meist von einemMo-

dell einer endlichen Marko kette mit dem Zustandsraumf 0; 1g" aus. Diese Marko k ette
hat mindestenseinenabsorbierenderZustand, namlich ein Xax 2 f0; 19", sadassf (Xmax)

maximal ist. Unter Missaditung des fehlendenStoppkriteriums wollen wir die erwartete
Zeit bis zum Erreichen einesabsorbierenderZustandesabstatzen (hitting time) und nen-
nen dies erwartete Laufzeit Konkrete formale Besdireibungenliefern wir nach. Fer den
Augerblick germgendieseHinweise,um einige bekannte Resultate zu prasenieren.

Erste Sdritte zu einer theoretisdhen Analyse des(1+1)-EA auf linearen Funktionen (for-

male De nition in Kapitel 2.1) wurden Anfang der neunzigerJahre getan. Anhand der
Funktion OneMax :f0;1g" ! o Mit OneMax (Xi;:::;Xn) = X1+  + X, schufen Badk
und Mehlenbein [Bac92 Muh92] die Grundlagenfur die Analyse der zugrundeliegenden
Marko k ette und fer approximative Aussagenelber die erwartete Laufzeit des(1+1)-EA

auf der Funktion OneMax .

Wahrend Badk die erwartete Laufzeit wegenzu komplexer Formeln lediglich mit nume-
rischen Berednungen absdhatzte, vereinfathite Mehlenbein die zugrunde liegende Mar-

ko k ette und praserierte erste approximative Aussageneber die erwartete Laufzeit des
(1+1)-EA auf der Funktion OneMax . Rudolph arbeitet dieseResultatein [Rud97]weiter
ausund zeigt sehrausthrlich eineobere Sdiranke von O(n In n) fur die erwartete Laufzeit
des(1+1)-EA auf OneMax .

Im Jahre 1998 erbrachten Droste, Jansenund Wegenerwesetliche Fortschritte bei der
theoretischen Analyse des (1+1)-EA. Sie zeigenin [DJW98a] eine obere Sdranke von
O(nlInn) fur die erwartete Laufzeit auf allen linearen Funktionen und geben auf der an-
deren Seite Funktionen an, auf denender (1+1)-EA versagt,d. h. exponertielle erwartete
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Laufzeiten berstigt. DieseDiplomarbeit baut im Kern unmittelbar auf der genannen Ar-
beit von Droste, Jansenund Wegenerauf.

1.5 Metho den und Kon ventionen dieser Arb eit

Um die in dieserArbeit ubliche Methodik der Analyse des (1+1)-EA leichter begreifen
zu kennen, vertiefen wir den Blick auf die Marko k ette, mit der sich der (1+1)-EA mo-
dellieren lasst und erlautern einige Begri e, die hau ger wiederkehren. Die Marko k ette
des(1+1)-EA wird einerseitsdurch einenendlichen Zustandsraum = f0;1g" besdirie-

Marko k ette ist aufgrund der statischen Mutations- und Selektionsmekbanismenhomayen
d. h. die Ubergangsvahrsdeinlichkeiten zwisden zwei Zustanden hangen nicht von der
(diskreten) Zeit ab. Die Zeit zahlen wir zu Beginn jedesDurchlaufs der Endlossdileife in
Sdrritt 2 des(1+1)-EA um eins weiter. Der erste Durchlauf (Schritt) beginrt zum Zeit-
punkt 1, wenn der Startvektor (auch: initialisierter Bitstring ) x® erstmalsmutiert wird.
Anders als bei einer blo en Irrfahrt auf dem Zustandsraumhangendie Ubergangsvahr-
sdheinlichkeiten der Marko k ette von der Funktion f ab, die Eingabe fur den (1+1)-EA
ist. Sobetragt die &bergangswahrsdeinlichkeit von allen x 2 f0; 1g" zu allen x°2 f0; 1g"
mit f(x% < f(x) stets null. (Optimierungsverfahren mit solden Eigenstaften hei en
Hil Iclimber). Wenn wir die Ubergangsvahrsdeinlichkeiten fur ein xiertes Paar (x; X9 2
f0;19" f0; 19" betrachten, bezeitinenwir oft x als aktuellen Bitstring und verbindenda-
mit dasEreignis,dasssich der (1+1)-EA im Zustand x be ndet. Fallsf (x9 f (x), nimmt
die Ubergangswhrsdeinlichkeit von x zu x°einenvon null vershiedenenwert an; die Mu-
tation von x zux°wird akzeptiert Derartige Wahrsdeinlichkeiten werdenunsimmer wieder
begegnensadasswir einige Standardtedniken zu derenAbscdatzung einbringen. Wir wer-
den dieseAbschatzungenbei konkreten Problemstellungenin dieserArbeit erlautern; die
weseltlichen Tedniken sind nochmals in Anhang A.3 wiedergegebn. Fur den Moment
gewinnenwir ein Gefuhl fur Mutationswahrsdeinlichkeiten { ob die Mutationen akzep-
tiert werden,lassenwir jetzt au er Acht {, indem wir festhalten, dassim Erwartungswert
pro Sdiritt genau eine Position mutiert (ippt ), vgl. Lemma A.5, und dassdie Anzahl
mutierter Bits pro Sdritt fer gro e n annahernd poissorverteilt ist (Lemma A.6).

Zwar ist estheoretish meglich, die erwartete Zeit bis zum Erreichen einesabsorbierenden
Zustandesder Marko k ette mit analytischen Methoden (Matrizeninversionen)exakt zu er-
rechnen, vgl. [Rud97, Theorem 3.6], doch in der Regelerweisensich die dazu notwendigen
Berednungenaufgrund der Madhtigkeit desZustandsraumesals kaum durchfehrbar. Wir
nehmendaher oftmals Vergreberungenvor und ersetzendie eigeriliche Marko k ette durch
eine vereinfahte Marko k ette mit deutlich weniger Zustandenund nadchweisbar nicht ge-
ringerer Absorbtionszeit? Eine solthe Methodik stelt immer dann im Hintergrund, wenn
wir sogenanrie Fortschrittsma e aufstellen. Fur eine explizite Erlauterung, wie Marko -
ketten sinnvoll manipuliert und damit vergrebert werden kennen, eignet sich Rudolphs
Darstellung der oberen Sciranke fur OneMax [Rud97, Beispiel 5.2].

4Beyer [Bey95] nennt dies den mesoskopischerAnsatz.



Kapitel 2

Grundlagen

Im Rahmeneinertheoretischen Analyse des(1+1)-EA versutt man Ergebnissesber des-
sen erwartete Laufzeit, d.h. die erwartete Zahl von Sdiritten bis zum Erreichen eines
absorbierendenZustandes,zu ermitteln. Dies ist vor dem Hintergrund einer Black-Box-
Optimierung ein vernenftiges Ma fur die E zienz des (1+1)-EA, da wir die erwartete
Zahl von Funktionsauswvertungenin Sdritt 2 des(1+1)-EA zahlen.

Wie bei der Analyse von Algorithmen wublich, interessierenhauptsachlich asymptotisthe
Aussagen.Wir suden dabei fur wachsendesn 2 geltende Sdiranken der erwarteten
Laufzeit auf Funktionenfolgenf, : f0;1g" ! , wobei meist einfadh von (pseudolole-
schen) Funktionen oder Fitnessfunktionen gesprahen wird und der Index n fortgelassen
wird. Die Funktion OneMax ausAbsdnitt 1.4.1beispielsveisekonnenwir auf naterliche
Weisemit wadhsendemn skalieren.

Noch allgemeinermedten wir Funktionen(folgen) in Klassen von Funktionen einteilen.
Eine weinsdensverte Klasserbildung fasst Funktionen mit meglichst ahnlichem erwarte-
ten Laufzeitverhalten des(1+1)-EA zusammen.Die einfadste, aber vellig uninteressare
Klasse von Funktionen f : fO;1g" ! ist die Klasse der konstanten Funktionen der
Gestalt f (x) = a fur alle x 2 f0;19" und ein konstartesa 2 . Da der Funktionswert
solder Funktionen mberhaupt nicht vom aktuellen Bitstring des (1+1)-EA abhangt, ist
jeder Bitstring optimal, und die erwartete Laufzeit ist durch O(1) nach oben besdirankt.
Die in unserenAugen einfadiste vernenftige Klasse von Funktionen ist die Klasse der
linearen Funktionen.

2.1 Lineare Funktionen

De nition 2.1 (Lirlgare Funktionen) Eine Fitnessfunktion f : f0;1g" ! , darge-
stellt durch f (x) = inzl wiXxj+ mitw; 2 und 2 , heit linear. Die Koe zienten
w; werden auch als Gewidte bezeichnet.

Lineare Funktionen hei en auch bitweise separierbar. Wir kennen den maximalen Wert
solther Funktionen trivialerweise ,von Hand ermitteln, indem wir ein optimales x fur
i 2 f1;:::;ng auf folgendeWeiseerzeugenSetzex; = 1, fallsw; 0, und x; = 0 sonst.

7
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Der (1+1)-EA alsBlack-Box-Optimierungsverfahrenarbeitet ebenfallse zien t auflinearen
Funktionen, wenn aud nicht in erwarteten ( n) Sdritten. Fer die erwartete Laufzeit gilt
unabhangig von den Gewidten der linearen Funktion stets die obere und untere Scranke
( nInn). Fur einenBeweis siehe[DJW98a] bzw. [DJW98Db].

In dieser Arbeit wollen wir Fitnessfunktionen ohne Besdirankung der Allgemeinheit in
gewissen,Normalformen vorliegenhaben, um die Analyse desVerhaltensdes (1+1)-EA
auf soldhen Funktionen etwas zu vereinfadhen. Bei linearen Funktionen, deren Gewidte
ursprenglich rational sind, nimmt sich dieseNormalform wie folgt aus.

Lemma 2.1 Gegelen sei eine lineare Fitnessfunktion f (x) = P i”=l wWiX; +  mit w; 2
und 2 , fur die die erwartege Laufzeitdes(1+1)-EA bestimmt werdensoll. Es existiert
eine lineare Funktion f (x) =, w;x; mit w; 2 undw, w,, durch die wir f
bei der AnalysedeslLaufzeitverhaltensdes(1+1)-EA 0.B. d.A. ersetzenkennen.

P
Beweis: Wir transformieren die Funktion f in eine Funktion f (x) = L, w;x; mit
w; 2 , diefur den (1+1)-EA im Hinblick auf seineerwartete Laufzeit aquivalert ist.

nx; mit w; = O unabhangig. Stellew; alsw; = pj=q mit p;;g 2 dar. Sei%pnun fur s =
j =, gj die Gewichte wPdurch w? := sw; und die Funktion f °durchf {x) := = ., w%;+s
de niert. Also gilt w®2 . Die Funktion f %ist fur den (1+1)-EA zu f aquivalert, wenn
die Ordnung der Funktionswerte aller Bitstrings erhalten bleibt. Zu zeigenbleibt also

8x;y2f0;1g" :f(x) f(y), fAx) fYy):

Dazu seienx; y beliebiggewahlt. Da s > 0, gilt

xXn xn xXn xn

f(x) f(y), WiX; + wyi+ , S WiX; + S w;y; +
i=1 i=1 i=1 i=1

xn
, wXi + s wli +s , %) fqy):
i=1 i=1
Aufgrund von
X X X X X
Wi+ owhies = owfar (Lo x)+ whes
fijwP> 0g fijwd<0g fijwP> 0g fijwd<0g fijwP< 0g

lassensich die ganzzahligenGewidhte in naterliche Gewidite transformieren. Dabei ist zu
beadten, dassin den Variablen mit Indizes, bei denendie Gewidte negativ sind, eine
Komplemertbildung vorzunehmenist, d. h. die Rollen von Nullen und Einsen vertausdt
werden. Nach Ermittlung einesoptimalen Bitstrings sind somit dieseVariablen zu kom-
plemertieren, um einenfur f optimalen Bitstring zu erhalten. Die erwartete Laufzeit des
(1+1)-EA kann aber infolge der umgelehrten Bedeutungvon x; = 1 und x; = O fur die
Indizesi mit w®< 0 nicht beein usst werden,da wir den Bitstring gleichverteilt initialisie-
ren und Mutationen selbstaud lediglich Komplemertbildungen vornehmen.Mit anderen
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Worten kennenwir in der zugrundeliegendenMarko k ette mit dem Zustandsraumf 0; 1g"
0.B. d. A. Paarevon Zustandendurch Vertausden von Nullen und Einsenumbenennen.

Zur Sortierung der Gewidhte existiert dareber hinaus eine Permutation :f1;:::;ng!

f1,:::;ng mit der Eigenstaft, dassfur allei;j 2 f1;:::;nggilt: i <j ) wg  w ).
(Ggf. meissenwir die Komponerten einesOptimums xmax gema L umordnen,um einen
optimalen Bitstring der ursprenglichen Funktion zu erhalten.) Da konstarte Summanden

keinenEin uss auf die Ordnung der Funktionswerte aussiben, schlle enfuri2fl;:::;ng
die De nllgonen w = wo; falls wly > 0y und w, = wo); falls wl, < 0, sawie
f (x):= ., w;X; denBeweisab. 2

Sind die Gewidhte der Fitnessfunktion irrational, lasstsich nicht wie im vorigen Beweisein
Hauptnenner nden. Jedach gilt audh:

P
Lemma 2.2 Seif :f0;19" ! eine lineare Fitnessfunktionf (x) = = L, wix; + mit
Igeellwertlgen Koe zienten w; 2 . Dann existiert eine lineare Fitnessfunktion f (x) =
-1 Vi Xj + mit rationalen Koe zienten v, 2 , sadassagilt:

8 y2f01g":f(x) f(y). f () f () ()

Beweis: Zunadst gelte wiederum, dass8i 2 f1;:::;ng : w; 6 0. Wir konstruieren
ein homogenedineares GleichungssystemAv = 0 aus maximal 22 220 1 Gleichun-
gen mit einer Matrix A = (a;);a; 2 f 1,0;1g; und dem Vektor von Unbekannten
V= (V1;:::;Vp;S1;:::;S). Dabei sollendie Variablens), | 2 f1;:::;rg, mit

ro=#f(x;y) 2 f0;1g" f0;1g9"jf (x) > f (y)g

als , Sdhlupfvariablen fungieren,und daherwird s, > 0 gefordert.

Die Matrix A erthalt gunachst fur alle ungeordnetenPaarex;y 2 f0;1g" mit f (x) = f (y),
d.h. i =1gWi = jjy,=1W IN den ersten Zeilen der Matrix solde Eintreage, dass
fur j mit x; = 1undy, = Oin Spaltej der Koezient 1, fur y; = 1 und x; = O der
Koe zient 1 und sonstO eingetragenwird. Die verbleibenden Zeilen sollen in analo-
ger Iﬁpnstruktion fu|5 alle x;y 2 f0;1g" mit der Eigensdatft f (x) > f(y) die Gleichun-
gen i =1gW, fiiy=1gWi S = O ausdricken. O enbar erfellt fur eine Lesung
v = (vl;:::; nIDs,l;::"s,) deslinearen Gleichungssystemsyenaudann die lineare Funk-
tion f (x) : i-; ViX; + die Bedingung ( ), wenns, > O fur allel 2 f1;:::;rg
gilt. Welterhln gilt aufgrund der Annahmew; 6 O fur i 2 f1;:::;ng, dasseine Losung
Vo= (wy; i wh;sd; i s0) mit reellen Komponerten und s > 0 fur | 2 f1;:::;rg exis-
tiert, die nicht die triviale Lesungist. Da die DlmenS|ondesLosungsraumgro er aIsO ist,
lasstdie ausA mit elementiaren Zeilerumformungenin Zeilenstufenformeberfehrte Matrix
Al= (a”) mindestenseine Unbekannte frei wahlbar. Esist mindestenss; frei wahlbar, da
sonsts? = 0 im Widerspruch zur existerten Lesungfolgenweirde.

Wird mit einems, 2 eine Lesungv = (V4;::1;V,;S;;::0:S,) per Rucksubstituti-

1 Vo

on bestimmt { etwaige weitere frei wahlbare Variablen werden ebenfalls auf rationale
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Werte gesetzt{, so sind alle Komponerten im Folgendenebenfalls rational, da A° auch
nur rationale Koe zien ten erthalt. Zu zeigenbleibt, dass es eine soldhhe Wahl von s,

gehen.Weiterhin de nieren wir a2, := max jai(j’j;i 2 fimin;imax9;j 2 fn+ 1;::0;n+rg

und analoga’,, alsbetragsna ig gre te und kleinsteKoe zien ten in dieserrelevanten Sub-
matrix und wehlenein > 0. Wir setzendie frei wahlbare Variable s, auf einenrationalen
Wert g mit js° qj < . Dann existierenfur die Variablens;, 1 2 f1;:::;r 1g, rationale
Belegungens, mit js, s§< (r 1)/(a%.,=&,,)" ! . DieseAussageist fur r = 1 trivia-

wahrenda®, =&, allenfallskleiner wird. Fur s, gilt dann, sofernesnicht im trivialen Fall
freier Wahlbarkeit einenrationalen Wert entsprechend der Induktionsbehauptung erhalt,
aufgrund der Recksubstitution

P P _
is 50' — Ir:2 aiomin ;n+ISI Ir:2 aiomin :n+ls’l0 |r=2 a19naxjsl Sﬁ
SR ar 1 ar 1 an,
min sN+ min sN+ n
0 0 r 2 0 r 1
Tmax(p 1) ) Smax (r 1) Smax
amin a*min amin

Mit einer Wahl < minfsig=((r 1)/(a%.=2,)" 1) werdenalle s, rational und positiv.
Weil abzahlbar unendlich viele rationale Zahlen zur Wahl der freien Parameter existieren,
gibt essogarabzahlbar unendlich viele f (x) mit den gefordertenEigensdaften. 2

Damit ist die intuitiv klare Aussage,dassirrationale Gewidte durch rationale approxi-
miert werdenkennen,ohnedie Ordnung der Funktionswerte zu beein ussen,gezeigt.Die
Kombination der vorangehenderLemmata 2.1 und 2.2 liefert:

P
Korollar 2.3 Bei einer linearen Funktion f (x) = in=1 wiXj + nehmenwir 0.B. d.A.
an,dass = 0O;w; 2 furallei2f1;:::;ng undw, w, gelten.

2.2 Quadratisc he Funktionen

Die zuvor behandeltenlinearen Funktionen hei en aud Funktionen vom Grad 1. Auch
wenn vielfaltige Kriterien zur Klassi kation von Fitnessfunktionen im Kontext ewoluti-
onarer Algorithmen herangezogenverdenkennen(vgl. z.B. [Jan99), unterscheidenwir in
dieserArb eit Funktionen hauptsachlich anhandihres Grades.Um den Grad einer Fitness-
funktion naherfassenzu kennen,sdlie en wir einige De nitionen an (vgl. [DJW98a]).
Eine Fitnessfunktionf : f0; 19" ! kann auf eindeutigeWeiseals Polynom mit Koe zi-
enenc(l) 2 gesbriebenwerden:
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De nition 2.2 (Grad einer Fitnessfunktion) Der Grad vonf wird de niert durch
deqgf) = maxfi 2 f0;:::;ngj9l mit jlj=1iundc(l) 6 Og:

De nition 2.3 (Quadratisc he Funlglonen) Elpe F||g1essfunkt|on f . f0; 19" !
vom Grad 2, dargestelt durchf (x) = ., wixi+ 2, op Wi XiX; + , mit wi;w; 2
und 2 heit quadatisch.

Da dasVerhalten des(1+1)-EA auf linearen Funktionen mittlerw eile vollstandig erforsdit
ist, erstheint esnaterlich, sich nun mit der Analyse quadratisther Funktionen zu besdhafti-
gen. Dies ist in der Tat das zertrale Thema dieser Arbeit. Wir versuten quadratisthe
Funktionen zu strukturieren und ebertragenzunacst IdeenausdenLemmata2.2und 2.1
auf quadratische Funktionen.

Lemma 2.4 Bei einer qu§d|at|schen Flgnesgunktlon kennen wir 0.B.d.A. annehmen,
dassf die Gestaltf(x) = ; Wixi + o o Wy XiX) hatmit wi 2wy 2 fer
1 i<j nunddassw; w, gilt.

Beweis: Mit einemzu LemmaZ2.2 analogenBeweis{ essind lediglich noch Spaltenfur die
Gewidite w; in die Matrix A aufzunehmen{ folgt die Rationalitat und wie in Lemma2.1
die Ganzzahligleit aller Gewidite. Gleichsam zu Lemma 2.1 lassensich wq;:::;w, wie
bestiriebenordnensawie kann = 0 angenommerwerden.Weiterhin kennendie Gewicte
w;j und w;; savie w; und w; infolge der Kommutativit at der Multiplik ation bzw. x? = x
fur x 2 f0; 1g zusammengefasswerden. 2

Im Gegensatzzu linearen Funktionen kann aber fur die Koe zien ten w; quadratischer
Funktionen nicht w; 6 0 gefordert werden, wie die Funktion f (X1;X2) = XiX, zeigt.
Daruber hinaus verbietet sich die Annahme 8i;j 2 f1;:::;ng : w; 0; wjj 0, da
f(X1;X2) = X1 X2+ XX, ein Gegetbeispielist. (Vertauschen von X, und 1 X, wie in
Lemma2.1lerzwingtein negativesGewidt im letzten Summanden.)Zuletzt zeigt die Funk-
tion f (X1;X2) = X1 Xo+ 2X1Xp, dassw; 2 ¢ gleicherma en nicht angenommerwerden
darf, dennder Ubergangf (x1;x2) 7! T (1 X1;1  xp) liefert f (1 x3;1  Xp) = (Xq;X2),
d. h. die Komplemertbildung von x; und X ist hier ohne Bedeutung.

2.2.1 Eine untere Schrank e fur quadratisc he Funktionen

Bei linearenFunktionen ist einfadh nachzuweisen(vgl. [DJW98a]), dassdie erwartete Lauf-
zeit des(1+1)-EA zu derenOptimierung durch ( nlnn) nad unten bestirankt ist. Diese
Sdranke kennenwir unter einerrealistischen Annahmeaud bei quadratischen Funktionen
auf nahezuidentische Weisezeigen.

Satz 2.5 Ggyelen sei eine quadiatische Funktion f : f0; 1g" ! . Nimmt f nur fur ein
x 2 f0;1g" einen maximalen Wert an, benetigt der (1+1)-EA zur Optimierung von f
erwartete Zeit ( ninn).



12 KAPITEL 2. GRUNDLAGEN

Beweis: In der Initialisierungsphase(Sdaritt 1) desewlutionaren Algorithmus wird ein

torvariableund zeigtan, obx? ,richtig\ initialisiert wurde.O enbarist Prob(X; = 1) = 1=2
sovie E[X;] = 1=2. Auf X = X1+ + X, mit E[X] = n=2 wendenwir die Cherno -
sdranke (vgl. LemmaA.1) an und wehlenz.B. den Parameter = 0;2. Dann ist

Prob(X > 0;6n) < 0;991" = 2 (™ sawie Prob(X < 0;4n) < 0;991" = 2 (™;

alsoProb(0;4n X 06n)=1 2 (™, Dieerwartete Laufzeit des(1+1)-EA mussdaher
von mindestensdersellen Gre enordnung wie die erwartete Laufzeit unter der Bedingung
04n X 0;6n sein. Fur ¢ := 0;4 ermitteln wir mit einem dem ,,Coupons Collector
Problem aus [MR95] ahnlichen Vorgehendie erwartete Zeit, bis cn Bits je mindestens
einmal ge ippt wurden, wahrend jedeseinzelneBit mit Wahrsdeinlichkeit 1=n ge ippt

wird. Da dieseszum Erreichen eines optimalen Bitstrings unerlasslit ist, zumal nicht

jede dieserMutationen akzeptiert werden muss, erhalten wir eine untere Scranke fer die
ernartete Laufzeit des(1+1)-EA. Die Zufallsvariable T soll nun die Zeit, bis jedesder cn
Bits mindestenseinmal ge ippt wurde, angelen und hat den Erwartungswert

X b3
E[T]= t Prob(T =1t) = Prob(T t), daT stets positiv ist.
t=1 t=1

Die Wahrsdeinlichkeit Prob(T  t) lasstsich als Wahrsdeinlichkeit, dassin t 1 Sdritten

mindestenseinsder cn Bits niemals ippt, interpretieren. Das Gegenereigniglazu besteh

darin, dassin t 1 Sdritten alle cn Bits mindestenseinmal ipp en. Fur die Wahrsdein-
lichkeit, in einem Sdritt ein bestimmtes Bit mindestenseinmal zu ipp en, kennen wir

wiederumdie Gegenvahrsdeinlichkeit, in einemSdritt diesesBit nicht zu ipp en, berut-

zen,namlich (1 1=n). Dannist (1 1=n)! ! die Wahrsdeinlichkeit, diesesBit int 1
(unabhangigen) Scritten nie zu ipp en,1 (1 1=n)! ! die Wahrsdeinlichkeit, int 1
Sdritten diesesBit mindestenseinmalzu ipp en,(1 (1 1=n)! ))°" die Wahrsdeinlich-

keit, allecn Bits int 1 Sdritten mindestenseinmalzu ipp enund1 (1 (1 1=n)t 1))

sdlie lic h die anfangserwahnte Wahrsdeinlichkeit Prob(T  t). Insgesan gilt dann
I

)4_ l t 1 cn-
E[T] 1 1 1 =
. n
i=1 | |
1 (n )inn &
(n @Inn) 1 1 1 = ,1 (@ 1=n)' ! mon.wacsend

(n Lnn) 1 1 e" ™ =(n 1@nn) 1 1 %
(n 1(@nn) 1 e = (ninn);

wobei wir die Summein der zweiten Zeile bei (n 1)Inn abgebrahen haben sawie in
der dritten Zeile die Abschatzung (1 1=n)" 1! el n 2, und in der vierten die
Abschatzung (1 1=n)" e ! herangezogemaben. 2
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Bemerkung 2.1 Die untere Scranke aus Satz 2.5 gilt nicht nur fer quadratisthe Funk-
tionen mit nur einemglobalenMaximum, sondernfer alle Funktionenf : f0; 1g" ! , die
nur auf einemElemen ihrer De nitionsmenge den maximalen Funktionswert annehmen.

Wir haben also eine untere Sdiranke, die fur alle Elemerte der Klasseder quadratischen
Funktionen gilt. Dieser Schranke gegember steht die quadratische Funktion Dist ance

aus [DJW98a], denn die erwartete Laufzeit des(1+1)-EA auf Dist ance ist exponertiell,

namlich durch ( n") nad unten (und oben) bestirankt. Dies zeigt, dassder (1+1)-EA

auf quadratischen Funktionen keinesvegsimmer e zien t arbeitet. Weiter ziehenwir die
Sdlussfolgerungdassdie Klassesantlic her quadratischer Funktionen fur allgemeineAus-
sageneber das Verhalten des(1+1)-EA ,zu gro \ ist. Wie wir sehenwerden, gibt esim
Gegensatzzu Dist ance aud ,gutartige\ quadratisdhe Funktionen, auf denender (1+1)-

EA nur eine polynomielle erwartete Laufzeit benetigt.

Wir haben damit das Thema dieser Arbeit motiviert. Unsere Aufgabe ist es, die Klasse
quadratisdher Funktionen in Unterklassenmit meglichst ahnlichen Eigenstaften in Bezug
auf die erwartete Laufzeit des(1+1)-EA zu unterteilen. Im Folgendenstellen wir einige
naheliegendeEinsdhrankungenvor. Der naherenAnalyse solder Funktionen und weiteren
Unterteilungen ist dann je ein eigenesKapitel oder ein eigenerAbsdcnitt dieser Arbeit
gewidmet.

2.2.2 Quadrate linearer Funktionen

Die Funktion Dist ance aus[DJW98a] ertsteht, indem wir einelineare Funktion (nemlich
im Wesettlichen OneMax ) quadrieren.Damit haben wir eine erste Unterklasseder qua-
dratischen Funktionen gefunden.

De nition 2.4 (Quadrat einer linearen Funktion) Gegelen sei eine lineare Fitness-
funktion f(x) = L, wix;+ mitw; 2 und 2 . Mit f2(x) = (f(x))? wird das
Quadrat der linearen Funktion bezeichnet.

O enbarist f 2 einequadratische Fitnessfunktionim Sinnevon De nition 2.3.Wir erhalten
ebenfalls quadratiscthe Funktionen aus linearen Funktionen, indem wir Quadrate linearer
Funktionen negieren,also aus einer linearen Funktion f die Funktion f 2 bilden. Jedach
wird essich spater (in Abschnitt 3.4) zeigen,dassdiesenicht allzu interessam sind. Fur den
Momert stellenwir Aussagerzu denNegationenvon Quadratenlinearer Funktionen zureick
und besdiranken uns auf die interessarere Klasseder Quadrate linearer Funktionen.
Esist nicht o ensichtlich, dassdie bei der Analyse linearer Funktionen getro enen Annah-
men (naterliche und monotonfallendeWerte der Koe zien ten sovie = 0) auc bei deren
Quadraten fur das Verhalten des(1+1)-EA keine Einschrankungendarstellen. Allerdings
lassensich die zunadhst erwahnten Forderungenrealisieren.

emma 2.6 Bei der BetrachtungdesQuadrats f 2 einer linearen Fitnessfunktion f (x) =
inzl wiX; + durfen wir 0.B.d.A. annehmen,dassw; 2 fur allei 2 f1;:::;ng und
Wy w, gelten.
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Beweis: Zum Beweis, dasswir rationale Gewichte annehmenkennen, ziehen wir den
Beweis zu Lemma 2.2 heran und nehmen einige Modi k ationen vor. Es gilt o enbar
f2(x) f2(y) , jf(x)j jf(y)j fur alle x;y 2 f0;1g", wobei f hier die lineare Funk-
tion bezeitinet, deren Quadrat untersudit wird. Die Zeilen der Matrix stellen nun fer
flf_t{ alle ungeordneteqfaare x;y 2 f0;1g", fur die jf (x)j = jf (y)j gilt, die Gleichungen
I ofipgmigWi t 0T gymigW t P] = 0 sowie fur all%geordnetenPaarex;y 2 10;19"
mit jf (x)j > jf (y)j die Gleichungenj fiix=1gWi t i fiiy =1g Wi T j s = Odar. Die
Eintrageder Matrix A = (a;) berucksichtigen die Bildung desBetragesund werden ggf.
negiert,d.h.a; 2 f 2, 1;0;1;29. Zudemist eineSpaltefur die Unbekannte v aufzuneh-
men,die die Addition eineskonstarten Summanden(derin f denWert annimt) ausdrickt
und in weldher infolge der BetragsbildungWerte ausf  2; 0; 2g stehenkennen.Zuletzt wer-
denweitere2" Zeilenund hechstens2" , Schlupfvariablen erganzt, die anzeigenob bei der
Betragsbildungein Vorzei(hqg,wechselvorgenommerwurde, indem siefur alle x 2 f0; 1g"

mit f(x) = 0 qg,e Gleichung ¢, 1 qW + =0 sowie fur alle x 2 f0;1g" mit f(x) 6 0
die Gleichung ;- oW + st = 0bzw. i —1g( W) s = 0 ausdmcken.
Wir bezeitinendie Zahl aller Schlupfvariablen wiedermit r. Der Vektor von Unbekannten
hat dann die Gestalt (v1;:::;Vnh;V ;S1;:::;S ) und kann wie im urspreinglichen Beweis mit
einer Loesung (vY;:::;vo;v0;s%;:::;s%) belegt werden, die s > 0 fur el 2 fL:::rg
erfullt, was aquivalert zu der Aussageist, dassdie Funktion fqx) := ., v&; + v° die
Eigensdatft

8x;y2 10,19 :jf ()i if (i, i if Wi

die gewsinsditen Eigensthaften aufweisen, nden zu kennen, lauft ansdlie end wie im
urspreinglichen Beweis.

Nadhdemnun alle Gewidhte zu rationalen Werten transformiert wurden, kann wie in Lem-
ma 2.1 durch Multiplik ation mit einem positiven Hauptnenner, die o enkundig auc die
Ordnung der Betrage der Funktionswerte nicht beein usst, die Ganzzahligleit aller Ge-
wichte erreicht werden. Auch die Meglichkeit, alle Gewidite als naterlich anzunehmen st
wegender ldentit at

xXo X X X
WiXj + = Wi X; + ( wi(l x))+ w; +
i=1 fijw; > 0g fijw; < Og fijwi < 0g

und der Bemerkungim Beweis zu Lemma 2.1 gegelen. Ebensostellt die Ordnung der
Gewidite nach wie vor kein Problem dar. 2

Ab sofort gehenwir alsovon naterlichen Gewichten aus.Die Annahme = 0beider Analy-
selinearer Funktionen wird hier hingegenzu einerechten Einschrankung. Wie erwahnt, ist
bei Dist ance, dem Quadrat einer linearen Fitnessfunktion, bekannt, dassder (1+1)-EA
eineexponertielle erwartete Zeit benetigt. Jedach gilt:

P
Lemma 2.7 Gegyelen sei eine lineare Funktion f (x) = in:1 WX + mitw 2 und
0. Der (1+1)-EA verhalt sich auf f ?(x) elensowie auf f (x).
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Beweis: Wegenw; > O furi 2 f1;:::;ng und 0 gilt fur alle x 2 f0;1g", dass
f(x) 0,unddamit 8x;y 2 fO;1g" : f(x) f(y), f2(x) f2(y), daz7' z*auf *
einen Ordnungsisomorphisras darstellt. 2

Damit ubertragen sich also die obere und untere Sdiranke der erwarteten Laufzeit des
(1+1)-EA auf linearen Funktionen (( niInn)) im Fall 0 unmittelbar auf deren Qua-
drate. In ahnlicher Weisekann eine Wahl von , die f (x) nicht positiv werdenlasst, keine
schlethtere Laufzeit erzwingen.

P
Lemma Z.qDGiIt fur eine lineare Fitnessfunktion f (x) = i”=l wiX; + mitw; 2 und
0, dass [, w, , soverhalt sich der (1+1)-EA auf f ?(x) eklensowie auf f (x).

P P
Beweis: Wegenw; Ound [, w;+ 0 folgt 8x 2 f0O; 1g" : f (X) oW+ 0.
Zusammenmit den Eigenshaftenvonz 7! z? auf * erhalten wir

8x;y2f01g" :f(x) f(y), f(y) (), f3y) f3x):

Naturlich ist auch f einelineare Funktion. Folglich gilt fur f ? die Schranke ( nlinn).

Falls die Voraussetzungerder Lemmata 2.7 bzw. 2.8 nicht erfellt, kennendie Quadrate
linearer Funktionen sdwierig zu optimieren sein. Dies soll in Kapitel 3 naher beleudtet
werden.

2.2.3 Fast lineare Funktionen

GegenstanddieserUntersuchungensollenaud ,fast lineard quadratisthe Fitnessfunktio-
nen sein, weldhe den linearenim Weseilichen ahneln. Wir erzeugeneine Ahnlichkeit von
guadratisdhen Funktionen zu linearen Funktionen, indem wir nur konstart viele Monome
mit demGrad 2, d. h. konstart viele Ausnahmengegemiber linearen Funktionen, erlauben.
Somit ergibt sich die folgendeformale Erfassungfast linearer Funktionen.

De nition 2.5 (Fg,st lineare IJ_;unkf;;onen) Eine quadatischeFitnessfunktionf , darge-
stellt durchf (x) = = L wixi+ L Loy wyxix; mitwi 2 5w 2 farl i<j n
und wq w,, wird als fast linear bezeichnet,wenndie Ungleichungw; 6 O nur fur

0O(1), d.h. konstantviele Koe zienten w; zutrit.

In Abschnitt 4.3 erfolgt eine Analyse derartiger Funktionen.

2.2.4 Quadratisc he Funktionen ohne negativ e Gewic hte

Die bisher bekannten Beispielequadratisdher Fitnessfunktionen mit erwarteter exponen-
tieller Laufzeit weisendie Eigenstaft auf, dassmindestenslinear viele der Gewithte ne-
gativ sind. Fordert man hingegenvon allen w; savie w; , dassdiesealle nicht negativ



16 KAPITEL 2. GRUNDLAGEN

sind, d.h. wir erhalten mithilfe der bekannten Transformationen aus Lemma 2.4 sogar
w2 oW 2 ofurl i<j nsowiew; w,, drangt sich aufgrund der ,,Ahn-
lichkeit\ zu linearen Funktionen die Vermutung auf, hier keine exponertiellen erwarteten
Laufzeiten erhalten zu kennen. Dies untersuchen wir in Abschnitt 4.1.

2.2.5 Weitere linearen Funktionen ahnlic he Funktionen

Neben Quadraten linearer Funktionen, fast linearen Funktionen und quadratischen Funk-
tionen ohne negative Gewichte kennenwir weitere Unterklassenvon quadratischen Funk-
tionen, die eine ,Verwandtschaft\ zu linearen besitzen, aufstellen. Diese weiter gehende
Unterteilung entwickeln wir im Verlauf von Kapitel 4.



Kapitel 3

Quadrate linearer Funktionen

Eine allgemeineAnalyseder Quadrate beliebigerlinearer Fitnessfunktionensdeint in man-
cherleiHinsicht einenbedeutendermufwand zu beinhalten. Ware bei denLemmata 2.7 und
2.8 kein Ruckzug auf die bekannten Resultate fur lineare Funktionen meglich, hatte esei-
nes Beweisesbedurft, der mindestensdensellen Stwierigkeitsgrad wie den des Beweises
einer allgemeinenoberen Sdranke fer lineare Funktionen aufgewieserhatte. Fer den in
Absdcnitt 2.2.2vorgestelltenBereidh desSummanden , in dem keine unmittelbaren Er-
gebnisseaus den Eigenstaften linearer Funktionen folgen, ist kein geringerer Aufwand
zur Gewinrnung allgemeinerResultate zu erwarten. Denncch lassensich fur den Anfang Er-
kenrtnisseuber Quadrate linearer Funktionen festhalten,weldhe strukturelle Eigensdaften
solder Funktionen verdeutlichen. Wenn nicht anderserwahnt, gehenwir dabei stillschwei-
genddavon aus,dasslineare Funktionen in der,,Normalform\ gema LemmaZ2.6vorliegen.

3.1 Allgemeine Strukturierung

Eine intuitiv e, wenn audh nicht vollstandig korrekte Erklarung fur die einfache Handhab-
barkeit linearer Funktionen liegt in derenEigenstaft, nur ein lokalesMaximum aufzuwei-
sen,welcthesimmer in T := (1;:::;1) liegt. Der in diesemKontext verwandte Begri des
Maximums (analog zu [DJW98a]) basiert auf dem Hammingabstand

De nition 3.1 (Hammingabstand) Fur zwei Bitstrings x;y 2 f0;1g" wird der Ham-
mingabstandde niert durch
X
Hixy) = xi Wi

i=1

De nition 3.2 (Lok ales Maxim um) Ein x 2 f0;1g" heit lokalesMaximum einer Fit-
nessfunktionf : f0; 1g" ! genaudann, wenn gilt:

8y2f0;1g" :H(x;y)=1) f(y) f(x):

17
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O enbar ist mindestensein lokales Maximum audh ein glokales Maximum, in dem der
maximale Funktionswert angenommenwird. Funktionen, die nur ein lokales und damit
zugleid globalesMaximum aufweisen,hei en unimodal.

Bemerkung 3.1 Lineare Fitnessfunktionensind unimodal.

Wie in Abschnitt 2.2.2vorgestellt, ist das Quadrat einer linearen Funktion unter gewissen
Voraussetzungerieir den(1+1)-EA nicht von der linearenFunktion selbstzu unterscheiden.
Die genanrten hinreichendenBedingungenbezogensich auf den Wertebereid der Funkti-
on, was uns veranlasst,diesenzum Zwede der bessererStrukturierung zu einer Zerlegung
desDe nitionsb ereihesheranzuziehen.

De nition 3.3 Gegelen sei eine lineare Fitnessfunktionf : f0; 1g" ! . Wir de nieren:

N (f)
P(f)

fx 2 £0;1g"jf (x) < Og;
fx 2 f0;1g9"jf (x) Og:

Bei den zuvor erbracdhten Aussagenn denLemmata 2.7 und 2.8 war die MengeN (f ) bzw.
P(f) leer. DesWeiteren haben wir folgendeEigenstaften herangezogen:

Lemma 3.1 Gegelen sei eine lineare Funktion f : f0; 1g" ! . Fur x;y 2 £0;1g" qilt:

xy2P(E): f() fy), f5x) f3y);
xy2N(@E): f) fy), f2y) f2x):

Bemerkung:Diese Aussagenteinhalten, dassanstele von,, \ auchdie Relation ,, >\ be-
trachtet werden kann.

Beweis: Folgt unmittelbar ausden Eigensbaften von x 7! x? auf . 2

Unter Zuhilfenahmeder Zerlegungdes De nitionsb ereithieskonnenwir nun Bedingungen
fur die Existenzlokaler Maxima bei Quadratenlinearer Fitnessfunktionengewinnen,welche
zum Beispielin der Funktion Dist ance aus[DJW98a] eine weseltlic he Rolle spielen.

Satz 3.2 Das Quadrat einer linearen Funktion f besitzt mindestensein und maximal zwei
lokale Maxima. Lokale Maxima werden nur in O oder T angenommen.

Beweis: Seif (x) = P i”:l wXxi+ mitw; 2 , 2 undw; w, gegelen. Wir
greifen zunachst Bemerkung3.1 auf und zeigen,dassdie lineare Funktion f unimodal ist.
Fur beliebigey mit H(y; 1) = 1ist f (y) f (%), daalle w; positiv sind. Ware auch x mit
X 6 T ein lokales Maximum, kennte man mittels NegiereneinesNullbits einen Bitstring
mit besseremFunktionswert im Widersprudh zur Annahme konstruieren. Zur Sicherheit
halten wir auch die analogeAussagedass8y 2 f0;1g" : f (y) f (0) gilt und dassfur alle
y 2 10;19" nf0g ein x mit geringeremFunktionswert existiert, fest.
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Ist N(f) = ;, sobesitzt f 2(x) wegenLemma 3.1 ebenfalls nur ein lokalesMaximum in 1.

Esqilt 8y 2 f0;1g" : f(y) f(0). Im Fall P(f) = ; kann also mit Lemma 3.1
8y 2 f0;1g" : f2(y) f?(0) gestilossenwerden.

Im FalleP(f) 6 ; 6 N(f) folgt wie zuvor, dassallex 2 N(f) mit x 6 Ound allex 2 P(f)
mit x 6 1 fur die Funktion f 2 nicht lokal optimal sein kennen.Von den verbleibenden
Punkten © und T muss mindestenseiner lokal optimal sein, da essonstim Widerspruch
zur Endlichkeit der De nitionsmenge kein globalesMaximum gebe. 2

Korollar 3.3 Falls jf (0)j < jf (1)j, liegt in 1 ein glokales Maximum von f 2. Im Falle
if (0)] > jf (2)j liegt in O ein glolales Maximum. Wenn Gleichheit gilt, sind beide Punkte
glolale Maxima.

Beweis: Bei den ersten beiden Aussagenwende man Satz 3.2 an. Im dritten Fall wird
sogarin beidenmeglichen Punkten fur lokale Maxima ein maximaler Funktionswert ange-
nommen. 2

Beispiel 3.1 DasQuadrat der linearen Funktion f (x) = (2n+ 1)x; + P ", Xi N nimmt
o enbar in T sein globalesMaximum mit dem Funktionswert 4n? an. Jedoch ist © kein
lokalesMaximum, da f 2(0) = n? < (n+ 1)? = f2(1;0;:::;0), was auch verdeutlicht, dass
die Madtigkeit der MengenN (f ) und P(f ) keine Rucksdclusseuber die Existenz lokaler
Maxima gestattet, da hier # N (f) = # P(f) = 2" list.

Von dieserFunktion kennenwir nun leicht zeigen,dasssiefur den (1+1)-EA , einfad\ ist.

Satz 3.4 Seif deniert wie in Beispiel 3.1 Der (1+1)-EA optimiert das Quadrat der
Funktion f in erwarteter Zeit O(nInn).

Bew eis: Zunachst analysierenwir dasVerhaltendes(1+1)-EA unter der Bedingung,dass
x3 mit Oinitialisiert wurde. Da die Wahrsdeinlichkeit, x; zu ipp en, 1=n betragt, ereignet
sich im Erwartungswert nach n Sdritten eine soldhe Mutation, woraufhin aufgrund der
Eigensdaft w; > n = jf (0)] keine Mutation nach N (f) mehr statt ndet. Zumal jeder
Vektor mit x; = 1in P(f) liegt, wird eineMutation auf dem Quadrat vonf im Folgenden
daher genaudann akzeptiert, wenn sie auf der linearen Funktion f akzeptiert wird. Da
nun die Resultate fur erwartete Laufzeiten auf linearen Funktionen zum Tragen kommen
(im Fall x§ = 1ist diesalsoohnehinunmittelbar nac der Initialisierung der Fall), wird f 2
insgesamn in erwarteter Zeit von hechstensn + O(nInn) = O(nIn n) optimiert. 2

Bemerkung 3.2 Die untere Scranke fur die Laufzeit des(1+1)-EA von ( ninn) aus
Satz 2.5 gilt fur die Quadrate linearer Funktionen mit nur einemglobalenMaximum. Aus
dem Beweiswird auch unmittelbar klar, dasser melhelosangepasstwverdenkann, um eine
untere Scranke von ( nInn) fur die Quadrate linearer Funktionen zu zeigen,die sowohl
in 0 als auch in T ein globalesMaximum besitzen. (Es sind mit exponertiell nahe an 1
liegenderWahrsdeinlichkeit nadch der Initialisierung mindestens0;4n und hedstens0;6n
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Bits gegember dem Maximum in 1 richtig eingestellt; ein Bit ist zum Maximum in 1
genaudann richtig eingestellt, wenn eszum Maximum in 0 falsch eingestelltist, d.h. es
sind mit exponertiell nahean 1 liegenderWahrsdeinlichkeit auch zwisden 0;4n und 0;6n
Bits gegember dem Maximum in O falsch eingestellt,und esmeissenmit exponertiell nahe
an 1 liegenderWahrsdeinlichkeit mindestens0;4n Bits ge ippt werden.) Wir halten diese
untere Scdranke bei allen Aussagereber die Quadratelinearer Funktionenin Gedankenund
sdreiben daher bei erwarteten Laufzeitenvon ( nlinn) statt diesesstarkeren Resultates
meist O(nIn n), da wir nur noch obere Sdranken zu zeigenbrauchen.

Zum AbsdlussdiesesAbsdnittes stellenwir noch eine Annahme vor, die im Weiterendie
Analyseder Quadratelinearer Funktionen vereinfacienwird, insofernals, dualéd Aussagen
nicht mehr bewiesenzu werdenbrauchen.

Lemma 3.5 Beim Quadrat f 2 einer linearen Fitnessfunktionf durfen wir 0.B. d.A. an-
nehmen,dassein glokalesMaximum in T liegt.

P
Beweis: Seif (x) = in=1 wixi+ mitw; 2 , 25 <%undw; W, einelineare
Fitnessfunktion, wobei jf (0)j > jf (3)j; d.h.j j>j L, w + jist. (Sonstist nichts zu
zeigen.)Im Beweis zu Lemma 2.1 haben wir begrindet, dassdie Rollen von Nullen und

indem wir in allen Monomender Polynomdarstellungder untersuchten Funktion x; durch
(1 x;) ersetzen.Wir bilden dahervermogederquildung c:f0;1g"! f0; 19", Ige niert
durch ¢(x) = X, die Funktion fqx) := (f o(x)= 1, wx+ "mit °= + 1 w.
Somit ist
X
fq0) = °= wi+ < = f97):
i=1
Pajf{x)j=] fYx)j fur allex 2 f0;1g", habenwir mit der Funktion f (x) := fx) =
Lo wixi + (9 eine lineare Fitnessfunktion in der wblichen Form gema Lemma 2.6
gefunden.Die Funktion (f )2 nimmt nur in 1 (vgl. Satz 3.2) ihr globalesMaximum an. 2

Bemerkung 3.3 In diesemAbsdnitt habenwir deninteressamen Bereich desParameters

weiter eingesbrankt. In Verbindung mit den Lemmata 2.7 und 2.8 besagtLemma 3.5,
dasswir bei der Betrachtung desQuadrats einer linearen Funktion f (x) = = L, wix; +
mitpwi 2 und wq w, 0.B.d.A. davon ausgehenkennen, dass im Bereith
( W) =2 < 0 liegt.

3.2 Die Funktion , OneSqr\

In diesemAbsdhnitt wollen wir auf das Verhalten des Quadrates der denkbar einfads-
ten linearen Funktion eingehen,d.i. das Quadrat der Funktion OneMax . Derenformale
De nition liefern wir nun nad.
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De nition 3.4 Die Funktion OneMax : f0;1g" ! wird de niert durch

X
OneMax (x) := Xj:
i=1
Das mit OneSqgr bezeitinete Quadrat der Funktion OneMax hat dann, da nun der
Summand infolge der bisherigenErgebnissenicht vernadlassigtwerdendarf, die folgende
Gestalt.

De nition 3.5 Die Funktion OneSqgr :fO0;1g" ! wird de niert durch

X 2
OneSqgr (x) := Xj + mit 2
i=1

Die Summe der Gewidite der Funktion OneSqgr betragt n. Wir ennehmen Bemer-

kung 3.3, dassnur Werte von im Bereih n=2 < 0 neueErkenrtnisse zu bringen
vermegen.
Im Falle = n=2 existieren zwei globale Maxima (neamlich in © und in 1), und die

Funktion ist fur den (1+1)-EA leicht zu optimieren.

Lemma 3.6 Die Funktion OneSqgr .-, wird vom (1+1)-EA in erwarteter Zeit O(nInn)
optimiert.

Beweis: In diesemBeweis betrachten wir nur diejenigen (akzeptierten) Mutationen des
(1+1)-EA, die hechstensein Bit mutieren und beredinen die erwartete Zeit, bis mithilfe

soldher Mutationen ein globalesOptimum erreicht wurde. Bei diesemVorgehenbenutzen
wir fur die wiederummit f benanrte zugrundeliegendelineare Funktion die Identit aten
f(x) = n=2 H(x;1),fallsx 2 P(f), und f(x) = n=2 H(x;0) fur x 2 N(f). Damit

verringern akzeptierte Mutationen, die mehr als ein Bit ipp en und den Funktionswert
von OneSqgr -, erhohen,den Hammingabstandzu einemder globalenMaxima um min-
destensdensellen Wert wie die Mutation eineseinzigenBits, sodassdas Ignorieren sol-
cher Mutationen die Anzahl noch erforderlicher 1-Bit-Mutationen und somit die erwartete
Laufzeit allenfalls erhnehen kann. Falls eine akzeptierte Mutation mehr als einesBits den
Funktionswert unverandert lasst, kann ein Flipp von P(f) nach N (f) (bzw. umgelehrt)

mit gleichem Funktionswert erfolgt sein.In diesenFallen wird aber der Hammingabstand
desgeneriertenBitstrings x 2 N (f) zum Maximum in O identisch zum Hammingabstand
zu T vor der Mutation und umgelehrt, d.h. essind noch ebensoviele 1-Bit-Mutationen

wie zuvor zum Erreichen einesder globalenMaxima netig und ausreihend, wahrend diese
im Falle x 2 P (f ) Mutationen, die ein Bit von 0 nach 1 ipp en, darstellenund umgelehrt.

Wir geben bei der Ermittlung einer obereren Schranke mithin 0.B.d.A. vor, dassnur
1-Bit-Mutationen und , Mutationen\, die mberhaupt kein Bit ipp en, akzeptiert werden
kennen.

Falls der unmittelbar nach der Initialisierung erzeugtezufeallige Bitstring x° genaun=2 Ein-
senerthalt, enscheidet die erste Mutation, ob der geanderte Algorithmus den Bitstring



22 KAPITEL 3. QUADRATE LINEARER FUNKTIONEN

0 oder T als optimal ermittelt. Da die Wahrsdeinlichkeit, genauein Bit zu ipp en, auf-
grund der Bezielung (1 1=n)" ' e ! mindestens ] (1=n)(1 1=n)" * e ! betragt,
ist die erwartete Zeit bis zur ersten Mutation durch e nach oben bestirankt, d.h. kon-
stant. Im Folgendensind dann die erwarteten Laufzeitenim zweiten bzw. im dritten Fall
hinzuzuahlen.

Im Fall 2, dassmehr als n=2 Bits von x® Einsensind, akzeptiert der geanderte (1+1)-EA
nur Mutationen, die die Zahl der Einsenerhehen. Die Wahrsdeinlichkeit, einen Bitstring
x 2 f0;1g" mit n=2 < ¢ < n Einsen zu einem Bitstring mit ¢+ 1 Einsen zu mutieren,
betragt mindestens

nc1 17 ' n ¢

1 n n n °

Die Zufallsvariable X, bezeitinet die Zeit bis zum erstmaligen Eintreten einer solthen
Mutation. Dannist E[X.] enn c): Fur die Zufallsvariable X, die die Zeit bis zum
Erreichenvon T angibt, gilt somit

X' en Xt 1
E[X]=E[Xc+ Xer + + Xy 4] —— en —— enH(n)= O(ninn);
N N
wobei H(n) fur die Harmonisde Reihe bis zum Glied 1=n steht, deren asymptotisthes
Verhaltenmit H(n) = Inn+ (1) angegelenwerdenkann.

Der dritte Fall desBeweiseq x*° erthalt wenigeralsn=2 Einsen,d. h. mehralsn=2 Nullen {
verlauft analogzum zweiten Fall. 2

Zu untersudhenbleibenWertevon im Bereidh n=2< < 0.Die Funktion Dist ance aus
[DIJW98a]ist der Funktion OneSqr mit = n=2+ 1=3 bis auf Komplemertbildung nac
Lemma3.5identisch (zur lllustration vgl. auch Abbildung 3.1) und ruft eineexponertielle
erwartete Laufzeit des (1+1)-EA hervor. Der folgende Satz zeigt, dassbei nur mit no®
und sogarnoch mit o(n=logn) wachsendenWertenvonj j keineexponertiellen erwarteten
Laufzeiten meglich sind.

Satz 3.7 Sei n=2< < 0undjj (1 )n=2logn) fur ein > 0. Dann optimiert
der (1+1)-EA die Funktion OneSqgr in erwarteter Zeit O(nInn).

Beweis: Wir sdreiben gema der Voraussetzungals cn=logn fur einc < 1=2.
Aus beweistedinischen Grenden gehenwir ferner davon aus, dass cn=ogn 2 sowie
2cnogn 2 gelten und dasssogar = cndogn zutrit, womit sich der Wert der
oberen Scranke allenfalls vergre ert, weil sich die V)g;\hrsmeinlichkeit, in N (f) zu starten
oder zu gelangen,erheht. Weiter wird mit f (x) = ., x; + die lineare Funktion, die
OneSqgr zugrundeliegt, bezeidinet.

Unter der Bedingung,dassder Bitstring desEA mit mehrals 2} j Einseninitialisiert wird,
folgt die obere Sdiranke aus den Ergebnisserfar OneMax , da der (1+1)-EA dasgleiche
Akzeptanz\erhalten fur Mutationen wie bei einem Vektor mit mehr als 2j j Einsen auf
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Abbildung 3.1: OneSqr -+1-3 fur n = 30

der Funktion OneMax zeigt. Insgesam erzeugtder EA in der Initialisierung mit einer
Wahrsdeinlichkeit von hechstens (bei den Abschatzungen fur Binomialkoe zien ten vgl.
Anhang A.2)

2cnzlog n 2cn
X9 2cn n 2cn ne fog
2" . 2" —+ 2" —+ S m—
o i logn 2cn=ogn logn 2cndogn
2cn=log n+2
2 n n20n=|og n e2cn:|og n 2cn
logn

=2 n+(log n)(2cn=logn)+(log e)(2cn=logn) log(2cn=logn)(2cn=logn)+2 log(2cn=logn)
=2 n+2cn+(log e)(2cn=logn) ((log n)+log(2 c=logn))(2 cn=log n)+2 log(2cn=log n)
=2 n+2cn+(log e)(2cn=logn) 2cn log(2c=logn)(2cn=logn)+2 log(2cn=log n)

=2 n+(log( e=2c)+log log n)(2cn=logn)+2 log(2cn=logn) — 2 n+o(n)
einen Vektor mit hedistens?2j j Einsen{ dies nennenwir das Ereignis| { und gelangt

unter dieserBedingungmit positiver Wahrsdeinlichkeit zum lokalen Maximum? in ©. Ist ©
der aktuelle Bitstring, werdennur Mutationen, die mindestens2cn=logn Bits gleichzeitig

1Ganz genaugenommenist der Vektor © gema De nition 3.2,falls > 1=2 oder n = 1, kein lokales
Maximum. Abgesehendavon, dasswir in der Beweisfthrung j j  1=2 voraussetzenjst der Fall > 1=2
ohnehin uninteressan, da dann jeder Vektor mit mindestenseinem Einshit der Menge P (f ) angebhert und
eine ahnliche Situation wie in Satz 3.4 eintritt. Den Fall n = 1 sdlie en wir ohnehino.B. d. A. aus.
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Abbildung 3.2: OneSqr fer n=2

ipp en, akzeptiert (zur lllustration vgl. Abbildung 3.2). Auf der anderen Seite ist das
Eintreten einer Mutation, die in einemSdiritt mindestensk := 2cndogn + 1 mit 0 belegte
Bits und keine mit 1 belegtenBits ippt, eine hinreichende Bedingung dafur, dassalle
aktuellen Bitstrings im Folgendenmindestens?j j + 1 Einsenenthalten und dasssich der
(1+1)-EA danadc wie auf f verhalt.
Die Wahrsdeinlichkeit, mindestensk Nullbits und kein Einsbit zu mutieren, ist nach unten
besdirankt durch die Wahrsdeinlichkeit, genauk ausgevahlte Nullbits zu mutieren, d. h.
Eklink }kelzel .
n n n
Unter der Bedingung | sdatzen wir die erwartete Zeit bis zur einer der betrachteten
Mutationen mit en® nach obenab, woraufhin (wegenaquivalerten Verhaltenszu OneMax ,
s.0.) noch erwartete O(n In n) Sdritte bis zum ErreichendesglobalenMaximumsin 1 netig
sind. Fassenwir diesenbedingten Erwartungswert und den Erwartungswert O(nInn), der
sonstgilt, zum Erwartungswert der Laufzeit (Zufallsvariable X ) zusammen ergibt sich

E[X] E[XjI] Prob(l)+ E[X]I]
2 n+o(n) e n2cn:|ogn+1 + O(nln n)
e 2 n*onlog m2en=logn+l) 4 (| p)

=e 2 "2entom) 4 O(ninn) =2 (M + O(ninn) = O(ninn);

da c < 1=2 vorausgesetzwird. 2
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Auf der anderenSeite konnenwir audh hinreichende Bedingungenfer eine erwartete ex-
ponerielle Laufzeit errechnen.

Satz 3.8 Sei n=2< < 0Qundjj (1+ )n=2logn) fur ein > 0. Dann benetigt der
(1+1)-EA zur Optimierung der Funktion OneSqr erwartete Zeit 2( ",

Bew eis: Zunadist schreiben wir cn=ogn fur ein c> 1=2 und nehmenwiederuman,
dasscndogn ganzzahligist, um evertuelle Auf- und Abrundungenzu vermeidenund setzen
sogarj j = cndogn voraus;f bezeitinedie OneSqr zugrundeliegendelineare Funktion.
Wir analysierenausstlie lic h die Situation, wahrend der Initialisierung den Vektor 0 zu
erzeugen(Ereignis|), woraufhin eineMutation von mindestens?j j Bits zugleid vonneten
ist, um einen Vektor aus P (f ) zu erzeugenund ansdilie end zum globalen Maximum zu
gelangen(vgl. Abbildung 3.2). Die Wahrsdeinlichkeit, den Startvektor mit O zu initialisie-
ren, betragt 2 ". Demgegember ist die Wahrsdeinlichkeit, mindestensk := 2cnsogn Bits
zugleich zu ipp en, hechstens | (1=n)* (n*=kl) n ¥ = 1=k (sieheauch LemmaA.8),
d. h. die erwartete Zeit bis zu einersoldhen Mutation betragt mindestensk! Sdritte. Somit
tragt dasEreignis| aufgrund der Stirlingformel einen Summandenvon mindestens

2 n e 2cn=logn (2cnz|og n)2<:n=Iog n — 2 n (log e)(2cn=log n)+log(2 cn=log n)(2cn=logn)
=2 n (log e)(2cn=log n)+(log (2c=log n)+log n)(2cn=logn) — 2 n+( loget+log (2c=log n))(2 cn=log n)+2 cn

=2 n+2 cn+log (2cKelog n))(2 cn=logn) — 2( n). dac> 1=2
zur erwarteten Laufzeit bei. 2

Bemerkung 3.4 Bei = n=(2logn) sdeint die erwartete Laufzeit von O(nInn) auf
2( M umzustlagen.Bei der Errechnung der oberenund unteren Scranke konnten wir die
Bereiche von j j, in denendie erwartete Laufzeit O(nInn) bzw. 2( " betragt, sehrgenau
einanderangleiden, weil sich die erwartete Laufzeit fur = cndogn, ¢ > 0, in beiden
Fallen durch 2 "*2¢n o darstellen lasst. Interessamerweise braucht bei der Ermittlung

der unteren Schranke lediglich dasEreignis,in 0 zu starten, betrachtet zu werden,da unter
dieserBedingungj2 j Bits zu ipp en habenund der Summand2cn im Exponerten infolge
der Stirlingformel entsteht.

Am Randeseibemerkt, dasssich fur = n=(2logn) eineuntere Scranke fur die Laufzeit
von

2 (log €)(n=log n)+log(1 =log n)(n=logn) — 2|og(1:(elog n))(n=logn) — 2 ( n=logn)

ergibt. Die obere Schranke nimmt dagegenden Wert

e 2Iog(e+|og log n)(n=log n)+2 log(n=log n)+log n + O(n In n) — 2( n=log n)+ o(n=logn) — 2( n=logn)

an, d. h. bei diesemWert von liefern die RedinungenausSatz 3.7 und 3.8 keinesinnvollen
Erkenrntnisse mber die erwartete Laufzeit.



26 KAPITEL 3. QUADRATE LINEARER FUNKTIONEN

Bemerkung 3.5 Im Falle j j = ( n=loglogn) kennen wir eine noch gre ere untere
Sdiranke zeigen.Die erwartete Zeit bis zu einemFlipp von cnHoglogn Bits (fur ein belie-
bigesc > 0) ist nach unten bestrankt durch

(cn:|oglogn)' = 2(( cn=loglog n) log(cn=loglogn) (cnloge)=loglogn) — 2( nlogn=loglogn).

und selbstdie minimale Wahrsdeinlichkeit von 2 " fur einen Start in N (f ) belasstdas
asymptotische Verhalten der erwarteten Laufzeit bei 2( n'egn=leglogn) “Ohne gre ere Muhe
erkennenwir hieran auch einen Erwartungswert von 2¢ "°9M fallsj j = ( n) zutrit.

Die Funktion Dist ance veranlasstden (1+1)-EA sogarzu der noch schlechteren erwarte-
ten Laufzeit ( n"). Dieskann jedoch nur unter der Bedingung = n=2 o(n) eintreten.
Wir betrachten dazu lediglich den ,Sprung von einemVektor mit o Einsenauszu einem
Vektor mit mindestenso+ 2j j+ 1 Einsen,da die erwartete Zeit bis zum Erreichenvon 1
ohneden Sprung ohnehindurch O(nIn n) besdrankt ist. Die Wahrsdeinlichkeit fur eine
Mutation von mindestensk ausgevahlten Nullbits zugleid ist im Fallel k n durch
e n X nach unten bestirankt. Selbstwenn der (1+1)-EA mit Wahrsdeinlichkeit 1 den
Sprungauskihren messte,weirde dieszur erwarteten Laufzeit hechstensen® beitragen. Die

jedoch nur fur k = n als ( n").

Abgesehenvon derim Allgemeinenuneblichen Unterscheidung zwisten versdiedenenex-
ponertiellen Gre en sind dieseBetrachtungen der erwarteten Laufzeit jedoch auch insofern
lediglich theoretisther Natur, alsOneSqr selbstfur den,Extremfall = n=2+ o(n) mit
Wahrsdeinlichkeit 1=2 in der Zeit O(nIn n) maximiert wird (vgl. [DJW98a]). Wadst
j J proportional zu n, kennen meist noch besseréWahrsdeinlichkeiten fur polynomielle
Laufzeitengezeigtwerden.Im folgendenSatz halten wir im Hinterkopf, dassdie erwartete
Laufzeit aber wegenSatz 3.8 immer noch exponertiell ist.

Satz 3.9 Lasstsich als = n=2fur ein 2]0; 1[ darstellen, optimiert der (1+1)-EA
die Funktion OneSqgr fur ein beliebiges > 0 mit Wahrscheinlichkeitvon mindestens
1 in O(nInn) Schritten.

Beweis: Es bezeitinef wiederumdie OneSqgr zugrundeliegendelineare Funktion. Un-

ter Verwendungder Cherno schranke (vgl. LemmaA.1) kann die Wahrsdeinlichkeit, dass
der (1+1)-EA mit einemBitstring mit mindestens(1 (1 )=2) n=2 Einsenstartet, mit

1 2 (" pac unten abgesbatzt werden. Unter dieser Bedingung messten mindestens
k := (1 ) n=2Bits zugleid ipp en, um einen Bitstring aus N (f) zu erzeugen,der
wehrendder Optimierung von OneSqr akzeptiert werdenkennte. Sonstverhalt sich der
(1+1)-EA wie auf der linearen Funktion f, und die erwartete Laufzeit betragt maximal
chinn fur einc®2  ~°. Die Wahrsdeinlichkeit, in dcch In ne Sdhritten, ¢2  >°, niemals
mindestensk Bits zugleith zu mutieren, liegt ebenfalls exponertiell nahebei 1. Die Wahr-

scheinlichkeit, mindestensk Bits auf einmal zu ipp en, ist namlich hechstens1=k! (Lem-
ma A.8). Eine obere Sthranke dafur, dasseineMutation von mindestensk Bits mindestens
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einmal in dcch In ne Sdhritten eintritt, ist dann (1=k!)(dcch In ne), da die Wahrsdeinlich-
keit einer Vereinigungvon Ereignissenhechstensdie Summeder Wahrsdeinlichkeiten der
Einzelereignissast. Dieser Ausdruck ist wegenk = ( n) und der Stirlingformel durch

dcchInne
e kkk

nach oben besdirankt.
Aufgrund der Marko ungleichung (sieheLemma A.3) optimiert der (1+1)-EA die lineare
Funktion f mit einer Wahrsdeinlichkeit von mindestensl 1=cin hedstensdcch In ne
Sdrritten. Wir wahlenc sogro, dassl=czuzeglich der beidenexponertiell kleinenWahr-
sdheinlichkeiten durch  nadch oben besdirankt ist. Dann tritt nur mit Wahrsdeinlichkeit
von hedistens mindestenseiner der bestriebenen ,Fehlek ein, d.h. dassder EA mit
Wahrsdeinlichkeit von mindestensl in hedhstensdcch Inne= O(nInn) Sdritten die
Funktion OneSqr maximiert. 2

— 2Iog(dcc°n In ne) eO(n) 2 (nlogn) — 2 ( nlogn)

Trotz erwarteter exponertieller Laufzeit kennenwir unter den Bedingungenvon Satz 3.9
sogar sdhlie en, dassnur mit exponertiell kleiner Wahrsdeinlichkeit auch exponertiel-
le Laufzeiten beobatitet werden. Die Wahrsdeinlichkeit, zur Optimierung einer linearen
Funktion statt O(nIn n) exponertielle Zeit zu benstigen, kann namlich mithilfe der Mar-
ko ungleichung als exponertiell klein nacdhgewiesenwerden, da die beobadtete Laufzeit
um einen exponertiell gro en Faktor von der erwarteten abweichen meisste. Im vorigen
Satz 3.9 sind alsodie Wahrsdeinlichkeiten der ,,Fehlek , wenigerals (1 + )=2) n=2 Bits
mit linitialisiert zu haben, mindestenseinmalin O(nIn n) Scritten mindesteng(1 ) n=2
Bits zugleid zu ipp en und bei der Optimierung linearer Funktionen exponertiell lange
zu brauchen, als exponertiell klein nachgewiesen.

3.3 Alilgemeines Laufzeitv erhalten

Wir untersudhen nun Quadrate linearer Funktionen, denenKoe zien ten nith notwendi-

gerveisealle gleich sind, betrachten alsodie Quadratevon Funktionenf (x) = = L, wix;+
mit w; 2 P fur allei 2 f1;:::;ng und w; W,, wobei nur der Fall w=2 <0
mit w:= 1, w; interessan ist (vgl. Bemerkung3.3). Im folgendenAbschnitt gehenwir

wiederumstillschweigenddavon aus, dasslineare Funktionen in dieserForm vorliegen.Die
Variable w bezeitine immer die Summeder Gewidhte der betrachteten Funktion.

3.3.1 Erw artete Laufzeiten bis zum Erreic hen von 0 oder 1

Im Falle = w=2 besitzt f 2, das Quadrat einer linearen Funktion f , zwei globale Maxi-
ma, was sich bei OneSqr ,-, in Lemma 3.6 als hinreichendeBedinung fur eine e zien te
Optimierung erwiesenhat. Dieswollen wir auch fer denallgemeinenFall nachweisen.Dazu
zeigenwir sogarfur beliebige im Bereih w=2 < 0, dassder (1+1)-EA in e zien ter
erwarteter Zeit zu einem der zwei lokalen Maxima von f 2 gelangt. (Wir geben jetzt aus
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ahnlichen Grunden wie im Beweisvon Satz 3.7 vor, dassO ein lokalesMaximum ist.) Im
Fall = w=2 erhaltenwir dann die beabsititigte Aussageals Korollar.

Zur Vorbereitung desBeweisesde nieren wir ein Fortschrittsma .

De nition 3.6 Fur einelineare Funktion f und ein x 2 f0; 1g" werden der maximal (von
X fur den (1+1)-EA) zu T erreichlmare HammingabstandH ; (x) und der maximal (von x
fur den (1+1)-EA) zu© erreichtare HammingabstandH ,(x) de niert durch

n X 0]
n max j 2 f0;:::;ngjf (x) w; + und
i=1
n Xi 0
..... W WI + .
i=1

Hi(x) :

Ho(X) :

11
S
3
QD
X
N
—n

o
S
o
=
—~~
X
N

Wie besdirieben, hangenH; und H, aud von f ab. Aus Grenden der Ubersiditlic hkeit
verzichten wir aber auf einen Index f, da im Folgendenaus dem Zusammenhangklar
wird, fer weldhe Funktionen wir die Ma e nutzen. Dies werden wir audh bei weiteren
Verwendungenvon Fortschrittsma en in dieserArbeit (z.B. in Kapitel 4) sohandhalen.

Bei der Betrachtung allgemeinerlinearer Funktionen bestet andersals bei OneMax nor-

malerweisekeine Bijektion zwisthhen dem Funktionswert und der Zahl der Einsenim aktu-

ellenBitstring. Am Beispielder Funktion BinV al aus[DJW98a] kann man leicht einsehen,
dassder Hammingabstandzum optimalen Bitstring im Laufe der Optimierung voreber-

gehendsteigenkann. Eine Mutation von (0;1;:::;1) zu (1;0;:::;0) werde wahrend der
Optimierung der linearen Funktion akzeptiert, wohingegender Hammingabstandzu T von

1 aufn 1 steigt. Ahnliche Situationen kennenaud bei der Optimierung der Quadrate
linearer Funktionen eintreten, wobei beide lokalen Optima zu betrachten sind.

Mit denausdem eblichen HammingabstandabgeleitetenMa en H, (x) und H,(x) messen
wir, wie gro der Hammingabstand zum jeweiligen lokalen Optimum hedstens werden
kann, nachdem der (1+1)-EA einenBitstring x erzeugthat. Das erlautern wir formal im

folgendeLemma.

Lemma 3.10 Seif einelineare Funktion undx 2 f0; 1g" ein Vektorihrer De nitionsmen-
ge. Fur alle x°2 f0;1g" mit f(x9 f(x) ist H(x%1) H,(x), und fur alle x°2 f0; 1g"
mit f (x9 f(x) gilt H(x%0) Hy(x).

Beweis: Zum Beweisder ersten Aussageziehenwir i := n H,(x), i 2 f0;:::;ng, heran.
Daf(x9 f @;)_, folgt aus der De nition desmaximal erreichbaren Hammingabstandes,
dassf (x9 -1 W+ ist. Wegenw, W, meussenmindestensi Bits von x°
Einsensein,d.h. H(x%1) n i= H/(x).

Um die zweite Aussagezu zeigen,nutzenwir i ;== n Hy(x): Analog zum vorigen Absatz
folgt f (x9 w -1 W + ; alsosind wegender Ordnung der Gewichte mindestensi

Bits von x°Nullen, sadassH (x20) n i = Hy(x). 2
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Hat der (1+1)-EA wahrend der Optimierung des Quadrateseiner linearen Funktion also
einen Bitstring x 2 P(f) mit H,(x) = k erreidht, wird fur weitere im Verlaufe des Al-
gorithmus erzeugtex® 2 P(f) stets H,;(x%  k zutre en. Damit gibt uns das Ma an,
dassdie Mutation von bestimmten maximal k Bits zum Erreichen von 1 gerugt; o0 en-
sichtlich gelten analogeAussagenfer 0. Zur weiteren Vorbereitung einer Aussagesiber die
Laufzeit des(1+1)-EA auf Quadratenlinearer Funktionen stellenwir im folgendenLemma
fest, dasseine Mutation eineseventuell genaubestimmten Bits den maximal erreichbaren
Hammingabstandzu 0 oder T verringert.

Lemma 3.11 Seif eine lineare Funktion. Fur alle x 2 f0;1g" nf0;1g existieren ein
x02 f0;1g" mit H(x;x9 = 1, f (x9 > f(x) undH,(x% H,(x) 1sowieeinx 2 f0;1g"
mtHMXx)=1 f(x)<f(X)undHy(x) Hy(x) 1

Beweis: Fur einx 2 f0; 19" setzenwir o:= n  H;(X) qu z:=n Hy(x). Au&der De ni-
tion desmaximal erreichbarenHammingabstandegolgt 7 wi+ > f (x) 0 LW+
Waren alle Positiogenk 2 f1;:::;0+ 1g von x mit 1 belegt, galte, daw; 2 , die Un-
gleidung f (x) ,";'11 w; + . Also existiert eink 2 f1;:::;0+ 1g mit X, = 0. Durch
eineMutation an der Position k wird der Funktionswert vonf um mindestenswy.; erheht
(denn w, W,). Mittels der De nitionen xjO =X furj 2 f1:::;ngnfkg und
x? 1= x ist daherein x° mit den Eigensthaften H (x; x% = 1, f (x9 twi+ > f(x)
und damit H, (x9 < H,(x) gefunden.

Den Beweis fur die Existenz von X I:ke)nnenwir mit vertausm}gn Rollen von Nullen und

z+1

Einsenund den Ungleichungenw LW+ <f(x) w , w; + fehren. Waren
Beziehung f (x) > w ,Z:ll w; + . Wir kennen also einen Index von hedhstensz + 1
nden, an dem sich eine Komplemernbildung einesEinsbits vornehmenlasst, um ein x

mit den gewinsditen Eigensdaften aus x zu konstruieren. 2

Somit haben wir gezeigt,dassder maximal erreichbare Hammingabstand ein vernenfti-
gesMa ist, um den Fortschritt des(1+1)-EA bei der Optimierung der Quadrate linearer
Funktionen zu messenMit den zurettgelegtenHilfsmitteln zeigenwir nun eine Laufzeit-
schranke O(n?), da die vermutlich geltige Scranke O(n In n) einesau erst umfangreiden
Beweisesbedurfte.

Lemma 3.12 Nach erwarteten O(n?) Schritten erreicht der (1+1)-EA auf dem Quadrat
einer linearen Funktion f dasglotale Maximum in T oder den Vektor O.

Beweis: Wir unterteilen den Verlauf des Algorithmus in Phaseni = 1;:::;2n noch zu
bestimmenderLange,zu derenBeginnwir jeweils fur den aktuellen Bitstring x' des(1+1)-
EA anhandvon

- i . i- i .
7 = Ho(x'); wennx'2 N(f); und o = H,(x'); wennx'2 P(f);

z 1;  wennx' 2 P(f); o 1,  wennx 2 N(f);



30 KAPITEL 3. QUADRATE LINEARER FUNKTIONEN

den maximalen erreichbaren Hammingabstand zum Nullstring oder zum Einsstring neu
messerund wahrend der Phaseni desAlgorithmus dasPaar (z;; 0) als Fortschrittsma in
Bezugauf die Bitstrings 0 und T mitfehren. Ferner setzenwir z5 := 09 = n.

Die erste Phasebeginnt mit dem erstenDurchlauf der Scleife in Scritt 2 des(1+1)-EA,
Phasei endet, unmittelbar bevor infolge einer Mutation ein Vektor x'** erzeugtwurde, fur
denH,(x'*1) < z, falls x'** 2 N(f), oder H, (x'*!) < @, falls x'*! 2 P(f), zutrit. Somit
sinkt zu Beginn jeder Phaseentwederder maximal erreichbare Hammingabstandzu 0 oder
1, d. h. nach hedhstens2n Phasenstimmt der aktuelle Bitstring des(1+1)-EA mit 0 odert
eiberein,wonad im Falle von 0 weitere Mutationen zu anderenBitstrings mit gleicdemoder
besserentunktionswert zwar meglich, aber zum Beweis desLemmasirrelevant sind. Well
die Werte o, bzw. z; ggf. aktualisiert werden, wenn der aktuelle Bitstring aus N (f ) bzw.
P(f) stammt, gibt immer eine Komponerte desPaares(z;; o) den maximal erreichbaren
Hammingabstand zu einem der Bitstrings 0 und T an, wahrend die andere Komponerte
(o im Falle x 2 N (f ) und umgekehrt) uninteressan ist.

dasssienadch erwarteten O(n) Sdiritten endet.Diesedolgt, da fer jedenaktuellen Bitstring
x wahrend der Phasei nur x°2 P(f) mit H;(x9 o (folgt ausdem Akzeptanz\erhalten
des(1+1)-EA und Lemma 3.10) sawie x°2 N (f) mit Hy(x9  z erreichbar sind. Daher
gerugt gema Lemma 3.11 stets die Mutation einesausgevahlten Bits im suboptimalen
aktuellen Bitstring, um entwederz; oder g zu verringern. Also sinkt nad erwarteter Zeit
von hedistensen (sieheLemmaA.9) entwederz; oder ¢;. 2

Darauskennenwir im Fall = w=2 eineFolgerungziehen.

Korollar 3.13 Nach erwarteteng(nz) Schritten erreicht der (1+1)-EA auf dem Quadrat
einlgr linearen Funktion f (x) = ir‘:l wiXj + mitw 2 ,w; w, und =
(L, w;)=2 einesder glotalen Maxima in © und 1.

Unter den Bedingungenvon Korollar 3.13gilt fur die erwartete Laufzeit vermutlich sogar
eineSdrankevon O(nInn). Bei OneSqr .-, war diesin Lemma3.6 leicht zu sehen,doch
bei den Quadraten allgemeinerlinearer Funktionen mit = w=2 ist dies mindestens
ebensosdwierig wie die allgemeineobere Scranke O(n In n) fur lineare Funktionen.
Bisher haben wir bewiesen,dassder (1+1)-EA auf den Quadraten linearer Funktionen
e zien t dasglobale Maximum in T oder den Vektor 0, der bei interessaten Werten von
und n ein lokalesMaximum ist, erreicht. Gleichzeitig ist der Fall = w=2 abgehandelt.
Zu untersudenbleibendie Quadratelinearer Funktionenmit w=2< < 0.Dawir damit
die Klasselinearer Funktionen einsdiranken, gelken wir solden linearen Funktionen einen
Namen.

3.3.2 Potenziell schwierige Funktionen und Wahrscheinlic hkei-
ten polynomieller Laufzeiten

P
De nition 3.7 Ein%,lineare Funktion der Gestaltf (x) = in:1 wxi+ mitw 2  fur
i2fl:::;ng, w:= i”:l W, w=2< < 0undw; wy heit potenziel schwierig.
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Der Begri , potenziell schwierig\ resultiert ausdem Verhaltendes(1+1)-EA aufdenQua-
draten der Elemerte dieserKlasselinearer Fitnessfunktionen,wie esz.B. in Abscnitt 3.2
deutlich wurde. Anhand der Funktion OneSqr konnten wir dasEntstehenexponertieller
Laufzeiten in Abheangigkeit vom Parameter beobatiten. Nun ist es nicht erstaunlidh,
dassbei allgemeinenlinearen Funktionen bzw. der interessaren Unterklasseder potenziell
schwierigen(linearen) Funktionen Wertevon nahebei w=2 zu exponertiellen erwarteten
Laufzeiten auf deren Quadraten fehren.

Lemma 3.14 Seif eine potenziel schwierigeFunktion. Ist die Di er enzvon und w=2
so gering, dass8x 2 f0;1g" nf0O;1g : jf (x)j < jf (0)j gilt, benetigt der (1+1)-EA zur
Optimierung von f 2 erwartete 2( "'°9" Schritte.

Beweis: Hat der (1+1)-EA den Vektor © zum aktuellen Bitstring, ist eine Mutation von n
Bits zugleic erforderlich, um eine Mutation zu T, dem einzigenBitstring mit mindestens
ebensogutem Funktionswert unter f 2, zu vollfuhren. Wegender Wahrsdeinlichkeit n " fur
diesesEreignis betragt die erwartete Zeit dafur n". Zusammenmit der Wahrsdeinlichkeit
von 2 " fur einen Start in O tragt dies einen Summandenvon mindestens2 "*( nlogn) =
2(nlegn) zyr erwarteten Laufzeit bei. 2

Bemerkung 3.6 Esist ohneweiteresmeglich, den Parameter jeder beliebigengegele-
nen potenziell schwierigen Funktion f so zu andern, dassdie Bedingungin Lemma 3.14

zutrit. Wahlenwir namlich = w=2+ fur0< < 1=2,sogilt
w w w w
= —+w+ = _—+ = —+ = —

f (1) > w > und f(0) > > (daw 1),

und darausfolgt jf (1) jf (0)j = 2 < 1, alsojf (0)] > jf (1)} L

Da alle Gewidchte naterliche Zahlen sind, gilt fur alle x 2 P(f) nf1g die Ungleidhung
f(x) f(I) 1,d. h.furdieBetrageder Funktionswerte folgt jf (x)j jf(2)] 1< jf (0)j;
fur x 2 N(f) nf0Og ist jf (x)] < jf (0)] ohnehin klar. Wir erhalten somit fur n > 1 (vgl.
De nition 3.2) ein lokalesMaximum von f 2 in 0, das einen Hammingabstandvon n zum
globalenMaximum besitzt.

Trotz exponertieller Laufzeitenwollen wir jetzt zeigen,dasspotenziell schwierige Funktio-
nen tatsadhlich nie ,,absolut schwierig\ sind, d. h. dasstrotz meglicherweiseexponertieller
Werte fur die erwartete Laufzeit (auf den Quadraten) mit einer durch eine Konstante
nach unten bestrankten Wahrsdeinlichkeit polynomielle Laufzeiten eintreten. Einen ers-
ten Hinweis darauf erhalten wir aus dem folgendenLemma.

emma 3.15 Seif eine potenziel schwierige Funktion. Fur die Zufallsvariable X :=
", wix+ , die denzufalligen Funktionswertdesin Schritt 1 des(1+1)-EA initialisierten
Vektorsx® 2 f0;1g" angibt, gilt E[X]= w=2+

durch E[X;]=w; Prob(X; =wj)+0 Probqsi = 0) = w;=2 aus. Aus der Linearitat des
Erwartungswertes (vgl. LemmaA.4) fur X = L, X;+ folgt die Behauptung. 2



32 KAPITEL 3. QUADRATE LINEARER FUNKTIONEN

Da > w=2, bedeutetdies, dassder erwartete Funktionswert nach der Initialisierung
positiv ist. Wir kennen zudem eine einfache Aussageelber die Verteilung der obigen Zu-
fallsvariablen X festhalten.

Lemma 3.16 Seif eine Iinegre Funktion mit f (x) = P in:1 wXxi+ , 2 ,w 2
Blr allei 2 f1;:::;ng, w = i”:l w; und w; w,. Fur die Zufallsvariable X :=

", wix$+ , die denzufalligen Funktionswertdesin Schritt 1 des(1+1)-EA initialisierten
Vektorsx® 2 f0; 19" angibt, gilt Prob(X w=2+ ) 1=2.

Beweis: Wir zahlenalle 2" ! paarweisedisjunkten Mengenf x; xg, gebildet aus Vektoren
x 2 f0;1g" und ihrem Komplemert, in einer beliebigenReihenfolgeauf. Aus

X0 X0 X X
WiXi < w=2) w WiX; > w=2) wi(l Xxj)>w=2) WiXi W=2
i=1 i=1 i=1 =1

P P
erhalten wir =~ L, wix; + < w=2+ ) WX + w=2+ . Damit liefert je
mindestensein Elemert der 2" ! zweielemetigen Mengenund somit die mindestensdie
Halfte der 2" Vektorenunter f einenFunktionswert von mindestensw=2+ . 2

Korollar 3.17 Seif eine potenziel schwierigeFunktion. Der in Schritt 1 des(1+1)-EA
initialisierte Vektor x® 2 f0; 19" gelort mit einer Wahrscheinlichkeitvon mindestens1=2
der MengeP(f) an.

Beweis: Nach Lemma3.16 gilt mit einer Wahrsdeinlichkeit von mindestens1=2 die Un-
gleidhung f (x°) w=2+ .Da > w=2 aufgrund der De nition potenziell schwieriger
Funktionen, tritt f (x°) 0 mit einer Wahrsdeinlichkeit von mindestens1=2 ein. 2

Bemerkung 3.7 In denin diesemAbsdnitt besdiriebenenLemmata 3.16,3.20,3.21und
3.22madenwir statt eber potenziell schwierige Funktionen Aussagereiber die Obermenge
alle linearenFunktionen, die wir in der mblichen, Normalform\ mit monoton fallendenGe-
wichten etc. annehmenDieshat technische Grende, die bei der Beweistihrung in Satz3.24,
auf denwir hinarbeiten, relevant werden.

Nun liegt die Vermutung nahe,dassder (1+1)-EA auf demQuadrat einerbeliebigenpoten-
ziell schwierigen Funktionen wie bei der Funktion Dist ance mit einer Wahrsdeinlichkeit
nahebei 1=2 dasglobaleMaximum T in O(nInn) Sdiritten erreicht. Im Beweis, dassdies
bei Dist ance zutrit (siehe[DJW98a]), macit man sich die Gleichheit aller Gewidte
zunutze und kann unter einer Annahme, die mit Wahrsdeinlichkeit 1=2  o(1) zutrit,
zeigen,dassdie Wahrsdeinlichkeit, im Laufe desAlgorithm us aus einemVektor, auf dem
die zugrundeliegendelineare Funktion einen positiven Wert annimmt, durch Mutationen
einen Vektor, auf dem die lineare Funktion einen negativen Wert annimmt, zu erzeugen,
exponertiell klein ist. Leider kann dieserTrick bei der Betrachtung der Quadrate potenziell
sthwieriger linearer Funktionen im Allgemeinennicht angewandt werden,da ein Bit ein so
gro es Gewicht haben kann, dassein 1-0-Flipp diesesBits selbstbei einem Hammingab-
stand von 1 zum Vektor T einenbessererFunktionswert desQuadrateserzeugt.
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P .
Beispiel 3.2 Die potenziellschwierigeFunktion f (x) = ., 2" 'x; 2" 1+ 3=4entspricht
der Funktion BinV al aus[DJW98a],zuder = w=2+ 1=4 addiert wird. Hier gilt

(L0100 1)j=j2" 2 1=4j<j 2" 2 1=4j=jf (0;0:1;:::;1)j:

Der mit der Wahrsdeinlichkeit 1=n eintretende Flipp von x; ist zudemin ( nlnn) Sdrit-
ten absolut nicht auszusablie en.

Hier kennenwir mit einer Annahme uber die beiden ,gewidtigsten Bits allerdings eine
Mutation von P(f ) nadh N (f) unwahrsdeinlich gerug maden.

Lemma 3.18 Mit einer Wahrscheinlichkeit von 1=4 fur ein beliebig kleines > 0
optimiert der (1+1)-EA dasQuadrat derin Beispiel 3.2de nierten Funktion f in O(nInn)
Schritten.

Beweis: Mit Wahrsdeinlichkeit 1=4 werden die Bits x; und X, mit 1 initialisiert. Wir
rechnennad, dass(1;1; ;:::; ) 2 P(f) sowie

JEEL o > f(€0; 5 ) und (L i )i > gf 0L S )

gelten, wenn die mit  bezeitineten Bits beliebig belegt werden. Die Wahrsdeinlichkeit,
in dcchIn ne Sdritten, c¢;c® 2 >° mindestenseinmal X, und X, zugleid zu mutieren,
betragt hechstensdcch In ne=n? und konvergiert gegennull. Wie wblich, wendenwir die
Marko ungleichung an, um die Wahrsdeinlichkeit, nicht in dcch In ne Scritten dasglobale
Maximum der linearen Funktion f und somit von f2 zu nden, durch 1=c nach oben zu
besdhrankenund damit die Gesantwahrsdeinlichkeit 1=4 1=c o(1) fur eineOptimierung
in O(nInn) Sdiritten fur gereigendgro es n auf mindestens1=4 zu bringen. 2

Diese Tedhnik sdheint im Allgemeinen aber auch nicht zu funktionieren. %ﬁi der obigen
Funktion f nutzen wir die Besonderheit,dass8i 2 f1;:::;n  1g:w; > j”:i+1 w; gilt
und au erdemw; + w, > (3=4) wist, d.h.f(1;1; ;:::; ) > w=4. Dieshat zur Folge,dass
nad Eintreten desEreignissesx; = x5 = 1 um Erreichen einesBitstrings aus N (f ) mit
betragsma ig mindestensebensohohem Funktionswert zwingend der Funktionswert der
linearen Funktion um mehr als w=2 verringert werden muss,wozu ein Flipp von x; noch
nicht ausreitt, sondernx; = X, = 0 erforderlich ist. Auf die folgendeFunktion lasstsich
dieserGedanle aber nicht ubertragen.

De nition 3.8 Die Funktion FW :f0; 1g" ! wird de niert durch
X . n?+n
FW (x) := (n i+1) x 7] +

i=1

Bl

Soll der (1+1)-EA das Quadrat dieserFitnessfunktion? optimieren, vereitelt das Ereignis
x] = X3 = 1 noch lange nicht die Akzeptanz einer Mutation, die hedistensvier Einsbits

2FW steht fur ,falling weights\ .
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lisiert wurden, dasssiezusammernihren erwarteten Anteil (- {_, w;) =2 zum Funktionswert
beitragen. Eine Mutation von 4 Bits innerhalb linear vieler Bits tritt jedoch selbstin einem
Sdritt mit konstarter Wahrsdeinlichkeit ein (sieheLemmaA.12).

Mediten wir erreichen, dasseine Mutation von! (1) Bits notwendig ist, um von P(FW )
nach N (FW ) zu gelangen,stellen wir fest, dassder bei der Funktion Dist ance einge-
setzte Trick (vgl. [DJW98a]) hier zwar Erfolg verspretiend ersdeint, aber ein Problem
mit sich bringt. Die Annahme, in der Initialisierung weirden n=2 + nlfg‘ der n Bits gleich-
verteilt mit 1 initialisiert, erheht zwar den erwarteten Beitrag von ., wix$ nach der
Initialisierung von w=2 auf w=2 + (1=2)(n°>** + n%™), da unter dieser Annahme jedesBit
mit Wahrsdeinlichkeit 1=2 + n ** mit 1 initialisiert wird, doch esist nicht klar, mit
weldher Wahrsdeinlichkeit dieser Erwartungswert tatsachlich erreicht oder mbersdritten
wird. Stattdessenbesdiranken wir uns wiederum auf die Wahrsdeinlichkeit 1=4, indem
wir die Menge der Gewidte zerlegen,zwei Annahmentre en und die erwahnte Tednik
aus[DJW98a] abwandeln.

Lemma 3.19 Mit einer Wahrscheinlichkeitvon mindestensl=4  fur ein beliebigkleines
> 0 optimiert der (1+1)-EA dasQuadrat der Funktion FW in O(nInn) Schritten.

Beweis: O.B.d.A. ig rpﬁeine Quadratzahl und gerade.vy,ir betrachten die Gewidte
Wil wPyr mit hi= T w; sovie WP g, iiiwy mit 1= e w;. Der initialisierte
Bitstring x* 2 f0;1g" besitzt mit Wahrsdeinlichkeit von mindestens1=2 die Eigenshaft

n

P, Wix} 1=2; diesfolgt ausLemma3.16, wennwir die von den erwahnten ,, hinte-

. . . . . P, Ps .
rerh Gewichten induzierte lineareFunktion .. " w; mit w := wPq,4 ;111 ;wP

i=1 n pﬁ = Wn

betrachten. Unabhangig,qgvon tritt in den ,vorderen Positionen mit Wahrsdeinlichkeit
- . . n S . H — 0=8 5=8 p — .

1=2 o(1) dasEreignis ,_; wix{ h=2+ d, wobeid := n n (n+ " n)=4, ein.Um
dies zu zeigen,weisenwir nad, dassder initialisierte Bitstring x°® mit einer Wahrsdein-
lichkeit von 1=2 o(1) mindestensn=2+ n'=* Einsenernthalt. Wennwir bei der Anwendung
der Stirlingformel n sogro warBe&dassder durch 1+ 1=(12n) + O(n 2) darstellbarere-
lative Fehlerim Ausdruck n! 2 e "n"*1=2 geringerals =2 wird, sehenwir, dasses

hedhstens(vgl. [GKP89], Ubungsaufgale 5.60)

n .('p 2 e nnn+1:2)p =2 rln+1:2p =2 N+l g 1=2
P = (al

I _ - _ = 2nn 1=2
n=2 (2 e n=2(n=2)n=2+1=2)2 2 (n=2)n+1=2(n=2)1=2 '"4

= n
rJ

Vektorenx 2 f0;1g" mit n=2 Einsengibt, indemwir den Ausdruck n! nach obenund (n=2)!

2"n 1%2 Vektoren mit k Einsen, denn der Binomialkoe zien t v nimmt fur k = n=2 sein
Maximum an. Es besitzendamit hedchstens2"'n ** Vektoren mindestensn=2 und weniger
alsn=2+ n¥™* Einsen,d. h. esverbleiben(1=2 0o(1)) 2" Vektorenausf 0; 1g" mit mindestens
n=2+ n¥* Einsen.

Angewandt auf die Bits x3;:::;x5. heit dies, dassmit Wahrsdeinlichkeit 1=2  o(1)

mindestensp n=2+ n*® von diesennad der Initialisierung mit 1 belegt sind und daher
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mindestens(p n=2+ n*®)(n P n) = (n®2 n)=2+n%2® n>8 zum Funktianvvert beitra-
gen, indem wir das geringstertige Glgvgigqt in diesenPositionenmit n n nach unten
abshatzen.Die Dierenz zuh=2= 1 ,1(n i+ 1)=n3?=2 n=4+ " n=4ist genauder
oben erwahnte Wert d.
Weil alle Positionenvon x* unabhangig initialisiert werden, betragt der Wert der Summe
", Wix® mit Wahrsceinlichkeit von mindestens1=4 o(1) mindestens(h + )=2+ d =
w=2+ d. Damit mussen ( n'®) Bits, derenzugeordnetesGewict hedstensn betragt, zu-
gleich ipp en, um den Funktionswert der (linearen) Funktion FW um ( n®®%) zu vermin-
dern und einenBitstring aus N (FW ) mit einembetragsma ig mindestensebensogro en
Funktionswert zu erzeugen(notwendige Bedingung fer die Akzeptanz einer soldhen Mu-
tation bei der Optimierung des Quadrates). Die Wahrsdeinlichkeit fer diesesEreignis
von hedstens 1=( ( n'®))! konvergiert auch nach einer Multiplik ation mit der Laufzeit
dcchinne c;c®2 *, gegennull (vgl. Lemma A.11), woraus nach der sblichen Anwen-
dung der Marko ungleichung die AussagedesLemmasfolgt. 2

Wir wollen diesen Ansatz verallgemeinernund auf die Quadrate beliebiger potenziell
schwieriger Funktionen amwenden.Daher zeigenwir im zertralen Hilfssatz diesesAbsdnit-

tes (Lemma 3.21) eine gegember der im Beweisvon Lemma 3.19 erlauterten Tednik von
[DIJW98a] verallgemeinerteAussage.Damit stellen wir dann fest, dassder Funktionswert
einer potenziell schwierigen Funktion unmittelbar nach der Initialisierung mit einer Wahr-
scheinlichkeit nahebei 1=2 bereitsw=2+ um einengewissenWert wbersteigt, d. h. dass
der das Quadrat einer potenziell schwierigen Funktion f optimierende (1+1)-EA in der
Initialisierung einenbereits, deutlich\ in P(f ) liegendenBitstring x° erzeugt,fer deneine
Mutation zu einemx®2 N (f ) unwahrsdeinlich wird. Zur Vorbereitung des Beweisesvon
Lemma3.21greifenwir in einemweiteren Hilfssatz Ideenaus Lemma 3.16 nochmals auf.

P
Lemma 3.20 Seif eineplineare Funktion mit f (x) = i”:l wxi+ , 2 ,w2 fur
allei 2 f1;:::;ng, w:= ir‘:l w; und w; wy. Es seienau erdemdie MengenGy,

Gk =fx2f0;1g"jxs+ +x,=k" Mf(x) w=2+ ¢

Dann gilt fur allek 2 f0;:::;ng:#Ge=j ) #Gn« | .

Beweis: Die Menge G umfasstalle Vektorenx 2 f0;1g" mit k Einsen, fur die f (x)
W=2 5 zutrit. Besitzengenauj Vektoren x 2 Gy die Eigenshaft f (x) w=2+
also L, WX lyv:2, verbleiben in der Mengeder Vektoren mit lﬁDEinsen genau , |
Vektoren x° mit =~ L, wix? < w=2. Fur deren Komplemerte gilt = ", wix?  w=2 und

damit f (x) w=2+ ,unddiessind | | Vektorenmit n k Einsen. 2
P

Lemma 3.21 Seif eine Iineage Funktion mit f (x) = i”=l wixi+ , 2 ,w 2

fur allei 2 f1;:::;ng, w = L, w; und w, w,. Sei weiterhind 2 eine

naturliche Zahl. Dann existieren mindestens(1=2 2dn %2)2" verschiglenex 2 f0;1g"
mit f (x) w=2+ +d.
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Beweis: Wir zerlegenden De nitionsb ereich von f in n + 1 Gruppen, namlich dien + 1
v Einsenerthalten. Fur sold eine Menge
bezeitinet die rationale Zahl g 2 [0; 1] denWert ¢ = #fx 2 S¢jf (x) w=2+ g=# S,
d.i. der Anteil der Vektoren der Menge Sy, die einen Funktionswert von mindestens
w=2+ liefern. Dabei ist z.B. @ = 0 sawie ¢, = 1; aus Lemma 3.20 folgt die wesert-
liche Beziehung gc 1 @, . Daruber hinaus benetigen wir die Werte ¢ 2 [0; 1] mit
o = #fx 2 Sjf(x) w=2+ + dg=# S, fur die wir die Eigensbaft ¢ o 4 fur
k 2 fd;:::;ng mithilfe einesGedanlenexperimertes beweisen.Dazu ste}_lﬁn wir uns eine
Urne mit n Gewichten wq;:::;w, mitw; 2 furi 2 f1;:::;ngund w := i”:l w; vor, von
denenwir k d Steck ohne Zurucklegenziehen.Die Wahrsdeinlichkeit fur das Ereignis,
dassdie gezogenerGewicte zusammenmindestensw=2 wiegen,ist eine untere Scranke
fur die Wahrsdeinlichkeit, nach k gezogenerGewichten das Gesamgewicht w=2 + d zu
erreichen, da jedesGewicht mindestens1 betragt. Indem wir diese Wahrsdeinlichkeiten
als Anteile ¢ 4 und ¢ ag,den MengenS, 4 bzw. Sy interpretieren, folgt die Behauptung.
Mittels Abschatzenvon ¢, o  erhalten wir schlie lic h eine untere Schranke fur die
Anzahl derx 2 f0;1g" (n 0.B.d.A. gerade)mit f (x) w=2+ + dgemm

X o N X n x? n X n
O K & d K & d K + & d
k=0 k=d k=2d k=n=2+2d
X:Z n X 2d n
% d o Ged |y og (Monotonie von | fur k n=2)
k=2d k=n=2
X:Z n I)(Zd n
q( d k 2d + (1 qﬁ k d) K + Zd (denn Q<+d 1 q’1 k d)
k=2d k=n=2
X2 n X2 n
= +
o Ga g oy v Bl oy o
k=2d k=2d
X2 n x? n . N
= +
] Gk d K 2d ) 1 o a) K 2d (Symmetrievon | )
k=2d k=2d
~ X:Z n _ n% 2d .
k=2d K 2d k=0 K

wobei wir in der ersten und letzten mit BemerkungenversehenenZeile die Monotonie
k k% v sowie die Symmetrie | = "  fur k;k°2 0;:::; n=2g ausgemitzt
haben. P

Dem Beweis von Lemma 3.19 ertnehmenwir zuletzt die Abschatzung o, sge1 "
@n 1=29n sodassder Wert der letzten Summein den obigenAbsdatzungenaufgrund von

o 1 12" mindestens(1=2 2dn 1%)2" betragt. 2

Bemerkung 3.8 Indemwir im Beweiszu Lemma3.21zusatzlich die dort vernadlassigten
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Summen
n=g+d 1 n=2y2d 1 ng2 1 ng2 1
% n + ZX n _ X n + X n
d d = k
% k % % k+d % n k+d
k=n=2+1 k=n=2+d+1 k=n=2 d+1 k=n=2 d+1

betrachten und geeignetabsdatzen sowvie zusammenfasserkennenwir sogarfer mindes-
tens(1=2 (d+1)n ¥2)2" Vektorendie geweinsten Eigenshaften nachweisen.Diesweirde
jedoch einen unebersidilicheren Beweis erfordern und ist fer uns irrelevant, da lediglich
ein konstarter Faktor von etwa 2 gewonnenwerde, der im Folgendenkeine Rolle spielen
wird.

Wir benetigen auch eine Variante von Lemma 3.21 mit einer starkeren Aussage.

Lemma 3.22 Seif eine Iineallge Funktion mit f (x) = P i”=l wixi+ , 2 ,w 2
fur allei 2 f1;:::;ng, w = L, w; und w, w,. Sei weiterhind 2 eine
naturliche Zahl. Dannlgxistieren mindestens(1=2 2dn 72)2" verschiglenex 2 f0; 1g"
mit f (x) w=2+ + L w, .

Beweis: Der Beweis zu Lemma 3.21 kann bis auf das Gedanlenexerimernt sbernommen
werden. Dieseswandelnv\f_i; mit der Feststellungab, dassdie d zusatzlich gezogenerGe-
wichte sogar mindestens " 'w, ; aufgrund ihrer monoton fallenden Ordnung wiegen

meissen. 2

Da die Beweisstrategienbeim Quadrat der oben behandelten Fitnessfunktion FW, der
Funktion OneSqgr und dem Quadrat der BinV al ahnelndenFunktion aus Beispiel 3.2
stark von den Gewichten der zugrundeliegendenpotenziell schwierigenFunktion abhangen,
klaren wir vor der Formulierung deszertralen Satzeszunadst, welche Eigensdaften und
Abhangigkeiten die Gewidchte aufweisenkennen und legendamit weitere strukturelle Ei-
gensbaften von potenziell schwierigen Funktionen o en. Hier wird es enscheidend, sich
noch einmal vor Augen zu fehren, dasswir bei der Analyse des asymptotischen Lauf-
zeitverhaltens des (1+1)-EA auf Fitnessfunktionen im Grunde immer Folgen (f,)n2
fn: f0;19" ! , von Fitnessfunktionen betrachten. Besondersdeutlich wird dies bei
Funktionenfolgen,deren Gewidite von n abhengen,z.B. bei FW; deren Gewidt w; = n
fur alle Glieder der Funktionenfolge versdiedenist. Auf der anderen Seite kennen alle
Gewidchte wie bei OneSqgr in allen Gliedern der Funktionenfolge durch eine Konstante
besdirankt sein, was sich als geinstige Eigensdaft in Bezug auf die Wahrsdeinlichkeit,
in e zien ter Zeit optimiert zu werden, erweisenwird. Aus Grenden der EUbersiditlic hkeit
spredienwir weiterhin statt von Folgenvon potenziel schwierigenFunktionen einfac von
potenziel schwierigenFunktionen und verstehendarunter immer die gesante Funktionen-
folge.

n 2 durch eine Konstantec 2  nach oken beschenkt sind. Der (1+1)-EA optimiert
das Quadrat der Funktion f mit einer Wahrscheinlichkeitvon mindestens1=2 fur ein
keliebigkleines > 0 in der Zeit O(nInn).
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Beweis: Lemma 3.21 zufolge gilt fur den Funktionswert desinitialisierten Bitstrings x*
mit einer Wahrsdeinlichkeit von mindestens1=2 2n*™* ¥ = 1=2 o(1) die untere
Sdiranke f (x8)  w=2+ + n¥*. Da c konstart, kennen wir ein N 2 nden, so-
dassN¥® > ¢ und damit N¥** > cN¥® gilt. Indem wir n N voraussetzengilt dann
8n N :cn'™® < n'™, Unter der mit einer Wahrsdeinlichkeit von 1=2 o(1) eintretenden
Bedingungf (x8) w=2+ + n¥™ mussder (1+1)-EA wahrend der Optimierung von f 2
dann fur einen,Sprung von P(f) nach N (f) mehr als ( n*™®) Bits mit einemdurch ¢
nach oben beshirankten Gewict bzw. sogar ( n*™) Bits mit Gewidt 1 zuglei ipp en,
wasmit gegenl konvergierendetWahrsdeinlichkeit (vgl. LemmaA.11) in O(nIn n) Sdrit-
ten nicht eintritt. Der wubliche Einsatz der Marko ungleichung mit Berecksichtigung des
Parameters besdtliet denBeweis. 2

Nachdemwir Folgenpotenziell schwieriger Funktionen, in denendie Gewichte nicht mit n
wadhsen, gesondertbehandelt haben und bei ihnen eine Wahrsdeinlichkeit nahe 1=2 fur
dasgewinste Laufzeitverhaltenauf derenQuadratennadgewieserhaben, zeigenwir nun
eine allgemeineAussageeber das Verhalten des (1+1)-EA auf den Quadraten potenziell
sthwieriger Funktionen, deren Gewicite nicht durch eine Konstante fur alle Glieder der
Funktionenfolge nach oben besdirankt zu seinbrauchen.

Satz 3.24 Der (1+1)-EA optimiert das Quadrat einer potenziel schwierigenFunktion f
mit einer Wahrscheinlichkeitvon mindestens1=8 fur ein beliebigkleines > 0in der
Zeit O(nInn).

Beweis: Wir mediten in ahnlicher Vorgehenswisewie bei den bisher betrachteten Bei-
spielenpotenziell schwieriger Funktionen nachweisen,dassder initialisierte Bitstring x° mit
einerdurch eineKonstante nach unten bestirankten Wahrsdeinlichkeit ausP (f ) stammt
und dareber hinaus bereits insofern ,weit\ in P (f) liegt, als eine Mutation desaktuellen
Bitstrings x 2 P(f) zueinemx®2 N (f ) mit einembetragsma ig mindestensebensohohen
Funktionswert jf (x9j  jf (x)j { nur dannkann einesolde Mutation wahrendder Optimie-
rung des Quadrates akzeptiert werden{ mit gegenl konvergierenderWahrsdeinlichkeit
wahrend der Optimierung von f 2 in O(nInn) Sdritten nicht eintritt. Dann verhalt sich
der (1+1)-EA wie auf der linearenFunktion f , und die erwartete Laufzeit ist durch chinn
fur ein konstartesc®2  ~° nach oben besdirankt.

In der Beweiskihrung gehenwir pessimistisb davon aus, dasssogar = w=2 gilt, auch
wenn dies in der De nition potenziell sdw\f_.glenger Funktionen nicht vorgesehenist, und
Iylutatlonen die von einemx 2 P(f) mit  _, wix; = w=2+ , > 0, zu einemx° mit

mowix? = w=2 fuhren, schadlich sind und akzeptiert werden. Eine solche Mutati-
on, die den Funktionswert von f um mindestens2 verringert, nennenwir schleht. Bei
Betrachtungen von V\{erten > 0 spretien wir von einem Uberschuss(in Bezugauf den
erwarteten Wert von ,_, w;x{ nach der Initialisierung). DieseSichtweisehat den Vorteil,
den Parameter bei namfolgendenﬁbsmatzungen nicht mitfehren zu meissen,denn wir
werden Aussagenuber Teilsummen -, wix?, also lineare Funktionen ohne zusatzlichen
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Summanden,fur noch zu erlauterndel;h 2 f1;:::;ng tre en und dabei die Lemmata 3.16
und 3.22nutzen?

Da in Folgenpotenziell schwieriger Funktionen fur jedesn 2 andereSituationen gelten
kennen, was die Werte der Gewidhte und deren Verhaltnis betrit, messenwir eine Fall-

unterscheidung anhand der Gewidhte wy;:::;w, fur jedesbetrachtete n 2  durchfehren.
Wir werdenzeigen,dassin jedemFall Annahmeneber x° und dasVerhaltendes(1+1)-EA

wahrendcch In n, Sdritten, ¢2 >°, getro en werdenkennen, die mit einer Wahrsdein-
lichkeit von mindestensl=8 o(1) eintre en. Damit konvergierendie unteren Scdrankender
Wahrsdeinlichkeiten fur die noch zu besdireibenden Annahmen fur wadhsendesn gegen
1=8 unabhangig von der Besta enheit der Gewichte bei dem in der Fallunterscheidung
betrachteten n 2 . Aus Grunden der Ubersidilichkeit verziditen wir in den folgenden
Sdlussenauf Auf- und Abrundungen mittels Gau klammern.

1. Fall: Wenneseink 2 f1;:::;ng, k ist von n abhangig, mit der Eigenstatft
K41

W i (logn)w;
i=0

gibt, nutzen wir ldeenaus dem Beweis zu Lemma 3.19. Zunacdhst benetigen wir die Aus-
sagek logn, die aus der monoton fallenden Ordnung der Gewidite wy;:::;w, mit der
|§onsequenzk1 =4 logn folgt. Die Bits an den Positionen1;:::;k der linearen Teilsumme

_, Wix; werdengema Lemma 3.22(setzed := k™ und = O) mit einer Wahrsdein-
lichkeit von 1=2  2k¥™*k 2= 1=2 1=((log n)*™*) derart initialisiert, dass

XX K1

gilt. Mit I5(Vahrsme|nllchke|g von mindestens1=2 tritt gema Lemma 3.16 au erdem das
Ereignis L., wix? I L., W ein. Da dieseEreignissedisjunkte, d.h. unabhangig
initialisierte Positionen im Bitstring betre en, kennen wir die Wahrsdeinlichkeiten der
Einzelereignissamultiplizieren, um die Wahrsdwelnllchkg;t der Konjunktion dieser Ereig-
nissezu erhalten. Folglich betragt der Wert der Summe _; w;x{ nach der Initialisierung
mit einerWahrsdeinlichkeit von sogarmindestens(1=2)(1=2 1=((log n))) = 1=4 0o(1)

bereits mindestens

w
S oW+ Wi i+ 5 W= o+ Wi i o+ (logmwy:
i=1 i=0 i=k+1 i=0

Der eingangsbestiriebene Uberstuss betragt mit Wahrsdeinlichkeit von mindestens
1=4 o(1) nach der Initialisierung also mindestens(logn)w;. Weil jedes Gewidht maxi-
mal w; betragt, mussenfur eine schledhte Mutation mindestenseinmal wahrend cchInn

3Da bei diesenTeilsummenkein zusatzlicher Summand < 0 auftritt, musstenwir in den genanrten
Lemmata allgemeinelineare Funktionen bereicksichtigen, vgl. Bemerkung 3.7.
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Sdrritten mindestens2logn Bits zugleid ipp en.Diespassiertmit gegenl konvergierender
Wabhrsdeinlichkeit in cchInn Sdritten nicht, denn die Wahrsdeinlichkeit einer solchen
Mutation ist durch 1=(2logn)! = 2 (cg nleglogn) nadh oben beshirankt und konvergiert
auch nach einer Multiplik ation mit cchinn gema 2 (o9 nloglogn)+ Ollogn) = 2 (log nloglogn)
gegennull. (DieseBeredinung ist in Lemma A.10 auskihrlicher dargestelit.)

2. Fall: Esgibt kein k mit denim erstenFall bestiriebenenEigenshatften, d. h.

k1
8k2fl:::;ng: Wk i < (logn)ws:
i=0

Fur k = (logn)® besagtdie vorangehendeUngleichung, dass(logn)?=9 8 = (logn)? Ge-
wichte mit Indizesausf (logn)® (logn)?+ 1;:::; (logn)®g summiert noch nicht (log n)w;
ergelen. Aus w, w, folgt dann, dassab der Position t := (logn)® log(n) + 1 je
logn Gewidhte mit aufeinanderfolgendenindizesund erst recht mit beliebigenindizesvon
mindestenst addiert noch nicht w; erreichen.

Wir berutzen die Position t nun bei der ,,Konstruktion\ einestbersdussesnadc der Ini-
tialisierung in Form einer Schranke. Zum einentritt mit Wahrsdeinlichkeit von 1=2 das
Ereignisx; = 1 ein. Zum anderengilt fur die Positionen2;:::;t gema Lemma3.22(setze
d=(¢ 1) und :=0)

Xt 1 Xt (™= 1 Xt
wix$ 2w+ WeioS5oow +(t 1) w,
i=2 i=2 i=0 i=2

mit einer Wahrsdeinlichkeit von mindestens

1
2

=

- 2 1
1=4 _ — - =
2t 1) 2 ((logn)® logn)= 2

% 2t ¥ 1) 2= o(1):

Drittens Ig'ltt mit einer V\g:\hrsmelnllchkelt von mindestens1=2 gena Lemma 3.16 das
Ereignis L., wix} 3 L., w ein. Diesedrei Ereignissesind wie im ersten Fall we-
gen der Disjunktheit der betrachteten Positionen unabhangig. Setzenwir nun die drei

(Un)gleichungenzusammen folgt, dass

x wow
Wi X7 > + ?l +(t 1)Fw ()

mit einer Wahrsdeinlichkeit von mindestens1=8 o(1) zutrit. Der Ubersdhiuss nimmt
dann einenWert von mindestensw,=2+ (t  1)*w, an.

Zu zeigenbleibt nun, dassbei Eintreten diesestberstusseslie Wahrsdeinlichkeit mindes-
tens einersclechten Mutation in cch Inn Scritten gegennull konvergiert. Wir betrachten
dazuMutationen anhandder Scranket. Es sind erstensMutationen meglich, die nur Bits
an Positionenmit Indizesvon wenigeralst andern, zweitens Mutationen, die nur Bits mit
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Indizesvon mindestenst andern, und drittens Mutationen, die sovohl Bits mit Indizesvon
wenigeralst als audh Bits mit Indizesvon mindestenst andern.

Uber die Bits mit Indizes von wenigerals t wissenwir wegen2 > w;, dassmindestens
einmal in cchinn Sdritten mindestenszwei von ihnen gleichzeitig ipp en messen,um
den Funktionswert von f um mindestens2 zu verringern und eine schlechte Mutation

zu volifuhren. Dat  (logn)8, betragt die Wahrsdeinlichkeit fur diesesEreignisin einem
Schritt des(1+1)-EA maximal (°9"° (1=n)?  (logn)=n?; selbstnach einer Multiplik a-
tion mit cch In n konvergiert dieserAusdruck gegenoO.

Bestirankt auf die Bits mit Indizes von mindestenst haben wir festgestellt,dassdie Ge-
wichte an beliebigenlogn Positionensummiertimmer noch geringeralsw; sind. Es meissen
fur eine Verringerung des Funktionswertes von f um mindestens2 , d.h. eine schlette
Mutation, wegender Ungleichung 2 > w; mehr als logn Bits zugleidh ipp en. Bereits
im ersten Fall haben wir gezeigt,dassmit gegenl konvergierenderWahrsdeinlichkeit in

cchInn Sdrritten sogarniemalslogn Bits mit beliebigenindizes gleichzeitig ipp en.

Zuletzt betrachten wir die dritte Meglichkeit, eine sthlechte Mutation zu vollfehren, d. h.
die Mutation von Bits mit Indizesvon wenigeralst und Bits mit Indizesvon mindestenst.
Wir wissen,dassdie Wahrsdeinlichkeit, in cch In n Sdritten mindestenseinmal zwei oder
mehr Bits mit Indizesvon wenigeralst zu mutieren, gegemull konvergiert. Also verbleiben
die Mutationen, die genauein Bit mit einemIndex von wenigeralst und weitere Bits (z. B.
konstart viele) Bits mit Indizesvon mindestenst ipp en. Die Mutation desBits mit einem
Index von weniger als t kann maximal eine Senkungdes Funktionswertes von f um w;
bewirken und nur den®bersdwuss? ; fur 1 := w;=2 mberwinden.Da w; Wy, greift
nun der zusatzliche ®bersduss , := (t 1)*w; ausder Ungleichung ( ). Es mussten
mindestensweitere2(t 1) = ((log n)?) Bits mit Indizesvon mindestenst ipp en, um
den Funktionswert von f dareber hinausum mindestens2 , = 2(t  1)**w; zu verringern
und insgesamn einesdledte Mutation auszubhren, die den Funktionswert vonf um min-
destens2 = 2 ; + 2 , verringert. Die Wahrsdeinlichkeit fer letzteresEreignis konvergiert
auch nach einer Multiplik ation mit cch In n gegen0, was den zweiten Fall besdlie t.

Gema dem Wert desParameters setzenwir sdlie lic h wie gewohnt die Marko unglei-
chung ein und wahlen c gerugendgro . 2

In einemKorollar halten wir fest, waswir aufgrund unsererBeweistedinik au erdem gezeigt
haben.

Korollar 3.25 Seif eine potenziel schwierigeFunktion, deren Quadrat Eingake fur den

(1+1)-EA ist. Mit einer Wahrscheinlichkeitvon mindestens1=8 o(1) ndet in O(nInn)
Schritten keine akzeptierteMutation von einemx 2 P(f) zu einemx®2 N(f) statt.

Bew eis: Folgt unmittelbar aus dem Beweis zu Satz 3.24. 2

Am folgendenBeispiel sehenwir, dassbeide Falle der Fallunterscheidung im Beweis zu
Satz 3.24 eintreten kennen.
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Beispiel 3.3 Die Funktion

(p | .
F(xp: Xn) L2 S+ g fur ungeraden
v "a(n i+ 1x 4l fur geraden

enspricht fur geraden der Funktion FW, fur ungeraden hingegenbis auf den passend
gewahlten Summanden 2" !+ 1=2+ 1=4 der Funktion BinV al. Bei der Betrachtung des
Verhaltensdes(1+1)-EA auff 2 be nden wir uns fur geraden im erstenFall desBeweises
und nutzen die Lemmata 3.22 und 3.16, fur ungeraden tre en wir die Annahmen des
zweiten Falls mber den initialisierten Bitstring x5, indem wir fur das hecstwertige Bit

x3 = 1 annehmenund uns fur die mbrigen Bits dareber hinaus die Lemmata 3.22und 3.16
zunutze madhen.

Bemerkung 3.9 Im Grunde kennenwir glauben, dassder (1+1)-EA auf dem Quadrat
einer beliebigenpotenziell schwierigen Funktion f mit einer Wahrsdeinlichkeit von sogar
1=2 fur ein beliebig kleines > 0 in O(nInn) Sdritten zum globalenMaximum in T
gelangt,ahnlich wie esbei Dist ance der Fall ist. Die Beweistedinik im vorstehendenSatz
madt sich aber dasaquivalerte Verhaltenauf demQuadrat vonf wie auff selbstzunutze,
das gegelen ist, solangealle aktuellen Bitstrings aus P (f ) stammen.Wir musstendaher
zusatzliche Annahmentre en, um den ,Fehlek einer Mutation von P(f) nadh N (f) un-
wahrsdeinlich zu machen und konnten deshalblediglich eine Wahrseinlichkeit nahe 1=8
beweisen.Beispiel 3.2 zusammemmit Lemma3.18liefert mbrigenseinendeutlichen Hinweis
darauf, dassdie Wahrsdeinlichkeit fur einen Start mit einem x® in einer Teilmengevon
P (f ), sadassfer alle in dieserMengeliegendenaktuellen Bitstrings die Wahrsdeinlichkeit
einer Mutation zu einemx®2 N (f) fur wachsendesn gegen0O konvergiert, bei der dort
betrachteten Funktion nicht uber 1=4 zu liegensdeirt.

Bemerkung 3.10 Wir glauben, dassauf den Quadraten potenziell schwieriger Funktio-
nen,derenParameter sehrnahebei w=2 liegen,auch mit einer Wahrsdeinlichkeit von
mindestens1=8 fur beliebig kleine > 0 exponertielle Laufzeiten beobaditet werden
kennen.Zum einenexistiert namlich bei den Quadraten potenziell schwieriger Funktionen
f mit Wertenvon im Bereihh w=2< < w=2+ 1=2gema Bemerkung3.6ein lokales
Maximum in 0, zu dessentberwindung eine erwartete Zahl von ( n") Sdritten erforder-
lich ist. Zum anderenliegt esnahe,dassduale Aussagerzu Lemma]’e_',22etc. existieren,die
untere Schranken fur die Wahrsdeinlichkeit des Ereignissesdass L, wix? w=2
p> 0, nac derInitialisierung gilt, angeten. Liegt x* in N (f ), messteder Wert der Summe
", WiX; wegender Ungleichung w=2< 1=2 um mindestens?2 1 geandert werden,
um von einemx 2 N(f) nach P(f) zu springen. Der Beweis zu Satz 3.24 durfte also
mit kleinen Anpassungengekihrt werdenkennenund weirde aussagendassder (1+1)-EA
nach einem Start in N (f ) mit einer Wahrsdeinlichkeit von mindestens1=8 wahrend
O(nInn) Sdritten keineMutation nadch P(f ) auskihrt, sich alsowie auf der Funktion f
verhalt und nadch erwarteten O(nInn) Sdiritten zum lokalen Maximum in O gelangt. Dies
bedeutet eine exponertielle Wartezeit mit Wahrsdeinlichkeit von mindestens1=8
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Wir ziehenaus Satz 3.24 einige Konsequenzerzur Komplexitat der Optimierung der Qua-
drate potenziell schwieriger Funktionen. Wahrend die erwartete Laufzeit des (1+1)-EA
auf dem Quadrat einer gegelenenpotenziell schwierigen Funktion f zwar nicht durch ein
Polynom in n bestirankt werdenkann, ist eshingegenbeispielsveisemeglich, = 1=72zu
wahlenund dann fur gereigendgro e n mit einer Wahrsdeinlichkeit von mindestens1=9 ei-
ne Laufzeit von O(n In n) zu beobatten. Lassenwir 9 unabhangigelnstanzendes(1+1)-EA
parallel je auf f 2 laufen { diesbezeitinet man als Multistartstr ategie, vgl. z.B. [Muh91]{,
optimiert im Erwartungswert mindestenseine Instanz die Funktion f 2 in O(n In n) Sdhrit-
ten. Allgemeiner stellen wir zu k 2 unabhangigen Instanzen des (1+1)-EA Zufalls-

wenn Instanz i in O(nlnn) Sdritten dasOptimum von f 2 ndet. Fur die Zufallsvariable
X =X+ + Xgmit E[X] k=9 kennenwir mithilfe der Chenerno schranke beispiels-
weisedie Wahrsdeinlichkeit, dassweniger als k=18 Instanzenin O(nlInn) Sdritten das
Optimum nden, in der Form c* fur eine Konstante 0 < ¢ < 1 nach oben absthatzen. Es
ist also einfadh, durch eine Erhehung von k die Wahrsdeinlichkeit, dasskeine Instanz in

O(nlnn) Sdrritten das Optimum von f2 ndet, beliebig klein (mit sogarexponertiell in

k sinkendenWerten) zu maden. Bei n Instanzen (dies ist zugegelenerma enin der Pra-

xis schwer zu realisieren)erhalten wir sogareine exponertiell in n gegen0 konvergierende
Wahrsdeinlichkeit fur dasEreignis, dasskeinelnstanz f 2 in O(nIn n) Sdritten optimiert.

Insgesam sehenwir, dassdie Quadrate potenziell schwieriger Funktionen fer Varianten

des(1+1)-EA, namlich Multistartstrategien, nicht wirklich problematisd sind.

3.4 Folgerungen fur beliebige Potenzen linearer Funk-
tionen

Wir haben bei allen bisherigenAnalysen der Quadrate linearer Funktionen f niemalsdie
tatsachlichen Funktionswerte desQuadratesf 2 betrachten meissen sondernhaben mithilfe
von Lemmaa3.1 stetsanhandder Betrageder Funktionswerte von f argumertieren kennen.
Es sdheint daher keinen gro en Aufwand zu beinhalten, die Resultate diesesKapitels in
Form eineskleinen Exkurses auf beliebige (naterliche) Potenzenlinearer Funktionen zu
erweitern.

Zunadst halten wir fest, dasslineare Funktionen f mit N (f) = ; absolut uninteressan
sind, da beliebigePotenzenf K mit f X(x) := (f (x))X, k 2 , fur den(1+1)-EA vonf selbst
nicht zu unterscheidensind. (Der Beweis zu Lemma 2.7 kann mit der Abbildung z 7! z¥,
die auf * streng monoton ist, analoggefihrt werden.) Ebensowenig spannendsind die
Potenzenf X, k 2 , linearer Funktionen f mit P(f) = ;. Bei diesenist die Anpassung
von Lemma 2.8 mittels der Abbildung z 7! z* fur geradek ebensotrivial wie zuvor; bei
ungeradenk ist z 7! z¥ sogarauf ganz  streng monoton. Drittens folgt, dassaud die
Negationender Potenzen,d.h. Funktionen der Gestalt f*, fur den (1+1)-EA von f

oder f nicht zu unterscheidensind, falls N(f) = ; oder P(f) = ; gilt. Insgesam erhalten
wir fur beliebige Potenzennicht negativer und nicht positiver linearer Funktionen sowie
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fur die Negationendieser Potenzendie Sdiranken der erwarteten Laufzeit des(1+1)-EA
unmittelbar ausder Sdranke O(nIn n) fer alle lineare Funktionen.

Zu untersuchen bleiben die Potenzenf X, k 2, linearer Funktionen f mit der Eigenshaft
N(f) 6 ; 8 P(f). Hier ist einegenauereUnterscheidungzwisthen geradenund ungeraden
Werten von k erforderlich.

Lemma 3.26 Seif einelineare Funktion mit N(f) 6 ; 6 P(f) undk 2 eineungelade
Zahl. Der (1+1)-EA optimiert die Funktion f ¥ in erwarteter Zeit O(n In n).

Beweis: Fur alle x;x°2 f0;1g" gilt f¥(x) f*x9 , f(x) f(x9, daz 7! z* auf
wegenungerademk einen Ordnungsisomorphisms darstellt. Der (1+1)-EA kann f und
f kK alsonicht unterscheiden. 2

Korollar 3.27 Seif einelineare Funktionmit N(f) 6 ; 6 P(f) undk 2 eineungelade
Zahl. Der (1+1)-EA optimiert die Funktion f¥ in erwarteter Zeit O(nInn).

Beweis: Da ( z)X= z* fur ungeradek und beliebigez 2  gilt, folgt mit Lemma3.26,
dass fXund f vom (1+1)-EA nicht unterschiedenwerdenkennen. 2

Zur Betrachtung verbleiben fur geradek die Potenzenf ¥ linearer Funktionen sowie deren
Negationen fk. Die erste Klasseist fur den (1+1)-EA ebensostwierig wie die Klasse
der Quadrate linearer Funktionen, da Satz 3.24 bzw. Korollar 3.13 einfach umformuliert
werdenderfen.

Korollar 3.28 Seif eine lineare Funktion mit N(f) 6 ; 6 P(f) undk 2 eine gerade
Zahl. Besitzt f ¥ ein eindeutigesglokales Maximum, optimiert der (1+1)-EA die Funktion
f ¥ mit einer Wahrscheinlichkeitvon mindestens1=8 fur ein beliebigkleines > 0in
der Zeit O(nlnn). Sonsthbesitzt f ¥ zwei glotale Maxima, und der (1+1)-EA optimiert f
in erwarteter Zeit von hechstensO(n?):

Beweis: Fur alle x; x°2 f0;1g" und geradek 2 gilt

fx) X9, jFX)j jf(x9j, alsofk(x) f*x9 , f3(x) f23(x9;

und f ¥ und f 2 sind somit fur den (1+1)-EA aquivalert. Wir ersetzenf X durch f 2. Damit
kennenwir samtliche Ergebnissewuber die Quadrate linearer Funktionen anwenden (z. B.
die Transformation nach Lemma 3.5) und insbesonderedie Aussagenvon Satz 3.24 savie
Korollar 3.13ubernehmen. 2

Ein wenigArb eit erfordert eine Aussagesber dasVerhaltendes(1+1)-EA auf denNegatio-
nen fk der Potenzenlinearer Funktionen f fur geradek, weshalbwir in Abschnitt 2.2.2
noch nicht naherdaraufeingeherkonnten. Wir haben aber mit der Beweisihrung zu Lem-
ma 3.12geeigneteTedniken vorgestellt, mit denenessich nachweisenlasst, dassderartige
Funktionen fX fur den (1+1)-EA nicht schwierig sind.
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Lemma 3.29 Seif eine lineare Funktion mit N(f) 6 ; 6 P(f) undk 2 eine geade
Zahl. Der (1+1)-EA optimiert die Funktion fX in erwarteter Zeit O(n?).

Beweis: Da fkzu f2fur den(1+1)-EA aquivalert ist, nenmenwir g,B.d.A. k = 2 an
und wendenLemma 2.6 an, dasbesagt,dasswir f in der Form f (x) = L, wix; + mit
W1 Wh,W; 2 furi2fl;:::;ngund 2  voraussetzerderfen.

Seim := minff2(x)jx 2 f0; 1g"g der minimale Funktionswert der Funktion f2 und M :=
fx 2 f0; 1g"jf 2(x) = mg die Mengealler Punke, an denendie Funktion f 2 ihren minima-
len Funktionswert annimmt. Es gilt fur alle x 2 f0;1g" nM und alle x,, 2 M wegen
der Negation die Ungleichung f?(x) < f?(xn). Die Mengef0;1g” n M suboptimaler
Bitstrings zerfallt in die disjunkten MengenN°:= N(f)nM und P%:= P(f) nM. Wir
stellenahnlich wie in Lemma3.12je ein Fortschrittsma auf, dasfur suboptimale aktuelle
Bitstrings x 2 N°bzw. x 2 P°zum Zuge kommt. Weil fur alle x; x°2 N (f) die Beziehung

f2(x) f2x9 , f(x) f(x9 beziehungsweisefur alle x;x°2 P(f) die Beziehung

f 2(x) f2(x9 , f (x) f (x9 gilt, formulieren wir die fur alle x 2 f0;1g" de -
nierten, aber speziellfur suboptimale x 2 N °respektive x 2 P°gerutzten Fortschrittsma e
Hp und Hy als

1
=]

Hy (X) max j 2 f0;:::;ngjf (x) w; + und

Hp(X) :

n max j 2f0;:::;ngff(x) w w; +

Diese Ma e sind im Weseltlichen analog zu De nition 3.6 de niert. Allerdings sind die
Rollenvon P (f) und N (f ) vertausdt, um zu berecksichtigen, dassin der MengeM statt
in © bzw. 1 die fur f?2 optimalen Vektoren liegen. Auch kann fur x 2 M trotz der
Optimalitat Hy (x) 6 0 und Hp(x) 6 O gelten, was aber unerheblid fur die folgenden
Aussagenist. Wir durfen nun namlich analogzu Lemma 3.12 verfahren:

Im Verlaufe der Optimierung von f 2 durch den (1+1)-EA notieren wir fur alle aktuellen
Bitstrings x 2 N °die Folge der Werte von H,, und fer alle aktuellen Bitstrings x 2 P° die
Folge der Werte von H, jeweils in zeitlicher Reihenfolge.Weil die Ordnung von Funkti-
onswerten von Bitstrings aus N° beziglich f 2 der Ordnung unter der Funktion f und
die Ordnung von Funktionswerten von Bitstrings ausP°beziglich f 2 der Ordnung unter
der Funktion f entspricht, sind beide Folgenmonoton fallend. Zudem existiert analogzu
Lemma3.11fur alle x 2 N%einx®2 f0;1g" mit H(x;x% = Lund Hy(x9 Hy(x) 1
und fur alle x 2 POein x°2 f0;1g" mit H(x;x% = Lund Hy(x9 Hp(x) 1, d.h. die
Ma e kennen infolge einer 1-Bit-Mutation sinken. Wir zeigendies exemplarist fer Hy
und xieren dazueinx 2 N® Seij := n  Hy(x). Aus der De nition von H,, folgt

X X

w; + f(x) < w; +
i=1 i=1
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Waren alle Positioneﬁi 2 f1;:::;) + 1g von x mit 1 belegt, galte wegenw; 2 die
j+1

Ungleichung f (x) io, Wi + . Also existiert eini 2 f1;:::;] + 1g mit x; = 0. Wir
konstruieren x?;a_usx durch eine Mutation an Position i. Wegenw;, w, > 0 gilt
dann f (x9 I w +  und damit Hy(x n (j + 1) = Hy(x) 1. Die analoge

Aussagefur Hp ist mit vertausditen Rollen von Nullbits und Einsbits zu fehren.

Da die Menge suboptimaler Bitstrings disjunkt in N°und P° zerfallt und die erwartete
Zeit bis zum Flipp an einer evtl. eindeutig bestimmten Position durch O(n) besdirankt
ist, sinkt nach erwarteten O(n) Sdiritten einesder Fortschrittsmae H, bzw. H,. Da
jedesFortschrittsma maximal n-mal sinken kann, ist nach erwarteten 2n  O(n) = O(n?)
Sdritten mindestensein Fortschrittsma auf seinenminimal meglichen Wert gesunlen.
Diesist aquivalert dazu, dassder (1+1)-EA einenBitstring x 2 M erreict hat, d.h. f?
optimiert hat. 2

Wiederum glauben wir, dasssogareine obere Scranke von O(nInn) gilt. Leider konnten
wir uns bei diesemBeweis aber ebensowenig wie in Lemma 3.12 auf die allgemeineobere
Sdranke fur lineare Funktionen zureckziehen, da die aktuellen Bitstrings des (1+1)-EA

wahrend der Optimierung von f 2 sovohl aus N % und P° stammenkennenund sich bei
einem Wedsel von N° zu P° die Ordnung der Funktionswerte umkehrt, als ob zwisden
der Optimierung der linearen Funktion f und der Optimierung der linearen Funktion f

gevediselt werrde, und umgelehrt.

Mit diesemExkurs, in demwir Auskunft eber dasVerhalten des(1+1)-EA auf beliebigen
Potenzenlinearer Funktionen zu geben vermaochten, beendenwir diesesKapitel. Im Fol-
gendenlesenwir uns weiter von linearen Funktionen und stellen Untersuchungen zu den
Strukturen quadratisdher Funktionen an.



Kapitel 4

Fast lineare Funktionen

In diesemKapitel besthaftigen wir uns mit quadratisthen Fitnessfunktionen, die gewisse
Ahnlichkeiten zu linearen Funktionen aufweisenund daher evertuell vom (1+1)-EA ef-

zient optimiert werden. Bei den Quadraten potenziell schwieriger Funktionen stellte es
sich in Kapitel 3 heraus,dasszwar nicht alle von diesenin erwarteter polynomieller Zeit

optimiert werden, dasssie aber ahnlich gerug zu linearen Funktionen sind, um mit ei-

ner Wahrsdeinlichkeit nahe bei 1=8 in der Zeit O(nIn n) optimiert zu werden.In diesem
Kapitel wollen wir analysieren,wie stark quadratische Funktionen linearen Funktionen zu

ahnelnhaben,um in erwarteter e zien ter, d. h. polynomieller Zeit optimiert zu werden.Zu

den eigerilichen fast linearen Funktionen im Sinnevon De nition 2.5 kommenwir dabei

in Abschnitt 4.3.

Zunadhst mberlegenwir uns eine Darstellungsformfer quadratische Funktionen.

De nition 4.1 (Ko e zien tenmatrix quadratisc her Fkt.) Die (n n)-Matrix W =

(Wi ), m@umert durch ,glne guadlatlschen Fitnessfunktion f : f0;1g" ! der Gestalt
f(X) =  coWiXi + o j=ie Wi XiXj, heit Koe Z|entenmatr|x der quadatischen
Funktion.

Die Matrix W ist eine obere Dreieksmatrix, da xy = yx im Kerper ,, aus dem die
Multiplik ationsverknepfung fur x;y 2 f0; 1g resultiert, stets zutri t; alternativ ware eine
Darstellung von W als evertuell vollstandig besetzteMatrix mit Gewiditen w; und w;;,
die beidenicht notwendig 0 sind, meglich, wasaber keinenweiterenVorteil bringt, sondern
der Ubersiditlic hkeit eherabtraglich ist. Daher nehmenwir bei quadratisthen Funktionen
stetswj = Ofurj < i an.

Bereits in Absdhnitt 2.2 haben wir in Lemma 2.4 gesehengasswir neben der Annahme
= 0, die bereits in die Darstellung als Koe zien tenmatrix einging, fur die Koe zien-
ten w;, dort mit w; bezeitinet, sovie w;, i < j, ohne Bestirankung der Allgemeinheit
Ganzzahligleit annehmendurfen savie von einer monoton fallendenOrdnung der Gewid-
tew;,i2fl;:::;ng, alsow; Whn, ausgeherkennen. Wir sdreiben nachfolgend
weiterhin kurz wI statt w;i, wennwir Eintrageauf der Hauptdiagonalenbezeit©\nenwollen
und nennendiesezuweilenkurz lineare Gewichte/Koe zienten , wohingegerfur die w; mit

i < j derBegri quadatische Gewichte/Koe zienten eingesetztwird.

a7
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Bemerkung 4.1 Lineare Funktionen als Spezialfall quadratiscther Funktionen haben in
ihrer Koe zien tenmatrix nur in der Hauptdiagonalenvon 0 versdiedeneEintr age. Alle
anderenPositionender Koe zien tenmatrix sind mit Nullen besetzt.

Quadrate linearer Funktionen hingegenweisenim Allgemeinenin allen Positionen ihrer
Koe zien tenmatrix Nichtnulleintrageauf { statt ,Nichtnulleintragen sagenwir kurz, die
Matrix habe Eintr agean bestimmten Positionen.Au allig sind dabei negative Eintr age,die
infolge desQuadrierenseiner potenziell shwierigen linearen Funktion (vgl. De nition 3.7)
ertstehen. Diesessoll am Beispiel von OneSqr -,.1-3 aus Kapitel 3 naher untersudt
werden:

)@Xi E+1'2: )@Xi.2 ZE }wxi+l2 D+}
- 2 3 - '2 3 - 4 3 9
=1 j=1 i=1
:%@ n+g Xi+>-q] Xn 2Xin+nT42 %+$,dennxizzxi.
i=1 i=1 j=i+1

Die Koe zien tenmatrix der Funktion OneSqr ,-,:+1 -3 iSt alsoin und oberhalb der Haupt-
diagonalenvoll besetztmit der Besonderheit,dassalle Eintr ageder Hauptdiagonalennega-
tive und alle mbrigen Eintr agepositive rationale Zahlensind. (Per Multiplik ation mit einem
Hauptnenner sind dieseohne weiteresganzzahligzu machen.) Wir erkennenleicht, dass
beim Quadrieren einer linearen Funktion mit 0 und 0.B. d. A. naturlichen Gewicten
generellnur positive Eintragein der Koe zien tenmatrix der ertstehendenquadratischen
Funktion auftreten. Bereits ausLemma 2.7 ist bekannt, dassder (1+1)-EA derartige qua-
dratische Fitnessfunktionene zien t zu optimierenvermag,da sievon der linearenFunktion
selbstnicht zu unterscheidensind. Allgemeiner wollen wir nun untersudien, ob eine qua-
dratische Funktion, deren Gewidte alle nicht negativ sind, fur den (1+1)-EA wuberhaupt
schwierig seinkann.

4.1 Quadratisc he Funktionen ohne negativ e Gewic hte

Bei einer quadratischen Funktion, deren Gewidte alle mindestensO betragen, kann eine
Mutation einesNullbits im aktuellen Bitstring fur sich alleinebetrachtet o ensichtlich nicht
zu einemgeringerenFunktionswert fehren und wird immer akzeptiert, wenn keine Muta-
tionen von Einsbits zu Nullbits an anderenPositionenstatt nden. Bei linearenFunktionen
nehmenwir 0.B. d. A. an, dassalle Gewichte nicht negativ sind, um ein globalesMaximum
in T zu erhalten. Da die Funktion von Bits an Positionenmit einemzugeordnetenGewidt
0 unabhangig ware, durfen wir sogarvon positiven, also naterlichen Gewichten ausgehen
und erhalten damit ein eindeutigesglobalesMaximum in 1. DieseArt von ,Normalform\
wollen wir nun aud bei quadratischen Funktionen ohne negative Gewichte nden, um bei
nadhfolgendenBeweisendie Ubersiditlic hkeit zu erhehen.
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Lemma 4.1 Seif eine quadiatische Fitnessfunktion, deren Gewichte ausschlie lich in
der Menge N, enthaltensind. Wir kennen o.B. d.A. annehmen,dassf nur ein glokales
Maximum in T besitzt.

Beweis: Sei

die Mengealler Indizes, sadassfur i 2 15 die Monomew;X; und w; X;Xj, i < j n, stets
0 sind. Die Funktion f hangt von den x; mit i 2 |y nicht ab; jede Belegungder x; mit
i 2 I, fuhrt bei einerBelegungx?:= 1 fur i°2 |, wegennicht negativer Gewichte zu einem
optimalen Funktionswert. Wir kennen daher annehmen,dassdie Mengel, leer ist und
damit alle Bits des aktuellen Bitstrings feir einen optimalen Funktionswert mit 1 belegt
sein messen. 2

Im Folgendenmnehmenwir nun naterlich an, dassdie Koe zien tenmatrix einerbetrachteten
guadratischen Funktion f mit nur nicht negativen Gewicten so besta en ist, dassdie
Funktion von allen n Variablen abhangigist und daseinzigeMaximum in T vorliegt. (Dann

Aufgrund der Nichtnegativit at der Gewidhte der in diesemAbsdhnitt betrachteten quadra-
tischen Funktionen medhten wir nun eine polynomielle obere Scranke fur die erwartete
Laufzeit des(1+1)-EA zeigen,indem wir ahnlich wie in Lemma 3.12 Mutationen, die den
Funktionswert meglichst stark erhehenund den maximal fur den (1+1)-EA erreichbaren
Hammingabstand zum Optimum verringern, betrachten. Nehmenwir uns alle Gewidte
der Koe zien tenmatrix vor, so kennenwir uns alle von 0 verstiiedenenGewidte abstei-
gendgeordnetvorstellen. Solangenicht alle dieserGewidte ,aktiviert\ sind, d. h. dassim
Falle eineslinearen Gewidtes die zugelerige Position im Bitstring noch 0 bzw. im Falle
einesquadratischen Gewidctes mindestenseine der beiden zugehorigen Positionenim Bit-
string noch 0 ist, kann mithilfe einer Mutation mindestenseinesund hedistenszweier Bits
der Funktionswert der quadratischen Funktion um mindestensden Wert des/einesgre ten
noch nicht aktivierten Gewidtes erheht werden.Das Wort ,,mindesten$ im vorigen Satz
zeigtallerdingsan, dasshier die Analogie zu linearenFunktionen aufgrund von Seitene ek-
ten { die Aktivierung eineslinearen Gewictes mittels einer Mutation einesNullbits kann
neben einemlinearennoch n 1 weitere quadratisthe und die Mutation zweier Nullbits
sogar2 lineareund (n 1)+ (n  2)= 2n 3 quadratisthe Gewidte aktivieren { endet,
denn gegember n Positionenim Bitstring existieren bis zu (n? + n)=2 von 0 versdiede-
ne Gewidite. Aus diesenSeitene ekten folgt zunachst, dasswir infolge der Aktivierung
einesGewidtes mit maximalem Wert andersals bei linearen Funktionen den maximal er-
reichbaren Hammingabstandzu 1 nicht unbedingt um 1 verringern messen,vgl. folgendes
Beispiel.

Beispiel 4.1 Die quadratisde Funktion

X XX
f(x)= 6X; + 5X; X
i=1 i=6 j=i+1
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besitzt nur nicht negative Gewidte, die sich (abgesehervon denenmit Wert 0) in der mo-
noton fallendenOrdnung w; = W, = W3 = W4 = Ws > Wg7 = Weg = Wgg = W7g = W7g = Wgg

1 ipp en, da sie die maximalen Gewidchte aktivieren, besitzt der aktuelle Bitstring zwar
5 Einsen, doch der maximal (fur den (1+1)-EA) erreichbare Hammingabstandzu 1 ist
nicht 9 5= 4, sondern9 4 = 5, denn der Bitstring x mit x; = = X5 = 0und
Xe = = Xg = 1 hat mit 4 Einsen einen Funktionswert von bereits 30 und kennte
durch Mutation aus dem zunadhst erwahnten Bitstring ertstehen, da jener ebenfalls den
Funktionswert 30 besitzt.

Allerdings kann eine Mutation wie im vorigen Beispiel die Zahl der Einsenim aktuellen
Bitstring nicht beliebig(dashie e z.B. auf 1) verringern,wennzunadst diejenigenNullbits
ge ippt sind, die jeweils maximale noch nicht aktivierte Gewidte aktivieren. Anhand der
Ordnung der Gewidite de nieren wir dasfolgendeFortschrittsma .

De nition 4.2 Fur eine quadiatische Funktion f mit ausschlie lich nicht negativen Ko-

der Gewichtew;;w; , 1 i< j n,vonf. Darausde nierenwir fur ein x 2 f0;1g" das
Ma O (x) als
n Xi o

i=1

Wir kennendiesesMa als minimale Zahl von Einsen, die ein Bitstrilgg mit einem Funk-
tionswert von mindestensf (x) auf der imaginaren linearen Funktion iN=1 w; X; (evertuell
nehmenhier einige Gewichte ab einemindex N°mit n=2< N° N denWert 0 an) haben
meisste, interpretieren. Auf einer quadratisthen Funktion mit nicht negativen Gewicten
erhaltenwir mithilfe diesedMa es eineuntere Scranke fur die Zahl der Einsenim aktuellen
Bitstring.

Lemma 4.2 Seif eine quadiatischeFunktion mit ausschlie lich nichE negativen Koe zi-
enten. Fur alle x 2 f0;1g" gilt: O (x) =1 ) x enthalt mindestens i Einsen.

Beweis: Da O (x) = i, enthalt x so viele Einsen, dass mindestensi Gewidte, die alle

Wert von mindestensf (x) zu errﬁzimen. Um i Gewidte zu aktivie'r:en, MBISSX mindestens i
B k

Einsenbesitzen,dennmit k := * i Einsenwerdenk lineare und !‘:1 =i+l = (k2 k)=2
uadratisthe Gewidte aktiviert (von den(T:p_evertueII einigesogarnull sind). Also aktivieren
i Einsenhedchstensk®=2+ k=2=i=2+ =2 i Gewidte. 2

Im Gegensatzzu Lemma 3.11 gibt unser Fortschrittsma O (x) keine obere Sdranke fer
den maximal erreichbaren Hammingabstand an, sondernist ,,umgelehrt\ de niert, und
liefert mit Lemmad4.2 eineuntere Sdranke fur die Zahl der Einsenim Bitstring x. Da die
Zahl der Einsenin x, sofernx 6 1, zur Erreichung des Optimums steigenmuss, fehlt zur
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Vorbereitung einesSatzesber quadratische Funktionen mit nur nicht negativen Gewichten
noch eine formale Aussageeber die Bedingungen,unter denensich das Fortschrittsma
O (x) erhent.

Lemma 4.3 Seif eine quadiatische Funktion mit ausschlie lich nicht negativen Koef-
zienten. Fur alle x 2 f0;1g" nf1g existiert ein x° 2 f0;1g" mit H(x; x9 2 und
Oy OX+ 1L

Bew%;s_: Seij = O (x), alﬁoj 2f10;:::; N 1g. Wir entnehmender De nition von O (x),
dass 1, w, f(x) < 17w gilt. Darays folgt Wi, > 0. Wenn x alle Werte w;

mit i 2 f1;:::;j + 1g aktivierte, galte f (x) {;'11 w; . Wir kennenmithin ein noch nicht

maximal 2 Positionen{ dasGewidct kann quadratisd sein{ in x von0O nach 1 ipp enund
somit ein x° mit H (x; x% 2 konstruieren. Aufgrund der Ordnung w, w,, folgt
dann f (x9 I wi, also0 (x9 O (x)+ 1. 2

Trivialerweisesinkt O (x) im Laufe desAlgorithmusniemals.Mit denvorangehender.em-
mata lasstsich nun eine polynomielle obere Schranke fur die betrachtete Klassevon Funk-
tionen zeigen.

Satz 4.4 Seif eine quadiatische Funktion, deren Koe zientenmatrix nur nicht negative
Eintr ageenthalt. Der (1+1)-EA optimiert die Funktion f in erwarteter Zeit O(n?).

scthatzendie erwartete Zeit, bis der aktuelle Bitstring x mit T ebereinstimnt, nach obenab.
Gema Lemma4.2ist nach maximal n? Erhehungen (es gersgenaufgrund der De nition
von O (x) sogarN j = (n?+ n)=2 j = O(n?) Erhehungen)von O (x) der optimale
Bitstring erreidht. Eine hinreichende Bedingung fur diese Erhehung ist laut Lemma 4.3
die Mutation mindestenseinesund maximal zweier Bits an ewertuell genaubestimmten
Positionen, was mit einer Wahrsdeinlichkeit von mindestensn (1 1=n)" 2 e !n 2
eintritt, sodassdie erwartete Zeit bis zu einer soldhen Mutation durch en? nach oben
besdirankt ist. Somit gereigenn? en? = O(n*) erwartete Sdhritte. 2

Bemerkung 4.2 In Satz 4.4 ist der Sonderfalllinearer Funktionen, falls w; = O fur al-

bekannt ist. Wir vermuten, dassdie Scranke O(n*) aus Satz 4.4 weiter verbessertwer-
den kann. Insbesonderewenn die Koe zien tenmatrix einer quadratischen Funktion mit
ausstlie lic h nicht negativen Gewidten in der Diagonalenvoll besetztist, d. h. wenn al-
le linearen Gewidite positiv sind, kann der Funktionswert, solangedas Optimum nicht
erreicht ist, mithilfe einer1-Bit-Mutation erheht werden.Diesstellt eine Analogie zu linea-
ren Funktionen dar. Wir verfolgendiesenGedanlen wegendes UmfangsdesBeweisesder
allgemeinenoberen Schranke fur lineare Funktionen aus [DJW98a] jedoch nicht weiter.
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Wenn die quadratischen Gewidite w; , i < j, gegember den ubrigen linearen Gewicten
kleine Werte besitzen,kennenwir ausder quadratischen Funktion sogareinefur den(1+1)-
EA aquivalerte lineare Funktion konstruieren.

Beispiel 4.2 Die quadratisde Funktion f mit
X , XX
f (X) - 22|09 n+n |+lXi + Xin
i=1 i=1 j=i+1

ist fur den (1+1)-EA von der linearen Funktion BinV al nicht zu unterscheiden. Dies
madhenwir uns anhandder Ordnung der Funktionswerte der 2" Vektoren desDe nitions-
bereidesklar, die bei beiden Funktionen identisch ist, denn die quadratisthen Gewidcte
tragen in ihrer Summevon wenigerals n? einengeringerenWert als die minimale positive
Di erenz zwisdhen den linearen Gewichten bei, und alle Funktionswerte sind unterscied-
lich. An diesemBeispiel erkennenwir audh die Scwierigkeit bzw. Unmeglichkeit, eine
lineare Funktion zu nden, auf der der (1+1)-EA dasselle Akzeptanzwerhalten wie auf
einer gegelenenquadratischen Funktion aufweist. Will man dies einfach durch Entfernen
der quadratischen Gewidhte erreichen, meissendiesezum einen so klein sein, dasssie die
Ordnung bezuiglich ,<\ erhalten, zum anderen messenVektoren mit demselten Funkti-
onswert unter der quadratischen Funktion audh auf einen jeweils gleichen Funktionswert
unter der linearen Funktion abgebildetwerden.Diesesfunktioniert vermutlich nur bei sehr
wenigenquadratischen Funktionen.

Bemerkung 4.3 Analog zu den vorigen Beweisenlasst sich vermutlich aud eine poly-

nomielle obere Sdiranke fur die erwartete Laufzeit des (1+1)-EA auf Funktionen kon-
stanten Grades mit ausstlie lic h nicht negativen Koe zien ten zeigen. Eine Funktion

f . f0;19" ! vom Grad k, k 2 konstart, kann als Polynom aus weniger als n¥

Monomen dargestellt werden, d. h. wir haben maximal O(n¥) Gewidcte. Um ein Gewidt

mit maximalem Wert zu aktivieren, gereigt eine Mutation von maximal k ausgevehlten
Bits zugleid, die nach erwarteten O(n*) Sdiritten eintritt. Insgesarh optimiert der (1+1)-

EA alsoFunktionen vom Grad k, die nur nicht negative Koe zien ten besitzen,vermutlich

in hedchstensO(n%) Sdiritten.

Andererseitsglauben wir aud, dassFunktionen vom Grad k mit aussatlie lic h nicht ne-
gativen Koe zien ten existieren, auf denender (1+1'},-EA inbErwartungsmert mindestens
( n*?2) Sdhritte benetigt. In der Funktion fi(x) = = 5 * ) Xi+; beispielsveisesind
Bitstrings in n=k Blede unterteilt, innerhalb derendie Zahl der Einsengenauk betragen
muss,um daszugelorige Monom vom Grad k zu aktivieren. Die Zahl der Einseninnerhalb
einessolhen Blockeshat keinenEin uss auf dasAkzeptanzwerhaltendes(1+1)-EA, solan-
gesienicht k betragt. Somit scheint die Zahl der Einseninnerhalb von Bleden, die noch

nicht k Einsenerthalten, einrein zufalliger Wert zu sein.Wir vermuten, dasssolde Blodke
im Erwartungswert k=2 Einsen erthalten. Eine hinreichendeBedingungfur eine optimale
BelegungeinesBlocks mit urspreinglich k=2 Einsenist das Eintreten einer oder mehrerer
Mutationen, die insgesan genauk=2 Nullbits zu 1 ipp en und bereits vorhandeneEins-
bits unverandert lassen Egal, ob diesesn einemoder mehrerenSdritten gesdieht, scheint
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die Wahrsdeinlichkeit dafer durch O(n ¥72) nadh oben besdirankt zu sein. Wir vermuten
daher, dasssich die Zahl der Einseninnerhalb einesBlockeserst nach erwarteten ( n*?)
Sdrritten auf k erheht.

Funktionen nicht konstarten Gradessdlie lic h kennensdwierig sein, obwohl alle Koe -
zierten nicht negativ sind. Ist k = n, also nic@t mehr konstart, enspricht die vorgestellte
Funktion f, genauder Funktion Peak (x) = ~ ., X;, welchein [DJW98a] behandeltwird.
Zur Optimierung dieser, Nadel-im-Heuhaufen-Enktion\ benetigt der (1+1)-EA (sogaralle
Black-Box-Optierungswerfahren) erwartete exponertielle Zeit.

Nachdemwir einenSpezialfall quadratischer Funktionen mit evertuell voll besetztenKoe -
ziertenmatrizen behandelthaben, besdaftigen wir uns nun mit quadratischen Funktionen,
derenKoe zien tenmatrizen hedhstenslinear viele Eintr agebesitzen.

4.2 Linear viele quadratisc he Gewic hte

Die De nition fast linearer Funktionen (vgl. De nition 2.5) erlaubt konstart viele Ein-
trageau erhalb der Hauptdiagonalender Koe zien tenmatrix. Allerdings zeigt sich, dass
aud spezielle quadratische Funktionen mit sogar linear vielen quadratischen Gewidcten
fur den (1+1)-EA ,einfad\ sind. Dabei werdenwir uns wiederum Resultate mber lineare
Funktionen zunutze maden, die wir allerdingsnicht mehrin der mblichen Normalform mit
naterrlichen Gewidchten etc. annehmenkennen. Deshalb stellen wir ein zu De nition 3.6
etwas abgevandeltesFortschrittsma auf.

P
De nition 4.3 Fur eine lineare Funktion f (x) = in:1 wiX; +  mit w; 2 fur alle
i2fl:::;ngund 2 denieren wir die Folgew;;:::;w, als eine monoton fallende

ein x 2 f0;1g" den maximal (von x fur den (1+1)-EA) erreichtaren Hammingabstandzu
einem Maximum von f als

( N X )

H X :=n max j2f0;:::;ngjf (x) w; + w; +

|
i=1 fijw; < Og

Wir meissenden Sinn diesesMa es erlautern.

P
Lemma 4.5 Fur eine lineare Funktion f mit f (x) = inzl wixj+ ,wi2 , 2 ,das
dafur nach De nition 4.3 gebildeteFortschrittsma H und ein beliebigesxmax 2 f0; 19"
mit maximalemFunktionswert gilt

8x 2 f0;1g"; x nicht optimal: H (X) =] ) H(X;Xmax) |

Beweis: Der minimale Funktionswert von f ist =, .o Wi + . Dieserwird auf einem
Bitstring angenommengder an den Bits mit positiven Gewichten mit 0 und an den Bits
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mit negativen Gewichten mit 1 belegtist. Eine Erhehung des Funktionswertes um jw;j,

O-Flipps an Bit i, falls w; negativ, meglich. O ensichtlich sind in Xpyax Bits mit positiven
Gewidchten mit 1 und Bits mit negativen Gewichten mit O belegt, wahrend die Belegung
von Bits mit zugeordnetemGewidt O irrelevant ist.
Aus der Dq51ition von H folgt nun, dassfar m := n H (x) die Ungleichung f (x)
oW+ tijw<og Wi+ gilt. Weil x nicht optimal ist, mussenaufgrund der Ordnung
W, w, 0 die Werte w,;:::;w,,,, noch von 0 versdieden sein. Damit folgt
wiederumausder monoton fallendenOrdnung der w; , dassm eineuntere Sdranke fer die
Anzahl der Bits mit von 0 versdiedenenGewidcten angibt, die ertspredwelgd der Belegung
im Maximug; zu belegensind, um zum geringstmeglichen Funktionswert ;. . o Wi +
einenWert ", w;, zu addieren,sodassdie Summeder Werte f (x) betragenkann.
Also kennenmaximaln m = H (x) Gewicte gegemiber einemoptimalen Bitstring falsch
belegtsein,d.h. H(X; Xmax) H (X). 2

Ahnlich wie in Lemma 3.11 besdireiben wir nun eine Meglichkeit, diesesFortschrittsma
Zu senlen.

P
Lemma 4.6 Seif eine lineare Funktion mit f (x) = in:1 wxi+ ,w2 , 2 und
seiH dasnachDe nition 4.3 fur f de nierte Fortschrittsma. Fur alle nicht optimalen
x 2 f0; 1g" existiert ein x°2 f0;1g" mit H(x;x9 = 1, sadassH (x% H (x) 1

Beweis: Betrachte m:= n H (x) Aus der De nition vonH folgt

xn X )+l X

w; + w; + f(x) < w; + w; +

i=1 fijwi < Og i=1 fijwi<0g

einesnegativen Gewichtes w; mit 0 und im Falle einespositiven Gewidites mit 1 belegt
wird. Gewidhte w; mit w; = 0 betrachten wir nicht. Jetzt kennenwir ahnlich wie im Beweis
zu Lemma4.3 argumertieren.

Wenn xPaIIe Werteyy; mit 1 2 f1;:::;m+ 1g aktivierte, weirde daraus die Ungleichung
f (x) mtw + tijw<ogWi + folgen.Es wird alsoeinerder Werte wy;:::;Wy,,, von
X nicht aktiviert, d.h. wir kennen mithilfe einer 1-Bit-Mutation den Bitstring x° aus x
erzeugepund sadany aufgrund der monoton fallendenOrdnung der w; zu der Ungleichung

f (x9 :”;Il Wi+ fiw<og Wit  kommen.Damit folgt H x9 n (m+1)=H (x) 1.
2

Zeit O(n?).
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Beweis: Mittels Umordnung nehmenwir 0.B.d.A. an, dasslediglich die quadratischen

Werte haben, womit wir die Annahme w; w, fur die linearen Gewicte fallen
lassen.

Der (1+1)-EA Weg15elt nun abhangig vom Wert von X, Iz_yvismen den linearen Funktionen
fa(Xo;iii%n) = L, wix und fa(XgiiiiXn) = wp+ L wi mit wli= w; + wy; fer

f1 und f, isoliert betrachtet, kennten wir Aussageneber das Verhalten des (1+1)-EA
auf linearen Funktionen heranziehen.Weil aber ewertuell zwischen f; und f, wahrend
der Optimierung von f gewedselt wird, durfen wir die obere Sdranke von O(niInn) fur
lineare Funktionen auf die Funktion f nicht unmittelbar anwenden.Stattdessenberutzen
wir wieder ein Fortschrittsma wie in De nition 3.6 und zeigeneine obere Scranke von
O(n?). Fur f, nutzen wir das obige nach De nition 4.3 gegeleneMa und bezeitinen es
mit H,, fur f, bezeitinenwir dasnad De nition 4.3 gegeleneMa mit H,.

Wenn wir die Folgender Werte von H,(x) fer x; = 0 bzw. von H,(x) fur x; = 1in der
durch den Verlauf des(1+1)-EA bestimmien Reihenfolgenotieren, ist esaufgrund dessen
Akzeptanz\erhaltensklar, dassdie beidenFolgenmonotonfallen. Gema Lemma4.6fuhrt
ein Flipp einesfalsth eingestelltenBits, dessenGewicht einen maximalen Betrag hat, zu
einerVerringerungvon H, (x), falls x; = 0, bzw. von H,(x), falls x; = 1. Dabei handelt es
sich um eine Mutation von 0 nach 1, falls diesesbetragsma ig maximale Gewidt gre er
als0ist, und von 1 nach 0, falls esgeringerals 0 ist. Die Belegungvon Bits, derenGewidct
0 betragt, ist fur die Maximierung der ertsprechendenFunktion irrelevant. Somit betragt
die Erfolgswahrsdeinlichkeit fur eineMutation, die denmaximalenHammingabstandeiner
linearenFunktion zu einemihrer Maxima (nicht unbedingt in 1) um mindestensl verringt,
mindestense 'n ! (siecheLemmaA.9), sadassnach maximal erwarteten 2n en = O(n?)
Sdritten ein fur mindestenseine der linearen Funktionen f, und f, optimaler Bitstring
erreidht ist. Anschlie end sind meglicherweisenoch weiteren+ O(nInn) = o(n?) erwartete
Sdhritte bis zu einer Mutation von x; und zur Optimierung derjenigenlinearen Funktion,
derenmaximaler Funktionswert mit demvon f ebereinstimnt, erforderlich. 2

P P
Beispiel 4.3 Die Funktion f (x) = nx;+ L, xi+ [, 2x;x; wedseltin Abhangigkeit
vom Wert von x; zwiscen der linearen Funktion

und der Funktion

hin und her und besitzt sovohl in (0;1;:::;1) alsaud in (1;0;:::;0) ein globalesMaxi-
mum mit dem Funktionswert n savie zwei globale Minima in 0 und 1. Wenn der aktuelle
Bitstring im Bereith von x, bis x,, wenigerals (n  1)=2 Einsenbesitzt, ist ein 0-1-Flipp
von x; denkbar, woraufhin keine Mutation mehr, die nur x; ippt, akzeptiert wird, da der
aktuelle Bitstring mit mehr als (n  1)=2 Nullen im angegelenenBereich unter f, naher
am maximalen Funktionswert als unter f, lage.Analog kann bei mehrals(n 1)=2 Einsen
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im Bereidh x; bis x, ein Flipp, der ausstlie lic h x; mutiert, eintreten, der in diesemFall
von x; = 1 zux; = O fuhrt. Lediglich bei bei exakt (n 1)=2 Einsenunter den Bits X, bis
X, und ungerademn sind mehrerealleinige Flipps von x; denkbar, bis sich die Zahl der
Einsenunter den Bits x, bis x,, nach konstarter! erwarteter Zeit andert.

Bemerkung 4.4 In Lemma4.7 kennenwir vermuten, dasssogareine obere Sciranke von
O(nlInn) gilt. Leider kann bei einer Mutation desjenigenBits x;, i 2 f1;:::;ng, mittels
desserzwisthen zwei linearen Funktionen f ; f , gewedselt wird, der Hammlngabstandzu
einem Maximum einer Funktion f 2 ff,;f,g gre er geworden sein, als er zum letzten
vorhergegehendeZeitpunkt war, zu dem die Funktion f ,eingesbaltet\ war, und somit
der Fortschritt zu einem Maximum der Funktion f verringert worden sein. Auch wenn
die Meglichkeit einer den Hammingabstandvergre ernden Mutation im Beweis, dassjede
lineare Funktion in O(nlInn) Sdiritten maximiert wird (vgl. [DJW98a]), berucksichtigt
wird, tritt sold ein Ereignis vermutlich mit anderenWahrsdeinlichkeiten als ein Flipp
von x; ein.

In Lemma 4.7 haben wir ein Resultat fur quadratische Funktionen mit linear vielen Ge-
wichten, die allerdings (nach einer Umordnung der Indizes) in nur einer Zeile der Koef-
zientenmatrix auftreten derfen, aufgestellt. Der grundlegendeGedanle hat dabei darin
bestanden,dassder (1+1)-EA zwisden zwei linearen Funktionen wedselt. Wenn nun in
maximal k Zeilender Koe zien tenmatrix au erhalb der DiagonalenGewidte erlaubt wer-
den, vermuten wir, dassder (1+1)-EA dann bei der Optimierung zwiscen 2¢ Funktionen
hin und her wedseln kann. Der folgendeSatz zeigt in einer kanonisdien Erweiterung zu
Lemmad4.7, dassdie erwartete Laufzeit des(1+1)-EA dann ebenfalls polynomiell ist.

Satz 4.8 Seif eine quadlatischeFunktion Wenn eine Mengevon Indizesl  f1;:::;ng
mit konstanter Gre e k := # | existiert, sadass8i;j 2 f1,:::;ngnl :i6j ) w; =0
gilt, optimiert der (1+1)-EA f in erwarteter Zeit O(nk + nz).

Bew eis: Per Umordnung der Indizesnehmenwir wiederumo.B. d. A. an, dassfur alle i; |
mit k+1 i<j ndieGleichungw; = 0gultig ist, d.h. dassnur in denerstenk Zeilen
der Koe zien tenmatrix au erhalb der Diagonalen Eintr age auftreten, und lassenerneut

die Monotonie w; w, fallen. Au erdem gelte| 6 ;. Nun betrachten wir K := 2
lineare Funktionen f;, i 2 f1;:::;K g, die von den Varlablen Xk+1;::1;Xn abhangenund
Subfunktionenvon f verkorpern Esbezeld:mefur eini 2Fjl """ ;K gderVektorh 2 f0; 1g¥
mit b = (bq;:::; k) die Binardarstellungvon i, d.h. i=1 b, 2 1= . Damit kennen
wir die Funktionen f; in der Gestalt

XK Xk X X0 Xk xo

fi(Xke;:005Xn) = w; b + w; by by + wix; + Wb X
j=1 i=11=j+1 j=k+1 j=1 I=k+1
LEine hinreichendeBedingungist dasEintreten einer Mutation, die genauein Bit ausx,;:::;x, andert

und x; unverandert lasst. Die Wahrsdeinlichkeit dafer ist durch “11 (I=n)1 1=n)" ' e Yn 1)=n
nach unten besdirankt.
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darstellen, denn die quadratischen Monome der Summe [, ,, :‘:j +1 WX X; sind nach

Voraussetzungstets 0. Die Funktionen f; sind linear, denn die ersten beiden Summen

Summenerthalten nur lineare Tlgrme.Wir spreten davon, dassdie lineare Funktion f,
i 2 f1;:::,Kg aktiv ist, wenn }‘:1 xj2 1 =i gilt. Auerdem ziehenwir fur jede der
Funktionen f; : f0; 1g" ¥ ! ein Fortschrittsma H; gema De nition 4.3 heran. Da
die f; Subfunktionenvon f sind, d.h. durch Konstantsetzungender ersten k Variablen

betrachteten Werte der Ma e H, im Laufe des(1+1)-EA monoton fallen.

Nun wendenwir Lemma4.6 an. Unabhengig davon, weldche Funktion geradeaktiv ist, be-
tragt die Wahrsdeinlichkeit, den maximal erreichbaren Hammingabstandeiner Funktion
f; um mindestensl zu senlen, mindestense n 1 (LemmaA.9). Somit sinkt nach erwar-
teten en Sdiritten mindestenseinesder Ma e H; (namlich mindestensdas Ma der zu
dem Zeitpunkt aktiven Funktion) um mindestensl. Nimmt die aktive Funktion bereits
einenoptimalen Wert an, der aber fur die quadratisthe Funktion f noch nicht optimal ist,

vieren. Mit einer Wahrsdeinlichkeit von mindestensn X(1 1=n)" ¥ e 'n * wird eine
noch nicht optimierte lineare Funktion aktiviert, sodassder Funktionswert von f durch

erwarteten en Sdiritten der Fall und kann hedhstensK -mal erforderlich sein. Au erdem
kennenmaximal K (n k) Senkungernvon Fortschrittsma en vorgenommenwerden,wozu
maximal erwartete (K (n k))en = Ken?> Kken Sdrritte ausreihien. Somit sind nach
maximal erwarteten (K enf) + (Ken®> Kken) = O(n* + n?) Sdiritten alle Funktionen f;,
die aktiv werdenmussten,aktiv gewesenund ihre Fortschrittsma e jeweils auf O gesunien.
Damit erhalten wir eine obere Scranke fur die erwartete Laufzeit des(1+1)-EA auff. 2

Bemerkung 4.5 Wir kenneneine Funktion, die die Voraussetzungervon Satz 4.8 erfullt
und fur die audh die untere Schranke von ( n¥) fur die erwartete Laufzeit bewiesernwird,
explizit angelken. Im Vorgri auf den nachsten Abscnitt erwahnenwir die mit der Kon-
stanten k parametrisierte Funktion

X« X XX
Dist ¢(x) = (5n  3kn) x; + Xj + 6N XiX;;
i=1 i=k+1 i=1 j=i+1

die nur in den erstenk Zeilen ihrer Koe zien tenmatrix au erhalb der Hauptdiagonalen
Eintr agebesitzt, aber laut Satz4.12mindestenserwartete ( n*) Sdiritte zur Optimierung
durch den (1+1)-EA benstigt.

Wir fragenunsin Anbetracht der Ergebnissevon Satz 4.8 nun, ob einequadratische Funk-
tion, bei der die Anzahl quadratischer Koe zien ten linear ist, mberhaupt exponertielle
erwartete Laufzeitendes(1+1)-EA hervorrufen kann. (Das Standardbeispiel fur exponen-
tielle LaufzeitenDist ance besitzt namlich ( n?) quadratisthe Gewidhte.) In der folgenden
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De nition stellenwir als Antwort darauf eine Funktion vor, die nur n quadratiscthe Koef-
zienten hat, aber ,sdwierig\ ist.

De nition 4.4 Die Funktion Chain : f0;1g" ! wird de niert durch

X X0
Chain (X) = (1 2n)xi + 2nXiX(i mod n)+1 -
i=1 i=1

Lemma 4.9 Die Funktion Chain hat in 0 ein lokales Maximum mit der Eigenschaft
8x 2 10;1g" nf0;1g : Chain (x) < Chain (0).

Beweis: Esist Chain (0) = 0 und Chain () = n(1 2n) + n(2n) = n. Wir betrachten
g’n beliebigesx 2 f0;19" nf0;1g. Seio:= x; + + X, die Zahl der Einsenin x. Es gilt

Indizesder Nullbits zeigenwir nun, dassmindestensn 0+ 1 TermexX;X mod ny+1 denWert
0 annehmen.Zum einengilt fur allei 2 Z : XiX(i moan)y+1 = 0. Diessindn o verstiedene
Terme. Zum anderen existiert wegen® 6 x 6 T einj 2 f1;:::;ng mit x; = 1 und
X(j modny+1 = 0.DerTermx; X mod ny+1 Nimmt ebenfallsdenWert O anund ist vondenn o
aufgeahlten Termenversdiegen.Es nehmenalsomindestensn - o+ 1 dern quadratischen
Termeden Wert 0 an, sadass ir‘:l 2NXiX(imodny1 2n(N (N o+ 1))=2no 2n und
somit

Chain (x) (0o 2no)+ (2no 2n) =0 2n< Chain (0) (denno< n)

gilt. 2

Informal gesagtexistiert bei dieser Funktion das lokale Maximum in © mit dem Ham-
mingabstandn zu T trotz der gre eren Betrageder quadratisthen gegemiber den linearen
Gewidten, weil bei nur einemNullbit im Bitstring sdon zwei quadratische Monome,, weg-
fallen\ . Mittlerw eile bekannt ist, dasssich soldh gro e Hammingabs®&nde negativ auf die
erwarte Laufzeit des(1+1)-EA auswirken. Wie in Lemma 3.14 zeigenwir:

Lemma 4.10 Der (1+1)-EA benetigt zur Optimierung der Funktion Chain erwartete
2( nlogn) Sehritte.

Beweis: Hat der (1+1)-EA den Vektor O zum aktuellen Bitstring, ist eineMutation vonn
Bits zugleit erforderlich, um eine Mutation zu 1, dem einzigenBitstring mit mindestens
ebensogutem Funktionswert, zu vollfuhren. Wegender Wahrsdeinlichkeit n " fur dieses
Ereignisbetragt die erwartete Zeit dafur n". Zusammenmmit der Wahrsdeinlichkeit von2 "
fur einenStart in O tragt dies einen Summandenvon mindestens2 "*( nlogn) = 2( nlogn)
zur erwarteten Laufzeit bei. 2
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Bemerkung 4.6 Es ware interessam zu wissen,ob die Funktion Chain e&hnlich , trege-
risch\ fur den (1+1)-EA wie ein Quadrat einer linearen Funktion, z.B. OneSqr -2+1 -3,
ist, d. h. dassdie Wahrsdeinlichkeit, nach der Initialisierung zunacist zum lokalen Opti-
mum in O zu gelangen,durch eine Konstante nadh unten bestirankt ist. Leider ist die
Funktion im Gegensatzzu OneSqr nicht symmetrish?, denn Chain (1;1;0;:::;0) =
2 4n+ 2n = 2 2n, wohingegenChain (1;0;1;0;:::;0) = 2 4n gilt. Dies ersdwert
die Analyse des Verhaltensdes (1+1)-EA. Im Rahmen diesesKapitels nehmenwir von
weiteren Betrachtungen von Chain Abstand. Allerdings versucenwir in Abschnitt 5.2in
einemanderenZusammenhangetwas mehr wber Chain in Erfahrung zu bringen.

Bemerkung 4.7 Jansenstellt in [Jan99]versdiedeneModelle zur Klassi k ation von Fit-
nessfunktionenvor. Die Funktion Chain kennenwir in das NK -Modell mit K = 1 und
aufeinanderfolgendenPositionen (adjacent NK madel) einordnen,fur das Thompsonund
Wright in [TW96] einenPolynomialzeitalgorithmus zur Optimierung angelken. Wir sdluss-
folgern daraus, dassder simple (1+1)-EA bereits auf einer Klassevon Fitnessfunktionen,
die als einfach bekannt ist, versagenkann. In Kapitel 5 werden wir uns naher mit der
Komplexitat der Optimierung von quadratischen Funktionen besthaftigen.

Zusammenfassenthaben wir in diesemAbsdnitt gesehendassquadratisthe Funktionen
mit linear vielen quadratisdhen Koe zien ten je nach deren Anordnung in der Koe zien-

tenmatrix entwedernoch in polynomieller erwarteter Zeit des(1+1)-EA optimiert werden
oder sogareine exponertielle erwartete Laufzeit erfordern. Die Funktion Chain besitzt in

jeder Zeileihrer Koe zien tenmatrix einenEintrag au erhalb der Hauptdiagonalenund ist
schwierig, wahrend durchauslinear viele Koe zien ten, die in nur konstart vielen ,Zeilen

(bis auf Umordnung) auftreten, noch keineexponertiellen erwarteten Laufzeitenerzwingen
kennen.

Im nachsten Abschnitt werden wir die Auswirkungen einer Bestirankung auf konstart
viele quadratische Koe zien ten naher analysieren.

4.3 Konstan t viele quadratisc he Gewic hte

In diesemAbsanitt wollen wir uns auf fast lineare Funktionen gema  De nition 2.5, d. h.
Funktionen mit konstart vielen quadratisthen Gewichten, konzeririeren und die Sichtweise
annehmen,dassderenquadratisthe Gewidte , Sterein ussé& darstellenund die Linearitat
der Funktion beein ussen.

4.3.1 Von der Zahl quadratisc her Gewic hte abhangige Schrank en

Wir halten in einer einfacdhen Folgerungaus den Ergebnisservon Abschnitt 4.2 eineallge-
meine obere Scranke fur fast lineare Funktionen fest, in die nur die Anzahl quadratischer
Gewidhte eingeht.

2Die Werte symmetrischer Funktionen hangennur von der Zahl der Einsenim Bitstring ab.
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Lemma 4.11 Seif eine quadiatische Funktion, deren Koe zientenmatrix au erhalb der
Diagonalennur k Eintrage,k 2  konstant, hat. Der (1+1)-EA optimiert f in erwarteter
polynomieller Zeit von hechstensO(nk + n?).

Beweis: Wir wollen Satz 4.8 anwendenund eine Mengel meglichst geringerMadtigkeit
nden, sodassfur allei;j 2 f1;:::;ngnl gilt: i 6 j ) w; = 0. Aus der Mengel :=
f(i;j)j1 i<j n”w; 6 0g, die die Indexpaareder quadratischen Gewicite erthalt,
konstruierenwir |, indem wir in | die Projektionen aller Elemerte von | auf derenerste

der Eigenstaft w; 6 O, ware (i;j) 2 | und damit i 2 |; Widersprudh. Also erfullt | die
oben angegelenenVoraussetzungenDa esnur k quadratische Gewidte gibt, gilt #1 = k,
also#1 k, und damit folgt die Behauptung aus Satz 4.8. 2

Andererseitskennenwir anhand desBeispielsDist ance eineKlassefast linearer Funktio-
nen konstruieren, bei denendie erwartete Laufzeit des(1+1)-EA durch ein von der Zahl
guadratischer Gewidchte abhangigesPolynom nad unten bestirankt ist.

De nition 4.5 Die quadsatische Funktion Dist | : f0; 1g" ! , wird fur eine Konstante
k2 , k< n, deniert durch

Xk X XXk
Dist (x) = (5n  3kn) x; + Xi + 6N XX;:
i=1 i=k+1 i=1 j=i+l

Xk Xk X
f (Xk+1::005Xn) = OneMax (Xg+1;:::;Xn) + (5n  3kn) R + 6n Ri%;
i=1 i=1 j=i+l

Funktion mit einer festenBelegungR®y;:::;Xx von X1;:::;Xx hingegenist aus einer Aus-

i=1 i=k+1

enstanden, ahnlich zu OneSqr -»+1 -3, Vgl. dazu die Redhnung zu Beginn desKapitels.
Die hier vorgenommeneMultiplik ation mit 3 madit die Gewichte nadh der Quadrierung

SWir konstruieren gewisserma enein ,Vertex Covel auf dem GraphenG = (V;E) mit V = f1;:::;ng
und E = ff i; jgjw; 6 Og.

4Fwr die in der De nition nicht vorgesehendelegungk := n erhielten wir eine Funktion, die Dist ance
bis auf Komplementbildung nach Lemma 3.5, Multiplik ation mit einemFaktor und eineadditiv e Konstante
identisch ist.
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ganzzahlig,der zusatzliche Faktor n hat den Zwed, die geringstmegliche positive Di e-

X1,::100 Xk ZU m§d1en. Erstere betragt mindestensn. Es gilt namlich zunacst fer die li-
neareFunktion :‘:1 Xj k=2+ 1=3, dassdie minimale positive Di erenz der Betragevon
Funktionswerten genaul=3ist (tritt z.B. bei Vektorenmit k=2 Einsengegember Vektoren
mit k=2 1 Einsenein), und fur die Quadrate der Funktionswerte folgt somit

a+b

3 )
wobei fur a;b mit a 6 b beliebigeBetragevon Funktionswerten der betrachteten linearen
Funktion eingesetztwerdenderfen. Weil a+ b 1 (esgibt einen Funktionswert mit dem

Betrag 1=3, alle mbrigen versdiedenenFunktionswerte sind vom Betrag her mindestens
2=3), folgt fur jede positive Di erenz von Funktionswerten der oben erwahnten Funktion

a b %) (a+ b(a b (a+b)%) a I

Phanomen kommen, dassdie Zahl der Einsen dort auf null sinkt und ein Flipp von k
Bits gleidhzeitig erforderlich ist, wasim folgendenSatz eine untere polynomielle Schranke
bewirkt.

Satz 4.12 Der (1+1)-EA benetigt zur Optimierung der Funktion Dist y mindestenser-
wartete ( nX) Schritte.

ten Bitstrings xs mit 0 belegt. Um innerhalb dieserPositionen infolge einer akzeptierten
Mutation Einsbits zu erzeugen,meissenhier alle k Bits zugleid ipp en, wahrend selbst
ein Flipp von n  k Nullbits an den mbrigen Positionen nicht zusammenmit dem Flipp

die erwartete Zeit bis zu einer soldhen Mutation betragt mindestensn® Sdritte, was mit
einemkonstarten Faktor 2 X in den Erwartungswert der Laufzeit eingeft. 2

Auch einevon k abhangigepolynomielle obere Schranke ist rast einzusehen.

Satz 4.13 Der (1+1)-EA benetigt zur Optimierung der Funktion Dist  hechstenserwar-
tete O(n* + nInn) Schritte.

Beweis: Im Fall k = 1ist Dist « einelineareFunktion, fur die die in diesemZusammenhang
uninteressame Sdiranke O(nlInn) gilt.



62 KAPITEL 4. FAST LINEARE FUNKTIONEN

Indem wir | := f1;:::;kg setzen,folgt die oberere Schranke im Fall k 6 1 direkt aus
Satz4.8.Um hlnrelchendeBedlngungenfur eine Optimierung von Dist ¢ durch den(1+1)-
EA vorzustellen,prasenieren wir au erdem eine abweichendeBeweisstrategie.

Ahnlich wie in Satz 4.12 halten wir fest, dassnadc erwarteten O(n¥) Sdritten die Bits
X1;:::; Xk alle zu ihrer optimalen Belegungmit 1 ipp en, denn die Wahrsdeinlichkeit
einer solden Mutation ist durch n K (1 1=n)" % e In X nadc unten beshrankt.
Da im Folgendenkeine Mutation, die Nullbits an den Positionenxy;:::; Xy erzeugt,mehr
akzeptiert wird, ist nur noch die erwartete Zeit, bis die Bits Xy+1;:::; X, zU 1 ge ippt
sind, nach oben abzusdatzen. Wir be nden uns bis auf die Bestandigkeit der Einsenin
den erstenk Positionenin derselken Situation, als ob bei OneMax bereits mindestensk
Einsenim aktuellen Bitstring stehen(deren Positionen kennensich hingegenandern, was
fur uns aber unerheblidh ist), sadasswir die erwartete Zeit, bis hechstensn  k Nullbits
zu 1 ge ippt sind, durch O(nInn) besdranken kennen. 2

4.3.2 Von der Struktur abhangige Schrank en

Trotz der geradebewiesenerSdiranke O(n*) (wennk  2) fur Dist | liefert Lemma4.11
wegen & quadratisther Gewidhte die deutlich schlechtere Schranke O(n®® Y=2+ n?). Dies
begrindet sich daraus, dassin Lemma 4.11 keine Voraussetzungereber die Anordnung
der quadratiscthen Gewidte in der Koe zien tenmatrix eingehen,sondernlediglich die An-
zahl quadratisther Gewicdhte. Wenn wir etwas mber die Struktur der Funktion, namlich
die Anzahl der ,,Zeilen (bis auf Umordnung der Indizes) der Koe zien tenmatrix, in der
guadratische Gewidhte auftreten, wissen,erhalten wir mithilfe deskomplexerenSatzes4.8
asymptotisch bessere&sdirankenund fur Dist  in der Tat die asymptotisch korrekte Schran-
ke O(n%), wennk 2.

Allerdings ist esleicht meglich, einefast lineare Funktion anzugelen, bei der sovohl Lem-
ma4.llalsauc Satz4. 80Qgresmrankelg anggban die wir nicht wirklich fur exakt halten.
Eine Funktion wie f (x) = L, n3x; i=1  j=i+1 XiX; Mit groen linearen Gewidten
ist fur den (1+1)-EA zu linearen Funktionen (hier ahnlich wie OneMax , da die Zahl der
Einsenim aktuellen Bitstring im Verlaufe der Optimierung nicht sinken kann) aquivalert.
Die folgendefast lineare Funktion ersdeint dem (1+1)-EA zwar nicht mehr linear, sieht
aber dennach einfadch aus.

De nition 4.6 Die Funktion Pair | : f0;1g" ! wird fur eine Konstantek 2 , k < n,
de niert durch
X0 Xk
Pair (x) = ( xj)+ 3Xoi 1X2i:
i=1 i=1

Die Mengel := f2iji 2 f1;:::;kggerfullt fur Pair  die Voraussetzungervon Satz4.8und
hat die Madtigkeit # 1 = k, MengengerlngererM adtigkeit erfellen die Voraussetzungen
des Satzeso enbar nicht. Mithin gibt Satz 4.8 eine obere Sdiranke O(nk + n?) ebenso
wie Lemma 4.11 an. Wir glauben aber, dassdie erwartete Laufzeit des (1+1)-EA auf
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Pair , durch hechstensO(n?) fur alle konstarten k nach oben besdirankt ist. (Dieseobere
Sdiranke hangt alsonicht einmal von k ab.) Eine Intuition gewinnenwir dafer, indem wir

Mutationen® zu einer optimalen Belegunggefhrt werden kennenund dassdie Funktion
eingesbrankt auf die ubrigen Bits linear ist.

Bei Pair ¢ sind je zwei Paare (2i  1;2i) von Indizesfur i 2 f1;:::;kg wegenw; 6 O

wegenw; 6 O miteinander verknepft. Dies bringt uns auf den Gedanlen, anhand eines
. Verknepfungsgrades den Grad desPolynoms, durch dasdie erwartete Laufzeit auf einer
fast linearen Funktion nach oben bestirankt ist, auszumaben.

Wir deuten zunachst an, dasseine fast lineare Funktion gefundenwerden kann, bei der
esgeregt, dassk quadratische Gewidchte k Indizes transitiv miteinander verkneipfen, um
erwartete Laufzeiten von ( n¥) zu hervorzurufen. (Die obere Schranke O(n¥) gilt wegen
Lemmad4.11sawieso.) Dazu greifenwir die Funktion Chain ausAbsdnitt 4.2 auf.

De nition 4.7 Die Funktion Chain  : f0;1g" ! wird fur eine Konstante k 2
k < n, de niert durch
_ Xk XK X0
Chain (x) = n(l 2k)x; + 2nKXiX(i mod k)+1 + Xi:
i=1 i=1 i=k+1

Eingesdirankt auf die erstenk Bits entspricht Chain y der Funktion Chain auf k Bits,
die mit n multipliziert wird und zu der ein SummandzwischenO0 und n  k addiert wird.
Wir sehenan der Ganzzahligleit der Gewidchte, dassdie geringstmegliche positive Di erenz
verstiedenerFunktionswerte von Chain mindestensl betragt. Also madt die Multiplik a-
tion mit n die geringstmegliche positive Di erenz der Funktionswerte von Chain y bei einer
Anderung der Belegungder erstenk Bits gre er als die gre tm egliche positive Di erenz

formuliert werdenund ein analogerBeweisgefihrt werden.(Wir erinnernuns, dassChain
in O ein lokalesOptimum hat.)

Ohne die Beweisefur Dist  nochmalsin analogerForm fur Chain ¢ zu fehren, erkennen
wir, dassfast lineare Funktionen mit k quadratisthen Koe zien ten schon ( n¥) erwartete
Sdritte erfordern kennen, indem die quadratischen Gewidchte k Indizes transitiv mitein-
ander verknepfen. Zum einen haben wir damit eine Funktion gefunden,fer die die obere
Sdiranke aus Lemma 4.11 asymptotisch optimal ist. Zum anderen legt diese Funktion
die folgendeformale Erfassungder ,Verknepfung mithilfe einer Aquivalenzrelationnahe.
Daran zeigenwir dann eine obere Sdranke fer fast lineare Funktionen, die z.B. aud fur
Pair  realistisch ersteirnt.

SAndererseits besitzt Pair  audch lokale Maxima mit einem Hammingabstand von 2 zu Bitstrings mit
mindestensebensohohem Funktionswert, z.B. von 0 zu (1; 1;0;:::;0).
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De nition 4.8 Zwei Indizesi;j 2 f1,5:; ng, i 6 jphel %n beziglich einer quaditischen
Funktion f : f0; 19" ! mit f(x) = L, wx+ J i+1 Wi XiX; quadratisch ver-
knepft, Notation i ; j, wenneine Folgeiq;:::;ix mit iy = i und iy = j von paarweise
verschielenenIndizes existiert, sadassfur alle | 2 f1;:::;k 1g eine der Ungleichungen
Wi i., 6 0bzw.w;, i 6 O erfullt ist. Auerdemgilt fur | 2 f1,:::;ng die Relationi ¢ i.

Bemerkung 4.8 Die Relation ; ist eineAquivalenzrelation.Wennwir die Symmetrieder
Relation ignorieren, kennenwir die quadratisthe Verknepfung anhand einesaus der qua-
dratischen Funktion konstruierten ungeriditeten GraphenG = (V;E) mit V = f1;:::;ng
und E = ffi;jgjl i< n;w; 6 Og veransdaulichen. Stehenzwei Indizesi und I,
i 6 j, bezglich ¢ in Relation, ist diesaquivalent dazu,dassim GraphenG ein ungeric-
teter Pfad vom Knoten i zum Knoten j existiert. Somit lasstsich fur alle Paarefi; j g mit
i 6 ] leicht beredinen,obi ¢ j gilt, indem wir den transitiven Abscluss der Adjazenz-
matrix desGraphen, gegekezn durch A = (g; ) mit a; = 1, fallsw; 6 0 oderw;; 6 0, und
aj = Osonstfur allei;j 2 f1;:::;ng, 1 6 j, bilden.

pe nition 4]39 G@ehﬁn sei eine quaditische Funktion f : f0;1g" ! mit f(x) =
= WiXi + o i Wi XiXj. Fer einenindexi 2 f1;:::;ng bezelchnet[l] die Aqui-
valenzklassebezugllch der fur f de nierten Relation ¢, d.h. [|] =fj2fL::;ngji ¢]Q
Qe nition |4>10 g-egetmn sei eine quadatische Funktion f : f0; 1g" ! mit f (x) =
= WiXi+ o joieq Wi XiXj. Far einenindexi 2 f1;:::5ng de nierenwir die von [i]
indu2|erte Subfunktionf; : fO; 1g1 1 als
X X
fip (Fx;ij 2 [i]g) := Wi Xj + W kXj X :
j2[i] jik2[i]

j <k

Bei denFunktionen f ;; handelt essich um Subfunktionen,die nur von Variablenmit Indizes
aus|[i] abhangen,wahrend alle mbrigen Variablen gleich 0 gesetztwerden.Wir zeigennun,
dassjede quadratisdhe Funktion f in k Subfunktionenf; separiertwerdenkann, wobei k
die Zahl der Aquivalenzklasserbeziglich  ist.

|5emma 4. 1|4, Geq@ten sei eine quadatische Funktion f : f0;1g" ! mit f(x) =
iz WiXi + o o Wi XiX SeiauerdemR f1;:::;ng ein minimales vollstandi-
gesReprasentantensysteniur die beziglichf de nierte Aquwalenzelatlon . Dann lasst
sichf wie folgt in # R Funktionen seg@rieren:
X
f(xiixa) = f(fxi 2 [i]g):
i2R

Beweis: Wir zeigendie Identit at der Polynomdarstellungen

X XX X X X X
Sii= WX+ WikXjXk und S = W Xj + Wi kX Xk,

i=1 j=1 k=j+1 i2R j2[i] i2R jik 2[i]
j<k
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indemwir fur jedesMonomin S;, dasnicht konstart 0 ist, nachweisen,dassesgenaueinmal
in S, erthalten ist. Fur die linearen Monome w;x; folgt dies sofort, da R ein vollstandi-
gesminimales Reprasertantensystemfur die Aquivalenzklasserbeziglich ; ist. Seinun
WikXj X mit 1 j < k nundwj & 0 ein beliebigesnicht konstartes quadratisches
Monom aus S;. Aufgrund der De nition von ¢ folgt, dassj ¢ k gilt. Seii 2 R der
Repraserant der Aquivalenzklassegdie j und k ernthalt. Da aufgrund der Minimalit &t von
R in S, nur genaueinmal mber die Indizes einer Aquivalenzklassesummiert wird, tritt

Wk Xj Xk In' S, genaueinmal, namlich bei der Summerbildung ber [i], auf. 2

Nadh diesentechnisdhen Vorbereitungenkennenwir sdilie lic h anhand der Aquivalenzre-
lation ¢ eine obere Sdranke fur die Komplexitat von quadratischen Fitnessfunktionen
fur den (1+1)-EA festhalten.

: . P, P, Pq .
Satz 4.15 Seif :f0; 19" ! mit f(x) = WiXi+ o o Wi XiX; eine quadia-

tische Funktion. Es bezeichnem := maxf #[i]ji 2 f1;:::; ngg die maximaleMachtigkeitder
Aquivalenzklasserbeziglich der fur f de nierten Relatlon . Dann gilt: Der (1+1)-EA
optimiert f in erwarteter Zeit O(2™n™M*1),

Beweis: Wir ziehenein minimales vollstandiges ReprasertantensystemR  f1;:::;ng
fur die Aquivalenzrelation heﬁan und setzenr := #R. Nach Lemma4.14 konnenww
f in der Form f(xi;::5;%n) = ,rfi(fX;j) 2 [ilg) separieren.Im Fall r = n ist f
eine lineare (bitweise separierbare)Funktion, fur die wir sdon in verstdiedenenFallen,
z.B. in Lemma 4.7, mithilfe von Fortschrittsma en obere Stranken gezeigthaben. Die
Besonderheitim Fall r = n liegt darin, dassjede Subfunktion nur zwei verstiiedeneWerte
annehmenkann, da sie nur von einemBit abhangt. Hangt eine Subfunktion hingegenvon
k > 1 Bits ab, kann siemaximal 2¢ versciedeneFunktionswerte annehmen Dies erscwert
die Ubertragung der mblichen Argumentation bei der Nutzung von Fortschrittsma en fur
lineare Funktionen auf Funktionen, die nur in r Funktionen, r < n, separiert werden
kennen.Wir kennendie Idee desFortschrittsma es aber verallgemeinern.

Fur jede Subfunktion f;;, i 2 R, de nieren wir I; := minf fj;(x)jx 2 f0; 1g" Ig und hy; :=
maxf f;;(x)jx 2 f0; 1g*'lg als minimalen bzw. maximalen Funktionswert der Subfunktion
und Vj; := ff(x)jx 2 f0; 1g* 'lg als Mengeder Funktionswerte von f ;. Zu jeder MengeV;
stellenwir die Folgevm,j 2 £1;:::,# V9, alsmonoton fallende Umordnung der Elemerte
von Vj;; auf und de nieren darausmederum die (nicht unbedingt monoton fallende) nicht

negative FolgedJ mit dj[l] = vJ J[.]+1 furj 2 f1;::5;#V;;  1gund df, := 0, die die Dif-

ferenzender Folgengllederv darstellt Es gilt f_\c’,['] *di; = hy Iy, daessich hier um
eine Teleslopsummehandelt. Aus der MengeV = f (i; I])Jl 2R;j 2100 #Vy 199
konstruieren wir sdilie lich mit v := #V die monoton fallende nicht negatlve Folge v, ,
i 2 fl;:::;vg, auseiner Umordnung der Familie, die wir aus den Projektionen aller Ele-
merte von V auf die zweite Komponerte erhalten. Zuletzt de nieren wir anhandder Folge
v, mithilfe von f i, := minff (x)e'x 2 f0;1g"g dasFortschrittsma P fur x 2 f0;1g" als
X
P (x):=max | 2 f0;:::;vgjf (x) V, + fmin
i=1
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P P
Wegender Separierbarleit von f gilt o ensichtlich fnin = g lipund fa = 55 Oy

Da die Folgev, nur eine Umordnung der Projektionen der Elemerte von V ist, folgt

XV XX X
Vi + fmin = diy* fmin = (hgp ) + Fnin = Fnax:

i=1 izl j=0 i=1

Aus P (x) = v folgt also,dassx optimal ist. Trivial einzusehenst, dassP aufgrund des
Akzeptanzwerhaltensdes (1+1)-EA niemals sinken kann. Wie wblich, brauchen wir noch
eine hinreichendeBedingungfur eine Erhehung desMa es.

Wir behaupten,dasseine Mutation von maximal m ausgevahlten Bits zugleid das Ma

P um mindestenseins erheht. Dazu betrachten wir einen beliebigenZeitpunkt im Laufe
des(1+1)-EA mit x als aktuellem Bitstring und P (x) = k, wobei k < v. Es musseine
Subfunktion fy;;, i 2 R, existieren,derenFunktionswert um mindestensv,,, erheht werden
kann. Lie e sich keine Subfunktion um v,,, erhehen,galte fur allei 2 R die Ungleichung
fip(Fx;)j 2 [|]g,9 > h[.] Vi, - Durch Summerbildung uber die Aquivalenzklassenverrde
f(X) fmax J w+2 V; folgen,danur die Werte v, ,,;:::;V, kleineralsv,,, seinkennen.
(Wir erinnernuns, dassdleseWerte v, alle meglichen Di erenig,en von aufelnandqf,folgen-
den Funktionswerten von Subfunktionen angeten.) Da f max a2 V) = foin J'”ll v,

gilt, hiee diesP (x) = k + 1, ein Widerspruch zu P (x) = k. Also kann der Funktl-

onsvert mindestenseiner Subfunktion um mindestensv,,, erheht werdenund damit das
Fortschrittsma erheht werden.Da dazu hechstensm Bits gleichzeitg ipp en meissen,ge-
schieht dies wegeneiner nach unten besdrankten Wahrsdeinlichkeit von e 'n ™ nad
erwarteten O(n™) Sdritten. Weil esr = O(n) Subfunktionen mit je maximal 2™ Funk-
tionswerten gibt, gilt v = O(n2™). Somit gereigen O(n2™) Erhehungenvon P , sodass
die erwartete Laufzeit zur Optimierung von f durch O(n2™"n™) = O(2™n™*!) nach oben
bestirankt ist. 2

Wir haben damit fur den Spezialfall linearer Funktionen (dann ist m = 1) die einface
obere Schranke von O(n?) gezeigt.Falls m konstart ist, gilt folgendesKorollar.

Korollar 4.16 Seif wiein Satz 4.15gegelen und sei m dem Satzentsprechendde niert.
Gilt m = (1) , optimiert der (1+1)-EA f in erwarteten O(n™*') Schritten.

Bemerkung 4.9 Es gibt quadratische Funktionen, die die Voraussetzungernvon Korol-

lar 4.16 erfullen, aber linear viele quadratische Gewidchte haben, also nicht mehr unter die

De nition fast linearer Funktionen fallen. Als Beispiel fahren wir die Verallgemeinerung
von Pair ¢ an, namlich (n seigerade)

X X
Pair (x) = ( xj)+ 3Xai 1Xai;

i=1 i=1

fur die wir O(n?®) als obere Schranke erhalten.
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Nur fur fast lineare Funktionen betrachtet, ist die Sthranke in der Form von Korollor 4.16
spezielleralsin Lemmad4.11formuliert, insofernals Struktureigensdaften der Funktionen,
namlich derenSeparierbarlkeit, und nicht nur die Anzahl quadratischer Gewicte eingehen.
Bei Pair ¢ betragt die Madtigkeit der gre ten Aquivalenzklasse, und Korollar 4.16zeigt
wegender Scranke O(n®) fur k 4 die Unzulanglichkeit der Scranken von Satz 4.8 und
von Lemma4.11,ausdenenwir nur O(n*) erhalten.

Wir haben sogarnoch mehr gezeigt.Da wir im Beweis zu Satz 4.15an keiner Stelle davon
Gebraud maden, dassf eine quadratische Fitnessfunktion ist, gilt Folgendes.

Korollar 4.17 Seif :f0;1g" ! eine keliebigeFitnessfunktion, die in folgenderForm
seqrierbar ist: Es existiert fur eini 2 f1;:::;ng eineé?artition der Mengel = f1;:::;ng
in i paarweisedisjunkte Mengenlq;:::;I; mit | := }:1 lj, und es existieren i Fitness-

nktionen fq;:::f; mit f; : fo;1g* " | fur j 2 f1;:::;ig, sadassf (X1;:::;Xn) =

J?zlfj(kajk 2 1;0) gilt. Es bezeichnem := maxf#1;jj 2 f1;:::;igg die maxima-
le Machtigkeit der Mengenl;. Dann gilt: Der (1+1)-EA optimiert f in erwarteter Zeit
o(2mnm+1),

Beweis: Wir kennen den Beweis zu Satz 4.15 mit einer abgeanderten Bedeutung der
Aquivalenzklassereziglich ; mbernehmenDie Rolle der Aquivalenzklasserubernehmen

Mengel; liegen. 2

Der (1+1)-EA optimiert alsoeineFunktionenf , derenGrad gre er als 2 seinkann, noch in
polynomiellerZeit, wennsich f in Subfunktionensepariereriasst,derenDe nitionsb ereide
jeweils konstarte Dimensionenhaben.

Wir besdlie en nun diesenExkurs und ziehenaus Satz 4.15Konsequenzerfer allgemeine
guadratiscdhe Funktionen. O enbar optimiert der (1+1)-EA quadratische Funktionen fuer
m = O(log®n), d 2 , noch in pseudomlynomieller Zeit. Da wir in Kapitel 5 eine Funk-
tion konstruierenwollen, die ,besondersschwierig\ ist, insofernals die erwartete Laufzeit
exponertiell seinsoll und dieseauch mit hoher Wahrsdeinlichkeit (im Gegensatzu Qua-
draten linearer Funktionen) eintreten soll, wissenwir damit, dassfer m, die Madtigkeit
der gre ten Aquivalenzklassédeziglich ;, dannaufjedenFall m = ! (logn) geltenmuss.

4.4 Zusammenfassung

In diesemKapitel habenwir einigeKriterien entdedkt, an denensich die Komplexitat qua-
dratischer Funktionen in Bezug auf den (1+1)-EA ausmaden lasst. Zum einen werden
guadratische Funktionen ohne negative Gewicte auf jeden Fall in erwarteter polynomiel-
ler Zeit optimiert. DiesesResultat lasstsich vermutlich sogarauf Funktionen konstarten
Gradesohne negative Gewidte mbertragen.

Im zweiten Abschnitt haben wir gesehendassbereits linear viele quadratische Gewidte
zu erwarteten exponertiellen Laufzeiten fuhren kennen. Je nach deren Anordnung in der
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Koe zien tenmatrix kennen Funktionen mit linear vielen quadratischen Gewichten aber
aud noch einfad sein.

Im dritten Abschnitt habenwir unserenBlick auf die sogenanren fast linearenFunktionen
mit konstart vielen quadratischen Gewidhten gerichtet. Bei diesenhaben wir nachweisen
kennen, dass sie keine exponertiellen erwarteten Laufzeiten des (1+1)-EA hervorrufen.
Dareber hinaus haben wir eine Klasse fast linearer Funktionen vorgestellt, die mit ei-
ner Konstanten k parametrisiert sind, um verstiedene polynomielle erwartete Laufzei-
ten scharf einzustellen.(Man kann dies als kleinesHierarchieresultat ansehen.)indem wir
sdhlie lic h gezeigthaben, wie fast lineare Funktionen zu separierensind, haben wir bewei-
senkennen,dassnicht nur die Anzahl quadratischer Gewidhte, sondernauch dasAusma ,
in dem sie die Separierbarleit der Funktion bein ussen, Auswirkungen auf die erwartete
Laufzeit des(1+1)-EA hat. DieseResultate zur Separierbarleit gelten nicht nur fer fast
lineare bzw. quadratisdhe Funktionen.



Kapitel 5

Komplexit atstheoretisc he Asp ekte

5.1 NP-V ollst andigk eit

Obsdondie bis heutebekannten Resultateeber die E zienz ewlutionarer Algorithmen bei
weitem nicht befriedigendersdeinen,ist die Komplexitat der zugrundeliegendenAufgabe
vieler ewolutionarer Algorithmen, namlich der Optimierung pseudolmolesder Funktionen
f . f0;1g"! , seit langerembekannt. Mit Bezugauf genetistie Algorithmen zeigenBe-
lew und Hart in [BH91], dassdie Optimierung einer beliebigenpseudolmoles&ien Funktion
ein NP-hartesProblemist und dassdareber hinausvermutlich keinee zien ten Approxima-
tionsalgorithmen fur diesesProblem existieren. Intuitiv werden uns beide Aussag@nklar,
wenn wir eine ,,Nadel-im-Heuhaufen-Enktion\ wie Needle ., (X1;:::;Xp) = M i”:l Xi
mit m 2  betrachten. Ein Black-Box-Optimierungsverfahrenerhalt bei einer Auswertung
der Funktion auf einemzufalligen Bitstring mit einerWahrsdeinlichkeit von1 2 " weder

einenHinweis auf das Optimum in I noch auf den maximalen Funktionswert.

Auch die Komplexitat der Optimierung pseudolmolesdier Funktionen mit besdiranktem
Grad ist relativ leicht zu erkennen.Bei quadratischen Funktionenen, d. h. Funktionen mit
einem, kleinen Grad 2, wei man, dassdaszur Optimierung der Funktion geherendeEnt-
sctheidungsproblemNP-vollstandig bleibt. Wir formalisierendiesesEntscheidungsproblem.

De nition 5.1 (Problem Deg-2-Opt ) Gegelen seieneinein polynomieler Zeit auszu-
wertendequadmatische Fitnessfunktionf : f0; 1g" ! undein k 2 . Esist zu entschei-
den,obein x 2 f0;1g" mit f (x) k existiert.

Bereits in Lemma 2.4 haben wir gesehendasswir bei der Betrachtung des (1+1)-EA

0.B.d.A. annehmendurfen, dass quadratische Fitnessfunktionen in die ganzenZahlen
abbilden. O ensichtlich lasst sich der Wertebereicdh dann auch auf naterliche Zahlen ein-
sdranken, indem man einengeregendgro en konstarten Term addiert. Damit wird deut-
lich, dassdie Klasseder quadratisdhen Funktionen der Gestaltf : f0; 19" ! zumindest
fur den (1+1)-EA samtliche quadratisthe Funktionen f : f0; 1g" ! beinhaltet. Abge-
sehendavon ist esklar, dassdas Problem Deg-2-Opt im Sinne der Komplexitatstheorie

69
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nicht einfacher werdenkann, wennwir in desserDe nition statt quadratischer Funktionen
f . f0;1g"! sogarquadratische Funktionen f : f0; 1g" ! erlauben.

Wir wollen die NP-Vollstandigkeit von Deg-2-Opt nadweisenund benetigen dazu ein
Entscheidungsproblemdaswir auf Deg-2-Opt reduzieren.Als geeigneterweist sich Max-
2-Sat .

gleichzeitigerfullt.

Seit langeremist die NP-Vollstandigkeit von Max-2-Sa t bekannt [GJ76]. Damit zeigen
wir die NP-Vollstandigkeit von Deg-2-Opt .

Lemma 5.1 Deg-2-Opt ist NP-vollstandig.

Beweis: Esist Deg-2-Opt 2 NP: Wir kennenein x 2 f0; 19" raten. Dann kann f (x) in
polynomieller Zeit berehinet und f (x)  k uberpruft werden.

1:feiiemg! fLliii;ngund L fepiiiieng! f1:ii;ng. Esqilt  1(g) = i fur
eineKlausel ¢ genaudann, wenni der Index der Variablen desersten Literals von ¢ ist;
analogist , de niert. Au erdem gebkendie Indikatorfunktionens; : fci;:::;¢cng! f0;1g
und s, : f¢piii;eng ! £0;1g an, ob das erste bzw. zweite Literal positiv (Wert 1) oder
negativ (Wert 0) ist. Fur ¢ = (X; _ X;j) haben wir beispielsveise i(¢) =i und »(q) = j
sawie s;(¢) = 1 und s;(g) = 0. Damit de nieren fur Klauseln ¢ die Funktionen

(
X 1) falls sy(@) =0 ;(c) = @) falls s(g) = 0.

P(e)= (o), fallssy(g) = 1 1 X @ fallssy(a)= 1.

Sdlie lic h konstruierenwir die quadratisde (in polynomieller Zeit auszwvertende) pseu-
doboolesde Funktion f in der Gestalt

X
fxgiinxn) = (1 p(G)p2Aa))
i=1
und setzenden Parameter k der Eingabe fur Deg-2-Opt mit dem Wert von k in der
Eingabe fur Max-2-Sa t gleich. Dasist o ensichtlich in polynomieller Zeit meglich.
Wir meussennun nachweisen,dassin der Eingabe fur Max-2-Sa t genaudann mindestens
k Klauseln zugleid erfullt werdenkennen,wenneinx 2 f0;1g" mit f (x) Kk existiert. Wir

erfullt, wenn (1  p:(c)p2(c)) den Wert 1 annimmt. Dies folgt mit der de-Morgan'stien
Regelg = |;* |; und den Identitatenab= a” bunda= 1 afur a;b?2 f0;1g dann
unmittelbar ausder De nition von p; und p,. Weil jeder Ausdruck 1 p1(G)p2(G) nur den
Wert 0 oder 1 annehmenkann, folgt insgesarh die Behauptung. 2
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Bezuglich polynomieller Reduktion sind also alle Probleme aus NP nicht sdwieriger als
Deg-2-Opt . Daherist esnicht verwunderlich, dasssich viele als NP-vollstandig bekannte
Problemeauf naterliche Weiseals das Problem der Optimierung einer quadratischen pseu-
doboolesdien Funktion bestireiben lassen.Hammer und Simeonestellen in [HS89] eine
Reihe solder Reduktionen vor, insbesondereaus dem Bereidh von Graphproblemen.Es
ist beispielsveiseleicht, das Problem ,Independernt Set als Maximierungsproblemeiner
guadratischen Funktion umzuformulieren. Auch musssidch dasProblem, einebeliebigepseu-
doboolestie Funktion zu maximieren, auf den quadratischen Fall reduzierenlassen' ®ber
die rein pragmatisde Einfehrung quadratisder Funktionen in Abschnitt 2.2 hinaus{ wir
haben die quadratisthen Funktionen als ,nachstd Klassenad den linearen vorgestellt {
gewinnenwir in diesemLicht ein wichtiges Argument fer die Relevanz der Betrachtung
guadratischer Funktionen.

In Abschnitt 3.3 haben wir gesehendassder (1+1)-EA die Quadrate beliebigerlinearer
Funktionen mit einer durch eine Konstante nach unten besdirankten Wahrsdeinlichkeit
in polynomieller Laufzeit optimiert. Nach dem obigen NP-Vollstandigkeitsbeweis kennen
wir diesnicht bei allen quadratischen Funktionen annehmen.Um dieszu erlautern, fragen
wir uns, was folgen werde, wenn der (1+1)-EA unabhangig von der zu optimierenden
guadratischenFunktion f immer mit einerWahrsdeinlichkeit von mindestensc, c konstart,
in t(n) Sdiritten, t ist polynomiell in n, ein Optimum fande. Mit Multistartstrategien,
namlich konstart vielen Instanzen des (1+1)-EA, lie e sich die Wahrsdeinlichkeit, dass
mindestenseine Instanz f in polynomieller Zeit optimierte, wber 1=2 bringen. Fur das
EntscheidungsproblemDeg-2-Opt  kennte daraus ein BPP-Algorithmus (vgl. [Weg93)
konstruiert werden,der mit einerWahrsdeinlichkeit von eiber 1=2 in polynomieller Zeit die
richtige Antwort ausgabe und sonstabbrache und einebeliebigeAntwort gabe. Wir hatten
alsoeinenBPP-Algorithm us fur ein NP-vollstandigesProblem. Diesware ein Widerspruch
zu der i. A. fur wahr gehaltenenHypothese,dassNP 6 BPP gilt (vgl. [Weg97). Die
vorigen Gedanlen gelten naterlich auch dann noch, wenn c nicht konstart ist, sondern
durch ( n %), k konstart, nach unten besdrankt ist.

Wir bauen also auf der Vermutung auf, dass eine ,,besondersschwierige quadratisde
Funktion existieren muss. ,Besondersschwierig\ bedeutet dann, dassder (1+1)-EA mit
einerWahrsdeinlichkeit 1 , = o(n ¥) fur alle konstarten k, superpolynomielle Laufzeit
benstigt. Esbestetlt Ho n ung, solde Eigensdaften bei einerquadratischen Funktion nad-
weisenzu kennen,da der (1+1)-EA gut zu analysierenist und eine besondersschwierige
Funktion vom Grad 3 bekannt ist (siehe[DJW99a]).

In dennadistenbeidenAbsdnitten stellenwir zunadhst zwei Funktionen vor, die evertuell
besondersschwierig sind. Dies kennenwir zurzeit aber nicht beweisen.In Abschnitt 5.4
untersuchen wir einedritte Funktion; bei ihr gelingt der Nadhweis, besondersscwierig zu
sein. Dabei stellt sich heraus,dassdie oben erwaihnte Wahrsdeinlichkeit sogarexponen-
tiell klein seinkann.

1Dies werden wir in Abschnitt 5.4 ausrutzen.
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5.2 Einige Gedanken zu , Chain\

In Bemerkung4.6 haben wir darauf hingewiesendassdie Funktion Chain zwar eine er-
wartete exponertielle Laufzeit des (1+1)-EA hervorruft, esaber nicht o ensichtlich ist,
ob diesemit einer hohenWahrsdeinlichkeit eintritt. Wir stellenim Folgendeneinige Un-
tersuchungen an, die die Vermutung erharten, dassdie Wahrsdeinlichkeit exponertieller
Laufzeiten auf Chain geringist. Dabei fuhren wir zur Vereinfadung zwei Begri e ein.

De nition 5.3 Seix 2 f0;1g" ein Bitstring. Der Bitstring x enthelt eine Kette der Lange
[,2 | n,wenneinindexk 2 f1;:::;n |+ 1g existiert, sadass8i 2 fk;:::;k+1 1g:
Xi=lundk6 1) Xxx 1=0sowiek6 n) Xygq = 0zutrit.

Naterlich ist fur ein gegelenesx 2 f0; 1g" die Anzahl der Ketten in x eindeutig bestimmt.

De nition 5.4 Seix 2 f0;1g" ein Bitstring. Bit i, i 2 f1;:::;ng, heit isoliert, wenn
Xi=1lundi6&1l) x; 1=0sowiei6 n) Xy = 0zutrit.

Damit kennenwir eineinteressane Aussagesber denFunktionswert von Chain festhalten.

Lemma 5.2 Seix 2 f0;1g" ein Bitstring. Es seiau erdemk die Zahl der Ketten in x, |
die Summeder Langenaller Ketten und i die Zahl isolierter Bits in x. Dann gilt

Chain(x) | 2nk+i(1 2n):

Beweis: Aus der De nition von Chain folgt, dasseineKette der Langel® genaul®lineare
Gewidchte und mindestensl® 1 quadratische Gewichte aktiviert. Der Beitrag einersolden
Kette zum Funktionswert ist alsolq1 2n)+ (I° 1)2n= 2n+ |% Bber alle Ketten sum-
miert folgt, dassalle Ketten einenSummandenvon mindestensl  2nk zum Funktionswert
beitragen. Die isolierten Bits hingegentrageni(1 2n) zum Funktionswert bei. Da wir bei
dieserArgumentation alle aktivierten negativen Gewidte bereicksichtigen, folgt die untere
Sdiranke. Wenn x; = 0 oder x, = 0 qilt, tritt sogarGleichheit ein, denn wir haben nur
das quadratisdhe Gewidit wy, unberucksichtigt gelassen. 2

Anhand von Lemma 5.2 wollen wir die Besta enheit von akzeptierten Mutationen des
(1+1)-EA, die auseinemx 2 f0;1g" ein x°2 f0;1g" mit Chain (x% Chain (x) erzeu-
gen, analysieren.Zur Vereinfadung unterstellen wir, dassLemma 5.2 statt einer unteren
Sdranke fur denFunktionswert von Chain immer dentatsadlichenFunktionswert angibt.
Weldhe Mutationen, die nur ein Bit ipp en, kennenakzeptiert werden?Erstens sind dies
naterrlich Mutationen, die isolierte Bits zu O ipp en.Zum anderenwerdenaber aud 1-Bit-
Mutationen akzeptiert, die die Gesantl angender Ketten erhehenund damit die Zahl der
Einsenerhehen.

Eine Mutation mehrerer Bits zugleith kann akzeptiert werden, wenn sie mindestensein
isoliertes Bit ippt. Dabei kann sich die Gesantl ange aller Ketten oder die Anzahl der
Ketten verringern.
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Aufschlussreit ist die Situation, dassder aktuelle Bitstring x keineisolierten Bits erth alt.
Wir betrachten eine akzeptierte Mutation zu einemx®2 f0;1g" anhand von Lemma5.2.
Diesekann einerseitsdie Gesantl angel aller Ketten erhehen. Weil andererseitsder Funk-
tionswert von Chain nicht sinken darf, kann sich |, die Gesantl angealler Ketten, notwen-
digerweisenur dann verringern, wennk sinkt. Dazu mussentweder mindestenseine Kette
in einemSdaritt durch Mutation aller Bits der Kette ,versdwinden oder esmusssic die
Anzahl der Ketten verringern, indem zwei Ketten , versdqimelzen , also Nullbits zwisden
Ketten zu 1 ipp en.

Isolierte Bits kennen bei einer akzeptierten Mutation nicht allein durch Erhehung der
Gesantlange aller Ketten entstehen, weil | n ist, ein isoliertes Bit aber 1  2n zum
Funktionswert von Chain beitragt. Es ist also zudem eine Verringerung der Gesantzahl
der Ketten notwendig, d.h. wie zuvor durch ,Versd&winden oder ,Verscimelzeh von
Ketten.

Die Wahrsdeinlichkeit, dassisolierte Bits nach der Initialisierung sdnell versdwinden,
sheint recht hoch zu sein, weil dazu 1-Bit-Mutationen ausreitben. Demgegember sdeint
die Wahrsdeinlichkeit fur die Entstehung isolierter Bits geringzu sein,weil wahrend einer
solthen Mutation Ketten verscwinden oder verseimelzenmeissen.Wir vermuten, dassder
(1+1)-EA auf Chain eine deutliche Tendenz,die Gesantl ange der Ketten zu erhehen,
besitzt. Deshalb stellen wir die Behauptung auf, dassdie Funktion Chain mit deutlich
uber 1=2 liegenderWahrsdeinlichkeit in polynomieller Zeit (evtl. O(n?)) optimiert wird.
Weil die Zahl der Einsenim aktuellen Bitstring sinkenoder steigenkann, weirde einenahere
Analysevermutlich in einemModell einesMarko prozessesgder einelrrfahrt (randomwalk)
auf dem Zustandsraumvollfehrt, resultieren. Dies mutet sehrkomplex an.

Interessan ist audh die folgendeFunktion, die wir mit einer geringfigigen Modi k ation
ausChain erhalten.

De nition 5.5 Die Funktion MissingLink :f0;1g" ! wird de niert durch

X X1
MissingLink (x) := 1 2n)x; + 2NXiXj+1 -

i=1 i=1

Wir haben also aus Chain das Monom 2nx,x; ertfernt. Damit hat MissingLink ein
lokales Maximum in T mit dem Funktionswert n; der Hammingabstand zum globalen
Maximum 0 betragt n. Die Abschatzung fur den Funktionswert von Chain ausLemmab.2
wird fur MissingLink zu eineredten Gleichheit (vgl. BeweisdesLemmas),und die obigen
Uberlegungenbeziglich der Wahrsdeinlichkeit, dassder (1+1)-EA zu T gelangt, behalten
ihre Gultigkeit.

Die Funktion MissingLink ist ein Kandidat fur eine besondersscwierige quadratische
Funktion, die nur mit kleiner Wahrsdeinlichkeit in polynomieller Zeit optimiert wird. Wir
formulieren es als o enes Problem zu zeigenoder zu widerlegen,dassder (1+1)-EA nur
mit exponertiell kleiner Wahrsdeinlichkeit in polynomiell vielen Sdritten das Optimum
von MissingLink  ndet.
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5.3 Einige Gedanken zu , MultiDist \

Nachdemwir unsin dieserArb eit wiederholt mit der Funktion Dist ance bzw.demdualen
Pendart OneSqr -»+1-3 besdaftigt haben, ersteint esnaterlich, darauf aufbauendeine
besonderssawierige quadratisthe Funktion zu konstruierenzu versuden.

De nition 5.6 Sein = k? fur ein k 2 . Die Funktion Mul tiDist : f0;1g" ! wird
de niert durch |
K1 X K 1 2
Mul tiDist (x) = Xikej =+ 2
P 2 3
i=0 j=1

DieseFunktion entsteht durch Addition von k = P n Funktionen mit paarweisedisjunk-
ten Variablenmengenwobei jede Funktion eine Instanz der Funktion OneSqr , und zwar
OneSqr -p+1 -3, Ist. Wir wissen,dassder (1+1)-EA auf OneSqr .1 -3 Mit einerWahr-
sdeinlichkeit von 1=2 eine exponertielle Laufzeit benstigt (vgl. die Ausfahrungen zu
Dist ance in [DJW98a]). Daraus leitet sich die Vermutung ab, dassfur Mul tiDist  mit
einer Wahrsdeinlichkeit von 1 2 (% eine exponertielle Laufzeit erforderlich ist. Wir
gelben einen ersten Hinweis darauf.

Lemma 5.3 Seix® 2 f0;1g" der initialisierte Bitstring des(1+1)-EA. Mit einer Wahr-
scheingchkeitvon mindest(ﬁ@l (3=4)X existierteini 2 f0;:::;k 1g, sadassdie Unglei-
chung' [ X%, k=2 ' k=gil.

Bew eis: Die Wahrsdeinlichkeit, dassein Block von unabhangigglei(hverteiIlbirlitiali%e_rten
k Bits hedistensk=2 k=4 Einsbits erthalt, betragt mindestens1=2 ( k=4)= k) =
1=4 (siehe Beweis zu Lemma 3.19). Damit ist die Wahrscheinlichrggit, dasskeiner der k
unabhangig initialisierten Bledke der Lange k hedstens k=2 k=4 Einsbits erthalt,
durch (3=4)¢ nach oben besdirankt. Durch ®bergang zur Gegemahrsdeinlichkeit folgt
die Behauptung. 2

Mit exponertiell nahe an 1 IiegenderWahrsmeinﬁcbkeit wird also 0.B.d.A. der Block
X1;:::: Xk soinitialisiert, dasser hechstensk=2 k=4 Einsenenthalt (Ereignis|). Wir

die ein Summandvon Mul tiDist ist. Ein bekanntes Resultat fur Dist ance besagt,dass
bei Eintreten von | die Wahrsdeinlichkeit fur polynomielle Laufzeiten auf f exponertiell
lein in k ist, vgl. [DJW984a]. Dies begrundet sich daraus,dassder (1+1)-EA mindestens
k=2 Bits gleichzeitig ipp en muss,um zum globalenMaximum in 1 gelangenzu kennen.
Auch wenn bei Mul tiDist das Ereignis | mit exponertiell nahe an 1 liegender Wahr-
sdheinlichkeit eintritt, kennenwir die Laufzeit mit der Argumentation fer Dist ance nicht
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P L . : :
durch 20K = 20" M pach unten bestiranken. Bereits eine Mutation von 2 Bits { namlich

Block ein weiteresBit ippt { kann unter Umstanden akzeptiert werdenund damit die
Zahl der Einsenim betrachteten Block erhehen. Auf der anderen Seite wird eine 1-Bit-

akzeptiert.

Wie schon in Abschnitt 5.2 scheint eine nahereUntersuchung von Mul tiDist  in der Ana-
lyse einerlrrfahrt zu menden. Wir kennten versuden, eine Zufallsvariable X , die die Zahl

Wahrsdeinlichkeit, dassX wahrend polynomiell vielen Sdritten auf k steigt (notwendige
Bedingungfer die Optimierung), abzusdatzen. Dabei stheinenaber unsereMethoden zu
versagenEine Anwendungder Cherno schranke scheidet zunadhst wegendesWerteberei-
chesvon X aus; zum anderenliegt keine Zerlegungvon X in Zufallsvariablen mit dem
Wertebereidt f 0; 1g nahe.Da die Varianz von X gewissnicht exponertiell klein ist, scheint
aud eine Absdhatzung mithilfe der Tschebysde -Ungleichung nicht zum Erfolg zu fehren.
Wiederum belassenwir ein o enes Problem. Wahrend es leicht zu sehenist, dassdie
erwartete Laufzeit des(1+1)-EA auf Mul tiDist exponertiell ist (Beweisanalogzu Lem-
ma 4.10), bleibt zu untersuchen, mit weldher Wahrsdeinlichkeit exponertielle Laufzeiten
eintreten.

5.4 Die Funktion ,QTrap\

Roserberg gibt in [Ros79 eine Reduktion an, die das Problem, eine beliebige pseudolmo-
lesdhe Funktion (ohne Restriktionen) zu maximieren, in das Problem, eine quadratiscdhe
pseudolmolestie Funktion zu maximieren, transformiert. Um dieseArbeit abgesblossen
zu gestalten,geben wir in denfolgendenDe nitionen und Lemmata zunachst Roserbergs
Konstruktion wieder.

De nition 5.7 (P olynomdarstellung) Seif :f0;1g" ! gegelen. Die Polynomdar-
stellung von f wird durch diejenige (eindeutige) Wahl der Mengel P (f1;:::;ng), einer

Koe zienten mit ¢ (A) 2 nfOg fur alle A 2 |, induziert, die die Identitat

X Y
f(Xg;:00Xp) = ¢ (A) Xi

A2l i2A

(dakei ist Qiz; Xj := 1) fur alle x 2 f0; 19" erfullt.

De nition 5.8 (Rosenbergs Metho de) Es sei f (x) = P A2l cf(ﬁ)QiZA X; die Poly-
nomdarstelung einer Funktion f : f0; 1g" ! . Weiter sei f 1= (15 (a)>09 & (A)
die Summealler positiven Koe zienten vonf und q2 eine Zahl mit der Eigenschaft
g< maxff(x)jx 2 f0;19"g. Esseiein F 2 ,dasF g f erfullt, gewahlt. Durch
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Wahl einesPaares(i;j), 1 i< n, konstruiert man auseiner MengeA f1;:::;ng
die MengeA® f1;:::;n+ 1g genm

Anfi;jg[ fn+ 1g; fallsfi;jg A,
A sonst

A°=

Damit de niert man die Mengel °:= fAJA 2 I g durch Anwendungdieser Konstruktion
auf alle A 2 | und setztfur alle A°2 1°den Koe zienten ¢ (A9 mit dem ursprunglichen

Koe zienten ¢ (A) gleich. Schlie lich entstehtdie Funktion f ©: f0; 1g"** ! ausf als
X Y
fOAX1 0 Xne1) = FOGX + (B 26 2% )Xnea) + a (A9 x
A02]0 i2A0

Mit anderenWorten entsteht f ®ausf durch ErsetzungdesProduktes XiXj durch Xp41 in
allen Monomenund ansdilie ender Addition einesStraftermsF (Xix; + (3 2X;  2Xj)Xn+1)
zu dem auf dieseWeisegewonnenenPolynom. Den Sinn dieser Konstruktion entnehmen
wir dem folgendenLemma.

Lemma 5.4 Seif?:f0;1g"** ! ausf : f0;1g" ! durch Anwendungvon Rosenlergs
Methade entstanden.Es bezeichnenM; und My. die Mengealler fur f bzw.f ° optimalen
Bitstrings. Dann geltendie drei folgendenAussagen:

Beweis: Wir nutzen die Abkerzung h(x;y;z) = xy + (3 2x 2y)z, x;y;z 2 f0; 1g.
Durch ®Uberprufung aller 22 Belegungenfur x;y;z sehenwir, dassh(x;y;z) = 0 ist, wenn
z = xy gilt, dassh(0;0; 1) = 3ist und dasssonsth(x;y;z) = 1 gilt. Fur z 6 xy heit dies
h(x;y;z) 1. Die erste AussagedesLemmasfolgt aus der Konstruktion von f ° gema

X Y
f X110 Xn XiX)) = Fh(Xi5 X5 XiX;) + ¢ (AY X
x Y A®2]0 i2 A0
= G (A)  xi="f(Xg;:0%Xn);
A2l i2A

denn h(x;; x;;Xix;) = 0. Insbesonderenimmt f%im Falle x,,.; = XiX; keinen gre eren
Wert als den maximalenWert von f an. Andererseitsnimmt f ° auf Bitstrings, derenerste
n Komponerten einenoptimalen Bitstring fur f darstellen, dann auch diesenmaximalen
Wert an. Wennwir nachweisen,dassf °im Falle x,,.; 6 XiX; nur Werte, die geringerals der
maximale Funktionswert von f sind, annehmenkann, folgt zunadhst die zweite Aussage
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und damit unmittelbar die dritte Aussage.Also sei (X1;:::;X,) 2 f0;1g" beliebig und
Xn+1 8 X;X;j. Diesimpliziert zunadhst h(X;; X;;Xn+1) 1 und dannwegenF < O
X Y
f X150 Xne1) = FR(Xi3Xj 1 Xne1) + ¢ (AY) X
A02]0 i2A0

F+f g< maxtf (x)jx 2 f0;1g"g:
2

Weil es ), Variablenpaare(x;;x;), 1 i <j n, gibt, gerugeno ensichtlich hechstens

" iterierte Anwendungenvon Rosemergs Methode, um eine beliebige pseudolmoleshe
Funktion in einequadratisdhe Funktion zu transformieren.Wir erhalten dann unmittelbar
denfolgendenSatz.

Satz 5.5 Seif : f0;1g" ! eine keliebige pseudobolescheFunktion. Dann existieren
einl 2 mit 0 | " und eine Funktion f : f0;1g"*' ! mit einem Grad von
hechstens2, sadassgilt:

1. Ist (X1;:::;%Xne1) 2 £0; 2™ fur f O optimal, soist (x1;:::;X,) fur f optimal.

Roserberg reduziert mit seiner Transformation das Entscheidungsproblemzur Maximie-
rung beliebiger pseudolmolester Funktionen (dies ist abgesehervon der Gradbestiran-
kung wie Deg-2-Opt  zu formalisieren)auf dasProblem Deg-2-Opt . Am Randeseinoch
ermahnt, dassdie Reduktion gewisseWahlfreiheiten bei der Elimination von Variablen
lasst,dennin De nition 5.8ist (i; j ) praktisch beliebig.Damit kennenauseinerfestenFunk-
tion f versdiedenequadratische Funktionen f °entstehen,und die Zahl der einzufhrenden
Hilfsvariablen | kann ebenfalls variieren. Dies spielt fur uns aber keine weitere Rolle.
Bewvor wir RoserbergsReduktion nutzen, nehmenwir daran eine kleine Modi k ation vor.
Als etwas storend erweisensich bei einer iterierten Anwendung seiner Methode die neu
entstehendenMonome  2F XjXn+1 und  2F X Xn+1, die wir durch Ausmultiplizieren von
F(xixj+ (3 2Xi 2Xj)Xn+1) erhalten.Da F negativist, haben die neuenMonomepositive
Koe zien ten, diedenWert vonf und damit audch vonF beieinerweiterenAnwendungder
Methode beein ussenkennen. Wir wollen zeigen,dasseine erneute Festlegungvon F bei
iterierter Anwendungder Methode nicht wirklich netig ist. Dazu messenwir fordern, dass
Roserbergs Methode sinnvoll angevandt wird und Variablenpaare(X;; Xn+1), die bereits
in einem Strafterm enthalten sind und wie oben ein Monom 2F X;X,+1 €rzeugen,nicht
erneut durch eine Hilfsvariable ersetzt werden. Dies st vernenftig, da dasProdukt X;Xn+1
aufgrund von Roserbergs Methode nur in (ausnultiplizierten) Straftermen, nicht aber in
den modi zierten Monomen der urspreinglichen Funktion auftreten kann. Im folgenden
Lemma verstehenwir unter einer sinnvollen Anwendung der Methode den Verzicht auf
derartige Wahlen von zu ersetzenderVariablenpaaren.
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Lemma 5.6 Seif : f0;1g" ! eine beliebige pseudobolescheFunktion und halke der
Parameter F einen gultigen Wert fur die Anwendungvon Rosenlergs Methade (Def. 5.8)
auf f. Lemma 5.4 und Satz 5.5 behaltenihre Gultigkeit, wennf?: f0; 1g"*' | durch
[-fache sinnvolle Anwendungder Methade konstruiert wird und bei allen Anwendungerder
Wert von F unverandert bleibt.

Beweis: Der Fall | = 1 ist trivial. Fur den Induktionsschlussvon | 1 auf | betrachten
wir diedurch | 1 Anwendungenvon RoserbergsMethode entstandeneFunktion f; ; und
die dann in der I-ten Anwendung konstruierte Funktion f,. Wir zeigen,dassder bei der
ersten Anwendung gewahlte Wert von g dann audch g < maxf f,(x)jx 2 f0;1g"*'g erfullt,
dassmaxff, 1(x)jx 2 f0;1g"*' g = maxff,(x)jx 2 f0;1g"*'g gilt und dassLemma 5.4
bei der I-ten Anwendungder Methode insgesan gelltig bleibt.

Fur f, ;1 gilt Lemma5.4nad Induktionsvoraussetzunginsbesonderestimmt der maximale
Funktionswert von f; ; mit dem von f wberein, und q erfullt die Voraussetzungerder
Methode. Beim BeweisdesLemmasfolgt sofort, dassdie erste Aussageunabhangigvon F
gultig bleibt. Insbesonderekann f| den maximalen Funktionswert von f; ; annehmen.
Der Wert von F ist nur fur die zweite und dritte AussagedesLemmasrelevant. Sogarohne
Induktion sehenwir, dassf, ; niemalsgre er alsf , die Summeder positiven Koe zien ten
vonf , werdenkann,dadiel 1 bereitserntstandenenStrafterme niemalspositive Werte an-
nehmenkennen.Auch die ErsetzungeinesVariablenpaareg(x;;x;), 1 i<j n+1| 1,
durch die Hilfsvariable x,., bewahrt die obere Scranke, da in Straftermen keine Erset-
zungenvorgenommenwerden.

Im |-ten Sdritt wird der Strafterm Fh(X;;X;;Xn+1) addiert. Damit gilt wiederim Falle
Xn+1 6 XiX; dieUngleidungf(x) F+f g. Weil g geringeralsder optimale Funktions-
wert vonf, ;ist, nimmt f; dannalsokeinenoptimalen Funktionswert an. Somitist die zwei-
te und dritte AussagedesLemmasaud fur f; bewiesenund g < maxf f;(x)jx 2 f0;1g"*'g
folgt aus maxf f,(x)jx 2 f0;1g"*'g = maxff (x)jx 2 f0; 1g"g. 2

Beispiel 5.1 Um zu zeigen,dassLemma5.6 nicht mehr gilt, wennin RoserbergsMethode
Variablenpaare , sinnlod ersetzt werden, nehmen wir uns die Funktion f (Xy;X5;X3) =
X1X2X3 vor. Hierist f = 1 und maxff (x)jx 2 f0;1g%g = 1. Wir wahlenq= OundF = 2.
Durch Anwendungvon RoserbergsMethode auf das Variablenpaar(xy; x,) erhalten wir

fAX1 0 Xa) = XaXa 2(XaXo+ (B3 2X1  2X2)Xa)
= X3Xg 2X1Xo  BX4 t+ 4AX1X4 + 4XoX4:

Eine weitere Anwendungder Methode, diesmalauf sinnloseWeisemit dem Variablenpaar
(X2;X4), liefert

FOUX111Xs) = XaXa  2XaXo  BXa+ AXiXa+ 4Xs  2(XoXa+ (B 2Xo  2X4)Xs):

Dannist f %0;1;0;0;1) = 4 2(0+ (3 2) 1) = 2, d.h. der maximale Funktionswert von
f Qist gre er als der von f . Lemma 5.6 gilt bei sinnlosenAnwendungender Methode also
nicht mehr.
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Nun wollenwir RoserbergsMethode endlich einsetzen Sieermeglicht esnamlich, beliebige
pseudolmoleste Funktionen, die fur den (1+1)-EA als besondersscdwierig bekannt sind,
in quadratische Funktionen umzuwandeln. Fer eine soldhe Transformation wahlen wir die
Funktion Trap .

De nition 5.9 Die Funktion Trap , : f0; 19" ! wird de niert durch

X A4
Trap o(x) = ( x)+ (n+1) X
i=1 i=1

Esist in denfolgendenAusfuhrungenzuweilen erforderlich, die Langeder Bitstrings anzu-
geben, fur die Trap , de niert ist. Geht dies aus dem Zusammenhanghervor, lassenwir
den Index n meist weg.

De nition 5.9weidcht von der De nition von Trap aus[DJW98a] ab, denndasglobaleMa-
ximum ,unserex Trap -Funktion liegt in 1, wobei Trap (1) = 1. Damit wollen wir Konfor-
mitat mit unsererKonvention, dasglobale Optimum in T zu legen,herstellenund Verwir-
rungen vermeiden.Nichtsdestaveniger gelten die von Droste, Jansenund Wegenervorge-
stellten Resultateaudh fur die Trap -Funktion ausDe nition 5.9,danur eineKomplemert-

geandert wurde.

Nun wenden wir Roserbergs Reduktion auf die Funktion Trap ,,, m = n=2+ 1, an.
Indem wir den dazu benetigten Parameter F in Einklang mit der Reduktion wahlen als
F := (m+ 1), bilden wir die Funktion QTrap (,quadratic trap\ ).

De nition 5.10 Sein 2 gemdeundm := n=2+ 1. Die Funktion QTrap :f0;1g"!
wird de niert durch

xn
QTrap (x) = ( xi)+ (M+ 1)X1X,
X
+ ( (m+ 1)(Xm iXm+i 1t (3 2Xm i 2Xm+i l)Xm+i)):
i=1

Es stellt keine edite Einschrankung dar, dassdieseDe nition nur fur geraden gilt. Wir
weisennoch darauf hin, dassdie De nition wegenm + (m 2) = n sinnvoll ist, d. h. dass
QTrap von genaun Variablen abhangt.

Nun maden wir uns den Zusammenhangzu RoserbergsReduktion Klar.

Lemma 5.7 Die Funktion QTrap : fO;1g" ! entsteht durch sukzessiveAnwendung
von Rosenlergs Methade (Def. 5.8) ausder Funktion Trap ,, wokei m := n=2+ 1.

Beweis: Gema den Notationen in De nition 5.8ist f = m + 1. Wegendes optimalen
Funktionswertes Trap (1) = 1 wahlenwir g := 0. Der Wert F ;= (m + 1) erfullt die
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m Qm

Voraussetzungc q f . Auf die Funktion Trap n(X) = P i-; Xit(m+1) "X
wendenwir sukzessie RoserbergsMethode an, indemwir den Grad despositiven Monoms
durch Elimination der Variablen mit dem gre ten und zweitgre ten Index und ansdlie-
ender Erganzungeiner Hilfsvariablen um einsverringern. Die erste Elimination fehrt zu

der Funktion
I
xn ny 2
( X))+ (m+ 1) Xi Xm+1 M+ DXm Xm+ B Xm 1 2Xm)Xm+1):
i=1 i=1

Laut Lemma5.6 durfen wir RoserbergsMethodemit F := (m+ 1) iterieren. Weillm 2
Sdrritte ausreidien, um den Grad des positiven Monoms auf 2 zu verringern, folgt dann
induktiv die Gestalt aus De nition 5.10. 2

Mit Satz 5.5 erhalten wir dann, dassder optimale Funktionswert von QTrap wie bei
Trap ,, zum einen 1 betragt und dasszum anderennur der n-stellige Einsvektor 1 die-
senFunktionswert liefert. Im folgendenLemma zeigenwir, dassdie Funktion QTrap zu
Trap ,, noch weitere Ahnlichkeiten aufweist.

P
Lemma 5.8 Gegelen sei ein keliebigesx 2 f0;1g". Gilt fur i := Xj, dassi < m,

j=1
existiertein k 2 f0;:::;3(m 2)g, sadassgilt: QTrap (x) = i k(m+ 1).

Beweis: Lemmab.4 sagtaus,dassdie Ausdrecke X, iXm+i 1+ (8 2Xm i 2Xm+i 1)Xm+i
lediglich Werte ausf 0; 1, 3g annehmerkennen.Nacdh einerMultiplik ation mit  (m+ 1) folgt
fur die Straftermein QTrap , dasssienur die Werte 0; (m+ 1) oder 3(m+ 1) annehmen.
Weil dasMonom (m + 1)x;x, denKoe zien ten m+ 1 besitzt, die linearenMonome 1 als
Koe zien ten habenund esm 2 Straftermegibt, folgt zunachst QTrap (x) = 1 k(m+1)

i < m nicht optimal ist, folgt aus Satz 5.5 die Eigenstaft, dassx auch fer QTrap nicht
optimal sein kann. Wir erhalten somit die Ungleichung QTrap (x) < 1. Dies sdliet
negative Werte von k aus,denni < m+ 1. 2

Damit haben wir bereits alle Aussagenzusammen,um zu beweisen,dassdie quadratisdhe
Funktion QTrap fur den(1+1)-EA besondersscwierig ist.

Satz 5.9 Der (1+1)-EA benetigt zur Optimierung der Funktion QTrap mit einer Wahr-
scheinlichkeitvon mindestensl 2 (™ mindestens2( "'°9" Schritte.

Bew eis: Wir unterteilen Bitstrings x 2 f0; 19" in diesemBeweismithilfe vonm := n=2+ 1

Block der Variablen der urspreinglichen Trap -Funktion (vgl. Lemma5.7) und den Block
der zusatzlichen,durch die Reduktion enistandenenVariablen. Wir werdenzeigen,dasssich
die Zahl der Einsenim vorderenBlock nach der Initialisierung mit hoherWahrsdeinlichkeit
nicht auf m erheht, bevor ein Zustand erreidt ist, in dem sich die Zahl der Einsen nicht
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mehr erhohen kann, esseidenn, dassmindestensalle verbleibendenNullbits im vorderen
Block gleichzeitig zu 1 ipp en.

Wir tre en unter Anwendungder Cherno schranke zwei Annahmeneber deninitialisierten

mit X; := 1 x;. Diessind naterlich unabhangigeZufallyariablen mit dem Wertebereith
f0;1g, sadassauf X = X;+  + X mit E[X] = I, Prob(X; = 1) = m=2 die
Cherno schranke angevendet werdendarf. Es ist

Prob(X < 0;4m) = Prob(X < (1 G:05)E[X]) < e ©09°("=21)=4 (| emma A.2);

d. h. mit exponertiell nahean 1 liegenderWahrsdeinlichkeit enthalt der initialisierte Bit-
string mindestens0;4m Nullen im vorderenBlock.

Fur den hinteren Block ziehenwir weiterem 2 0-1-Zufalls\ariablenY;,i 2 f1;:::;m 2g,
heran.Esist Y; = 1, falls x;,,; = X, iX3.; 1 0ilt, und O sonst. Fur Aussageneber die-
se Zufallsvariablen wendenwir das Prinzip der veragerten Entscheidungen(vgl. [MR95,

gewurfelt\ wird, d.h. mit Wahrsdeinlichkeit 1=2 mit 1 belegt wird. Diese Annahme ist
zulassig,da versdiedeneBits von x° unabhangig initialisiert werden. So gesehemimmt
Xm+i Mit Wahrsdeinlichkeit 1=2 denfestenWert x5, x5, ; an,d.h. Prob(Y; = 1) = 1=2.
Die Zufallsvariable Y; hangt also nur von der Position x3,,; ab. Folglich sind auc alle Y;

unabhangig voneinander.Wir wendenaufVY = Y;+ + Y, > mit E[Y]= (m 2)=2wie
oben die Cherno schranke an und erhalten

Prob(X < 0:4(m 2)) < e ©09°(Mm 2=4 = g (0:05°(n=2 1)=4.

d. h. mit exponertiell nahean 1 liegenderWahrsdeinlichkeit nehmenmindestens0;4(m 2)
ZufallsvariablenY; denWert 1 an. Das EreignisY; = 1 ist gleichbedeutenddamit, dassder
zu'Y; gehorendeStrafterm

h(Xm iy Xm+i 1;Xm+i) = (m+ 1)(Xm iXm+i 1t (3 om0 DXm+i l)Xm+i)

denWert 0 annimmt (siehedazuLemmab5.4). Mit exponertiell nahean 1 liegenderWahr-
scheinlichkeit nehmenalsomindestens0;4(m  2) Strafterme den Wert 0 an.

Nun setzenwir die beiden Annahmen zusammen.Da X und Y unabhangig voneinander
sind, tritt dasEreignis! :=, X 04mundY 0;4(m 2)\ mit einer Wahrsdeinlichkeit
von mindestens

(1 e (0;05)2(n=2+1) :4)(1 e (0;05)2(n=2 1):4) 1 e (0;05)2(n=2+1) =4 e (0;05)2(n=2 1):4;
also ebenfalls mit exponertiell nahean 1 liegenderWahrsdeinlichkeit, ein. Wir setzenim

Folgendenvoraus,dassl eingetretenist. Wir setzeno := x§+  + x3,; esgilt danno
0;6m. Nehmenwir au erdem pessimistisb an, dass0;6(m 2) (o0.B.d.A. einenaturliche
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Zahl) Strafterme ihren betragsna ig maximal meglichenWert 3(m + 1) annehmen folgt
mit Lemma5.8, dassfur den Funktionswert nadc der Initialisierung die untere Scranke

f (x®) o 18(m 2)(m+ 1)

gilt.
Bei der Betrachtung der Optimierung der Funktion QTrap fehren wir fur suboptimale
Bitstrings die Variablenpaare(o;k), 02 f0;:::;mgundk 2 f0;:::;1;8(m 2)g, mit. (Diese
hangeneigertlich vom Zeitpunkt t 2 ab, d h. der Zahl der S(hrltte die der (1+1)-EA
bereits gemadt hat; wir lassenden Index t der Ubersiditlichkeit halber aber fort.) Die
Variablen zeigenan, dassder Funktionswert desaktuellen, noch nicht optimalen Bitstrings
0o k(m+ 1) (vgl. Lemma5.8) betragt. Im Laufe der Optimierung kann k aufgrund des
Akzeptanzwerhaltensdes(1+1)-EA und wegender Ungleichung o< m + 1 niemalsgre er
werden.Wir uberlegenuns, weldhe Ereignissenotwendigsind, damit sich o erhehenkann. In
Phasendes(1+1)-EA, wahrendderensidc k nicht andert, kann dieso ensichtlich nicht der
Fall sein. Solangedas Optimum von QTrap nicht erreidit ist, kann hedhstens1;8(m 2)
Mal eine akzeptierte Mutation statt nden, die den Wert von k verringert. Infolge einer
solthen Mutation kann o steigen,evertuell um jeden beliebigenWert ausf1;:::;m og.
Ist k hingegenauf null gesunlken, messenmindestensalle verbleibendenm o NuIIblts im
vorderenBlock gleichzeitig zu 1 ipp en, um dasOptimum von QTrap zu erreichen.

Wir nehmen pessimistisb an, dasst := 1;,8(m 2) Mutationen, die den Wert von k
verringern, statt nden. Um nadhzuweisen,dasses hedhst unwahrsdeinlich ist, dassdie-
set Mutationen ,neberbel zu einem optimalen Bitstring fehren, zeigenwir, dass mit
exponertiell nahean 1 liegenderWahrsdeinlichkeit wahrend diesert Mutationen ein An-
teil von 1=20 der ursprenglichen mit O belegten Bits im vorderen Block nicht mutiert
werden. Dazu setzenwir z als Zahl der Nullbits im vorderen Block von x* { dann gilt
z=m o { und nummerierendieseNullbits mit der streng monoton wachsendenAbbil-
dung :flj::ii;zgl fliiiiimg, sodass8i 2 f1;:::;zg: x®% ;) = 0gilt. Auerdem ziehen
wirt z Zufallsvarlablen ZIJ , 121100029, 2 fl """ :;tg, heran. Die Zufallsvariable Z;;
nimmt denWert 1 an, wenn dasBit (|) bei der | -ten Mutat|on ge ippt wird. Weil in ver-
schiedenenSdiritten vorgenommeneMutationen des (1+1)-EA unabhangig voneinander
sind und versdiedenePositionen unabhangig voneinandermutiert werden, sind auch alle
Zufallsvariablen Z; unabhengig. Damit kennen wir elr'pdl’ltt%ﬁ Mal die Cherno schranke
anwenden.WegenProb(Z; = 1) = 1=nfolgt mit Z : i-1 J -1 Zj und = 19518 1
(vgl. LemmaA.1)

19tz e 0

Prob(Zz > (1+ )E[Z]) = Prob Z > —

Z < = < 09985
18n 1+ @) '

und darauswegent := 1;8(m 2)= (n)undz 04m= ( n)

191;8(m 2)z

>
Prob Z 18 2m 1)

< 0;9985 M
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und damit Prob(Z > 23z) = 2 ("), Diesbedeutet,dassmit Wahrsceinlichkeit 1 2 (™
wehrendt Mutationen mindestens(1=20)z Nullen nicht ge ippt werden.

Insgesam erzeugtder (1+1)-EA also wahrend der Optimierung von QTrap mit expo-
nertiell nahe an 1 liegenderWahrsdeinlichkeit nur suboptimale Bitstrings mit hedistens
0 + (19=20)z Einsenim vorderenBlock. Solangekein Optimum erreicht ist, messendann
mindestensm o0 (19=20)z = z (19=20)z = (1=20)z Nullen im vorderenBlock gleich-
zeitig zu 1 ipp en, um einenoptimalen Bitstring zu erreichen. Wegenz  0;4m sind dies
mindestens(1=20)(0;4m) = (1=50)(n=2+ 1) n=100= ( n) Nullen.

Wir wissen(vgl. LemmaA.8), dassdie Wahrsdeinlichkeit, mindestensn=100 Bits gleich-
zeitig zu ipp en, durch 1=((n=100)!) nach oben besdirankt ist. Die erwartete Zeit bis
zu einer soldhen Mutation betragt also unter Zuhilfenahme der Stirlingformel mindes-
tens (N=100)! = 2(nlogn) O = 2(nlogn) |ndem wir auf (n=100)! Sdritte ein letztes
Mal die Cherno schranke anwenden,sehenwir, dassdie Wahrsdeinlichkeit, in hedhstens
((n=100)!)=2 Sdrritten mindestenseinesolte Mutation auszukhren, exponertiell klein ist.
Dies besdiliet denBeweis. 2

Anders als bei Quadraten linearer Funktionen sind Multistartstrategien zur Optimierung
von QTrap alsokein Ausweg.Selbstbei polynomiell vielen paralleleninstanzendes(1+1)-
EA ist die Wahrsdheinlichkeit, dass mindestenseine Instanz in polynomieller Zeit einen
optimalen Bitstring ndet, noch exponertiell klein.

5.5 Zusammenfassung

Wir habengesehengassdie Optimierung quadratisther Funktionen ein NP-hartesProblem
ist. Daswberzeugtunsvon der Existenz, besondersdwierigeh quadratischer Funktionen,
die ein randomisierter Algorithmus wie der (1+1)-EA mit sehr hoher Wahrsdeinlichkeit
nicht in polynomieller Zeit optimieren kann.

Im zweiten und dritten Abschnitt haben wir zwei Kandidaten fer besondersschwierige
Funktionen vorgestellt. Es bleibt aber ein o enes Problem, deren Schwierigkeit nachzuwei-
senoder zu widerlegen.

Die im vierten Abschnitt vorgestellteFunktion QTrap ist beweisbarbesondersdwierig.
Zum einenunterstutzt dieserBeweis naterlich die gangigenAnnahmender Komplexitats-
theorie. Zum anderenwiderlegt er die intuitiv nahe liegendeHypothese,dassFunktionen
.Kleinen Gradeseinfad zu optimieren seien.
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Anhang A

Haug verwendete Symbole und
Absc hatzungen

Al

Wic htige und eventuell nicht allgemein gebrauch-

liche Symbole

naterliche Zahlen:f1;2;:::g
0 [ fOg
ganzeZahlen
D ganzeZahlen modulo p
rationale Zahlen
reelle Zahlen
* nicht negative reelle Zahlen
nicht positive reelle Zahlen
>0 positive reelle Zahlen
<0 negative reelle Zahlen
[a; 0] abgesblossenedntervall (a;b2 )
la;y o enesIntervall (a;b2 )
0 Nullvektor
1 Einsvektor
Teilmenge
edtte Teilmenge
#M Kardinalit at der MengeM
IE] Betrag von a 2
E[X] Erwartungswert der Zufallsvariablen X
E[X]E] bedingter Erwartungswert von X unter Ereignis E
Prob Wahrsdeinlichkeitsma
Prob(E4jE;) | bedingte Wahrsdeinlichkeit von E; unter E,
H(n) Harmonisde Reihe bis zum Glied 1=n
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In | naterlicher Logarithmus
log | Logarithmus zur Basis?2
x® | Bitstring nacd der Initialisierung
X Komplemert von x 2 f0; 1g"
¢ | Relation ,,quadratisthe Verknepfung
[il | Aquivalenzklassevoni 2  bezglich

Tabelle A.1: Hau g verwendeteSymbole

A.2  Gebr auchlic he Absc hatzungen und ldentit aten

In der folgendenAu istung nden sich hau g gerutzte Abschatzungenund Identit aten
sovie wahrsdeinlichkeitstheoretishie Lemmata. Siesind in Anlehnung an den Anhang von
+RandomizedAlgorithms\ [MR95] dargestellt.

1. nl= p2_e =2 1+ % f0 =+ (Stirlingformel)

n2
n n
2. K - n Kk farn k O
3. " ") Kk Kfarn2 L kK°2f0::in=2
C ok KO , k; g
n nk
4, K Hfurn k O
5 : nekfurn k O
"ok k
n n k
0. K M farn k O

n

1
7. 1 - e lfurn2

1
8. 1 = elfurn2 nfig

X
9. % =Inn+ (1) furn2 (HarmonischeReihe)
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dem Wertelereich f 0; 1g und Prob(X; = 1) = p;, Prob(X; = 0)= 1 p und p; 2]0; 1] fur
allei 2 f1;:::;ng. Mit X := X, + + X,ound =p+ + pn gilt dannfur 0 < 1

Prob(X < (1 ) )< ﬁ
und
Prob(X > (1+ ) )< ﬁ

Im Rahmendieser Arbeit sind bei allen Anwendungendie Werte p; fur alle i identisch.

Fur Abweichungenunter den Erwartungswert wie in der erstenUngleichungausLemmaA.1
existiert eine vereinfadite Abschatzung (siehe[MR95, Theorem 4.2]):

X =X+ + Xpund =pt + p, gilt dannfur 0< 1
Prob(X < (1 ))<e °*

Lemma A.3 (Mark oungleic hung) SeiX eine nicht negative Zufallsvariable.Fur alle
t2 >0gilt
1
Prob(X tE[X]) f:

Lemma A.4 (Linearit at des Erw artungsw ertes) SeienXq;:::; X, beliebigeZufalls-
variablenund X = X+ + X,. Esgilt
X
E[X]= E[X;]:

A.3 Wahrscheinlic hkeiten fur Mutationen

De nition A.1 ((1+1)-EA) Der (1+1)-EA erhalt eine Funktion f : f0; 19" ! als
Eingale. Er erzeugtin einer Endlosschleifeprotabilistisch Vektoren x 2 f 0; 1g":
1. Initialisier e zufallig gleichverteilteinen Bitstring x 2 f0; 1g".

2. Wiederhole:
(a) Erzeugex ausx, indem jedesBit von x unabhlangigmit Wkt. 1=n negiert wird.

(b) Ersetzex durchx , gdw.f (x ) f(x).

Eine konsekutiveAusfuhrung der Anweisungen(a) und (b) heit Sdritt.
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Lemma A.5 Fwur die Zufallsvariable X, de niert als die Anzahl mutierter Bits in einer
Ausfuhrung von Anweisung(a) des(1+1)-EA (Def. A.1), gilt E[X] = 1.

wird, und X; = 0 sonst. Es ist E[X;] = Prob(X; = 1) = 1=n aufgrund der konstarten
Mutationswahrsdeinlichkeit. WegenX = X;+ + X, folgt die Aussageausder Linearitat
desErwartungswertes (Lemma A.4). 2

Lemma A.6 Bezeichnedie Zufallsvariable X die Anzahl mutierter Bits in einer Ausfuh-

1

i — —al-.

nI!|1m Prob(X = k) = e ok

Beweis: Die Zufallsvariable X ist aufgrund der konstarten Mutationswahrsdeinlichkeit

binomialverteilt mit den Parameternn (Anzahl der Experimerte) und 1=n (Erfolgswahr-

scheinlichkeit). Fur wachsendesn konvergiert die Verteilung von X gegendie Poissorver-
teilung. WegenE[X ] = 1 qgilt

k
. oo e EIXD 1
nI!|1rn Prob(X = k) = e i e ik

2

Anweisung(a) des(1+1)-EA (Def. A.1) betragt mindestense 'k k.

Bew eis: Die Wahrsdeinlichkeit, in einemSdiritt k Bits zu ipp en, lasstsich durch

1 k 1 n k K 1 k 1 k
A R P2 g1z 2 et
k n n k n k
nad unten absdhatzen. 2

Lemma A.8 Die Wahrscheinlichkeitfur eine Mutation von mindestensk, k 2 f1;:::;ng,
Bits in einem Schritt des(1+1)-EA (Def. A.1) betragt hechstensl=k!.

Bew eis: Die Wahrsdeinlichkeit, mindestensk Bits zu ipp en, lasstsich mit dem Ereignis
.k Bits ipp en,die mbrigenn k Positionenbleiben mit Wahrsdeinlichkeit 1 unverandert
oder ipp enebenfalld gema

k nk 1k

K n k! n K!

n 1

nadc oben absdhatzen. 2
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Lemma A.9 Die Wahrscheinlichkeit, dassin Anweisung(a) des (1+1)-EA (Def. A.1)
genauein eindeutig bestimmtesBit ippt, betragt mindestense n !,

Bew eis: Die Wahrsdeinlichkeit, dassgenauein eindeutig bestimmtes Bit ippt, lasstsich
durch

Sl

nad unten absdhatzen. 2

Lemma A.10 Die Wahrscheinlichkeit,dassin cninn Schritten des(1+1)-EA (Def. A.1)
mindestenseinmal eine Mutation von mindestenslogn Bits zugleicheintritt, konvegiert
fur jedeskonstantec2 ~° und wachsendes 2  gegennull.

grob(Ei) 1=(logn)! fur allei 2 f1;:::;sg. Die Wahrsdeinlichkeit desEreignissesE :=
S

-, Ei ist hechstens die Summe der Wahrsdeinlichkeiten der EinzelereignisseE;, also
folgt mit der Stirlingformel

cninn cninn
(logn)! e 'egn(logn)logn)
— 20(ogn) ((log logn)(ogn)) — o ((log logn)log n)) N1, .

Prob(E) log(cnIn n)+(log e)(log n) (loglogn)(log n)

2

Lemma A.11 Die Wahrscheinlichkeit,dassin cninn Schritten des(1+1)-EA (Def. A.1)
mindestenseinmal eine Mutation von mindestensn® Bits zugleicheintritt, konvegiert fur
konstantec;d2 9 und wachsende® 2  gegennull.

Beweis: Dan® = ! (logn) fur jedesd 2 9, folgt die Behauptungdirekt ausLemmaA.10.
2

Lemma A.12 Die Wahrscheinlichkeit,in Anweisung(a) des(1+1)-EA (Def. A.1) eine
Mutation von mindestensk 2 Bits, k konstant, zugleichauszutlhren, ist durch eine
Konstante nach unten beschenkt.

Beweis: Die Wahrsdeinlichkeit, dass mindestensk Bits zugleid ipp en, ist durch die
Wahrsdeinlichkeit, dassgenauk Bits zugleid ipp en, nach unten besdirankt, die mindes-

tens
k

k n k
1 k
el=kkel= (1)

n
Kk

betragt. 2

|
H
|
Sl

|3
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