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Kapitel 1

Einleitung

In nahezu allen Bereichen der Naturwissenschaften, Ingenieurswissenschaften, aber auch
z. B. Geisteswissenschaften und nicht zuletzt im téglichen Leben begegnen uns Optimie-
rungsaufgaben. Bereits die Ermittlung einer kiirzesten ,Rundreise”, beispielsweise inner-
halb des Bezirks eines Postboten bzw. einer Postbotin, verkérpert ein Problem, das in
allgemeiner Form als schwierig (NP-hart) bekannt ist.

Um Zugang zu einer systematischen Lésung von Optimierungsproblemen zu gewinnen,
fuen Optimierungsverfahren meist auf Modellen, die in der Sprache der Mathematik for-
muliert sind. Wir konzentrieren uns in dieser Arbeit auf folgendes formalisiertes Optimie-
rungsproblem: Gesucht ist das Maximum einer von n freien Variablen abhéngigen Funktion
f:M —R,d.h. f(z,...,2,) — max, wobei M C R" typischerweise mit der Menge der
n-stelligen reellwertigen Vektoren R"™ identisch ist oder die Menge der booleschen Vektoren
{0,1}" umfasst.! Dabei geben wir keine weiteren Restriktionen fiir die Werte der Variablen
vor. Da die Minimierung einer Funktion f gleichbedeutend mit der Maximierung von — f
ist, setzen wir iibrigens immer Maximierungsaufgaben voraus und gebrauchen die Begriffe
,maximieren“ und ,optimieren“ o.B.d. A. synonym.

Die Ermittlung eines Maximums einer wie zuvor beschriebenen Funktion f kann enormen
Aufwand beinhalten und ist nur selten trivial. Insbesondere Definitionsbereiche hoherer
Dimensionen besitzen eine viel zu grofle Méchtigkeit, als dass sie systematisch an allen
Punkten (sofern der Definitionsbereich iiberhaupt endlich ist) durchsucht werden kénnten.
Bereits die Méchtigkeit der Menge {0,1}", also des n-fachen kartesischen Produktes der
booleschen Menge {0, 1}, wichst mit 2" exponentiell in n. Aufgrund dieses so genannten
,Fluchs der Dimensionen® (curse of dimensionality) stellen viele Optimierungsverfahren
nur Heuristiken dar und koénnen nicht immer eine befriedigende Losung liefern.

!Diese Beschreibung kann natiirlich noch verallgemeinert werden und birgt in dieser Form den Kritik-
punkt, dass f nicht unbedingt Maxima besitzen muss. Allerdings brauchen wir im Rahmen dieser Arbeit
nicht zwischen Suprema und Maxima von Funktionen zu unterscheiden, da wir ausschlieBlich endliche
Definitionsbereiche betrachten.
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1.1 Evolutionire Algorithmen

In den sechziger Jahren kamen mehrere Personen unabhéingig voneinander auf den Ge-
danken, das Element des Zufalls in Optimierungsheuristiken einzubringen. Im Zuge dessen
entstand eine Unterklasse der randomisierten Algorithmen, namlich die Klasse der evolu-
tiondren Algorithmen. Thnen liegt der Gedanke zugrunde, das Element ,Zufall“ mit der
Absicht einzusetzen, natiirliche Evolution nachzubilden.

Ohne Konzentration auf spezielle Anwendungen ist das Feld der evolutiondren Algorith-
men aber ungeheuer vielschichtig und verzweigt geworden. Es weist Verkniipfungen mit
den Disziplinen der Biologie, des Operations Research, der numerischen Optimierung, der
kiinstlichen Intelligenz und der Informatik im Allgemeinen auf. Unter evolutionére Algo-
rithmen kénnen wir mindestens genetische Algorithmen [Gol89], die genetische Program-
mierung [BNKF98], die evolutionidre Programmierung [Fog95] und Evolutionsstrategien
[Sch95] fassen. Einen ausfiihrlichen Uberblick iiber die meisten dieser Ansitze bietet die
Dissertation von Béck [Béc94]. Dementsprechend vielfiltig sind auch die Einsatzgebiete
fiir evolutionédre Algorithmen. Im Bereich der der Informatik verwandten Fachgebiete wer-
den evolutiondre Algorithmen in der kiinstlichen Intelligenz, Mustererkennung, Robotik,
Simulation etc. genutzt. Eine umfassende Auflistung aller Einsatzgebiete ist vermutlich
unmoglich; fiir einen tiefer gehenden, doch sicherlich nicht (mehr) vollstdndigen Einblick
in die Vielfalt der Anwendungsgebiete sei auf [BHS92] verwiesen.

Wir wollen gleich konkrete, fiir uns interessante Instanzen evolutiondrer Algorithmen be-
schreiben. Zuvor zéhlen wir jedoch einige 6fter wiederkehrende Prinzipien evolutionédrer
Algorithmen kurz und informal auf (ohne zu postulieren, dass ein evolutionérer Algorith-
mus diese alle beinhalten muss oder nur darauf beschriankt zu sein braucht).

e Objekte der Suche sind so genannte Individuen, die man zu Populationen zusammen-
fasst.

e Einem Individuum ist ein Fitnesswert zugeordnet.
e Individuen kénnen (zufillige) Anderungen durch Mutation erfahren.

e Durch Selektion werden Individuen (i. A. mit hoher Fitness) ausgewéhlt bzw. Indi-
viduen (geringer Fitness) entfernt.

e Infolge von Rekombination (Crossover), dem Vereinigen oder Mischen von Individu-
en, entstehen moglicherweise neue Individuen.

e Man zihlt die zu diskreten Zeitpunkten vorliegenden Populationen in Generationen.

1.2 Evolutionsstrategien

Die Erfindung der Evolutionsstrategien schreibt man gemeinhin Bienert, Rechenberg und
Schwefel (vgl. [Rec94, Sch95]) zu. Sie erprobten in den spéten sechziger Jahren den Einsatz
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zufilliger Anderungen (,,Mutationen®) bei Optimierungen im Bereich der Strémungstech-
nik u. A. Rechenberg motiviert diese Vorgehensweise mit der These, dass die natiirliche
Evolution ein besonders effektives Optimierungsverfahren sei.

Evolutionsstrategien sollen eine Funktion f : R” — R mit einem n-dimensionalen reell-
wertigen Definitionsbereich (hier der Einfachheit halber mit R™ identifiziert) maximieren,
greifen also unsere Problemstellung auf. Die von natiirlicher Evolution inspirierte Suche
,lebt* dabei hauptsdchlich von Mutationen, die einen zufalligen Vektor z € R™ zum Aus-
gangspunkt haben. Eine Mutation erzeugt aus einem Individuum z € R™ ein 2’ € R™ durch
Addition des zufalligen Vektors z, d.h. 2’ = x + z. Der Vektor z ist im Allgemeinen nor-
malverteilt und hat den Erwartungswert 0 (n-stelliger Nullvektor). Zudem éndern sich die
Varianzen von z im Laufe des Algorithmus (Selbstanpassung bzw. self adaption genannt).

Schwefel hat eine géingige Nomenklatur zur Unterteilung der Selektionsmechanismen in
Evolutionsstrategien entwickelt, die Unterscheidung von (u,\ )-Strategien und (u+A\)-Stra-
tegien. Der Parameter p steht fiir die typischerweise konstante Populationsgrofle, wihrend
A die Zahl der durch Mutation (und Rekombination, hier auer Acht gelassen) erzeugten
Nachfahren bezeichnet. In (u+\)-Strategien werden p Nachfahren mit den besten Fitness-
werten in die nachfolgende Generation aufgenommen, wobei nur A > g sinnvoll ist. Bei
(u+MN)-Strategien hingegen werden p Nachfahren mit den besten Fitnesswerten aus der
Menge der p Eltern und A Nachfahren iibernommen. Die Selektion erfolgt in Evolutionss-
trategien (beispielsweise im Gegensatz zu genetischen Algorithmen) rein deterministisch?.

1.3 Der (1+1)-EA

In dieser Arbeit konzentrieren wir uns auf eine konkrete (1+1)-Evolutionsstrategie, de-
ren Suchraum der boolesche ,Hyperwiirfel* {0,1}" ist. Diese spezielle Strategie heifit
(1+1)-FEA.

Definition 1.1 ((1+1)-EA) Der (1+1)-FA erhdlt eine Funktion f : {0,1}" — R als
Fingabe. Er erzeugt in einer Endlosschleife probabilistisch Vektoren x € {0,1}™ nach fol-
gendem Ablauf:

1. Initialisiere zufdllig gleichverteilt einen Bitstring x € {0,1}", indem jedes Bit von x
unabhdngig mit Wahrscheinlichkeit 1/2 auf 1 gesetzt wird.

2. Wiederhole:

o (eneriere x* aus x, indem jedes Bit von x unabhdngig mit Wahrscheinlichkeit
1/n negiert wird (Mutation).

e FErsetze x durch x* genau dann, wenn f(x*) > f(x) (Selektion).

2Eventuell bis auf Situationen, in denen ein ,Unentschieden“ wegen verschiedener Moglichkeiten, g
beste Individuen zu wéhlen, eintritt.
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Da diese Strategie die Optimierung pseudoboolescher Funktionen f : {0,1}" — R zum
Ziel hat, kénnen wir den (1+1)-EA als Evolutionsstrategie mit Elementen aus dem Be-
reich genetischer Algorithmen ansehen. Wéhrend die Repréasentation des Suchraums und
der Mutationsoperator typisch fiir genetische Algorithmen sind, ist der deterministische
Selektionsmechanismus aus der Vorgehensweise von Evolutionsstrategien iibernommen.
Auf die Frage nach dem Sinn dieses einfachen evolutionédren Algorithmus fithren wir zu-
néchst die immense Bedeutung der Optimierung pseudoboolescher Funktionen in der In-
formatik an. Wie eingangs angedeutet, lassen sich die Optimierungsvarianten vieler NP-
vollstéandiger Probleme als Suche nach einem Optimum einer pseudobooleschen Funktion
fassen; fiir eine Einfiihrung in das Gebiet der so genannten kombinatorischen Optimierung
und ihrer Anwendungen siehe z. B. [PS82].

Beim Aufbau einer theoretischen Grundlage fiir evolutionére Algorithmen stellt es einen
pragmatischen und verniinftigen Ansatz dar, zundchst moglichst einfache Instanzen zu
analysieren. Mithin setzt die theoretische Erforschung von (u+\)-Strategien bei der Wahl
1= A =1 an. Wir hoffen, dabei gewonnene Resultate verallgemeinern und beispielsweise
auf grofere Populationen iibertragen zu konnen. Auflerdem vermuten wir, dass dhnliche
Effizienzsteigerungen wie durch groflere Populationen auch durch mehrfache (evtl. paral-
lele) Laufe des (14+1)-EA zu erreichen sind. Da Rekombination bei einer Populationsgrofie
von 1 sinnlos ist, ersparen wir uns iiberdies die Analyse der Auswirkungen von ,,Cross-
over“. (Diese erscheint duflerst komplex und konnte bisher kaum angegangen werden, vgl.
beispielsweise [JW99] und [RRS98].)

Wir haben nun einen ersten Einblick in die Strukturen evolutionérer Algorithmen gewonnen
und die Bedeutung des (141)-EA, der in dieser Arbeit betrachteten Instanz, herausgestellt.
Nun wollen wir grundlegende theoretische Resultate anreifien.

1.4 Theorie

Gegeniiber den mannigfachen Anwendungsgebieten evolutionérer Algorithmen erscheint
deren theoretische Fundierung noch unterentwickelt. Erst in den letzten Jahren hat sich
das Interesse an ihrer theoretischen Analyse verstarkt.

In Hinblick auf praktische Anwendungen interessieren neben Analysen der Einfliisse ver-
schiedener Parameter evolutionérer Algorithmen (Wahl des Selektionsmechanismus etc.)
besonders die Effizienz eines konkreten evolutiondren Algorithmus auf einer konkreten Ein-
gabe. Mogliche theoretische Mafle dafiir sind die Konvergenzgeschwindigkeit und Erfolgs-
wahrscheinlichkeit abhédngig von einem Punkt x des Suchbereiches. Bereits in den siebzi-
ger Jahren errechnete Rechenberg den erwarteten Fortschritt von einem Punkt z € R"
fiir eine konkrete Funktion, das Kugelmodell f(x,...,x,) = Y . 27, und eine (141)-
Evolutionsstrategie. Unter dem Fortschritt (svw. Konvergenzgeschwindigkeit) ist die Ver-
ringerung der Distanz zum globalen Optimum der zu optimierenden Funktion zu verstehen.
Der Konvergenzgeschwindigkeit steht die Erfolgswahrscheinlichkeit teilweise konfliktir?® ge-

3Konflikt zwischen der Erforschung des Suchraumes gegeniiber Ausnutzung von Fortschritten zum
Optimum, ezploration vs. exploitation, siehe [Béc94]
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geniiber. Letztere gibt fiir einen Punkt x an, mit welcher Wahrscheinlichkeit eine Mutation
erfolgt, die zu einem Punkt mit besserem Funktionswert fiihrt. Fiir weitere Hinweise zu
dieser Thematik empfehlen wir die Arbeiten von Beyer [Bey93] und Rudolph [Rud97].
Anders als bei dieser lokalen Betrachtungsweise, den Fortschritt oder die Erfolgswahrschein-
lichkeit von einem festen Punkt des Suchraumes aus zu analysieren, beschéftigen wir uns
hauptséchlich mit Fragen nach erwarteten Laufzeiten, wenn die Suche bei einem zuféllig
gewihlten Punkt beginnt. Dieses soll nun fiir den (141)-EA niher erldautert werden.

1.4.1 Theoretische Analyse des (1+1)-EA

Bevor wir die bisherige ,,Geschichte“ der Analyse des (1+1)-EA ansatzweise beschreiben,
nennen wir einige Voraussetzungen, die bei der theoretischen Analyse des (1+1)-EA immer
im Hintergrund stehen werden. Zum einen haben wir den (141)-EA in Abschnitt 1.3 als
Endlosschleife beschrieben, ohne ein Abbruchkriterium anzugeben. Der (141)-EA wird
namlich als Black-Boz-Optimierungsverfahren angesehen, d.h. man macht keine weiteren
Annahmen iiber die zu optimierende Funktion f : {0,1}" — R. Bei einer Black-Box-
Optimierung konnen wir iiber die unbekannte Funktion f ausschlieBlich Informationen
gewinnen, indem wir sie auswerten. Der Wunsch, ein Optimierungsverfahren moglichst
universell zu gestalten, motiviert diese Sichtweise; fiir ndhere Hinweise zur Black-Box-
Optimierung siehe z. B. [DJW99b].

Des Weiteren gehen wir bei der theoretischen Analyse des (1+1)-EA meist von einem Mo-
dell einer endlichen Markoffkette mit dem Zustandsraum {0,1}" aus. Diese Markoffkette
hat mindestens einen absorbierenden Zustand, ndmlich ein x,., € {0,1}", sodass f(Zmax)
maximal ist. Unter Missachtung des fehlenden Stoppkriteriums wollen wir die erwartete
Zeit bis zum Erreichen eines absorbierenden Zustandes abschétzen (hitting time) und nen-
nen dies erwartete Laufzeit. Konkrete formale Beschreibungen liefern wir nach. Fiir den
Augenblick geniigen diese Hinweise, um einige bekannte Resultate zu présentieren.

Erste Schritte zu einer theoretischen Analyse des (1+1)-EA auf linearen Funktionen (for-
male Definition in Kapitel 2.1) wurden Anfang der neunziger Jahre getan. Anhand der
Funktion ONEMAX : {0,1}" — INy mit ONEMAX(xy,...,2,) = 21 +- - -+, schufen Béck
und Miihlenbein [Bac92, Miih92] die Grundlagen fiir die Analyse der zugrunde liegenden
Markoffkette und fiir approximative Aussagen iiber die erwartete Laufzeit des (1+1)-EA
auf der Funktion ONEMAX.

Wiéhrend Béck die erwartete Laufzeit wegen zu komplexer Formeln lediglich mit nume-
rischen Berechnungen abschétzte, vereinfachte Miihlenbein die zugrunde liegende Mar-
koffkette und présentierte erste approximative Aussagen iiber die erwartete Laufzeit des
(1+1)-EA auf der Funktion ONEMAX. Rudolph arbeitet diese Resultate in [Rud97] weiter
aus und zeigt sehr ausfiihrlich eine obere Schranke von O(nlnn) fiir die erwartete Laufzeit
des (1+1)-EA auf ONEMAX.

Im Jahre 1998 erbrachten Droste, Jansen und Wegener wesentliche Fortschritte bei der
theoretischen Analyse des (141)-EA. Sie zeigen in [DJWO98a| eine obere Schranke von
O(nlnn) fiir die erwartete Laufzeit auf allen linearen Funktionen und geben auf der an-
deren Seite Funktionen an, auf denen der (141)-EA versagt, d. h. exponentielle erwartete
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Laufzeiten benotigt. Diese Diplomarbeit baut im Kern unmittelbar auf der genannten Ar-
beit von Droste, Jansen und Wegener auf.

1.5 Methoden und Konventionen dieser Arbeit

Um die in dieser Arbeit iibliche Methodik der Analyse des (141)-EA leichter begreifen
zu konnen, vertiefen wir den Blick auf die Markoftkette, mit der sich der (141)-EA mo-
dellieren ldsst und erldutern einige Begriffe, die hédufiger wiederkehren. Die Markoftkette
des (1+1)-EA wird einerseits durch einen endlichen Zustandsraum € = {0, 1}" beschrie-
ben, deren Elemente wir mit Bitstrings (Vektoren) x = (z1,...,z,) identifizieren. Diese
Markoftkette ist aufgrund der statischen Mutations- und Selektionsmechanismen homogen,
d.h. die Ubergangswahrscheinlichkeiten zwischen zwei Zusténden héngen nicht von der
(diskreten) Zeit ab. Die Zeit zdhlen wir zu Beginn jedes Durchlaufs der Endlosschleife in
Schritt 2 des (141)-EA um eins weiter. Der erste Durchlauf (Schritt) beginnt zum Zeit-
punkt 1, wenn der Startvektor (auch: initialisierter Bitstring) x° erstmals mutiert wird.
Anders als bei einer bloBen Irrfahrt auf dem Zustandsraum héngen die Ubergangswahr-
scheinlichkeiten der Markoffkette von der Funktion f ab, die Eingabe fiir den (1+1)-EA
ist. So betrigt die Ubergangswahrscheinlichkeit von allen = € {0, 1}" zu allen 2’ € {0, 1}"
mit f(z') < f(z) stets null. (Optimierungsverfahren mit solchen Eigenschaften heiflen
Hillclimber). Wenn wir die Ubergangswahrscheinlichkeiten fiir ein fixiertes Paar (z,2') €
{0,1}" x {0, 1}™ betrachten, bezeichnen wir oft x als aktuellen Bitstring und verbinden da-
mit das Ereignis, dass sich der (141)-EA im Zustand = befindet. Falls f(z’) > f(z), nimmt
die Ubergangswahrscheinlichkeit von  zu 2’ einen von null verschiedenen Wert an; die Mu-
tation von x zu x’ wird akzeptiert. Derartige Wahrscheinlichkeiten werden uns immer wieder
begegnen, sodass wir einige Standardtechniken zu deren Abschétzung einbringen. Wir wer-
den diese Abschitzungen bei konkreten Problemstellungen in dieser Arbeit erlautern; die
wesentlichen Techniken sind nochmals in Anhang A.3 wiedergegeben. Fiir den Moment
gewinnen wir ein Gefiihl fiir Mutationswahrscheinlichkeiten — ob die Mutationen akzep-
tiert werden, lassen wir jetzt auler Acht — indem wir festhalten, dass im Erwartungswert
pro Schritt genau eine Position mutiert (flippt), vgl. Lemma A.5, und dass die Anzahl
mutierter Bits pro Schritt fiir grofle n annéhernd poissonverteilt ist (Lemma A.6).

Zwar ist es theoretisch moglich, die erwartete Zeit bis zum Erreichen eines absorbierenden
Zustandes der Markoftkette mit analytischen Methoden (Matrizeninversionen) exakt zu er-
rechnen, vgl. [Rud97, Theorem 3.6], doch in der Regel erweisen sich die dazu notwendigen
Berechnungen aufgrund der Méchtigkeit des Zustandsraumes als kaum durchfiithrbar. Wir
nehmen daher oftmals Vergroberungen vor und ersetzen die eigentliche Markoftkette durch
eine vereinfachte Markoffkette mit deutlich weniger Zustédnden und nachweisbar nicht ge-
ringerer Absorbtionszeit.* Eine solche Methodik steht immer dann im Hintergrund, wenn
wir so genannte Fortschrittsmaffe aufstellen. Fiir eine explizite Erldauterung, wie Markoft-
ketten sinnvoll manipuliert und damit vergrébert werden kénnen, eignet sich Rudolphs
Darstellung der oberen Schranke fiir ONEMAX [Rud97, Beispiel 5.2].

1Beyer [Bey95] nennt dies den mesoskopischen Ansatz.



Kapitel 2

Grundlagen

Im Rahmen einer theoretischen Analyse des (1+1)-EA versucht man Ergebnisse iiber des-
sen erwartete Laufzeit, d.h. die erwartete Zahl von Schritten bis zum FErreichen eines
absorbierenden Zustandes, zu ermitteln. Dies ist vor dem Hintergrund einer Black-Box-
Optimierung ein verniinftiges Maf fiir die Effizienz des (1+1)-EA, da wir die erwartete
Zahl von Funktionsauswertungen in Schritt 2 des (1+1)-EA zéhlen.

Wie bei der Analyse von Algorithmen iiblich, interessieren hauptséchlich asymptotische
Aussagen. Wir suchen dabei fiir wachsendes n € IN geltende Schranken der erwarteten
Laufzeit auf Funktionenfolgen f, : {0,1}" — R, wobei meist einfach von (pseudoboole-
schen) Funktionen oder Fitnessfunktionen gesprochen wird und der Index n fortgelassen
wird. Die Funktion ONEMAX aus Abschnitt 1.4.1 beispielsweise konnen wir auf natiirliche
Weise mit wachsendem n skalieren.

Noch allgemeiner méchten wir Funktionen(folgen) in Klassen von Funktionen einteilen.
Eine wiinschenswerte Klassenbildung fasst Funktionen mit moglichst d&hnlichem erwarte-
ten Laufzeitverhalten des (141)-EA zusammen. Die einfachste, aber vollig uninteressante
Klasse von Funktionen f : {0,1}" — R ist die Klasse der konstanten Funktionen der
Gestalt f(xz) = a fir alle z € {0,1}" und ein konstantes a € R. Da der Funktionswert
solcher Funktionen iiberhaupt nicht vom aktuellen Bitstring des (1+1)-EA abhéngt, ist
jeder Bitstring optimal, und die erwartete Laufzeit ist durch O(1) nach oben beschrénkt.
Die in unseren Augen einfachste verniinftige Klasse von Funktionen ist die Klasse der
linearen Funktionen.

2.1 Lineare Funktionen

Definition 2.1 (Lineare Funktionen) FEine Fitnessfunktion f : {0,1}" — R, darge-
stellt durch f(xz) = > wiz; + 7 mit w; € R und 7 € R, heift linear. Die Koeffizienten
w; werden auch als Gewichte bezeichnet.

Lineare Funktionen heiflen auch bitweise separierbar. Wir konnen den maximalen Wert
solcher Funktionen trivialerweise ,von Hand“ ermitteln, indem wir ein optimales x fiir
i € {1,...,n} auf folgende Weise erzeugen: Setze x; = 1, falls w; > 0, und x; = 0 sonst.

7
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Der (1+1)-EA als Black-Box-Optimierungsverfahren arbeitet ebenfalls effizient auf linearen
Funktionen, wenn auch nicht in erwarteten ©(n) Schritten. Fiir die erwartete Laufzeit gilt
unabhéngig von den Gewichten der linearen Funktion stets die obere und untere Schranke
©(nlnn). Fiir einen Beweis siche [DJW98a| bzw. [DJW98b].

In dieser Arbeit wollen wir Fitnessfunktionen ohne Beschriankung der Allgemeinheit in
gewissen ,, Normalformen“ vorliegen haben, um die Analyse des Verhaltens des (141)-EA
auf solchen Funktionen etwas zu vereinfachen. Bei linearen Funktionen, deren Gewichte
urspriinglich rational sind, nimmt sich diese Normalform wie folgt aus.

Lemma 2.1 Gegeben sei eine lineare Fitnessfunktion f(z) = > " wx; + 7 mit w; € Q
und T € R, fir die die erwartete Laufzeit des (1+1)-EA bestimmt werden soll. Es existiert
eine lineare Funktion f*(x) =31, wiz; mit wf € N und wi > --- > w}, durch die wir f
bei der Analyse des Laufzeitverhaltens des (1+1)-EA o. B. d. A. ersetzen kénnen.

Beweis: Wir transformieren die Funktion f in eine Funktion f*(x) = >  wiz; mit
w; € N, die fiir den (141)-EA im Hinblick auf seine erwartete Laufzeit dquivalent ist.

Zunéchst wird o. B.d. A. angenommen, dass Vi € {1,...,n} : w; # 0 gilt; sonst wére f von
den z; mit w; = 0 unabhéngig. Stelle w; als w; = p;/¢; mit p;, ¢; € Z dar. Seien nun fiir s :=
ITT:-, @ die Gewichte w] durch w] := sw; und die Funktion f" durch f'(z) := > | wiz;+s7
definiert. Also gilt w, € Z. Die Funktion f’ ist fiir den (14+1)-EA zu f dquivalent, wenn
die Ordnung der Funktionswerte aller Bitstrings erhalten bleibt. Zu zeigen bleibt also

Va,y € {0,1}": f(z) = f(y) & ['(z) = ['(y).
Dazu seien x, y beliebig gewéhlt. Da s > 0, gilt

flx) > fly) < zn:wixi +7> zn:wiyi +7 & s(iwixi +7'> > s(iwiyi +T>
i=1 i=1 i=1 i=1

< Zwéwﬁ—w > ngyri‘ST & fl(z) > f'(y).
=1 i=1

Aufgrund von

dowmi+ Y wimtst= Y wiwit+ > (—wi(l—x)+ Y w4 st

{ilw}>0} {ilw{<0} {ilw}>0} {ilw{<0} {ilw}<0}

lassen sich die ganzzahligen Gewichte in natiirliche Gewichte transformieren. Dabei ist zu
beachten, dass in den Variablen mit Indizes, bei denen die Gewichte negativ sind, eine
Komplementbildung vorzunehmen ist, d. h. die Rollen von Nullen und Einsen vertauscht
werden. Nach Ermittlung eines optimalen Bitstrings sind somit diese Variablen zu kom-
plementieren, um einen fiir f optimalen Bitstring zu erhalten. Die erwartete Laufzeit des
(14+1)-EA kann aber infolge der umgekehrten Bedeutung von z; = 1 und x; = 0 fiir die
Indizes ¢ mit w} < 0 nicht beeinflusst werden, da wir den Bitstring gleichverteilt initialisie-
ren und Mutationen selbst auch lediglich Komplementbildungen vornehmen. Mit anderen
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Worten kénnen wir in der zugrunde liegenden Markoffkette mit dem Zustandsraum {0, 1}"
o.B.d. A. Paare von Zustédnden durch Vertauschen von Nullen und Einsen umbenennen.

Zur Sortierung der Gewichte existiert dariiber hinaus eine Permutation 7 : {1,...,n} —
{1,...,n} mit der Eigenschaft, dass fiir alle i,j € {1,...,n} gilt: i < j = wru) > wa().
(Ggf. miissen wir die Komponenten eines Optimums ., geméf 7! umordnen, um einen
optimalen Bitstring der urspriinglichen Funktion zu erhalten.) Da konstante Summanden

keinen Einfluss auf die Ordnung der Funktionswerte ausiiben, schlieBen fiir i € {1,...,n}
die Definitionen w} := w;(i), falls w;(i) > 0, und w} := —w;(i), falls w;(i) < 0, sowie
f*(z) :== > wiz; den Beweis ab. 0

Sind die Gewichte der Fitnessfunktion irrational, l&sst sich nicht wie im vorigen Beweis ein
Hauptnenner finden. Jedoch gilt auch:

Lemma 2.2 Sei f: {0,1}" — R eine lineare Fitnessfunktion f(x) =Y ., wx; + 7 mit
reellwertigen Koeffizienten w; € R. Dann existiert eine lineare Fitnessfunktion f*(x) =
Y ow  vix; 4+ T mit rationalen Koeffizienten v} € Q, sodass gilt:

Yo,y € {0,1}": f(z) = f(y) & f*(z) = f*(y). ()

Beweis: Zunichst gelte wiederum, dass Vi € {1,...,n} : w; # 0. Wir konstruieren
ein homogenes lineares Gleichungssystem Av = 0 aus maximal (2;) < 227=1 Gleichun-
gen mit einer Matrix A = (a;5),a;; € {—1,0,1}, und dem Vektor von Unbekannten
v=(v1,...,Un,S1,-..,8:). Dabei sollen die Variablen s;, [ € {1,...,r}, mit

ri=#{(2v,y) € {0,1}" x {0, 1}"[f(z) > f(y)}

als ,,Schlupfvariablen® fungieren, und daher wird s; > 0 gefordert.

Die Matrix A enthélt zunéchst fiir alle ungeordneten Paare x,y € {0,1}" mit f(x) = f(y),
d. h. Z{j\m]-:u w; = Z{j\yj:u wj, in den ersten Zeilen der Matrix solche Eintrége, dass
fir j mit z; = 1 und y; = 0 in Spalte j der Koeffizient 1, fiir y; = 1 und x; = 0 der
Koeffizient —1 und sonst 0 eingetragen wird. Die verbleibenden Zeilen sollen in analo-
ger Konstruktion fiir alle z,y € {0,1}" mit der Eigenschaft f(z) > f(y) die Gleichun-
gen Z{j\szl} w; — Z{j\yjzl} w; — s; = 0 ausdriicken. Offenbar erfiillt fiir eine Losung

*

vt = (vf,..., vk, s, ..., s5) des linearen Gleichungssystems genau dann die lineare Funk-

n

tion f*(x) = > ;_,viw; + 7 die Bedingung (*), wenn s; > 0 fiir alle [ € {1,...,7}
gilt. Weiterhin gilt aufgrund der Annahme w; # 0 fir ¢ € {1,...,n}, dass eine Losung
v = (wy,...,wy, S, ..., s.) mit reellen Komponenten und s; > 0 fiir [ € {1,...,r} exis-
tiert, die nicht die triviale Losung ist. Da die Dimension des Losungsraums grofler als 0 ist,
lasst die aus A mit elementaren Zeilenumformungen in Zeilenstufenform {iberfithrte Matrix
A" = (aj;) mindestens eine Unbekannte frei wéhlbar. Es ist mindestens s, frei wihlbar, da

sonst s, = 0 im Widerspruch zur existenten Losung folgen wiirde.
Wird mit einem s® € Q eine Losung v* = (vf,...,v% s7,...,s5) per Riicksubstituti-

> n)

on bestimmt — etwaige weitere frei wihlbare Variablen werden ebenfalls auf rationale
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Werte gesetzt —, so sind alle Komponenten im Folgenden ebenfalls rational, da A’ auch
nur rationale Koeffizienten enthélt. Zu zeigen bleibt, dass es eine solche Wahl von s
gibt, dass s; > 0 fir alle [ € {1,...,r} gilt. Dazu betrachten wir den Zeilenbereich
imin = min{i|Vj € {1,...,n} : aj; = 0} bis ipayx 1= max{i|3j € {n+1,... ,n+r}:a; # 0}
von A’, der diejenigen Eintrige enthélt, welche in die Riicksubstitution von sq,..., s, ein-
gehen. Weiterhin definieren wir af,,,, := max {|a};|,i € {imin,imax},j € {n+1,...,n+71}}
und analog a/ . = als betragsméBig grofite und kleinste Koeffizienten in dieser relevanten Sub-
matrix und wahlen ein € > 0. Wir setzen die frei wéhlbare Variable s auf einen rationalen
Wert ¢ mit |s, — ¢q| < e. Dann existieren fiir die Variablen s;, [ € {1,...,r — 1}, rationale
Belegungen s; mit |sj — s)| < (r — 1)/(a),ax/ @)™ €. Diese Aussage ist fiir r = 1 trivia-
lerweise richtig. Fiir » > 1 ist die Aussage nach Induktionsvoraussetzung fiir [ € {2,...,r}
erfiillt, indem die Submatrix auf den Spaltenbereich von n + 2,...,r eingeschrankt wird,
wéhrend a, /al ;. allenfalls kleiner wird. Fiir s} gilt dann, sofern es nicht im trivialen Fall
freier Wahlbarkeit einen rationalen Wert entsprechend der Induktionsbehauptung erhélt,
aufgrund der Riicksubstitution

_ T / * _ r ! / T / * /
st — | = D12 @i 1] B D12 U it S] < 1= Ymax|S] — S
1 1 - / / — /
ajiminyn“l’1 ajiminyn“rl amin
a/ a/ T—2 a/ 7‘—1
< dmax gy —2)! (L) e < (r—1)! <L> c.
Qmin min Amin

Mit einer Wahl € < min{s}}/((r — 1)/(al,.../a\m) ") werden alle s; rational und positiv.
Weil abzéhlbar unendlich viele rationale Zahlen zur Wahl der freien Parameter existieren,
gibt es sogar abzihlbar unendlich viele f*(z) mit den geforderten Eigenschaften. O

Damit ist die intuitiv klare Aussage, dass irrationale Gewichte durch rationale approxi-
miert werden konnen, ohne die Ordnung der Funktionswerte zu beeinflussen, gezeigt. Die
Kombination der vorangehenden Lemmata 2.1 und 2.2 liefert:

Korollar 2.3 Bei einer linearen Funktion f(x) = Y., w;x; + T nehmen wir o. B.d. A.
an, dass T = 0,w; € N fir allei € {1,...,n} und wy > --- > w, gelten.

2.2 Quadratische Funktionen

Die zuvor behandelten linearen Funktionen heiflen auch Funktionen vom Grad 1. Auch
wenn vielfiltige Kriterien zur Klassifikation von Fitnessfunktionen im Kontext evoluti-
onérer Algorithmen herangezogen werden kénnen (vgl. z. B. [Jan99]), unterscheiden wir in
dieser Arbeit Funktionen hauptséichlich anhand ihres Grades. Um den Grad einer Fitness-
funktion néher fassen zu konnen, schlieflen wir einige Definitionen an (vgl. [DJW98al).
Eine Fitnessfunktion f : {0,1}" — R kann auf eindeutige Weise als Polynom mit Koeffizi-
enten cs(I) € R geschrieben werden:

flzy, .. x,) = Z ce([) - l_IxZ

IC{1,...n} iel
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Definition 2.2 (Grad einer Fitnessfunktion) Der Grad von f wird definiert durch
deg(f) = max{i € {0,...,n}|3I mit |I| =i und cs(I) # 0}.

Definition 2.3 (Quadratische Funktionen) Eine Fitnessfunktion f : {0,1}" — R
vom Grad 2, dargestellt durch f(z) =" wixi+ Y iy Z?Zl Wi T+ T, mit wi, w;; € R
und T € R heifst quadratisch.

Da das Verhalten des (1+1)-EA auf linearen Funktionen mittlerweile vollsténdig erforscht
ist, erscheint es natiirlich, sich nun mit der Analyse quadratischer Funktionen zu beschéfti-
gen. Dies ist in der Tat das zentrale Thema dieser Arbeit. Wir versuchen quadratische
Funktionen zu strukturieren und iibertragen zunéchst Ideen aus den Lemmata 2.2 und 2.1
auf quadratische Funktionen.

Lemma 2.4 Bei einer quadratischen Fitnessfunktion kionnen wir o. B.d. A. annehmen,
dass f die Gestalt f(x) = 7L wiri + 0 Y30, wijwix; hat mit w; € Z,wy; € 7 fiir
1 <1<y <nund dass wy > --- > w, gilt.

Beweis: Mit einem zu Lemma 2.2 analogen Beweis — es sind lediglich noch Spalten fiir die
Gewichte w;; in die Matrix A aufzunehmen — folgt die Rationalitdt und wie in Lemma 2.1
die Ganzzahligkeit aller Gewichte. Gleichsam zu Lemma 2.1 lassen sich wq,...,w, wie
beschrieben ordnen sowie kann 7 = 0 angenommen werden. Weiterhin kénnen die Gewichte
w;; und wj; sowie w; und wy; infolge der Kommutativitét der Multiplikation bzw. =z
fir z € {0, 1} zusammengefasst werden. O

Im Gegensatz zu linearen Funktionen kann aber fiir die Koeffizienten w; quadratischer
Funktionen nicht w; # 0 gefordert werden, wie die Funktion f(z1,z2) = xix9 zeigt.
Dariiber hinaus verbietet sich die Annahme Vi,j € {1,...,n} : w; > 0,w;; > 0, da
f(z1,29) = 21 — xy + 1119 ein Gegenbeispiel ist. (Vertauschen von xy und 1 — 5 wie in
Lemma 2.1 erzwingt ein negatives Gewicht im letzten Summanden.) Zuletzt zeigt die Funk-
tion f(x1,x9) = —x1 — T3 + 27179, dass w; € Ny gleichermafien nicht angenommen werden
darf, denn der Ubergang f(z1, ) — f(1 — 21,1 — x5) liefert f(1 —x1,1 —x3) = f(21, x),
d. h. die Komplementbildung von x; und x5 ist hier ohne Bedeutung.

2.2.1 Eine untere Schranke fiir quadratische Funktionen

Bei linearen Funktionen ist einfach nachzuweisen (vgl. [DJWO98a|), dass die erwartete Lauf-
zeit des (141)-EA zu deren Optimierung durch €2(nInn) nach unten beschrinkt ist. Diese
Schranke kénnen wir unter einer realistischen Annahme auch bei quadratischen Funktionen
auf nahezu identische Weise zeigen.

Satz 2.5 Gegeben sei eine quadratische Funktion f : {0,1}" — R. Nimmt f nur fir ein
x* € {0,1}" einen mazximalen Wert an, bendtigt der (1+1)-EA zur Optimierung von f
erwartete Zeit Q(nlnn).
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Beweis: In der Initialisierungsphase (Schritt 1) des evolutionédren Algorithmus wird ein
zufalliger Vektor 2 € {0, 1}" erzeugt, anhand dessen wir Zufallsvariablen X, ..., X, defi-
nieren. Esist X; = 1,7 € {1,...,n}, wenn z{ = x}, und 0 sonst, d. h. X; fungiert als Indika-
torvariable und zeigt an, ob z7 , richtig® initialisiert wurde. Offenbar ist Prob(X; = 1) = 1/2

sowie F[X;] = 1/2. Auf X := X; +--- + X,, mit E[X]| = n/2 wenden wir die Chernoff-
schranke (vgl. Lemma A.1) an und wihlen z. B. den Parameter 6 = 0,2. Dann ist

Prob(X > 0,6n) < 0,991" = 2™ sowie Prob(X < 0,4n) < 0,991" = 27",

also Prob(0,4n < X < 0,6n) = 1—27%"_ Die erwartete Laufzeit des (1+1)-EA muss daher
von mindestens derselben Groflenordnung wie die erwartete Laufzeit unter der Bedingung
0,4n < X < 0,6n sein. Fiir ¢ := 0,4 ermitteln wir mit einem dem ,,Coupons Collector
Problem® aus [MR95] #hnlichen Vorgehen die erwartete Zeit, bis cn Bits je mindestens
einmal geflippt wurden, wihrend jedes einzelne Bit mit Wahrscheinlichkeit 1/n geflippt
wird. Da dieses zum Erreichen eines optimalen Bitstrings unerlésslich ist, zumal nicht
jede dieser Mutationen akzeptiert werden muss, erhalten wir eine untere Schranke fiir die
erwartete Laufzeit des (14+1)-EA. Die Zufallsvariable T" soll nun die Zeit, bis jedes der cn
Bits mindestens einmal geflippt wurde, angeben und hat den Erwartungswert

o0 (o)
E[T) = Zt -Prob(T =1t) = Z Prob(T > t), da T stets positiv ist.
t=1 t=1

Die Wahrscheinlichkeit Prob(7" > t) lasst sich als Wahrscheinlichkeit, dass in ¢—1 Schritten
mindestens eins der c¢n Bits niemals flippt, interpretieren. Das Gegenereignis dazu besteht
darin, dass in t — 1 Schritten alle cn Bits mindestens einmal flippen. Fiir die Wahrschein-
lichkeit, in einem Schritt ein bestimmtes Bit mindestens einmal zu flippen, konnen wir
wiederum die Gegenwahrscheinlichkeit, in einem Schritt dieses Bit nicht zu flippen, benut-
zen, namlich (1 — 1/n). Dann ist (1 — 1/n)""! die Wahrscheinlichkeit, dieses Bit in ¢ — 1
(unabhiingigen) Schritten nie zu flippen, 1 — (1 — 1/n)"~! die Wahrscheinlichkeit, in ¢ — 1
Schritten dieses Bit mindestens einmal zu flippen, (1—(1—1/n)""!))® die Wahrscheinlich-
keit, alle cn Bits in ¢ —1 Schritten mindestens einmal zu flippen und 1—(1—(1—1/n)"" 1))
schlieflich die anfangs erwdhnte Wahrscheinlichkeit Prob(7" > t¢). Insgesamt gilt dann

£ )

(n=1)Inn\ "
> (n—1)(Inn) <1 - (1 — (1 — l) > ) ,1—(1—1/n)"" mon. wachsend

V

n

> (n—1)(Inn) (1 - (1 - eiln”)cn) =(n—1)(Inn) (1 - (1 - %)Cn)
> (n—1)(Inn) (1 —e°) = Q(nlnn),

wobei wir die Summe in der zweiten Zeile bei (n — 1)Inn abgebrochen haben sowie in
der dritten Zeile die Abschitzung (1 — 1/n)"! > e7! n > 2 und in der vierten die
Abschitzung (1 — 1/n)" < e~! herangezogen haben. 0
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Bemerkung 2.1 Die untere Schranke aus Satz 2.5 gilt nicht nur fiir quadratische Funk-
tionen mit nur einem globalen Maximum, sondern fiir alle Funktionen f : {0,1}" — R, die
nur auf einem Element ihrer Definitionsmenge den maximalen Funktionswert annehmen.

Wir haben also eine untere Schranke, die fiir alle Elemente der Klasse der quadratischen
Funktionen gilt. Dieser Schranke gegeniiber steht die quadratische Funktion DISTANCE
aus [DJWO98a|, denn die erwartete Laufzeit des (1+1)-EA auf DISTANCE ist exponentiell,
ndmlich durch ©(n") nach unten (und oben) beschriankt. Dies zeigt, dass der (1+1)-EA
auf quadratischen Funktionen keineswegs immer effizient arbeitet. Weiter ziehen wir die
Schlussfolgerung, dass die Klasse sémtlicher quadratischer Funktionen fiir allgemeine Aus-
sagen iiber das Verhalten des (1+1)-EA ,zu gro“ ist. Wie wir sehen werden, gibt es im
Gegensatz zu DISTANCE auch , gutartige” quadratische Funktionen, auf denen der (1+1)-
EA nur eine polynomielle erwartete Laufzeit benotigt.

Wir haben damit das Thema dieser Arbeit motiviert. Unsere Aufgabe ist es, die Klasse
quadratischer Funktionen in Unterklassen mit moglichst d&hnlichen Eigenschaften in Bezug
auf die erwartete Laufzeit des (1+1)-EA zu unterteilen. Im Folgenden stellen wir einige
nahe liegende Einschrankungen vor. Der ndheren Analyse solcher Funktionen und weiteren
Unterteilungen ist dann je ein eigenes Kapitel oder ein eigener Abschnitt dieser Arbeit
gewidmet.

2.2.2 Quadrate linearer Funktionen

Die Funktion DISTANCE aus [DJW98a| entsteht, indem wir eine lineare Funktion (nédmlich
im Wesentlichen ONEMAX) quadrieren. Damit haben wir eine erste Unterklasse der qua-
dratischen Funktionen gefunden.

Definition 2.4 (Quadrat einer linearen Funktion) Gegeben sei eine lineare Fitness-
funktion f(z) = >0  wix; + 7 mit w; € R und 7 € R. Mit f2(z) = (f(z))* wird das

Quadrat der linearen Funktion bezeichnet.

Offenbar ist f2 eine quadratische Fitnessfunktion im Sinne von Definition 2.3. Wir erhalten
ebenfalls quadratische Funktionen aus linearen Funktionen, indem wir Quadrate linearer
Funktionen negieren, also aus einer linearen Funktion f die Funktion — f? bilden. Jedoch
wird es sich spéter (in Abschnitt 3.4) zeigen, dass diese nicht allzu interessant sind. Fiir den
Moment stellen wir Aussagen zu den Negationen von Quadraten linearer Funktionen zuriick
und beschranken uns auf die interessantere Klasse der Quadrate linearer Funktionen.

Es ist nicht offensichtlich, dass die bei der Analyse linearer Funktionen getroffenen Annah-
men (natiirliche und monoton fallende Werte der Koeflizienten sowie 7 = 0) auch bei deren
Quadraten fiir das Verhalten des (141)-EA keine Einschrankungen darstellen. Allerdings
lassen sich die zunéchst erwahnten Forderungen realisieren.

Lemma 2.6 Bei der Betrachtung des Quadrats f* einer linearen Fitnessfunktion f(x) =
Yo wiry + 7 dirfen wir o. B.d. A. annehmen, dass w; € W fir alle i € {1,...,n} und
wy > - > w, gelten.
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Beweis: Zum Beweis, dass wir rationale Gewichte annehmen koénnen, ziehen wir den
Beweis zu Lemma 2.2 heran und nehmen einige Modifikationen vor. Es gilt offenbar
fA(z) > fAy) & |f(x)| > |f(y)| fir alle x,y € {0,1}", wobei f hier die lineare Funk-
tion bezeichnet, deren Quadrat untersucht wird. Die Zeilen der Matrix stellen nun fiir
fiir alle ungeordneten Paare x,y € {0,1}", fiir die |f(z)| = [f(y)| gilt, die Gleichungen
| 2 Gley=1y Wi + 7L = [ 224,21 wj + 7| = 0 sowie fiir alle geordneten Paare z,y € {0,1}"
mit | f(z)| > [f(y)| die Gleichungen [ }-.,\, _jy w;+7| = |32, —1y wj+7|—s = 0 dar. Die
Eintrdge der Matrix A = (a;;) berticksichtigen die Bildung des Betrages und werden ggf.
negiert, d. h. a;; € {—2,—1,0,1,2}. Zudem ist eine Spalte fiir die Unbekannte v, aufzuneh-
men, die die Addition eines konstanten Summanden (der in f den Wert 7 annimt) ausdriickt
und in welcher infolge der Betragsbildung Werte aus {—2, 0, 2} stehen konnen. Zuletzt wer-
den weitere 2™ Zeilen und hochstens 2™ |, Schlupfvariablen ergénzt, die anzeigen, ob bei der
Betragsbildung ein Vorzeichenwechsel vorgenommen wurde, indem sie fiir alle € {0,1}"
mit f(z) = 0 die Gleichung >, _, w; + 7 = 0 sowie fiir alle 2 € {0,1}" mit f(z) # 0
die Gleichung > -y w;+ 7 — s = 0baw. 320y (—w;) — 7 — s = 0 ausdriicken.
Wir bezeichnen die Zahl aller Schlupfvariablen wieder mit r. Der Vektor von Unbekannten

hat dann die Gestalt (vy,...,v,,vr, 81, .., S,) und kann wie im urspriinglichen Beweis mit
einer Losung (vy,..., v, vl s],...,s.) belegt werden, die s; > 0 fiir alle [ € {1,...,r}

erfiillt, was dquivalent zu der Aussage ist, dass die Funktion f'(z) := Y.  vix; + v. die

Eigenschaft -
Vo,y € {0, 13" |[f(@)] = [f(w)] < | (@) = 1f (v)]

besitzt. Die Argumentation, eine Losung (vj,..., v}, vE, s7,...,s5), in der die Werte s
die gewiinschten Eigenschaften aufweisen, finden zu konnen, lduft anschliefend wie im
urspriinglichen Beweis.

Nachdem nun alle Gewichte zu rationalen Werten transformiert wurden, kann wie in Lem-
ma 2.1 durch Multiplikation mit einem positiven Hauptnenner, die offenkundig auch die
Ordnung der Betrdge der Funktionswerte nicht beeinflusst, die Ganzzahligkeit aller Ge-
wichte erreicht werden. Auch die Moglichkeit, alle Gewichte als natiirlich anzunehmen, ist

wegen der Identitét

iwixﬁ—T: Z w;x; + Z (—w;(1 — ;) + Z w; + T
i=1

{i\wi>0} {Z'"UJ7;<0} {i|wi<0}

und der Bemerkung im Beweis zu Lemma 2.1 gegeben. Ebenso stellt die Ordnung der
Gewichte nach wie vor kein Problem dar. O

Ab sofort gehen wir also von natiirlichen Gewichten aus. Die Annahme 7 = 0 bei der Analy-
se linearer Funktionen wird hier hingegen zu einer echten Einschréankung. Wie erwéhnt, ist
bei DISTANCE, dem Quadrat einer linearen Fitnessfunktion, bekannt, dass der (141)-EA
eine exponentielle erwartete Zeit bendtigt. Jedoch gilt:

Lemma 2.7 Gegeben sei eine lineare Funktion f(z) = >  wiz; + 7 mit w; € N und
7 > 0. Der (1+1)-EA verhilt sich auf f*(x) ebenso wie auf f(z).
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Beweis: Wegen w; > 0 fiir ¢ € {1,...,n} und 7 > 0 gilt fiir alle x € {0,1}", dass
f(z) >0, und damit Vz,y € {0,1}" : f(z) > f(y) & f*(z) > f*(y), da z — 2? auf R*
einen Ordnungsisomorphismus darstellt. a

Damit iibertragen sich also die obere und untere Schranke der erwarteten Laufzeit des
(1+1)-EA auf linearen Funktionen (O(nlnn)) im Fall 7 > 0 unmittelbar auf deren Qua-
drate. In dhnlicher Weise kann eine Wahl von 7, die f(z) nicht positiv werden lisst, keine
schlechtere Laufzeit erzwingen.

Lemma 2.8 Gilt fiir eine lineare Fitnessfunktion f(x) = > """ wiz; +7 mit w; € N und
7 <0, dass i, w; < —7, so verhdlt sich der (1+1)-EA auf f*(x) ebenso wie auf — f(x).

Beweis: Wegen w; > 0 und > w; + 7 <0 folgt Vo € {0,1}": f(z) <> jw;+ 7 <0.
Zusammen mit den Eigenschaften von z +— 22 auf R* erhalten wir

Va,y € {0,1}": f(z) > fly) & —f(y) = —f(z) & fy) > f(2).

Natiirlich ist auch —f eine lineare Funktion. Folglich gilt fiir f? die Schranke ©(nlInn).
Falls 7 die Voraussetzungen der Lemmata 2.7 bzw. 2.8 nicht erfiillt, konnen die Quadrate
linearer Funktionen schwierig zu optimieren sein. Dies soll in Kapitel 3 ndher beleuchtet
werden.

2.2.3 Fast lineare Funktionen

Gegenstand dieser Untersuchungen sollen auch , fast lineare” quadratische Fitnessfunktio-
nen sein, welche den linearen im Wesentlichen &hneln. Wir erzeugen eine Ahnlichkeit von
quadratischen Funktionen zu linearen Funktionen, indem wir nur konstant viele Monome
mit dem Grad 2, d. h. konstant viele Ausnahmen gegeniiber linearen Funktionen, erlauben.
Somit ergibt sich die folgende formale Erfassung fast linearer Funktionen.

Definition 2.5 (Fast lineare Funktionen) FEine quadratische Fitnessfunktion f, darge-
stellt durch f(z) = 7wz +Y 300 00wy mit w; € Zywy; € Z fir1 <i<j<mn
und wy > -+ > w,, wird als fast linear bezeichnet, wenn die Ungleichung w;; # 0 nur fir
O(1), d. h. konstant viele Koeffizienten w;; zutrifft.

In Abschnitt 4.3 erfolgt eine Analyse derartiger Funktionen.

2.2.4 Quadratische Funktionen ohne negative Gewichte

Die bisher bekannten Beispiele quadratischer Fitnessfunktionen mit erwarteter exponen-
tieller Laufzeit weisen die Eigenschaft auf, dass mindestens linear viele der Gewichte ne-
gativ sind. Fordert man hingegen von allen w; sowie w;;, dass diese alle nicht negativ
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sind, d.h. wir erhalten mithilfe der bekannten Transformationen aus Lemma 2.4 sogar
w; € No,w;; € N fiir 1 <7 < j < n sowie wy > - -+ > w,, dringt sich aufgrund der ,Ahn-
lichkeit“ zu linearen Funktionen die Vermutung auf, hier keine exponentiellen erwarteten
Laufzeiten erhalten zu kénnen. Dies untersuchen wir in Abschnitt 4.1.

2.2.5 Weitere linearen Funktionen dhnliche Funktionen

Neben Quadraten linearer Funktionen, fast linearen Funktionen und quadratischen Funk-
tionen ohne negative Gewichte konnen wir weitere Unterklassen von quadratischen Funk-
tionen, die eine , Verwandtschaft“ zu linearen besitzen, aufstellen. Diese weiter gehende
Unterteilung entwickeln wir im Verlauf von Kapitel 4.



Kapitel 3

Quadrate linearer Funktionen

Eine allgemeine Analyse der Quadrate beliebiger linearer Fitnessfunktionen scheint in man-
cherlei Hinsicht einen bedeutenden Aufwand zu beinhalten. Wéare bei den Lemmata 2.7 und
2.8 kein Riickzug auf die bekannten Resultate fiir lineare Funktionen moglich, hétte es ei-
nes Beweises bedurft, der mindestens denselben Schwierigkeitsgrad wie den des Beweises
einer allgemeinen oberen Schranke fiir lineare Funktionen aufgewiesen hétte. Fiir den in
Abschnitt 2.2.2 vorgestellten Bereich des Summanden 7, in dem keine unmittelbaren Er-
gebnisse aus den Eigenschaften linearer Funktionen folgen, ist kein geringerer Aufwand
zur Gewinnung allgemeiner Resultate zu erwarten. Dennoch lassen sich fiir den Anfang Er-
kenntnisse iiber Quadrate linearer Funktionen festhalten, welche strukturelle Eigenschaften
solcher Funktionen verdeutlichen. Wenn nicht anders erwéhnt, gehen wir dabei stillschwei-
gend davon aus, dass lineare Funktionen in der ,,Normalform® gem&fl Lemma 2.6 vorliegen.

3.1 Allgemeine Strukturierung

Eine intuitive, wenn auch nicht vollstdndig korrekte Erklarung fiir die einfache Handhab-
barkeit linearer Funktionen liegt in deren Eigenschaft, nur ein lokales Mazimum aufzuwei-
sen, welches immer in 1 := (1,...,1) liegt. Der in diesem Kontext verwandte Begriff des
Maximums (analog zu [DJW98a]) basiert auf dem Hammingabstand.

Definition 3.1 (Hammingabstand) Fir zwei Bitstrings x,y € {0,1}" wird der Ham-
mingabstand definiert durch

H(z,y) = Z |z — yil.
i=1

Definition 3.2 (Lokales Maximum) Fin x € {0,1}" heifit lokales Mazimum einer Fit-
nessfunktion f :{0,1}" — R genau dann, wenn gilt:

Vy e {0,1}": H(z,y) =1 = f(y) < f(=).

17
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Offenbar ist mindestens ein lokales Maximum auch ein globales Mazimum, in dem der
maximale Funktionswert angenommen wird. Funktionen, die nur ein lokales und damit
zugleich globales Maximum aufweisen, heiflen unimodal.

Bemerkung 3.1 Lineare Fitnessfunktionen sind unimodal.

Wie in Abschnitt 2.2.2 vorgestellt, ist das Quadrat einer linearen Funktion unter gewissen
Voraussetzungen fiir den (141)-EA nicht von der linearen Funktion selbst zu unterscheiden.
Die genannten hinreichenden Bedingungen bezogen sich auf den Wertebereich der Funkti-
on, was uns veranlasst, diesen zum Zwecke der besseren Strukturierung zu einer Zerlegung
des Definitionsbereiches heranzuziehen.

Definition 3.3 Gegeben sei eine lineare Fitnessfunktion f :{0,1}" — R. Wir definieren:

N(f) = {ze{0,1}"f(z) <0},
P(f) = {ze{0,1}"f(z) = 0}.

Bei den zuvor erbrachten Aussagen in den Lemmata 2.7 und 2.8 war die Menge N(f) bzw.
P(f) leer. Des Weiteren haben wir folgende Eigenschaften herangezogen:

Lemma 3.1 Gegeben sei eine lineare Funktion f:{0,1}" — R. Fiir x,y € {0,1}" gilt:

v,y € P(f): f(z) 2 fly) & f(z) = F(y),
v,y € N(f): f(z) = fly) & fy) = f(o).

Bemerkung: Diese Aussagen beinhalten, dass anstelle von ,, > auch die Relation , > be-
trachtet werden kann.

Beweis: Folgt unmittelbar aus den Eigenschaften von z — 22 auf R. O

Unter Zuhilfenahme der Zerlegung des Definitionsbereiches kénnen wir nun Bedingungen
fiir die Existenz lokaler Maxima bei Quadraten linearer Fitnessfunktionen gewinnen, welche
zum Beispiel in der Funktion DISTANCE aus [DJW98a] eine wesentliche Rolle spielen.

Satz 3.2 Das Quadrat einer linearen Funktion f besitzt mindestens ein und mazximal zwei
lokale Maxima. Lokale Maxima werden nur in O oder 1 angenommen.

Beweis: Sei f(z) = > wyz; + 7 mit w; € N, 7 € R und wy > -+ > w, gegeben. Wir
greifen zunéchst Bemerkung 3.1 auf und zeigen, dass die lineare Funktion f unimodal ist.
Fiir beliebige y mit H(y,1) = 1 ist f(y) < f(1), da alle w; positiv sind. Wire auch & mit
x # I ein lokales Maximum, konnte man mittels Negieren eines Nullbits einen Bitstring
mit besserem Funktionswert im Widerspruch zur Annahme konstruieren. Zur Sicherheit
halten wir auch die analoge Aussage, dass Yy € {0,1}" : f(y) > f(0) gilt und dass fiir alle
y € {0,1}"\ {0} ein z mit geringerem Funktionswert existiert, fest.
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Es gilt Yy € {0,1}" : (y) < —f(0). Im Fall P(f) = § kann also mit Lemma 3.1
Vy € {0,1}": f*(y) < f*(0) geschlossen werden.

Im Falle P(f) # () # N(f) folgt wie zuvor, dass alle z € N(f) mit x # 0 und alle = € P(f)
mit v # 1 fiir die Funktion f2 nicht lokal optimal sein kénnen. Von den verbleibenden
Punkten 0 und I muss mindestens einer lokal optimal sein, da es sonst im Widerspruch

zur Endlichkeit der Definitionsmenge kein globales Maximum gébe. O

Ist N(f) = 0, so besitzt f2(z) wegen Lemma 3.1 ebenfalls nur ein lokales Maximum in 1.
—f

Korollar 3.3 Falls |f(0)| < |f(1)|, liegt in 1 ein globales Mazimum von f2. Im Falle
|£(0)| > |f(1)| liegt in O ein globales Mazimum. Wenn Gleichheit gilt, sind beide Punkte
globale Maxima.

Beweis: Bei den ersten beiden Aussagen wende man Satz 3.2 an. Im dritten Fall wird
sogar in beiden moglichen Punkten fiir lokale Maxima ein maximaler Funktionswert ange-
nommen. O

Beispiel 3.1 Das Quadrat der linearen Funktion f(x) = (2n+ 1)z + >, , x; — n nimmt
offenbar in 1 sein globales Maximum mit dem Funktionswert 4n? an. Jedoch ist 0 kein
lokales Maximum, da f2(0) = n? < (n+ 1)2 = f2(1,0,...,0), was auch verdeutlicht, dass
die Méchtigkeit der Mengen N(f) und P(f) keine Riickschliisse iiber die Existenz lokaler
Maxima gestattet, da hier #N(f) = #P(f) = 2" ist.

Von dieser Funktion kénnen wir nun leicht zeigen, dass sie fiir den (14-1)-EA | einfach ist.

Satz 3.4 Sei f definiert wie in Beispiel 3.1. Der (1+1)-EA optimiert das Quadrat der
Funktion f in erwarteter Zeit O(nlnn).

Beweis: Zunichst analysieren wir das Verhalten des (141)-EA unter der Bedingung, dass
x§ mit 0 initialisiert wurde. Da die Wahrscheinlichkeit, z; zu flippen, 1/n betrégt, ereignet
sich im Erwartungswert nach n Schritten eine solche Mutation, woraufhin aufgrund der
Eigenschaft w, > n = |f(0)| keine Mutation nach N(f) mehr stattfindet. Zumal jeder
Vektor mit z; = 1 in P(f) liegt, wird eine Mutation auf dem Quadrat von f im Folgenden
daher genau dann akzeptiert, wenn sie auf der linearen Funktion f akzeptiert wird. Da
nun die Resultate fiir erwartete Laufzeiten auf linearen Funktionen zum Tragen kommen
(im Fall 5 = 1 ist dies also ohnehin unmittelbar nach der Initialisierung der Fall), wird f2
insgesamt in erwarteter Zeit von hiéchstens n 4+ O(nlnn) = O(nlnn) optimiert. O

Bemerkung 3.2 Die untere Schranke fiir die Laufzeit des (1+1)-EA von Q(nlnn) aus
Satz 2.5 gilt fiir die Quadrate linearer Funktionen mit nur einem globalen Maximum. Aus
dem Beweis wird auch unmittelbar klar, dass er miihelos angepasst werden kann, um eine
untere Schranke von Q(nlnn) fir die Quadrate linearer Funktionen zu zeigen, die sowohl
in 0 als auch in 1 ein globales Maximum besitzen. (Es sind mit exponentiell nahe an 1
liegender Wahrscheinlichkeit nach der Initialisierung mindestens 0,4n und hochstens 0,6n
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—

Bits gegeniiber dem Maximum in 1 richtig eingestellt; ein Bit ist zum Maximum in 1
genau dann richtig eingestellt, wenn es zum Maximum in 0 falsch eingestellt ist, d.h. es
sind mit exponentiell nahe an 1 liegender Wahrscheinlichkeit auch zwischen 0,4n und 0,6n
Bits gegeniiber dem Maximum in 0 falsch eingestellt, und es miissen mit exponentiell nahe
an 1 liegender Wahrscheinlichkeit mindestens 0,4n Bits geflippt werden.) Wir halten diese
untere Schranke bei allen Aussagen iiber die Quadrate linearer Funktionen in Gedanken und
schreiben daher bei erwarteten Laufzeiten von ©(nlnn) statt dieses stérkeren Resultates
meist O(nlnn), da wir nur noch obere Schranken zu zeigen brauchen.

Zum Abschluss dieses Abschnittes stellen wir noch eine Annahme vor, die im Weiteren die
Analyse der Quadrate linearer Funktionen vereinfachen wird, insofern als ,,duale” Aussagen
nicht mehr bewiesen zu werden brauchen.

Lemma 3.5 Beim Quadrat f? einer linearen Fitnessfunktion f diirfen wir o. B. d. A. an-
nehmen, dass ein globales Mazimum in 1 liegt.

Beweis: Sei f(z) = Y 0", wyz; + 7 mit w; € N, 7 € R<* und w; > -+ > w, eine lineare
Fitnessfunktion, wobei |f(0)| > |f(D)|, d.h. || > | 320, w; + 7| ist. (Sonst ist nichts zu
zeigen.) Im Beweis zu Lemma 2.1 haben wir begriindet, dass die Rollen von Nullen und
Einsen in beliebigen Positionen i € {1,...,n} eines Bitstrings vertauscht werden diirfen,
indem wir in allen Monomen der Polynomdarstellung der untersuchten Funktion x; durch
(1 — x;) ersetzen. Wir bilden daher vermoge der Abbildung ¢ : {0,1}" — {0, 1}, definiert
durch ¢(z) = z, die Funktion f/(z) := (foc)(z) =) | —wz; + 7 mit 7/ =7+ | w;.
Somit ist

17(0)] = || = ‘ZmeT‘ <|r|=|r@]

Da |f'(x)| = | — f'(z)| fiir alle z € {0, 1}", haben wir mit der Funktion f*(z) := —f'(x) =
Yo wir; + (—7') eine lineare Fitnessfunktion in der {iblichen Form gem#f Lemma 2.6
gefunden. Die Funktion (f*)? nimmt nur in 1 (vgl. Satz 3.2) ihr globales Maximum an. O

Bemerkung 3.3 In diesem Abschnitt haben wir den interessanten Bereich des Parameters
7 weiter eingeschrankt. In Verbindung mit den Lemmata 2.7 und 2.8 besagt Lemma 3.5,
dass wir bei der Betrachtung des Quadrats einer linearen Funktion f(z) = >  wz; +7
mit w; € N und wy; > --- > w, o0.B.d. A. davon ausgehen koénnen, dass 7 im Bereich
(=> wi) /2 <71 <0 liegt.

3.2 Die Funktion ,,OneSqr*

In diesem Abschnitt wollen wir auf das Verhalten des Quadrates der denkbar einfachs-
ten linearen Funktion eingehen, d.i. das Quadrat der Funktion ONEMAX. Deren formale
Definition liefern wir nun nach.
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Definition 3.4 Die Funktion ONEMAX: {0,1}" — R wird definiert durch
ONEMAX(x) := Zx,
i=1

Das mit ONESQR bezeichnete Quadrat der Funktion ONEMAX hat dann, da nun der
Summand 7 infolge der bisherigen Ergebnisse nicht vernachléssigt werden darf, die folgende
Gestalt.

Definition 3.5 Die Funktion ONESQR, : {0,1}" — R wird definiert durch
n 2
ONESQR,(z) := (Z x; + 7') mit T € R.
i=1

Die Summe der Gewichte der Funktion ONESQR, betrigt n. Wir entnehmen Bemer-
kung 3.3, dass nur Werte von 7 im Bereich —n/2 < 7 < 0 neue Erkenntnisse zu bringen
vermogen.

Im Falle 7 = —n/2 existieren zwei globale Maxima (néimlich in 0 und in 1), und die
Funktion ist fiir den (141)-EA leicht zu optimieren.

Lemma 3.6 Die Funktion ONESQR_,, /5 wird vom (1+1)-EA in erwarteter Zeit O(nlnn)
optimaert.

Beweis: In diesem Beweis betrachten wir nur diejenigen (akzeptierten) Mutationen des
(1+1)-EA, die hochstens ein Bit mutieren und berechnen die erwartete Zeit, bis mithilfe
solcher Mutationen ein globales Optimum erreicht wurde. Bei diesem Vorgehen benutzen
wir fiir die wiederum mit f benannte zugrunde liegende lineare Funktion die Identitéaten
f(x) =n/2 — H(x,1), falls € P(f), und —f(z) = n/2 — H(z,0) fiir € N(f). Damit
verringern akzeptierte Mutationen, die mehr als ein Bit flippen und den Funktionswert
von ONESQR_,, /5 erhdhen, den Hammingabstand zu einem der globalen Maxima um min-
destens denselben Wert wie die Mutation eines einzigen Bits, sodass das Ignorieren sol-
cher Mutationen die Anzahl noch erforderlicher 1-Bit-Mutationen und somit die erwartete
Laufzeit allenfalls erhohen kann. Falls eine akzeptierte Mutation mehr als eines Bits den
Funktionswert unverdndert ldsst, kann ein Flipp von P(f) nach N(f) (bzw. umgekehrt)
mit gleichem Funktionswert erfolgt sein. In diesen Féllen wird aber der Hammingabstand
des generierten Bitstrings z € N(f) zum Maximum in 0 identisch zum Hammingabstand
zu 1 vor der Mutation und umgekehrt, d.h. es sind noch ebenso viele 1-Bit-Mutationen
wie zuvor zum Erreichen eines der globalen Maxima notig und ausreichend, wahrend diese
im Falle z € P(f) Mutationen, die ein Bit von 0 nach 1 flippen, darstellen und umgekehrt.
Wir geben bei der Ermittlung einer obereren Schranke mithin o.B.d. A. vor, dass nur
1-Bit-Mutationen und ,,Mutationen“, die iiberhaupt kein Bit flippen, akzeptiert werden
konnen.

Falls der unmittelbar nach der Initialisierung erzeugte zuféllige Bitstring «* genau n/2 Ein-
sen enthélt, entscheidet die erste Mutation, ob der geédnderte Algorithmus den Bitstring
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0 oder I als optimal ermittelt. Da die Wahrscheinlichkeit, genau ein Bit zu flippen, auf-
grund der Beziehung (1 —1/n)"~! > e~ mindestens (7)(1/n)(1 —1/n)""! > e~! betrigt,
ist die erwartete Zeit bis zur ersten Mutation durch e nach oben beschriankt, d.h. kon-
stant. Im Folgenden sind dann die erwarteten Laufzeiten im zweiten bzw. im dritten Fall

hinzuzuzahlen.

Im Fall 2, dass mehr als n/2 Bits von z® Einsen sind, akzeptiert der gednderte (1+1)-EA
nur Mutationen, die die Zahl der Einsen erhohen. Die Wahrscheinlichkeit, einen Bitstring
x € {0,1}" mit n/2 < ¢ < n Einsen zu einem Bitstring mit ¢ + 1 Einsen zu mutieren,

betrigt mindestens
n—1
GO et
1 n n n

Die Zufallsvariable X. bezeichnet die Zeit bis zum erstmaligen Eintreten einer solchen
Mutation. Dann ist E[X.| < en/(n — ¢). Fiir die Zufallsvariable X, die die Zeit bis zum
Erreichen von 1 angibt, gilt somit

n—1 n—1
1
BX]=E[Xc+ Xey1 +-- + Xp] < ;neili < en;n_i <enH(n) = O(nlnn),

wobei H(n) fiir die Harmonische Reihe bis zum Glied 1/n steht, deren asymptotisches
Verhalten mit H(n) = Inn + ©(1) angegeben werden kann.

Der dritte Fall des Beweises — x® enthélt weniger als n/2 Einsen, d. h. mehr als n/2 Nullen —
verlduft analog zum zweiten Fall. O

Zu untersuchen bleiben Werte von 7 im Bereich —n/2 < 7 < 0. Die Funktion DISTANCE aus
[DJW98a] ist der Funktion ONESQR, mit 7 = —n/241/3 bis auf Komplementbildung nach
Lemma 3.5 identisch (zur Illustration vgl. auch Abbildung 3.1) und ruft eine exponentielle
erwartete Laufzeit des (14+1)-EA hervor. Der folgende Satz zeigt, dass bei nur mit n°®)
und sogar noch mit o(n/logn) wachsenden Werten von |7| keine exponentiellen erwarteten
Laufzeiten moglich sind.

Satz 3.7 Sei —n/2 < 7 < 0 und || < (1 —€)n/(2logn) fir ein € > 0. Dann optimiert
der (1+1)-EA die Funktion ONESQR, in erwarteter Zeit O(nlnn).

Beweis: Wir schreiben 7 geméfl der Voraussetzung als 7 > —cn/logn fiir ein ¢ < 1/2.
Aus beweistechnischen Griinden gehen wir ferner davon aus, dass cn/logn > 2 sowie
2cn/logn € N gelten und dass sogar —7 = cn/logn zutrifft, womit sich der Wert der
oberen Schranke allenfalls vergrofiert, weil sich die Wahrscheinlichkeit, in N(f) zu starten
oder zu gelangen, erhoht. Weiter wird mit f(z) = )1, x; + 7 die lineare Funktion, die
ONESQR, zugrunde liegt, bezeichnet.

Unter der Bedingung, dass der Bitstring des EA mit mehr als 2|7| Einsen initialisiert wird,
folgt die obere Schranke aus den Ergebnissen fiir ONEMAX, da der (1+1)-EA das gleiche
Akzeptanzverhalten fiir Mutationen wie bei einem Vektor mit mehr als 2|7| Einsen auf
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Abbildung 3.1: ONESQR_,, /9,13 fiir n = 30

der Funktion ONEMAX zeigt. Insgesamt erzeugt der EA in der Initialisierung mit einer
Wahrscheinlichkeit von hochstens (bei den Abschitzungen fiir Binomialkoeffizienten vgl.
Anhang A.2)

2cn/logn 2cn
n 2cn n 2cn ne logn
o-m <27 ——+1 <27 ——+1 _
; (z) - <logn * ) (20n/logn) - <logn * ) (20n/10gn)

) —2¢n/logn+2

< 2—nn25n/log ne2cn/logn 2cn
- logn
_ 27n+(10g n)(2cn/logn)+(loge)(2¢n/logn)—log(2¢en/logn)(2¢en/log n)+2log(2¢cn /logn)
_ 27n+20n+(10g e)(2cn/logn)—((log n)+log(2¢/logn))(2cn/log n)+2log(2¢cn/logn)

— 27n+2cn+(10g e)(2cn/logn)—2cn—log(2¢/log n)(2cn/logn)+2log(2¢n/logn)

_ 27n+(10g(e/2c)+10g logn)(2cn/logn)+2log(2cn/logn) _ 27n+0(n)
einen Vektor mit hochstens 2|7| Einsen — dies nennen wir das Ereignis I — und gelangt

unter dieser Bedingung mit positiver Wahrscheinlichkeit zum lokalen Maximum! in 0.Ist 0
der aktuelle Bitstring, werden nur Mutationen, die mindestens 2cn/logn Bits gleichzeitig

1Ganz genau genommen ist der Vektor 0 gemif Definition 3.2, falls 7 > —1 /2 oder n = 1, kein lokales
Maximum. Abgesehen davon, dass wir in der Beweisfithrung || > 1/2 voraussetzen, ist der Fall 7 > —1/2
ohnehin uninteressant, da dann jeder Vektor mit mindestens einem Einsbit der Menge P(f) angehort und
eine dhnliche Situation wie in Satz 3.4 eintritt. Den Fall n = 1 schliefen wir ohnehin o.B.d. A. aus.
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Abbildung 3.2: ONESQR,, fiir 7 > —n/2

flippen, akzeptiert (zur Illustration vgl. Abbildung 3.2). Auf der anderen Seite ist das
Eintreten einer Mutation, die in einem Schritt mindestens k := 2cn/logn + 1 mit 0 belegte
Bits und keine mit 1 belegten Bits flippt, eine hinreichende Bedingung dafiir, dass alle
aktuellen Bitstrings im Folgenden mindestens 2|7| 4+ 1 Einsen enthalten und dass sich der
(1+1)-EA danach wie auf f verhalt.

Die Wahrscheinlichkeit, mindestens & Nullbits und kein Einsbit zu mutieren, ist nach unten
beschréankt durch die Wahrscheinlichkeit, genau & ausgewéhlte Nullbits zu mutieren, d. h.

k n—k k
Q) (2 sy
n n n

Unter der Bedingung [ schétzen wir die erwartete Zeit bis zur einer der betrachteten
Mutationen mit en® nach oben ab, woraufhin (wegen fquivalenten Verhaltens zu ONEMAX,
s.0.) noch erwartete O(n Inn) Schritte bis zum Erreichen des globalen Maximums in I nétig
sind. Fassen wir diesen bedingten Erwartungswert und den Erwartungswert O(nlnn), der
sonst gilt, zum Erwartungswert der Laufzeit (Zufallsvariable X') zusammen, ergibt sich

E[X] < E[X|I] - Prob(I) + E[X|I]
< 27 (g p2en/en ) L O(n1nn)
<e. g—nto(n)+(logn)(2en/logn+1) | O(nlnn)

= ¢. 27 2nto) L O(nlnn) =27 £ O(nlnn) = O(nlnn),

da ¢ < 1/2 vorausgesetzt wird. O
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Auf der anderen Seite konnen wir auch hinreichende Bedingungen fiir eine erwartete ex-
ponentielle Laufzeit errechnen.

Satz 3.8 Sei —n/2 <7 <0 und |7| > (14 €)n/(2logn) fir ein € > 0. Dann bendtigt der
(1+1)-EA zur Optimierung der Funktion ONESQR, erwartete Zeit 24,

Beweis: Zunéchst schreiben wir 7 < —cn/logn fiir ein ¢ > 1/2 und nehmen wiederum an,
dass en/log n ganzzahlig ist, um eventuelle Auf- und Abrundungen zu vermeiden und setzen
sogar |7| = cn/logn voraus; f bezeichne die ONESQR, zugrunde liegende lineare Funktion.
Wir analysieren ausschlieflich die Situation, withrend der Initialisierung den Vektor 0 zu
erzeugen (Ereignis I), woraufhin eine Mutation von mindestens 2|7| Bits zugleich vonnéten
ist, um einen Vektor aus P(f) zu erzeugen und anschliefflend zum globalen Maximum zu
gelangen (vgl. Abbildung 3.2). Die Wahrscheinlichkeit, den Startvektor mit 0 zu initialisie-
ren, betragt 27". Demgegeniiber ist die Wahrscheinlichkeit, mindestens k := 2¢n/logn Bits
zugleich zu flippen, héchstens (})(1/n)¥ < (n*/k!) - n=F = 1/k! (siehe auch Lemma A.8),
d. h. die erwartete Zeit bis zu einer solchen Mutation betragt mindestens k! Schritte. Somit
tragt das Ereignis [ aufgrund der Stirlingformel einen Summanden von mindestens

9-n, 6—2cn/logn(2cn/10g n)QCn/logn _ 2—n—(loge)(2cn/logn)—l—log(?cn/logn)(20n/10gn)
_ 2—n—(loge)(20n/logn)+(log(2c/logn)+logn)(20n/logn) _ 2—n+(—loge+log(2c/logn))(20n/10gn)+2cn

— 2—n+20n+10g(20/(elogn))(QCn/logn) _ Qﬂ(n)’ da ¢ > 1/2’
zur erwarteten Laufzeit bei. O

Bemerkung 3.4 Bei 7 = —n/(2logn) scheint die erwartete Laufzeit von O(nlnn) auf
22" umzuschlagen. Bei der Errechnung der oberen und unteren Schranke konnten wir die
Bereiche von |7, in denen die erwartete Laufzeit O(nlnn) bzw. 24" betrigt, sehr genau
einander angleichen, weil sich die erwartete Laufzeit fiir 7 = —cn/logn, ¢ > 0, in beiden
Fillen durch 2 "+2n#e(®) darstellen ldsst. Interessanterweise braucht bei der Ermittlung
der unteren Schranke lediglich das Ereignis, in 0 zu starten, betrachtet zu werden, da unter
dieser Bedingung |27]| Bits zu flippen haben und der Summand 2c¢n im Exponenten infolge
der Stirlingformel entsteht.

Am Rande sei bemerkt, dass sich fiir 7 = —n/(2logn) eine untere Schranke fiir die Laufzeit
von
27(loge)(n/logn)+log(1/10gn)(n/logn) — 2log(1/(elogn))(n/logn) — Zfﬂ(n/logn)

ergibt. Die obere Schranke nimmt dagegen den Wert

e- 210g(e+loglogn)(n/logn)+21og(n/logn)+logn + O(TL In n) — QQ(n/logn)—i—o(n/logn) — QQ(n/logn)

an, d. h. bei diesem Wert von 7 liefern die Rechnungen aus Satz 3.7 und 3.8 keine sinnvollen
Erkenntnisse {iber die erwartete Laufzeit.
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Bemerkung 3.5 Im Falle |7] = Q(n/loglogn) kénnen wir eine noch groBere untere
Schranke zeigen. Die erwartete Zeit bis zu einem Flipp von cn/loglogn Bits (fiir ein belie-
biges ¢ > 0) ist nach unten beschrankt durch

(cn/log log n)| — 2Q((cn/loglogn) log(cn/loglogn)—(cnloge)/loglogn) __ 29(7110gn/10g10gn)7

und selbst die minimale Wahrscheinlichkeit von 27" fiir einen Start in N(f) beldsst das
asymptotische Verhalten der erwarteten Laufzeit bei 22(nlogn/loglogn) " Ohne groBere Miihe
erkennen wir hieran auch einen Erwartungswert von 298" falls |7| = ©(n) zutrifft.

Die Funktion DISTANCE veranlasst den (1+1)-EA sogar zu der noch schlechteren erwarte-
ten Laufzeit Q(n"). Dies kann jedoch nur unter der Bedingung —7 = n/2 — o(n) eintreten.
Wir betrachten dazu lediglich den ,,Sprung“ von einem Vektor mit o Einsen aus zu einem
Vektor mit mindestens o + 2|7| + 1 Einsen, da die erwartete Zeit bis zum Erreichen von 1
ohne den Sprung ohnehin durch O(nlnn) beschriankt ist. Die Wahrscheinlichkeit fiir eine
Mutation von mindestens k ausgewéhlten Nullbits zugleich ist im Falle 1 < k£ < n durch
e n~* nach unten beschrinkt. Selbst wenn der (1+1)-EA mit Wahrscheinlichkeit 1 den
Sprung ausfiihren miisste, wiirde dies zur erwarteten Laufzeit hochstens en® beitragen. Die
obere Schranke en® kann zwar fiir alle k € {1,...,n} als 29(*1°¢k) geschrieben werden,
jedoch nur fiir £ =n als ©(n").

Abgesehen von der im Allgemeinen uniiblichen Unterscheidung zwischen verschiedenen ex-
ponentiellen Grolen sind diese Betrachtungen der erwarteten Laufzeit jedoch auch insofern
lediglich theoretischer Natur, als ONESQR, selbst fiir den ,, Extremfall“ 7 = —n/240(n) mit
Wahrscheinlichkeit 1/2 — € in der Zeit O(nlnn) maximiert wird (vgl. [DJW98al). Wichst
|7| proportional zu n, kénnen meist noch bessere Wahrscheinlichkeiten fiir polynomielle
Laufzeiten gezeigt werden. Im folgenden Satz halten wir im Hinterkopf, dass die erwartete
Laufzeit aber wegen Satz 3.8 immer noch exponentiell ist.

Satz 3.9 Lisst sich T als T = —dn/2 fir ein 6 €0, 1] darstellen, optimiert der (1+1)-EA
die Funktion ONESQR, fir ein beliebiges € > 0 mit Wahrscheinlichkeit von mindestens
1 — € in O(nlnn) Schritten.

Beweis: Es bezeichne f wiederum die ONESQR, zugrunde liegende lineare Funktion. Un-
ter Verwendung der Chernoffschranke (vgl. Lemma A.1) kann die Wahrscheinlichkeit, dass
der (1+1)-EA mit einem Bitstring mit mindestens (1 — (1 —0)/2) - n/2 Einsen startet, mit
1 — 27" nach unten abgeschétzt werden. Unter dieser Bedingung miissten mindestens
k = (1 — 0) - n/2 Bits zugleich flippen, um einen Bitstring aus N(f) zu erzeugen, der
wéhrend der Optimierung von ONESQR, akzeptiert werden konnte. Sonst verhélt sich der
(14+1)-EA wie auf der linearen Funktion f, und die erwartete Laufzeit betrdgt maximal
dnlnn fiir ein ¢ € R Die Wahrscheinlichkeit, in [cc/nInn] Schritten, ¢ € R>?, niemals
mindestens k Bits zugleich zu mutieren, liegt ebenfalls exponentiell nahe bei 1. Die Wahr-
scheinlichkeit, mindestens k Bits auf einmal zu flippen, ist ndmlich hochstens 1/k! (Lem-
ma A.8). Eine obere Schranke dafiir, dass eine Mutation von mindestens k Bits mindestens
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einmal in [ed'nInn] Schritten eintritt, ist dann (1/k!)([e¢'ninn]), da die Wahrscheinlich-
keit einer Vereinigung von Ereignissen hochstens die Summe der Wahrscheinlichkeiten der
Einzelereignisse ist. Dieser Ausdruck ist wegen k£ = 2(n) und der Stirlingformel durch

[ednlnn
e=kkk

nach oben beschrankt.
Aufgrund der Markoffungleichung (siche Lemma A.3) optimiert der (1+1)-EA die lineare
Funktion f mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens 1 — 1/¢ in héchstens [ednlnn|
Schritten. Wir wéhlen ¢ so grof}; dass 1/c zuziiglich der beiden exponentiell kleinen Wahr-
scheinlichkeiten durch e nach oben beschrénkt ist. Dann tritt nur mit Wahrscheinlichkeit
von hochstens € mindestens einer der beschriebenen ,Fehler” ein, d.h. dass der EA mit
Wabhrscheinlichkeit von mindestens 1 — e in héchstens [e¢'nlnn] = O(nlnn) Schritten die
Funktion ONESQR, maximiert. O

— 210g((cc/nlnn'|) . eO(n) . 27Q(nlogn) _ 2fQ(nlogn)

Trotz erwarteter exponentieller Laufzeit konnen wir unter den Bedingungen von Satz 3.9
sogar schlieBen, dass nur mit exponentiell kleiner Wahrscheinlichkeit auch exponentiel-
le Laufzeiten beobachtet werden. Die Wahrscheinlichkeit, zur Optimierung einer linearen
Funktion statt O(nlnn) exponentielle Zeit zu bendtigen, kann nédmlich mithilfe der Mar-
koffungleichung als exponentiell klein nachgewiesen werden, da die beobachtete Laufzeit
um einen exponentiell grofen Faktor von der erwarteten abweichen miisste. Im vorigen
Satz 3.9 sind also die Wahrscheinlichkeiten der ,Fehler”, weniger als ((1 4 6)/2) - n/2 Bits
mit 1 initialisiert zu haben, mindestens einmal in O(nInn) Schritten mindestens (1—¢)-n/2
Bits zugleich zu flippen und bei der Optimierung linearer Funktionen exponentiell lange
zu brauchen, als exponentiell klein nachgewiesen.

3.3 Allgemeines Laufzeitverhalten

Wir untersuchen nun Quadrate linearer Funktionen, denen Koeffizienten nicht notwendi-
gerweise alle gleich sind, betrachten also die Quadrate von Funktionen f(x) = > " | wz;+7
mit w; € IN fiir alle ¢ € {1,...,n} und wy > -+ > w,, wobei nur der Fall —w/2 <7 <0
mit w = ", w; interessant ist (vgl. Bemerkung 3.3). Im folgenden Abschnitt gehen wir
wiederum stillschweigend davon aus, dass lineare Funktionen in dieser Form vorliegen. Die
Variable w bezeichne immer die Summe der Gewichte der betrachteten Funktion.

3.3.1 Erwartete Laufzeiten bis zum Erreichen von 0 oder 1

Im Falle 7 = —w/2 besitzt f?, das Quadrat einer linearen Funktion f, zwei globale Maxi-
ma, was sich bei ONESQR_,, /5 in Lemma 3.6 als hinreichende Bedinung fiir eine effiziente
Optimierung erwiesen hat. Dies wollen wir auch fiir den allgemeinen Fall nachweisen. Dazu
zeigen wir sogar fiir beliebige 7 im Bereich —w/2 < 7 < 0, dass der (141)-EA in effizienter
erwarteter Zeit zu einem der zwei lokalen Maxima von f? gelangt. (Wir geben jetzt aus
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ghnlichen Griinden wie im Beweis von Satz 3.7 vor, dass 0 ein lokales Maximum ist.) Im
Fall 7 = —w/2 erhalten wir dann die beabsichtigte Aussage als Korollar.

Zur Vorbereitung des Beweises definieren wir ein Fortschrittsmaf.

Definition 3.6 Fliir eine lineare Funktion f und ein x € {0,1}™ werden der mazimal (von
x fir den (1+1)-EA) zu 1 erreichbare Hammingabstand H{(x) und der maximal (von x
fir den (1+1)-EA) zu O erreichbare Hammingabstand H{(z) definiert durch

Hi(x) ::n—max{j € {0,...,n}|f(z) > Zj:wi—l—T} und
H(x) ::n—max{j €{0,...,n}f(z) < w—iwi—i—T}.

Wie beschrieben, héngen H und H{ auch von f ab. Aus Griinden der Ubersichtlichkeit
verzichten wir aber auf einen Index f, da im Folgenden aus dem Zusammenhang klar
wird, fiir welche Funktionen wir die Mafle nutzen. Dies werden wir auch bei weiteren
Verwendungen von Fortschrittsmafien in dieser Arbeit (z. B. in Kapitel 4) so handhaben.

Bei der Betrachtung allgemeiner linearer Funktionen besteht anders als bei ONEMAX nor-
malerweise keine Bijektion zwischen dem Funktionswert und der Zahl der Einsen im aktu-
ellen Bitstring. Am Beispiel der Funktion BINVAL aus [DJW98a] kann man leicht einsehen,
dass der Hammingabstand zum optimalen Bitstring im Laufe der Optimierung voriiber-
gehend steigen kann. Eine Mutation von (0,1,...,1) zu (1,0,...,0) wiirde wihrend der
Optimierung der linearen Funktion akzeptiert, wohingegen der Hammingabstand zu I von
1 auf n — 1 steigt. Ahnliche Situationen koénnen auch bei der Optimierung der Quadrate
linearer Funktionen eintreten, wobei beide lokalen Optima zu betrachten sind.

Mit den aus dem iiblichen Hammingabstand abgeleiteten Mafien H;(x) und H(x) messen
wir, wie grofl der Hammingabstand zum jeweiligen lokalen Optimum hochstens werden
kann, nachdem der (1+1)-EA einen Bitstring z erzeugt hat. Das erldutern wir formal im
folgende Lemma.

Lemma 3.10 Sei f eine lineare Funktion und x € {0,1}™ ein Vektor ihrer Definitionsmen-
ge. Fir alle ' € {0,1}" mit f(2') > f(x) ist H(2',1) < H{(x), und fir alle 2’ € {0,1}"
mit f(2') < f(z) gilt H(z',0) < Hg(x).

Beweis: Zum Beweis der ersten Aussage ziehen wir i :=n — Hy(z), i € {0,...,n}, heran.
Da f(z') > f(z), folgt aus der Definition des maximal erreichbaren Hammingabstandes,
dass f(z') > 22:1 w; + 7 ist. Wegen wy > --- > w, miissen mindestens ¢ Bits von 2’
Einsen sein, d.h. H(z/,1) <n —i = Hi(z).

Um die zweite Aussage zu zeigen, nutzen wir i := n — Hy(x). Analog zum vorigen Absatz
folgt f(2') < w — E;Zl w; + 7, also sind wegen der Ordnung der Gewichte mindestens ¢

Bits von 2’ Nullen, sodass H(z/,0) < n —i = Hg(z). O
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Hat der (1+1)-EA wihrend der Optimierung des Quadrates einer linearen Funktion also
einen Bitstring z € P(f) mit Hj(x) = k erreicht, wird fiir weitere im Verlaufe des Al-
gorithmus erzeugte ' € P(f) stets Hj(z') < k zutreffen. Damit gibt uns das Maf} an,
dass die Mutation von bestimmten maximal k Bits zum Erreichen von 1 geniigt; offen-
sichtlich gelten analoge Aussagen fiir 0. Zur weiteren Vorbereitung einer Aussage iiber die
Laufzeit des (141)-EA auf Quadraten linearer Funktionen stellen wir im folgenden Lemma
fest, dass eine Mutation eines eventuell genau bestimmten Bits den maximal erreichbaren
Hammingabstand zu 0 oder 1 verringert.

Lemma 3.11 Sei f eine lineare Funktion. Fir alle x € {0,1}"\ {0,1} existieren ein
' €{0,1}" mit H(z,2') =1, f(2') > f(x) und Hy(z') < Hy(z) — 1 sowie ein z* € {0,1}"
mit H(z,x*) =1, f(z*) < f(z) und Hi(z*) < H{(z) — 1.

Beweis: Fiir ein o € {0,1}" setzen wir 0 := n— H{(x) und z := n— Hj(z). Aus der Defini-
tion des maximal erreichbaren Hammingabstandes folgt Zf;l w;+T > flx) > >0 wi+T.
Wiren alle Positionen k& € {1,...,0+ 1} von z mit 1 belegt, gélte, da w; € N, die Un-
gleichung f(x) > 207 w; + 7. Also existiert ein k € {1,...,0 4 1} mit 3 = 0. Durch
eine Mutation an der Position k& wird der Funktionswert von f um mindestens w,,; erhtht
(denn w; > -+ > w,). Mittels der Definitionen z := w; fir j € {1,...,n} \ {k} und
), := Ty, ist daher ein 2’ mit den Eigenschaften H(x,2') = 1, f(2') > S0 w; +7 > f(x)
und damit Hj(z') < H{(x) gefunden.

Den Beweis fiir die Existenz von x* kénnen wir mit vertauschten Rollen von Nullen und
Einsen und den Ungleichungen w — Zf;rll w; +7 < f(x) <w-—>,_ w;+ 7 fithren. Wéren
alle Positionen k € {1,...,z + 1} von = mit Nullen belegt, wire dies ein Widerspruch zur
Beziehung f(z) > w — 37" w; + 7. Wir kénnen also einen Index von héchstens z + 1
finden, an dem sich eine Komplementbildung eines Einsbits vornehmen lédsst, um ein z*

mit den gewiinschten Eigenschaften aus x zu konstruieren. a

Somit haben wir gezeigt, dass der maximal erreichbare Hammingabstand ein verniinfti-
ges Maf ist, um den Fortschritt des (141)-EA bei der Optimierung der Quadrate linearer
Funktionen zu messen. Mit den zurechtgelegten Hilfsmitteln zeigen wir nun eine Laufzeit-
schranke O(n?), da die vermutlich giiltige Schranke O(nInn) eines duBerst umfangreichen
Beweises bediirfte.

Lemma 3.12 Nach erwarteten O(n?*) Schritten erreicht der (1+1)-EA auf dem Quadrat
einer linearen Funktion f das globale Mazximum in 1 oder den Vektor 0.

Beweis: Wir unterteilen den Verlauf des Algorithmus in Phasen ¢ = 1,...,2n noch zu
bestimmender Lénge, zu deren Beginn wir jeweils fiir den aktuellen Bitstring =" des (1+1)-
EA anhand von

H}(x"), wenn z' € N(f), q Hi(z"), wenn 2’ € P(f),
2 = . un 0; = .
Zi-1, wenn z' € P(f), 0i—1, wenn ' € N(f),
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den maximalen erreichbaren Hammingabstand zum Nullstring oder zum FEinsstring neu
messen und wihrend der Phasen ¢ des Algorithmus das Paar (z;, 0;) als Fortschrittsmaf} in
Bezug auf die Bitstrings 0 und I mitfithren. Ferner setzen wir zo := 0y = n.

Die erste Phase beginnt mit dem ersten Durchlauf der Schleife in Schritt 2 des (1+1)-EA;
Phase i endet, unmittelbar bevor infolge einer Mutation ein Vektor z*! erzeugt wurde, fiir
den H} (™) < z;, falls 2™ € N(f), oder Hy(2"1) < oy, falls z'™! € P(f), zutrifft. Somit
sinkt zu Beginn jeder Phase entweder der maximal erreichbare Hammingabstand zu 0 oder
I, d. h. nach hochstens 2n Phasen stimmt der aktuelle Bitstring des (141)-EA mit 0 oder T
iiberein, wonach im Falle von 0 weitere Mutationen zu anderen Bitstrings mit gleichem oder
besserem Funktionswert zwar moglich, aber zum Beweis des Lemmas irrelevant sind. Weil
die Werte o; bzw. z; ggf. aktualisiert werden, wenn der aktuelle Bitstring aus N(f) bzw.
P(f) stammt, gibt immer eine Komponente des Paares (z;,0;) den maximal erreichbaren
Hammingabstand zu einem der Bitstrings 0 und 1 an, wihrend die andere Komponente
(0; im Falle x € N(f) und umgekehrt) uninteressant ist.

Fiir jede Phase i € {1,...,2n}, in der noch z; # 0 und o; # 0 gilt, bleibt nun zu zeigen,
dass sie nach erwarteten O(n) Schritten endet. Dieses folgt, da fiir jeden aktuellen Bitstring
x wéhrend der Phase i nur 2’ € P(f) mit H{(2') < o; (folgt aus dem Akzeptanzverhalten
des (1+1)-EA und Lemma 3.10) sowie 2’ € N(f) mit Hj(z') < z; erreichbar sind. Daher
geniigt gemafl Lemma 3.11 stets die Mutation eines ausgewéhlten Bits im suboptimalen
aktuellen Bitstring, um entweder z; oder o; zu verringern. Also sinkt nach erwarteter Zeit
von hochstens en (sieche Lemma A.9) entweder z; oder o;. O

Daraus kénnen wir im Fall 7 = —w/2 eine Folgerung ziehen.

Korollar 3.13 Nach erwarteten O(n?) Schritten erreicht der (1+1)-EA auf dem Quadrat
einer linearen Funktion f(x) = Y . wyx; +7 mit w; € N, wy > -+ > w, und 7 =
—(327, w;)/2 eines der globalen Mazima in 0 und 1.

Unter den Bedingungen von Korollar 3.13 gilt fiir die erwartete Laufzeit vermutlich sogar
eine Schranke von O(nInn). Bei ONESQR_,,/» war dies in Lemma 3.6 leicht zu sehen, doch
bei den Quadraten allgemeiner linearer Funktionen mit 7 = —w/2 ist dies mindestens
ebenso schwierig wie die allgemeine obere Schranke O(nlnn) fiir lineare Funktionen.
Bisher haben wir bewiesen, dass der (1+1)-EA auf den Quadraten linearer Funktionen
effizient das globale Maximum in I oder den Vektor 0, der bei interessanten Werten von 7
und n ein lokales Maximum ist, erreicht. Gleichzeitig ist der Fall 7 = —w/2 abgehandelt.
Zu untersuchen bleiben die Quadrate linearer Funktionen mit —w/2 < 7 < 0. Da wir damit
die Klasse linearer Funktionen einschréanken, geben wir solchen linearen Funktionen einen
Namen.

3.3.2 Potenziell schwierige Funktionen und Wahrscheinlichkei-
ten polynomieller Laufzeiten

Definition 3.7 FEine lineare Funktion der Gestalt f(x) = Y 0 wyx; + 7 mit w; € N fiir
ie{l,...,n},w:=>3" w, —w/2 <71 <0undw, > --- > w, heifit potenziell schwierig.
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Der Begriff ,,potenziell schwierig” resultiert aus dem Verhalten des (1+1)-EA auf den Qua-
draten der Elemente dieser Klasse linearer Fitnessfunktionen, wie es z. B. in Abschnitt 3.2
deutlich wurde. Anhand der Funktion ONESQR,, konnten wir das Entstehen exponentieller
Laufzeiten in Abhéngigkeit vom Parameter 7 beobachten. Nun ist es nicht erstaunlich,
dass bei allgemeinen linearen Funktionen bzw. der interessanten Unterklasse der potenziell
schwierigen (linearen) Funktionen Werte von 7 nahe bei —w/2 zu exponentiellen erwarteten
Laufzeiten auf deren Quadraten fiithren.

Lemma 3.14 Sei f eine potenziell schwierige Funktion. Ist die Differenz von T und —w/2
so gering, dass Yz € {0,137\ {0,1} : |f(z)| < |f(0)| gilt, bendtigt der (1+1)-EA zur
Optimierung von f? erwartete 24198 Schritte.

Beweis: Hat der (1+1)-EA den Vektor 0 zum aktuellen Bitstring, ist eine Mutation von n
Bits zugleich erforderlich, um eine Mutation zu 1, dem einzigen Bitstring mit mindestens
ebenso gutem Funktionswert unter f2, zu vollfiihren. Wegen der Wahrscheinlichkeit n=" fiir
dieses Ereignis betrigt die erwartete Zeit dafiir n”. Zusammen mit der Wahrscheinlichkeit
von 27" fiir einen Start in 0 trigt dies einen Summanden von mindestens 277 (nlgn) —
28Unlogn) yur erwarteten Laufzeit bei. 0

Bemerkung 3.6 Es ist ohne weiteres mdoglich, den Parameter 7 jeder beliebigen gegebe-
nen potenziell schwierigen Funktion f so zu &ndern, dass die Bedingung in Lemma 3.14
zutrifft. Wéhlen wir ndmlich 7 := —w/2 + € fiir 0 < € < 1/2, so gilt
’f(f)— :%—i—eund )fﬁ‘:’—g—i—e‘:
und daraus folgt |F(D)] — |£(0)] = 2¢ < 1, also | f(0)] > | f(T

%— (da w > 1),
D -

Da alle Gewichte natiirliche Zahlen sind, gilt fiir alle z € P(f) \ {T} die Ungleichung
f(z) < f(I) =1, d.h. fiir die Betréige der Funktionswerte folgt | f(z)| < |f(1)| —1 < |£(0)];
fir = € N(f)\ {0} ist | f(x)| < |f(0)| ohnehin klar. Wir erhalten somit fiir n > 1 (vgl.
Definition 3.2) ein lokales Maximum von f? in 0, das einen Hammingabstand von n zum
globalen Maximum besitzt.

Trotz exponentieller Laufzeiten wollen wir jetzt zeigen, dass potenziell schwierige Funktio-
nen tatséchlich nie ,,absolut schwierig” sind, d. h. dass trotz moglicherweise exponentieller
Werte fiir die erwartete Laufzeit (auf den Quadraten) mit einer durch eine Konstante
nach unten beschrinkten Wahrscheinlichkeit polynomielle Laufzeiten eintreten. Einen ers-
ten Hinweis darauf erhalten wir aus dem folgenden Lemma.

Lemma 3.15 Sei f eine potenziell schwierige Funktion. Fiir die Zufallsvariable X :=
Yo wixi+T, die den zufilligen Funktionswert des in Schritt 1 des (1+1)-EA initialisierten
Vektors x® € {0,1}" angibt, gilt E[X] =w/2+ 7.

Beweis: Wir driicken den Erwartungswert der Zufallsvariablen X; := w;z$,i € {1,...,n},
durch F[X;] = w; - Prob(X; = w;) + 0 - Prob(X; = 0) = w;/2 aus. Aus der Llnearltat des
Erwartungswertes (vgl. Lemma A.4) fir X = """ | X; + 7 folgt die Behauptung. O
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Da 7 > —w/2, bedeutet dies, dass der erwartete Funktionswert nach der Initialisierung
positiv ist. Wir kénnen zudem eine einfache Aussage iiber die Verteilung der obigen Zu-
fallsvariablen X festhalten.

Lemma 3.16 Sei f eine lineare Funktion mit f(x) = Y . wix; +7, 7 € R, w; € N
fir alle i € {1,...,n}, w:=>"" w; und wy > --- > w,. Fir die Zufallsvariable X :=
Yoi w47, die den zufilligen Funktionswert des in Schritt 1 des (1+1)-EA initialisierten
Vektors x° € {0,1}" angibt, gilt Prob(X > w/2+ 1) > 1/2.

Beweis: Wir zihlen alle 2"~ paarweise disjunkten Mengen {z, Z}, gebildet aus Vektoren
x € {0,1}" und ihrem Komplement, in einer beliebigen Reihenfolge auf. Aus

zn:wixi <w/2 = w—zn:wia:i >w/2 = zn:wi(l —xz;) >w/2 = zn:wixi > w/2
i=1 i=1 i=1 i=1

erhalten wir > " jw;x; +7 < w/24+7 = Y ' wT + 7 > w/2 + 7. Damit liefert je
mindestens ein Element der 277! zweielementigen Mengen und somit die mindestens die
Hélfte der 2™ Vektoren unter f einen Funktionswert von mindestens w/2 + 7. O

Korollar 3.17 Sei f eine potenziell schwierige Funktion. Der in Schritt 1 des (1+1)-EA
initialisierte Vektor x* € {0,1}" gehirt mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens 1/2
der Menge P(f) an.

Beweis: Nach Lemma 3.16 gilt mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens 1/2 die Un-
gleichung f(z°) > w/2 + 7. Da 7 > —w/2 aufgrund der Definition potenziell schwieriger
Funktionen, tritt f(z°) > 0 mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens 1/2 ein. O

Bemerkung 3.7 In den in diesem Abschnitt beschriebenen Lemmata 3.16, 3.20, 3.21 und
3.22 machen wir statt {iber potenziell schwierige Funktionen Aussagen iiber die Obermenge
alle linearen Funktionen, die wir in der iiblichen ,,Normalform* mit monoton fallenden Ge-
wichten etc. annehmen. Dies hat technische Griinde, die bei der Beweisfiithrung in Satz 3.24,
auf den wir hinarbeiten, relevant werden.

Nun liegt die Vermutung nahe, dass der (1+1)-EA auf dem Quadrat einer beliebigen poten-
ziell schwierigen Funktionen wie bei der Funktion DISTANCE mit einer Wahrscheinlichkeit
nahe bei 1/2 das globale Maximum I in O(nlnn) Schritten erreicht. Im Beweis, dass dies
bei DISTANCE zutrifft (siehe [DJW98al), macht man sich die Gleichheit aller Gewichte
zunutze und kann unter einer Annahme, die mit Wahrscheinlichkeit 1/2 — o(1) zutrifft,
zeigen, dass die Wahrscheinlichkeit, im Laufe des Algorithmus aus einem Vektor, auf dem
die zugrunde liegende lineare Funktion einen positiven Wert annimmt, durch Mutationen
einen Vektor, auf dem die lineare Funktion einen negativen Wert annimmt, zu erzeugen,
exponentiell klein ist. Leider kann dieser Trick bei der Betrachtung der Quadrate potenziell
schwieriger linearer Funktionen im Allgemeinen nicht angewandt werden, da ein Bit ein so
grofles Gewicht haben kann, dass ein 1-0-Flipp dieses Bits selbst bei einem Hammingab-
stand von 1 zum Vektor 1 einen besseren Funktionswert des Quadrates erzeugt.



3.3. ALLGEMEINES LAUFZEITVERHALTEN 33

Beispiel 3.2 Die potenziell schwierige Funktion f(z) = Y | 2" “z;—2""'+3/4 entspricht
der Funktion BINVAL aus [DJW98a], zu der 7 = —w/2 + 1/4 addiert wird. Hier gilt

If(1,0,1,..., )| =[2"2 —1/4| < | = 2" = 1/4]| = |£(0,0,1,...,1)].

Der mit der Wahrscheinlichkeit 1/n eintretende Flipp von z; ist zudem in ©(nlInn) Schrit-
ten absolut nicht auszuschlieflen.

Hier kénnen wir mit einer Annahme iiber die beiden , gewichtigsten“ Bits allerdings eine
Mutation von P(f) nach N(f) unwahrscheinlich genug machen.

Lemma 3.18 Mit einer Wahrscheinlichkeit von 1/4 — € fiir ein beliebig kleines € > 0
optimiert der (1+1)-EA das Quadrat der in Beispiel 3.2 definierten Funktion f in O(nlnn)
Schritten.

Beweis: Mit Wahrscheinlichkeit 1/4 werden die Bits z; und xs mit 1 initialisiert. Wir
rechnen nach, dass (1,1, %,...,%) € P(f) sowie

If (L1, k)| > f(1,0,%,...,%)] und [f(1,1,%,...,%)] > |f(0,1,%,...,%)|

gelten, wenn die mit * bezeichneten Bits beliebig belegt werden. Die Wahrscheinlichkeit,
in [cninn] Schritten, ¢, € R”?, mindestens einmal z; und z, zugleich zu mutieren,
betrigt hochstens [cc/nInn]/n? und konvergiert gegen null. Wie iiblich, wenden wir die
Markoffungleichung an, um die Wahrscheinlichkeit, nicht in [c¢¢/n Inn] Schritten das globale
Maximum der linearen Funktion f und somit von f? zu finden, durch 1/c nach oben zu
beschrianken und damit die Gesamtwahrscheinlichkeit 1/4—1/c—o(1) fiir eine Optimierung
in O(nlnn) Schritten fiir geniigend grofies n auf mindestens 1/4 — € zu bringen. a

Diese Technik scheint im Allgemeinen aber auch nicht zu funktionieren. Bei der obigen
Funktion f nutzen wir die Besonderheit, dass Vi € {1,...,n — 1} : w; > Z;L:Z.H w; gilt
und auBerdem wy +wq > (3/4)-w ist, d.h. f(1,1,%,...,%) > w/4. Dies hat zur Folge, dass
nach Eintreten des Ereignisses 27 = 25 = 1 um Erreichen eines Bitstrings aus N(f) mit
betragsméflig mindestens ebenso hohem Funktionswert zwingend der Funktionswert der
linearen Funktion um mehr als w/2 verringert werden muss, wozu ein Flipp von x; noch
nicht ausreicht, sondern x; = x5 = 0 erforderlich ist. Auf die folgende Funktion lésst sich
dieser Gedanke aber nicht iibertragen.

Definition 3.8 Die Funktion FW : {0,1}" — R wird definiert durch

n

FW(x) := Z(n—i—i—l) ST —

i=1

n+n 1

4 +4'

Soll der (1+1)-EA das Quadrat dieser Fitnessfunktion® optimieren, vereitelt das Ereignis
x{ = x5 = 1 noch lange nicht die Akzeptanz einer Mutation, die hochstens vier Einsbits

2FW steht fiir ,falling weights®.



34 KAPITEL 3. QUADRATE LINEARER FUNKTIONEN

mit Indizes aus 3 bis etwa n/2 zugleich flippt, selbst wenn die Bits x3, ...,z derart initia-
lisiert wurden, dass sie zusammen ihren erwarteten Anteil (), w;) /2 zum Funktionswert
beitragen. Eine Mutation von 4 Bits innerhalb linear vieler Bits tritt jedoch selbst in einem
Schritt mit konstanter Wahrscheinlichkeit ein (siche Lemma A.12).

Méchten wir erreichen, dass eine Mutation von w(1) Bits notwendig ist, um von P(FW)
nach N(FW) zu gelangen, stellen wir fest, dass der bei der Funktion DISTANCE einge-
setzte Trick (vgl. [DJW98a]) hier zwar Erfolg versprechend erscheint, aber ein Problem
mit sich bringt. Die Annahme, in der Initialisierung wiirden n/2 4+ n'/* der n Bits gleich-
verteilt mit 1 initialisiert, erhoht zwar den erwarteten Beitrag von ., w;z{ nach der
Initialisierung von w/2 auf w/2 + (1/2)(n®* + n'/4), da unter dieser Annahme jedes Bit
mit Wahrscheinlichkeit 1/2 + n~3/% mit 1 initialisiert wird, doch es ist nicht klar, mit
welcher Wahrscheinlichkeit dieser Erwartungswert tatséchlich erreicht oder iiberschritten
wird. Stattdessen beschrinken wir uns wiederum auf die Wahrscheinlichkeit 1/4, indem
wir die Menge der Gewichte zerlegen, zwei Annahmen treffen und die erwéhnte Technik

aus [DJWO98a] abwandeln.

Lemma 3.19 Mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens 1/4 — € fiir ein beliebig kleines
€ > 0 optimiert der (1+1)-FA das Quadrat der Funktion FW in O(nlnn) Schritten.

Beweis: O.B.d. A. ist n eine Quadratzahl und gerade. Wir betrachten die Gewichte
Wy, ..., W 5 Mit A= Z;fl w; SOWie W, /m1q, ..., Wy Mit | 1= Z?:\/EH w;. Der initialisierte
Bitstring z* € {0,1}" besitzt mit Wahrscheinlichkeit von mindestens 1/2 die Eigenschaft
Yo S Wirg > /2; dies folgt aus Lemma 3.16, wenn wir die von den erwéhnten , hinte-

ren“ Gewichten induzierte lineare Funktion Z;:f/ﬁ WiT; Mit W) = W g, W e = Wy
betrachten. Unabhéngig davon tritt in den ,vorderen“ Positionen mit Wahrscheinlichkeit
1/2—o(1) das Ereignis 32" w;zf > h/2+d, wobei d := n®/8 —n®/8 — (n+/n) /4, ein. Um
dies zu zeigen, weisen wir nach, dass der initialisierte Bitstring x° mit einer Wahrschein-
lichkeit von 1/2— o(1) mindestens n/2+n'/4 Einsen enthilt. Wenn wir bei der Anwendung
der Stirlingformel n so grofl wihlen, dass der durch 1+ 1/(12n) + O(n™?) darstellbare re-
lative Fehler im Ausdruck n! ~ v2me "n"*1/2 geringer als /7 /2 wird, sehen wir, dass es

hochstens (vgl. [GKP89], Ubungsaufgabe 5.60)

< n ) - ( 27?6’”n"+1/2) 7T/2 B nn+1/2 7.[./2 B 2n+1n71/2
- (

n/2 V2me=n/2(n)2)n/241/2)2  \2x(n/2)n 2 (n/2)12 V4

Vektoren x € {0, 1}" mit n/2 Einsen gibt, indem wir den Ausdruck n! nach oben und (n/2)!
nach unten abschétzen. Fiir alle anderen k£ € {0,...,n} gibt es also ebenfalls hochstens
2"n~1/2 Vektoren mit k Einsen, denn der Binomialkoeffizient (Z) nimmt fiir £ = n/2 sein

— 2nn71/2

Maximum an. Es besitzen damit hochstens 2"n /4 Vektoren mindestens n/2 und weniger
als n/2+n'/* Einsen, d. h. es verbleiben (1/2—0(1))-2" Vektoren aus {0, 1}" mit mindestens
n/2 + n'/* Einsen.

Angewandt auf die Bits x7,...,2° heifit dies, dass mit Wahrscheinlichkeit 1/2 — o(1)

mindestens /n/2 + n'/® von diesen nach der Initialisierung mit 1 belegt sind und daher
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mindestens (v/n/2+n/®)(n—y/n) = (n¥?% —n)/2+n8 —n®® zum Funktionswert beitra-
gen, indem wir das geringstwertige Gewicht in diesen Positionen mit n — y/n nach unten
abschétzen. Die Differenz zu h/2 = 4 Z;fl (n—i+1)=n%2/2—n/4+ \/n/4ist genau der
oben erwéhnte Wert d.

Weil alle Positionen von x® unabhéngig initialisiert werden, betragt der Wert der Summe
> wixi mit Wahrscheinlichkeit von mindestens 1/4 — o(1) mindestens (h +1)/2 4+ d =
w/2 +d. Damit miissen Q(n'/®) Bits, deren zugeordnetes Gewicht hochstens n betriigt, zu-
gleich flippen, um den Funktionswert der (linearen) Funktion FW um Q(n*?®) zu vermin-
dern und einen Bitstring aus N(FW) mit einem betragsméafiig mindestens ebenso grofien
Funktionswert zu erzeugen (notwendige Bedingung fiir die Akzeptanz einer solchen Mu-
tation bei der Optimierung des Quadrates). Die Wahrscheinlichkeit fiir dieses Ereignis
von hochstens 1/(Q(n'/®))! konvergiert auch nach einer Multiplikation mit der Laufzeit
[ednlnn], ¢,d € RT, gegen null (vgl. Lemma A.11), woraus nach der iiblichen Anwen-
dung der Markoffungleichung die Aussage des Lemmas folgt. O

Wir wollen diesen Ansatz verallgemeinern und auf die Quadrate beliebiger potenziell
schwieriger Funktionen anwenden. Daher zeigen wir im zentralen Hilfssatz dieses Abschnit-
tes (Lemma 3.21) eine gegeniiber der im Beweis von Lemma 3.19 erlduterten Technik von
[DJW98a] verallgemeinerte Aussage. Damit stellen wir dann fest, dass der Funktionswert
einer potenziell schwierigen Funktion unmittelbar nach der Initialisierung mit einer Wahr-
scheinlichkeit nahe bei 1/2 bereits w/2 4+ 7 um einen gewissen Wert iibersteigt, d.h. dass
der das Quadrat einer potenziell schwierigen Funktion f optimierende (1+1)-EA in der
Initialisierung einen bereits ,,deutlich“ in P(f) liegenden Bitstring x* erzeugt, fiir den eine
Mutation zu einem z’ € N(f) unwahrscheinlich wird. Zur Vorbereitung des Beweises von
Lemma 3.21 greifen wir in einem weiteren Hilfssatz Ideen aus Lemma 3.16 nochmals auf.

Lemma 3.20 Sei f eine lineare Funktion mit f(x) = > ¢ jwa; +7, 7 € R, w; € N fir
allei e {1,...,n}, w:= 3" w; und wy > -+ > w,. Es seien auflerdem die Mengen Gy,
k€ {0,...,n}, definiert als

Gp={z c{0,1}"a1 +-- - +z, =k A f(z) >w/2+ 7}
Dann gilt fiir alle k € {0,...,n} : #Gr =7 = #G, > (2) — .

Beweis: Die Menge G, umfasst alle Vektoren = € {0,1}" mit & Einsen, fiir die f(z) >
w/2 + 7 zutrifft. Besitzen genau j Vektoren z € Gy die Eigenschaft f(x) > w/2 + T,
also 7 | w;z; > w/2, verbleiben in der Menge der Vektoren mit & Einsen genau (}) — j
Vektoren z’ mit Y " w;z; < w/2. Fiir deren Komplemente gilt Y " | w;7; > w/2 und

damit f(Z) > w/2 + 7, und dies sind (}) — j Vektoren mit n — k Einsen. O

Lemma 3.21 Sei f eine lineare Funktion mit f(z) = Y . wz; +7, 7 € R, w; € N
fir alle i € {1,...,n}, w = " w; und wy > -+ > w,. Sei weiterhin d € N eine
natiirliche Zahl. Dann existieren mindestens (1/2 — 2dn='/?)2" verschiedene x € {0,1}"
mit f(x) > w/2+7+d.
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Beweis: Wir zerlegen den Definitionsbereich von f in n + 1 Gruppen, namlich die n + 1
Mengen Si, k € {0,...,n}, von Vektoren, die (Z) Einsen enthalten. Fiir solch eine Menge
bezeichnet die rationale Zahl g, € [0,1] den Wert gy, := #{x € Si|f(z) > w/2 + 7}/#Sk,
d.i. der Anteil der Vektoren der Menge S, die einen Funktionswert von mindestens
w/2 + 7 liefern. Dabei ist z.B. ¢o = 0 sowie ¢, = 1; aus Lemma 3.20 folgt die wesent-
liche Beziehung g, > 1 — ¢,,—x. Dariiber hinaus benétigen wir die Werte ¢, € [0, 1] mit
q, = #{x € Si|f(z) > w/2 + 7 + d}/#Sk, fir die wir die Eigenschaft ¢ > qx_q4 fiir
k € {d,... ,n} mithilfe eines Gedankenexperimentes beweisen. Dazu stellen wir uns eine
Urne mit n Gewichten wy, ..., w, mit w; € N fiiri € {1,...,n} und w := " | w; vor, von
denen wir £ — d Stiick ohne Zuriicklegen ziehen. Die Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis,
dass die gezogenen Gewichte zusammen mindestens w/2 wiegen, ist eine untere Schranke
fiir die Wahrscheinlichkeit, nach k gezogenen Gewichten das Gesamtgewicht w/2 + d zu
erreichen, da jedes Gewicht mindestens 1 betrdgt. Indem wir diese Wahrscheinlichkeiten
als Anteile ¢;_4 und ¢;, an den Mengen Sy_,4 bzw. S, interpretieren, folgt die Behauptung.
Mittels Abschétzen von 7 ¢;(}) erhalten wir schlieflich eine untere Schranke fiir die
Anzahl der = € {0,1}" (n 0.B.d. A. gerade) mit f(z) > w/2 4+ 7 + d geméf

S4ll) =5 )= Eu) e 5 000

k=d ( k=n/2+2d
n/2 n n—2d n
> Z Qk—d (k _ Qd) + Z Qret+-d (k N 2d> (Monotonie von (2) fir k <n/2)
k=2d k=n/2
n/2 n—2d
> Z Qk—d " + Z (1= qn—r-a) " (denn qrya > 1 — Gn—g—a)
- k—2d " k4 2d - "
k=2d k=n/2
n/2 n/2
= Z aal, )+ Z (1 — qy—a) !
k—2d n—k+2d
k=2d k=2d
n/2 n n/2 n
— Z Qhd (k B Qd) + Z (1 — qr—q) <k: B 2d> (Symmetrie von (Z))
k=2d k=2d
n/2 n n/2—2d n
-3 (") 2 ()
k=2d k=0

wobei wir in der ersten und letzten mit Bemerkungen versehenen Zeile die Monotonie
k<k < (7)< (}) sowie die Symmetrie (}) = ( ")) fiir k, k" € {0,...,n/2} ausgenutzt
haben.

Dem Beweis von Lemma 3.19 entnehmen wir zuletzt die Abschétzung EZ/ 2n 22441 (}) <

2dn~1/22" sodass der Wert der letzten Summe in den obigen Abschitzungen aufgrund von
w2 (%) > 32" mindestens (1/2 — 2dn~'/%)2" betrigt. 0

Bemerkung 3.8 Indem wir im Beweis zu Lemma 3.21 zusétzlich die dort vernachlissigten
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Summen

n/2+d—1 n n/2+2d—1 n n/2—1 n n/2—1 n
> o)t X wdl)- X al)r X e, i)
k=n/2+1 k=n/2+d+1 k=n/2—d+1 k=n/2—d+1

betrachten und geeignet abschétzen sowie zusammenfassen, kénnen wir sogar fiir mindes-
tens (1/2—(d+1)n~'/2)2" Vektoren die gewiinschten Eigenschaften nachweisen. Dies wiirde
jedoch einen uniibersichtlicheren Beweis erfordern und ist fiir uns irrelevant, da lediglich
ein konstanter Faktor von etwa 2 gewonnen wiirde, der im Folgenden keine Rolle spielen
wird.

Wir benotigen auch eine Variante von Lemma 3.21 mit einer stédrkeren Aussage.

Lemma 3.22 Sei f eine lineare Funktion mit f(z) = Y . wiz; +7, 7 € R, w; € N
fir alle i € {1,...,n}, w = Y w; und wy > -+ > w,. Sei weiterhin d € N eine
natiirliche Zahl. Dann existieren mindestens (1/2 — 2dn~'/?)2" verschiedene x € {0,1}"
mit f(x) > w/2+ 7+ 30w, .

Beweis: Der Beweis zu Lemma 3.21 kann bis auf das Gedankenexperiment iibernommen
werden. Dieses wandeln wir mit der Feststellung ab, dass die d zusétzlich gezogenen Ge-
wichte sogar mindestens Zf;ol w,_; aufgrund ihrer monoton fallenden Ordnung wiegen
miissen. O

Da die Beweisstrategien beim Quadrat der oben behandelten Fitnessfunktion FW, der
Funktion ONESQR und dem Quadrat der BINVAL &hnelnden Funktion aus Beispiel 3.2
stark von den Gewichten der zugrunde liegenden potenziell schwierigen Funktion abhéngen,
kldren wir vor der Formulierung des zentralen Satzes zunéchst, welche Eigenschaften und
Abhéngigkeiten die Gewichte aufweisen konnen und legen damit weitere strukturelle Ei-
genschaften von potenziell schwierigen Funktionen offen. Hier wird es entscheidend, sich
noch einmal vor Augen zu fithren, dass wir bei der Analyse des asymptotischen Lauf-
zeitverhaltens des (141)-EA auf Fitnessfunktionen im Grunde immer Folgen (f,)nen,
fn o {0,1}" — R, von Fitnessfunktionen betrachten. Besonders deutlich wird dies bei
Funktionenfolgen, deren Gewichte von n abhéngen, z. B. bei FW, deren Gewicht w; = n
fiir alle Glieder der Funktionenfolge verschieden ist. Auf der anderen Seite kénnen alle
Gewichte wie bei ONESQR in allen Gliedern der Funktionenfolge durch eine Konstante
beschréankt sein, was sich als giinstige Eigenschaft in Bezug auf die Wahrscheinlichkeit,
in effizienter Zeit optimiert zu werden, erweisen wird. Aus Griinden der Ubersichtlichkeit
sprechen wir weiterhin statt von Folgen von potenziell schwierigen Funktionen einfach von
potenziell schwierigen Funktionen und verstehen darunter immer die gesamte Funktionen-
folge.

Lemma 3.23 Sei [ potenziell schwierige Funktion, deren Gewichte wy, ..., w, fir alle
n € IN durch eine Konstante ¢ € N nach oben beschrinkt sind. Der (1+1)-EA optimiert
das Quadrat der Funktion f mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens 1/2 — € fiir ein
beliebig kleines € > 0 in der Zeit O(nlnn).
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Beweis: Lemma 3.21 zufolge gilt fiir den Funktionswert des initialisierten Bitstrings x*
mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens 1/2 — 2n!/471/2 = 1/2 — o(1) die untere
Schranke f(z°) > w/2 + 7 + n'/%. Da ¢ konstant, kénnen wir ein N € IN finden, so-
dass N8 > ¢ und damit NY/* > ¢NV8 gilt. Indem wir n > N voraussetzen, gilt dann
Vn > N : cn'/® < pl/% Unter der mit einer Wahrscheinlichkeit von 1/2 — o(1) eintretenden
Bedingung f(z°) > w/2 + 7 + n'/* muss der (1+1)-EA wiithrend der Optimierung von f2
dann fiir einen ,Sprung“ von P(f) nach N(f) mehr als Q(n'/®) Bits mit einem durch c
nach oben beschrinkten Gewicht bzw. sogar Q(n'/*) Bits mit Gewicht 1 zugleich flippen,
was mit gegen 1 konvergierender Wahrscheinlichkeit (vgl. Lemma A.11) in O(n Inn) Schrit-
ten nicht eintritt. Der iibliche Einsatz der Markoffungleichung mit Beriicksichtigung des
Parameters € beschliefit den Beweis. O

Nachdem wir Folgen potenziell schwieriger Funktionen, in denen die Gewichte nicht mit n
wachsen, gesondert behandelt haben und bei ihnen eine Wahrscheinlichkeit nahe 1/2 fiir
das gewiinschte Laufzeitverhalten auf deren Quadraten nachgewiesen haben, zeigen wir nun
eine allgemeine Aussage iiber das Verhalten des (1+1)-EA auf den Quadraten potenziell
schwieriger Funktionen, deren Gewichte nicht durch eine Konstante fiir alle Glieder der
Funktionenfolge nach oben beschréankt zu sein brauchen.

Satz 3.24 Der (1+1)-EA optimiert das Quadrat einer potenziell schwierigen Funktion f
mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens 1/8 — € fiir ein beliebig kleines € > 0 in der
Zeit O(nlnn).

Beweis: Wir mdéchten in dhnlicher Vorgehensweise wie bei den bisher betrachteten Bei-
spielen potenziell schwieriger Funktionen nachweisen, dass der initialisierte Bitstring ° mit
einer durch eine Konstante nach unten beschrankten Wahrscheinlichkeit aus P(f) stammt
und dariiber hinaus bereits insofern ,weit* in P(f) liegt, als eine Mutation des aktuellen
Bitstrings = € P(f) zu einem ' € N(f) mit einem betragsméBig mindestens ebenso hohen
Funktionswert |f(2’)| > | f(z)| — nur dann kann eine solche Mutation wahrend der Optimie-
rung des Quadrates akzeptiert werden — mit gegen 1 konvergierender Wahrscheinlichkeit
wihrend der Optimierung von f? in O(nlnn) Schritten nicht eintritt. Dann verhélt sich
der (141)-EA wie auf der linearen Funktion f, und die erwartete Laufzeit ist durch ¢'nlnn
fiir ein konstantes ¢’ € R”? nach oben beschrinkt.

In der Beweisfithrung gehen wir pessimistisch davon aus, dass sogar 7 = —w/2 gilt, auch
wenn dies in der Definition potenziell schwieriger Funktionen nicht vorgesehen ist, und
Mutationen, die von einem x € P(f) mit Y ", w;x; = w/2 +d, § > 0, zu einem 2’ mit
Yo wizy = w/2 — ¢ fithren, schédlich sind und akzeptiert werden. Eine solche Mutati-
on, die den Funktionswert von f um mindestens 20 verringert, nennen wir schlecht. Bei
Betrachtungen von Werten § > 0 sprechen wir von einem Uberschuss (in Bezug auf den
erwarteten Wert von Y | w;xf nach der Initialisierung). Diese Sichtweise hat den Vorteil,
den Parameter 7 bei nachfolgenden Abschétzungen nicht mitfiihren zu miissen, denn wir
werden Aussagen iiber Teilsummen Z?:z w;xy, also lineare Funktionen ohne zusétzlichen



3.3. ALLGEMEINES LAUFZEITVERHALTEN 39

Summanden, fiir noch zu erlauternde I, h € {1,...,n} treffen und dabei die Lemmata 3.16
und 3.22 nutzen.?

Da in Folgen potenziell schwieriger Funktionen fiir jedes n € IN andere Situationen gelten
konnen, was die Werte der Gewichte und deren Verhéltnis betrifft, miissen wir eine Fall-
unterscheidung anhand der Gewichte wy, ..., w, fir jedes betrachtete n € IN durchfiihren.
Wir werden zeigen, dass in jedem Fall Annahmen {iber z* und das Verhalten des (1+1)-EA
withrend cc¢'nInn, Schritten, ¢ € R>?, getroffen werden konnen, die mit einer Wahrschein-
lichkeit von mindestens 1/8—o(1) eintreffen. Damit konvergieren die unteren Schranken der
Wahrscheinlichkeiten fiir die noch zu beschreibenden Annahmen fiir wachsendes n gegen
1/8 unabhéngig von der Beschaffenheit der Gewichte bei dem in der Fallunterscheidung
betrachteten n € IN. Aus Griinden der Ubersichtlichkeit verzichten wir in den folgenden
Schliissen auf Auf- und Abrundungen mittels Gaulklammern.

1. Fall: Wenn es ein k € {1,...,n}, k ist von n abhéingig, mit der Eigenschaft

gibt, nutzen wir Ideen aus dem Beweis zu Lemma 3.19. Zunéchst benotigen wir die Aus-
sage k > logn, die aus der monoton fallenden Ordnung der Gewichte wy, ..., w; mit der
Konsequenz k/* > logn folgt. Die Bits an den Positionen 1, ...,k der linearen Teilsumme
S wir; werden gemif Lemma 3.22 (setze d := kY/* und 7 := 0) mit einer Wahrschein-
lichkeit von 1/2 — 2k/4k=Y2 = 1/2 — 1/Q((logn)*/*) derart initialisiert, dass

1 k k741
E w;T; > 3 E w; + E Wh—;
=1 =1 =0

gilt. Mit Wahrscheinlichkeit von mindestens 1/2 tritt gemafi Lemma 3.16 auflerdem das
Ereignis ", wiz{ > %Z?:kﬂ w; ein. Da diese Ereignisse disjunkte, d.h. unabhéngig
initialisierte Positionen im Bitstring betreffen, kénnen wir die Wahrscheinlichkeiten der
Einzelereignisse multiplizieren, um die Wahrscheinlichkeit der Konjunktion dieser Ereig-
nisse zu erhalten. Folglich betrégt der Wert der Summe )", w;zf nach der Initialisierung
mit einer Wahrscheinlichkeit von sogar mindestens (1/2)(1/2—1/9Q((logn)*)) = 1/4—o(1)
bereits mindestens

k1/4—1 k1/4—1

_Zwl Zwkl—l— sz %+Zwkl— + (logn)w;

i=k+1

Der eingangs beschriebene Uberschuss 0 betrigt mit Wahrscheinlichkeit von mindestens
1/4 — o(1) nach der Initialisierung also mindestens (logn)w;. Weil jedes Gewicht maxi-
mal w; betragt, miissen fiir eine schlechte Mutation mindestens einmal wahrend c¢/'nlnn

3Da bei diesen Teilsummen kein zusitzlicher Summand 7 < 0 auftritt, mussten wir in den genannten
Lemmata allgemeine lineare Funktionen beriicksichtigen, vgl. Bemerkung 3.7.
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Schritten mindestens 2 log n Bits zugleich flippen. Dies passiert mit gegen 1 konvergierender
Wahrscheinlichkeit in c¢’nlnn Schritten nicht, denn die Wahrscheinlichkeit einer solchen
Mutation ist durch 1/(2logn)! = 2~ ®ognloglogn) pnach oben beschrinkt und konvergiert
auch nach einer Multiplikation mit cc¢/n In n gemaf 2~ X(lognloglogn)+0O(logn) — 9=(lognloglogn)
gegen null. (Diese Berechnung ist in Lemma A.10 ausfiihrlicher dargestellt.)

2. Fall: Es gibt kein k£ mit den im ersten Fall beschriebenen Eigenschaften, d. h.

k141

Vke{l,...,n}: Z wi—; < (logm)w,

Fiir k = (logn)® besagt die vorangehende Ungleichung, dass (logn)/4® = (logn)? Ge-
wichte mit Indizes aus {(logn)® — (logn)?+1, ..., (logn)®} summiert noch nicht (logn)w,
ergeben. Aus w; > -+ > w, folgt dann, dass ab der Position ¢ := (logn)® — log(n) + 1 je
log n Gewichte mit aufeinander folgenden Indizes und erst recht mit beliebigen Indizes von
mindestens ¢ addiert noch nicht w; erreichen.

Wir benutzen die Position ¢ nun bei der , Konstruktion“ eines Uberschusses nach der Ini-
tialisierung in Form einer Schranke. Zum einen tritt mit Wahrscheinlichkeit von 1/2 das

Ereignis 28 = 1 ein. Zum anderen gilt fiir die Positionen 2, ... ¢ gemif Lemma 3.22 (setze
d:=(t—1)"Y*und 7 :=0)

t 1)1/4

t
S w > ; EPIRSES zwz 1),
=2 =

mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens

1 1 1 2 1
— 2t =DV -V = 2 ot —1) VA =2 — = — —o(1).
2 ( ) ) 2 ( ) 2 ((logn)® —logn)t/* 2 o(l)

Drittens tritt mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens 1/2 gemédfl Lemma 3.16 das
Ereignis Y%, w;xf > $ 3", | w; ein. Diese drei Ereignisse sind wie im ersten Fall we-
gen der Disjunktheit der betrachteten Positionen unabhéngig. Setzen wir nun die drei
(Un)gleichungen zusammen, folgt, dass

3wl > % + % +(t— 1), (%)

mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens 1/8 — o(1) zutrifft. Der Uberschuss § nimmt
dann einen Wert von mindestens w; /2 + (t — 1)"/4w, an.

7Zu zeigen bleibt nun, dass bei Eintreten dieses Uberschusses die Wahrscheinlichkeit mindes-
tens einer schlechten Mutation in c¢'n Inn Schritten gegen null konvergiert. Wir betrachten
dazu Mutationen anhand der Schranke t. Es sind erstens Mutationen moglich, die nur Bits
an Positionen mit Indizes von weniger als ¢ &ndern, zweitens Mutationen, die nur Bits mit



3.3. ALLGEMEINES LAUFZEITVERHALTEN 41

Indizes von mindestens ¢ &ndern, und drittens Mutationen, die sowohl Bits mit Indizes von
weniger als ¢ als auch Bits mit Indizes von mindestens ¢ dndern.

Uber die Bits mit Indizes von weniger als ¢t wissen wir wegen 2§ > w;, dass mindestens
einmal in c¢/nlnn Schritten mindestens zwei von ihnen gleichzeitig flippen miissen, um
den Funktionswert von f um mindestens 26 zu verringern und eine schlechte Mutation
zu vollfiithren. Da t < (logn)®, betriigt die Wahrscheinlichkeit fiir dieses Ereignis in einem
Schritt des (1+1)-EA maximal ((10an)8>(1 /n)* < (logn)'®/n?; selbst nach einer Multiplika-
tion mit c'nInn konvergiert dieser Ausdruck gegen 0.

Beschrankt auf die Bits mit Indizes von mindestens ¢ haben wir festgestellt, dass die Ge-
wichte an beliebigen log n Positionen summiert immer noch geringer als w; sind. Es miissen
fiir eine Verringerung des Funktionswertes von f um mindestens 29, d.h. eine schlechte
Mutation, wegen der Ungleichung 26 > w; mehr als logn Bits zugleich flippen. Bereits
im ersten Fall haben wir gezeigt, dass mit gegen 1 konvergierender Wahrscheinlichkeit in
cdnlnn Schritten sogar niemals logn Bits mit beliebigen Indizes gleichzeitig flippen.

Zuletzt betrachten wir die dritte Moglichkeit, eine schlechte Mutation zu vollfiihren, d. h.
die Mutation von Bits mit Indizes von weniger als ¢ und Bits mit Indizes von mindestens t.
Wir wissen, dass die Wahrscheinlichkeit, in ¢¢/n Inn Schritten mindestens einmal zwei oder
mehr Bits mit Indizes von weniger als ¢ zu mutieren, gegen null konvergiert. Also verbleiben
die Mutationen, die genau ein Bit mit einem Index von weniger als ¢ und weitere Bits (z. B.
konstant viele) Bits mit Indizes von mindestens ¢ flippen. Die Mutation des Bits mit einem
Index von weniger als ¢ kann maximal eine Senkung des Funktionswertes von f um w;
bewirken und nur den Uberschuss 24; fiir §; := w; /2 iiberwinden. Da wy > - -+ > w,, greift
nun der zusitzliche Uberschuss 0, := (t — 1)"/%w, aus der Ungleichung (*). Es miissten
mindestens weitere 2(t — 1)1/* = Q((logn)?) Bits mit Indizes von mindestens ¢ flippen, um
den Funktionswert von f dariiber hinaus um mindestens 28, = 2(t — 1)}/4w; zu verringern
und insgesamt eine schlechte Mutation auszufiihren, die den Funktionswert von f um min-
destens 26 = 201 + 265 verringert. Die Wahrscheinlichkeit fiir letzteres Ereignis konvergiert
auch nach einer Multiplikation mit c¢/nlnn gegen 0, was den zweiten Fall beschlief3t.

Gemafl dem Wert des Parameters € setzen wir schlieflich wie gewohnt die Markoffunglei-
chung ein und wihlen ¢ geniigend grof. O

In einem Korollar halten wir fest, was wir aufgrund unserer Beweistechnik auflerdem gezeigt

haben.
Korollar 3.25 Sei f eine potenziell schwierige Funktion, deren Quadrat Eingabe fiir den

(1+1)-EA ist. Mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens 1/8 — o(1) findet in O(nlnn)
Schritten keine akzeptierte Mutation von einem x € P(f) zu einem x’' € N(f) statt.

Beweis: Folgt unmittelbar aus dem Beweis zu Satz 3.24. O

Am folgenden Beispiel sehen wir, dass beide Fille der Fallunterscheidung im Beweis zu
Satz 3.24 eintreten konnen.
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Beispiel 3.3 Die Funktion

S (n—i+ D)a; — " 4 L fiir gerade n

£( ) {2?1 2"y — 2n2_1 + i fiir ungerade n
Ti1yeooyp) =

entspricht fiir gerade n der Funktion FW, fiir ungerade n hingegen bis auf den passend
gewihlten Summanden —2"~! +1/2 +1/4 der Funktion BINVAL. Bei der Betrachtung des
Verhaltens des (1+1)-EA auf f? befinden wir uns fiir gerade n im ersten Fall des Beweises
und nutzen die Lemmata 3.22 und 3.16, fiir ungerade n treffen wir die Annahmen des
zweiten Falls iiber den initialisierten Bitstring z*®, indem wir fiir das hochstwertige Bit
z{ = 1 annehmen und uns fiir die {ibrigen Bits dariiber hinaus die Lemmata 3.22 und 3.16
zunutze machen.

Bemerkung 3.9 Im Grunde kénnen wir glauben, dass der (1+1)-EA auf dem Quadrat
einer beliebigen potenziell schwierigen Funktion f mit einer Wahrscheinlichkeit von sogar
1/2 — e fiir ein beliebig kleines € > 0 in O(nlnn) Schritten zum globalen Maximum in 1
gelangt, dhnlich wie es bei DISTANCE der Fall ist. Die Beweistechnik im vorstehenden Satz
macht sich aber das dquivalente Verhalten auf dem Quadrat von f wie auf f selbst zunutze,
das gegeben ist, solange alle aktuellen Bitstrings aus P(f) stammen. Wir mussten daher
zusitzliche Annahmen treffen, um den ,Fehler” einer Mutation von P(f) nach N(f) un-
wahrscheinlich zu machen und konnten deshalb lediglich eine Wahrscheinlichkeit nahe 1/8
beweisen. Beispiel 3.2 zusammen mit Lemma 3.18 liefert {ibrigens einen deutlichen Hinweis
darauf, dass die Wahrscheinlichkeit fiir einen Start mit einem z® in einer Teilmenge von
P(f), sodass fiir alle in dieser Menge liegenden aktuellen Bitstrings die Wahrscheinlichkeit
einer Mutation zu einem z’ € N(f) fiir wachsendes n gegen 0 konvergiert, bei der dort
betrachteten Funktion nicht iber 1/4 zu liegen scheint.

Bemerkung 3.10 Wir glauben, dass auf den Quadraten potenziell schwieriger Funktio-
nen, deren Parameter 7 sehr nahe bei —w/2 liegen, auch mit einer Wahrscheinlichkeit von
mindestens 1/8 — e fiir beliebig kleine ¢ > 0 exponentielle Laufzeiten beobachtet werden
konnen. Zum einen existiert ndmlich bei den Quadraten potenziell schwieriger Funktionen
f mit Werten von 7 im Bereich —w/2 < 7 < —w/241/2 gemafl Bemerkung 3.6 ein lokales
Maximum in 0, zu dessen Uberwindung eine erwartete Zahl von Q(n") Schritten erforder-
lich ist. Zum anderen liegt es nahe, dass duale Aussagen zu Lemma 3.22 etc. existieren, die
untere Schranken fiir die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses, dass >,  w;zf < w/2 — 6,
d > 0, nach der Initialisierung gilt, angeben. Liegt 2° in N(f), miisste der Wert der Summe
> wir; wegen der Ungleichung 7 — w/2 < 1/2 um mindestens 20 — 1 gedndert werden,
um von einem x € N(f) nach P(f) zu springen. Der Beweis zu Satz 3.24 diirfte also
mit kleinen Anpassungen gefiihrt werden kénnen und wiirde aussagen, dass der (14+1)-EA
nach einem Start in N(f) mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens 1/8 — ¢ wéhrend
O(nlnn) Schritten keine Mutation nach P(f) ausfiihrt, sich also wie auf der Funktion — f
verhilt und nach erwarteten O(nInn) Schritten zum lokalen Maximum in 0 gelangt. Dies
bedeutet eine exponentielle Wartezeit mit Wahrscheinlichkeit von mindestens 1/8 — e.
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Wir ziehen aus Satz 3.24 einige Konsequenzen zur Komplexitiat der Optimierung der Qua-
drate potenziell schwieriger Funktionen. Wéhrend die erwartete Laufzeit des (1+1)-EA
auf dem Quadrat einer gegebenen potenziell schwierigen Funktion f zwar nicht durch ein
Polynom in n beschrinkt werden kann, ist es hingegen beispielsweise moglich, e = 1/72 zu
wéhlen und dann fiir geniigend grofie n mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens 1/9 ei-
ne Laufzeit von O(n Inn) zu beobachten. Lassen wir 9 unabhéngige Instanzen des (1+1)-EA
parallel je auf f? laufen — dies bezeichnet man als Multistartstrategie, vgl. z. B. [Miih91] —
optimiert im Erwartungswert mindestens eine Instanz die Funktion f? in O(nlInn) Schrit-
ten. Allgemeiner stellen wir zu & € IN unabhéngigen Instanzen des (141)-EA Zufalls-
variablen X7, ..., X) mit dem Wertebereich {0,1} auf, wobei X; den Wert 1 annimmt,
wenn Instanz i in O(nlnn) Schritten das Optimum von f? findet. Fiir die Zufallsvariable
X = X;+- -+ X mit E[X] > k/9 konnen wir mithilfe der Chenernoffschranke beispiels-
weise die Wahrscheinlichkeit, dass weniger als k/18 Instanzen in O(nlnn) Schritten das
Optimum finden, in der Form c* fiir eine Konstante 0 < ¢ < 1 nach oben abschitzen. Es
ist also einfach, durch eine Erhohung von k die Wahrscheinlichkeit, dass keine Instanz in
O(nlnn) Schritten das Optimum von f? findet, beliebig klein (mit sogar exponentiell in
k sinkenden Werten) zu machen. Bei n Instanzen (dies ist zugegebenermafien in der Pra-
xis schwer zu realisieren) erhalten wir sogar eine exponentiell in n gegen 0 konvergierende
Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis, dass keine Instanz f? in O(nlnn) Schritten optimiert.
Insgesamt sehen wir, dass die Quadrate potenziell schwieriger Funktionen fiir Varianten
des (141)-EA, ndmlich Multistartstrategien, nicht wirklich problematisch sind.

3.4 Folgerungen fiir beliebige Potenzen linearer Funk-
tionen

Wir haben bei allen bisherigen Analysen der Quadrate linearer Funktionen f niemals die
tatsichlichen Funktionswerte des Quadrates f2 betrachten miissen, sondern haben mithilfe
von Lemma 3.1 stets anhand der Betrége der Funktionswerte von f argumentieren kénnen.
Es scheint daher keinen grofien Aufwand zu beinhalten, die Resultate dieses Kapitels in
Form eines kleinen Exkurses auf beliebige (natiirliche) Potenzen linearer Funktionen zu
erweitern.

Zunichst halten wir fest, dass lineare Funktionen f mit N(f) = () absolut uninteressant
sind, da beliebige Potenzen f* mit f*(x) := (f(z))*, k € IN, fiir den (1+1)-EA von f selbst
nicht zu unterscheiden sind. (Der Beweis zu Lemma 2.7 kann mit der Abbildung z — 2*,
die auf R* streng monoton ist, analog gefithrt werden.) Ebenso wenig spannend sind die
Potenzen f* k € IN, linearer Funktionen f mit P(f) = (). Bei diesen ist die Anpassung
von Lemma 2.8 mittels der Abbildung z + z* fiir gerade k ebenso trivial wie zuvor; bei
ungeraden k ist z — 2* sogar auf ganz R streng monoton. Drittens folgt, dass auch die
Negationen der Potenzen, d.h. Funktionen der Gestalt —f* fiir den (1+1)-EA von —f
oder f nicht zu unterscheiden sind, falls N(f) = () oder P(f) = 0 gilt. Insgesamt erhalten

wir fiir beliebige Potenzen nicht negativer und nicht positiver linearer Funktionen sowie
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fiir die Negationen dieser Potenzen die Schranken der erwarteten Laufzeit des (1+1)-EA
unmittelbar aus der Schranke O(nlnn) fiir alle lineare Funktionen.

Zu untersuchen bleiben die Potenzen f*, k € N, linearer Funktionen f mit der Eigenschaft
N(f) # 0 # P(f). Hier ist eine genauere Unterscheidung zwischen geraden und ungeraden
Werten von k erforderlich.

Lemma 3.26 Sei [ eine lineare Funktion mit N(f) # 0 # P(f) und k € N eine ungerade
Zahl. Der (1+1)-EA optimiert die Funktion f* in erwarteter Zeit O(nlnn).

Beweis: Fiir alle z,2’ € {0,1}" gilt f*(z) > f*(2') & f(z) > f(2'), da z — 2F auf R
wegen ungeradem k einen Ordnungsisomorphismus darstellt. Der (141)-EA kann f und
f* also nicht unterscheiden. O

Korollar 3.27 Sei f eine lineare Funktion mit N(f) # 00 # P(f) und k € IN eine ungerade
Zahl. Der (1+1)-EA optimiert die Funktion —f* in erwarteter Zeit O(nlnn).

Beweis: Da (—z)% = —2* fiir ungerade k und beliebige z € R gilt, folgt mit Lemma 3.26,
dass —f* und —f vom (14+1)-EA nicht unterschieden werden koénnen. O

Zur Betrachtung verbleiben fiir gerade k die Potenzen f* linearer Funktionen sowie deren
Negationen — f*. Die erste Klasse ist fiir den (1+1)-EA ebenso schwierig wie die Klasse
der Quadrate linearer Funktionen, da Satz 3.24 bzw. Korollar 3.13 einfach umformuliert
werden diirfen.

Korollar 3.28 Sei f eine lineare Funktion mit N(f) # 0 # P(f) und k € IN eine gerade
Zahl. Besitzt f* ein eindeutiges globales Mazimum, optimiert der (1+1)-EA die Funktion
f* mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens 1/8 — € fiir ein beliebig kleines € > 0 in
der Zeit O(nlnn). Sonst besitzt f* zwei globale Mazima, und der (1+1)-EA optimiert f*
in erwarteter Zeit von hichstens O(n?).

Beweis: Fiir alle z,2" € {0,1}" und gerade k € IN gilt

i) > fHa) & [f(@)] = (@), also fH(z) > f5(2)) & f*(z) > f*(a),

und f* und f? sind somit fiir den (1+1)-EA dquivalent. Wir ersetzen f* durch f2. Damit
konnen wir sdmtliche Ergebnisse iiber die Quadrate linearer Funktionen anwenden (z. B.
die Transformation nach Lemma 3.5) und insbesondere die Aussagen von Satz 3.24 sowie
Korollar 3.13 iibernehmen. O

Ein wenig Arbeit erfordert eine Aussage iiber das Verhalten des (141)-EA auf den Negatio-
nen — f* der Potenzen linearer Funktionen f fiir gerade k, weshalb wir in Abschnitt 2.2.2
noch nicht ndher darauf eingehen konnten. Wir haben aber mit der Beweisfiihrung zu Lem-
ma 3.12 geeignete Techniken vorgestellt, mit denen es sich nachweisen lésst, dass derartige
Funktionen — f* fiir den (14-1)-EA nicht schwierig sind.
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Lemma 3.29 Sei [ eine lineare Funktion mit N(f) # 0 # P(f) und k € N eine gerade
Zahl. Der (1+1)-EA optimiert die Funktion — f* in erwarteter Zeit O(n?).

Beweis: Da — f* zu — f? fiir den (1+1)-EA #quivalent ist, nehmen wir 0. B.d. A. k = 2 an
und wenden Lemma 2.6 an, das besagt, dass wir f in der Form f(z) = > ", w;x; + 7 mit
wy > > wy, w; €N furd € {1,...,n} und 7 € R voraussetzen diirfen.

Sei m := min {f?(x)|z € {0,1}"} der minimale Funktionswert der Funktion f? und M :=
{z € {0,1}"|f?(x) = m} die Menge aller Punke, an denen die Funktion f? ihren minima-
len Funktionswert annimmt. Es gilt fiir alle € {0,1}" \ M und alle z,, € M wegen
der Negation die Ungleichung —f?(x) < —f*(z,,). Die Menge {0,1}" \ M suboptimaler
Bitstrings zerfillt in die disjunkten Mengen N’ := N(f)\ M und P’ := P(f) \ M. Wir
stellen dhnlich wie in Lemma 3.12 je ein Fortschrittsmafl auf, das fiir suboptimale aktuelle
Bitstrings x € N’ bzw. x € P’ zum Zuge kommt. Weil fiir alle z, 2’ € N(f) die Beziehung
—f*(z) > —f*(2") & f(x) > f(2') beziehungsweise fiir alle z,2' € P(f) die Beziehung
—f*(z) > —f32) & —f(z) > —f(a) gilt, formulieren wir die fiir alle z € {0,1}" defi-
nierten, aber speziell fiir suboptimale x € N’ respektive x € P’ genutzten Fortschrittsmafie
Hy und Hy als

J

Hy(x):=n— max{j e {0,...,n}|f(x Z T} und

Hj(x) ::n—max{je{(), ;n} f(x <w_zwl+7—}

Diese Mafle sind im Wesentlichen analog zu Definition 3.6 definiert. Allerdings sind die
Rollen von P(f) und N(f) vertauscht, um zu beriicksichtigen, dass in der Menge M statt
in 0 bzw. 1 die fiir —f? optimalen Vektoren liegen. Auch kann fiir # € M trotz der
Optimalitdt Hy(x) # 0 und Hj(z) # 0 gelten, was aber unerheblich fiir die folgenden
Aussagen ist. Wir diirfen nun nédmlich analog zu Lemma 3.12 verfahren:

Im Verlaufe der Optimierung von — f? durch den (1+1)-EA notieren wir fiir alle aktuellen
Bitstrings x € N’ die Folge der Werte von Hj und fiir alle aktuellen Bitstrings x € P’ die
Folge der Werte von H} jeweils in zeitlicher Reihenfolge. Weil die Ordnung von Funkti-
onswerten von Bitstrings aus N’ beziiglich —f? der Ordnung unter der Funktion f und
die Ordnung von Funktionswerten von Bitstrings aus P’ beziiglich — f? der Ordnung unter
der Funktion — f entspricht, sind beide Folgen monoton fallend. Zudem existiert analog zu
Lemma 3.11 fiir alle z € N’ ein 2’ € {0,1}" mit H(z,2') = 1 und Hy(2') < Hy(z) — 1
und fiir alle z € P’ ein 2’ € {0,1}" mit H(xz,2’) = 1 und Hp(2') < Hi(z) — 1, d.h. die
Mafe konnen infolge einer 1-Bit-Mutation sinken. Wir zeigen dies exemplarisch fiir Hj
und fixieren dazu ein x € N'. Sei j :=n — HX(z). Aus der Definition von H}, folgt

Jj+1

Zw,+7'<f Zw,+7’
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Wiéiren alle Positionen i € {1,...,5 4+ 1} von x mit 1 belegt, gilte wegen w; € IN die
Ungleichung f(x) > 3275 w; + 7. Also existiert ein i € {1,...,7 + 1} mit #; = 0. Wir
konstruieren z’ aus x durch eine Mutation an Position . Wegen w; > -+ > w, > 0 gilt
dann f(z') > 374 w; + 7 und damit H(2') < n — (j + 1) = Hi(z) — 1. Die analoge
Aussage fiir H} ist mit vertauschten Rollen von Nullbits und Einsbits zu fiithren.

Da die Menge suboptimaler Bitstrings disjunkt in N’ und P’ zerfillt und die erwartete
Zeit bis zum Flipp an einer evtl. eindeutig bestimmten Position durch O(n) beschrinkt
ist, sinkt nach erwarteten O(n) Schritten eines der Fortschrittsmafie H} bzw. H}. Da
jedes Fortschrittsmafl maximal n-mal sinken kann, ist nach erwarteten 2n - O(n) = O(n?)
Schritten mindestens ein Fortschrittsmafl auf seinen minimal md&glichen Wert gesunken.
Dies ist dquivalent dazu, dass der (1+1)-EA einen Bitstring x € M erreicht hat, d.h. —f?
optimiert hat. O

Wiederum glauben wir, dass sogar eine obere Schranke von O(nlnn) gilt. Leider konnten
wir uns bei diesem Beweis aber ebenso wenig wie in Lemma 3.12 auf die allgemeine obere
Schranke fiir lineare Funktionen zuriickziehen, da die aktuellen Bitstrings des (141)-EA
withrend der Optimierung von — f2 sowohl aus N’ und P’ stammen kénnen und sich bei
einem Wechsel von N’ zu P’ die Ordnung der Funktionswerte umkehrt, als ob zwischen
der Optimierung der linearen Funktion f und der Optimierung der linearen Funktion — f
gewechselt wiirde, und umgekehrt.

Mit diesem Exkurs, in dem wir Auskunft iiber das Verhalten des (1+1)-EA auf beliebigen
Potenzen linearer Funktionen zu geben vermochten, beenden wir dieses Kapitel. Im Fol-
genden l6sen wir uns weiter von linearen Funktionen und stellen Untersuchungen zu den
Strukturen quadratischer Funktionen an.



Kapitel 4

Fast lineare Funktionen

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns mit quadratischen Fitnessfunktionen, die gewisse
Ahnlichkeiten zu linearen Funktionen aufweisen und daher eventuell vom (1+1)-EA ef-
fizient optimiert werden. Bei den Quadraten potenziell schwieriger Funktionen stellte es
sich in Kapitel 3 heraus, dass zwar nicht alle von diesen in erwarteter polynomieller Zeit
optimiert werden, dass sie aber dhnlich genug zu linearen Funktionen sind, um mit ei-
ner Wahrscheinlichkeit nahe bei 1/8 in der Zeit O(nlnn) optimiert zu werden. In diesem
Kapitel wollen wir analysieren, wie stark quadratische Funktionen linearen Funktionen zu
dghneln haben, um in erwarteter effizienter, d. h. polynomieller Zeit optimiert zu werden. Zu
den eigentlichen fast linearen Funktionen im Sinne von Definition 2.5 kommen wir dabei
in Abschnitt 4.3.

Zunéchst iiberlegen wir uns eine Darstellungsform fiir quadratische Funktionen.

Definition 4.1 (Koeffizientenmatrix quadratischer Fkt.) Die (n x n)-Matric W =
(wij), induziert durch eine quadratischen Fitnessfunktion f : {0,1}" — R der Gestalt
fx) = Y00 wimi + Y01 D wivixy, heifit Koeffizientenmatriz der quadratischen
Funktion.

Die Matrix W ist eine obere Dreiecksmatrix, da xy = yx im Korper Zs,, aus dem die
Multiplikationsverkniipfung fiir z,y € {0, 1} resultiert, stets zutrifft; alternativ wére eine
Darstellung von W als eventuell vollstédndig besetzte Matrix mit Gewichten w;; und wj;,
die beide nicht notwendig 0 sind, mdglich, was aber keinen weiteren Vorteil bringt, sondern
der Ubersichtlichkeit eher abtriglich ist. Daher nehmen wir bei quadratischen Funktionen
stets w;; = 0 fiir j <7 an.

Bereits in Abschnitt 2.2 haben wir in Lemma 2.4 gesehen, dass wir neben der Annahme
7 = 0, die bereits in die Darstellung als Koeffizientenmatrix einging, fiir die Koeffizien-
ten w;;, dort mit w; bezeichnet, sowie w;;, i < j, ohne Beschrénkung der Allgemeinheit
Ganzzahligkeit annehmen diirfen sowie von einer monoton fallenden Ordnung der Gewich-
te wy, 1 € {1,...,n}, also wy; > -+ > wy,, ausgehen konnen. Wir schreiben nachfolgend
weiterhin kurz w; statt w;;, wenn wir Eintrage auf der Hauptdiagonalen bezeichnen wollen
und nennen diese zuweilen kurz lineare Gewichte/Koeffizienten, wohingegen fiir die w;; mit
i < j der Begriff quadratische Gewichte/Koeffizienten eingesetzt wird.

47
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Bemerkung 4.1 Lineare Funktionen als Spezialfall quadratischer Funktionen haben in
ihrer Koeffizientenmatrix nur in der Hauptdiagonalen von 0 verschiedene Eintrige. Alle
anderen Positionen der Koeffizientenmatrix sind mit Nullen besetzt.

Quadrate linearer Funktionen hingegen weisen im Allgemeinen in allen Positionen ihrer
Koeffizientenmatrix Nichtnulleintrige auf — statt , Nichtnulleintragen® sagen wir kurz, die
Matrix habe Eintrdge an bestimmten Positionen. Auffillig sind dabei negative Eintrage, die
infolge des Quadrierens einer potenziell schwierigen linearen Funktion (vgl. Definition 3.7)
entstehen. Dieses soll am Beispiel von ONESQR_,,/541/3 aus Kapitel 3 néher untersucht
werden:

2 2
- n 1 - n 1 - n? n 1
(;xi—fﬁ) =<Z> *(5‘5)2“1—?5
(Soge)-56-2nrt-

i= j= i=1

—i —n—|—§ m«+ii2x-xl+n—2—ﬁ+l denn z7 =
s 3)" e 39 o

i=1 j=i+1

Die Koeffizientenmatrix der Funktion ONESQR_,, /5113 ist also in und oberhalb der Haupt-
diagonalen voll besetzt mit der Besonderheit, dass alle Eintrdge der Hauptdiagonalen nega-
tive und alle iibrigen Eintrége positive rationale Zahlen sind. (Per Multiplikation mit einem
Hauptnenner sind diese ohne weiteres ganzzahlig zu machen.) Wir erkennen leicht, dass
beim Quadrieren einer linearen Funktion mit 7 > 0 und o. B. d. A. natiirlichen Gewichten
generell nur positive Eintrége in der Koeffizientenmatrix der entstehenden quadratischen
Funktion auftreten. Bereits aus Lemma 2.7 ist bekannt, dass der (1+1)-EA derartige qua-
dratische Fitnessfunktionen effizient zu optimieren vermag, da sie von der linearen Funktion
selbst nicht zu unterscheiden sind. Allgemeiner wollen wir nun untersuchen, ob eine qua-
dratische Funktion, deren Gewichte alle nicht negativ sind, fiir den (1+1)-EA iiberhaupt
schwierig sein kann.

4.1 Quadratische Funktionen ohne negative Gewichte

Bei einer quadratischen Funktion, deren Gewichte alle mindestens 0 betragen, kann eine
Mutation eines Nullbits im aktuellen Bitstring fiir sich alleine betrachtet offensichtlich nicht
zu einem geringeren Funktionswert fiihren und wird immer akzeptiert, wenn keine Muta-
tionen von Einsbits zu Nullbits an anderen Positionen stattfinden. Bei linearen Funktionen
nehmen wir 0. B.d. A. an, dass alle Gewichte nicht negativ sind, um ein globales Maximum
in 1 zu erhalten. Da die Funktion von Bits an Positionen mit einem zugeordneten Gewicht
0 unabhéngig ware, diirfen wir sogar von positiven, also natiirlichen Gewichten ausgehen
und erhalten damit ein eindeutiges globales Maximum in 1. Diese Art von , Normalform*
wollen wir nun auch bei quadratischen Funktionen ohne negative Gewichte finden, um bei
nachfolgenden Beweisen die Ubersichtlichkeit zu erhéhen.
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Lemma 4.1 Sei [ eine quadratische Fitnessfunktion, deren Gewichte ausschlieflich in
der Menge Ny enthalten sind. Wir kénnen o. B. d. A. annehmen, dass f nur ein globales
Mazximum in 1 besitzt.

Bewelis: Sei
Ip:={ie{l,... nYw;=0AVje{i+1,... n}:w;=0}

die Menge aller Indizes, sodass fiir ¢ € Iy die Monome w;z; und w;;z;z;, © < j < n, stets
0 sind. Die Funktion f héingt von den x; mit ¢ € Iy nicht ab; jede Belegung der x; mit
i € Iy fiihrt bei einer Belegung 2, := 1 fiir ¢/ ¢ Iy wegen nicht negativer Gewichte zu einem
optimalen Funktionswert. Wir konnen daher annehmen, dass die Menge [, leer ist und
damit alle Bits des aktuellen Bitstrings fiir einen optimalen Funktionswert mit 1 belegt
sein miissen. O

Im Folgenden nehmen wir nun natiirlich an, dass die Koeffizientenmatrix einer betrachteten
quadratischen Funktion f mit nur nicht negativen Gewichten so beschaffen ist, dass die
Funktion von allen n Variablen abhingig ist und das einzige Maximum in I vorliegt. (Dann
enthélt fiir jedes ¢ € {1,...,n} die Zeile oder Spalte i der Matrix mindestens einen Eintrag.)
Aufgrund der Nichtnegativitiat der Gewichte der in diesem Abschnitt betrachteten quadra-
tischen Funktionen mochten wir nun eine polynomielle obere Schranke fiir die erwartete
Laufzeit des (141)-EA zeigen, indem wir dhnlich wie in Lemma 3.12 Mutationen, die den
Funktionswert moglichst stark erhohen und den maximal fiir den (141)-EA erreichbaren
Hammingabstand zum Optimum verringern, betrachten. Nehmen wir uns alle Gewichte
der Koeffizientenmatrix vor, so kénnen wir uns alle von 0 verschiedenen Gewichte abstei-
gend geordnet vorstellen. Solange nicht alle dieser Gewichte , aktiviert” sind, d. h. dass im
Falle eines linearen Gewichtes die zugehorige Position im Bitstring noch 0 bzw. im Falle
eines quadratischen Gewichtes mindestens eine der beiden zugehotrigen Positionen im Bit-
string noch 0 ist, kann mithilfe einer Mutation mindestens eines und hochstens zweier Bits
der Funktionswert der quadratischen Funktion um mindestens den Wert des/eines grofiten
noch nicht aktivierten Gewichtes erhoht werden. Das Wort ,, mindestens® im vorigen Satz
zeigt allerdings an, dass hier die Analogie zu linearen Funktionen aufgrund von Seiteneffek-
ten — die Aktivierung eines linearen Gewichtes mittels einer Mutation eines Nullbits kann
neben einem linearen noch n — 1 weitere quadratische und die Mutation zweier Nullbits
sogar 2 lineare und (n — 1) + (n — 2) = 2n — 3 quadratische Gewichte aktivieren — endet,
denn gegeniiber n Positionen im Bitstring existieren bis zu (n* 4+ n)/2 von 0 verschiede-
ne Gewichte. Aus diesen Seiteneffekten folgt zunéchst, dass wir infolge der Aktivierung
eines Gewichtes mit maximalem Wert anders als bei linearen Funktionen den maximal er-
reichbaren Hammingabstand zu 1 nicht unbedingt um 1 verringern miissen, vgl. folgendes
Beispiel.

Beispiel 4.1 Die quadratische Funktion

5 9 9
f(z) = 26@-—1—2 Z 5,1,

i=6 j=i+1
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besitzt nur nicht negative Gewichte, die sich (abgesehen von denen mit Wert 0) in der mo-
noton fallenden Ordnung w; = we = w3 = Wy = W5 > Wer = Weg = Weyg = Wrg = Wrg = Wsg
notieren lassen. Erwarten wir dann, dass von 0 ausgehend zunéchst die Bits x1,..., x5 zu
1 flippen, da sie die maximalen Gewichte aktivieren, besitzt der aktuelle Bitstring zwar
5 Einsen, doch der maximal (fiir den (1+1)-EA) erreichbare Hammingabstand zu 1 ist
nicht 9 — 5 = 4, sondern 9 — 4 = 5, denn der Bitstring x mit z; = --- = x5 = 0 und
Tg = --- = Tg = 1 hat mit 4 Einsen einen Funktionswert von bereits 30 und koénnte
durch Mutation aus dem zunéchst erwéhnten Bitstring entstehen, da jener ebenfalls den
Funktionswert 30 besitzt.

Allerdings kann eine Mutation wie im vorigen Beispiel die Zahl der Einsen im aktuellen
Bitstring nicht beliebig (das hiele z. B. auf 1) verringern, wenn zunéchst diejenigen Nullbits
geflippt sind, die jeweils maximale noch nicht aktivierte Gewichte aktivieren. Anhand der
Ordnung der Gewichte definieren wir das folgende Fortschrittsmaf.

Definition 4.2 Fiir eine quadratische Funktion f mait ausschlieflich nicht negativen Ko-
effizienten sei fiir N := (n®*+n)/2 die Folge w}, ..., wh eine monoton fallende Umordnung
der Gewichte w;, w;j, 1 <i < j <n, von f. Daraus definieren wir fir ein x € {0,1}" das
Majs O*(z) als

O*(z) == max{j €{0,...,N}|f(z) > iw:}

Wir kénnen dieses Mafl als minimale Zahl von Einsen, die ein Bitstring mit einem Funk-
tionswert von mindestens f(z) auf der imaginéren linearen Funktion vazl wix; (eventuell
nehmen hier einige Gewichte ab einem Index N’ mit n/2 < N’ < N den Wert 0 an) haben
miisste, interpretieren. Auf einer quadratischen Funktion mit nicht negativen Gewichten
erhalten wir mithilfe dieses Mafles eine untere Schranke fiir die Zahl der Einsen im aktuellen
Bitstring.

Lemma 4.2 Se:i f eine quadratische Funktion mit ausschlief$lich nicht negativen Koeffizi-
enten. Fiir alle x € {0,1}" gilt: O*(z) = i = x enthdlt mindestens /i Einsen.

Beweis: Da O*(z) = i, enthdlt x so viele Einsen, dass mindestens ¢ Gewichte, die alle
mindestens 1 betragen, aus der Folge w7}, j € {1,..., N}, addiert werden miissen, um einen
Wert von mindestens f () zu erreichen. Um i Gewichte zu aktivieren, muss # mindestens v/
Einsen besitzen, denn mit k := v/i Einsen werden k lineare und $% | Zfzz = (K —Fk)/2
quadratische Gewichte aktiviert (von denen eventuell einige sogar null sind). Also aktivieren
/i Binsen héchstens k2/2 + k/2 =i/2 +v/i/2 < i Gewichte. O

Im Gegensatz zu Lemma 3.11 gibt unser Fortschrittsmafl O*(x) keine obere Schranke fiir
den maximal erreichbaren Hammingabstand an, sondern ist ,,umgekehrt® definiert, und
liefert mit Lemma 4.2 eine untere Schranke fiir die Zahl der Einsen im Bitstring x. Da die
Zahl der Einsen in z, sofern x # f, zur Erreichung des Optimums steigen muss, fehlt zur
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Vorbereitung eines Satzes iiber quadratische Funktionen mit nur nicht negativen Gewichten
noch eine formale Aussage iiber die Bedingungen, unter denen sich das Fortschrittsmaf}
O*(z) erhoht.

Lemma 4.3 Sei f eine quadratische Funktion mit ausschliefSlich nicht negativen Koef-
fizienten. Fir alle x € {0,1}" \ {1} ewistiert ein o' € {0,1}" mit H(z,2') < 2 und
O*(2") > O*(z) + 1.

Beweis: Sei j := O*(x), also j € {0,..., N —1}. Wir entnehmen der Definition von O*(x),
dass 37w < f(z) < S5 wr gilt. Daraus folgt wi; > 0. Wenn 2 alle Werte w;
mit i € {1,...,7 4 1} aktivierte, gilte f(z) > 37" w?. Wir kénnen mithin ein noch nicht
aktiviertes w; mit einem Index ¢ € {1, ..., j+1} aktivieren, indem wir die dazu gehérenden
maximal 2 Positionen — das Gewicht kann quadratisch sein — in x von 0 nach 1 flippen und
somit ein 2’ mit H(z,2’) < 2 konstruieren. Aufgrund der Ordnung wj > --- > wj, folgt

dann f(z') > 3274wy, also O*(2') > O*(x) + 1. O

Trivialerweise sinkt O*(z) im Laufe des Algorithmus niemals. Mit den vorangehenden Lem-
mata lasst sich nun eine polynomielle obere Schranke fiir die betrachtete Klasse von Funk-
tionen zeigen.

Satz 4.4 Sei f eine quadratische Funktion, deren Koeffizientenmatriz nur nicht negative
Eintrige enthilt. Der (1+1)-EA optimiert die Funktion f in erwarteter Zeit O(n?).

Beweis: Fiir den initialisierten Bitstring x® messen wir j := O*(z*®), j € {0,..., N}, und
schétzen die erwartete Zeit, bis der aktuelle Bitstring x mit 1 iibereinstimmt, nach oben ab.
Geméif Lemma 4.2 ist nach maximal n? Erhohungen (es geniigen aufgrund der Definition
von O*(z) sogar N — j = (n? + n)/2 — j = O(n?) Erhéhungen) von O*(x) der optimale
Bitstring erreicht. Eine hinreichende Bedingung fiir diese Erhohung ist laut Lemma 4.3
die Mutation mindestens eines und maximal zweier Bits an eventuell genau bestimmten
Positionen, was mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens n=2(1 — 1/n)""2 > e tn—2
eintritt, sodass die erwartete Zeit bis zu einer solchen Mutation durch en? nach oben
beschriinkt ist. Somit geniigen n? - en? = O(n?) erwartete Schritte. a

Bemerkung 4.2 In Satz 4.4 ist der Sonderfall linearer Funktionen, falls w;; = 0 fiir al-
lei,7 € {1,...,n} mit ¢ < j gilt, enthalten, fiir den sogar die obere Schranke O(nlnn)
bekannt ist. Wir vermuten, dass die Schranke O(n?*) aus Satz 4.4 weiter verbessert wer-
den kann. Insbesondere wenn die Koeffizientenmatrix einer quadratischen Funktion mit
ausschliellich nicht negativen Gewichten in der Diagonalen voll besetzt ist, d. h. wenn al-
le linearen Gewichte positiv sind, kann der Funktionswert, solange das Optimum nicht
erreicht ist, mithilfe einer 1-Bit-Mutation erhoht werden. Dies stellt eine Analogie zu linea-
ren Funktionen dar. Wir verfolgen diesen Gedanken wegen des Umfangs des Beweises der
allgemeinen oberen Schranke fiir lineare Funktionen aus [DJW98a| jedoch nicht weiter.
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Wenn die quadratischen Gewichte w;;, i < j, gegeniiber den iibrigen linearen Gewichten
kleine Werte besitzen, konnen wir aus der quadratischen Funktion sogar eine fiir den (1+41)-
EA &quivalente lineare Funktion konstruieren.

Beispiel 4.2 Die quadratische Funktion f mit

f(z) = 2": g2logntn—itl, z": 2": L%

i=1 i=1 j=i+1

ist fiir den (14+1)-EA von der linearen Funktion BINVAL nicht zu unterscheiden. Dies
machen wir uns anhand der Ordnung der Funktionswerte der 2" Vektoren des Definitions-
bereiches klar, die bei beiden Funktionen identisch ist, denn die quadratischen Gewichte
tragen in ihrer Summe von weniger als n? einen geringeren Wert als die minimale positive
Differenz zwischen den linearen Gewichten bei, und alle Funktionswerte sind unterschied-
lich. An diesem Beispiel erkennen wir auch die Schwierigkeit bzw. Unmoglichkeit, eine
lineare Funktion zu finden, auf der der (141)-EA dasselbe Akzeptanzverhalten wie auf
einer gegebenen quadratischen Funktion aufweist. Will man dies einfach durch Entfernen
der quadratischen Gewichte erreichen, miissen diese zum einen so klein sein, dass sie die
Ordnung beziiglich ,<“ erhalten, zum anderen miissen Vektoren mit demselben Funkti-
onswert unter der quadratischen Funktion auch auf einen jeweils gleichen Funktionswert
unter der linearen Funktion abgebildet werden. Dieses funktioniert vermutlich nur bei sehr
wenigen quadratischen Funktionen.

Bemerkung 4.3 Analog zu den vorigen Beweisen ldsst sich vermutlich auch eine poly-
nomielle obere Schranke fiir die erwartete Laufzeit des (141)-EA auf Funktionen kon-
stanten Grades mit ausschliefilich nicht negativen Koeffizienten zeigen. Eine Funktion
f :4{0,1}" — R vom Grad k, & € IN konstant, kann als Polynom aus weniger als n*
Monomen dargestellt werden, d.h. wir haben maximal O(n*) Gewichte. Um ein Gewicht
mit maximalem Wert zu aktivieren, geniigt eine Mutation von maximal k£ ausgewihlten
Bits zugleich, die nach erwarteten O(n*) Schritten eintritt. Insgesamt optimiert der (1+1)-
EA also Funktionen vom Grad k, die nur nicht negative Koeffizienten besitzen, vermutlich
in hochstens O(n?*) Schritten.

Andererseits glauben wir auch, dass Funktionen vom Grad k mit ausschlieflich nicht ne-
gativen Koeffizienten existieren, auf denen der (141)-EA im Erwartungswert mindestens
Q(n*/?) Schritte benotigt. In der Funktion fi,(z) = Z?:/g*l Hle Tik+; beispielsweise sind
Bitstrings in n/k Blocke unterteilt, innerhalb deren die Zahl der Einsen genau k betragen
muss, um das zugehorige Monom vom Grad k zu aktivieren. Die Zahl der Einsen innerhalb
eines solchen Blockes hat keinen Einfluss auf das Akzeptanzverhalten des (1+1)-EA, solan-
ge sie nicht £ betrigt. Somit scheint die Zahl der Einsen innerhalb von Blocken, die noch
nicht & Einsen enthalten, ein rein zufélliger Wert zu sein. Wir vermuten, dass solche Blocke
im Erwartungswert k£/2 Einsen enthalten. Eine hinreichende Bedingung fiir eine optimale
Belegung eines Blocks mit urspriinglich k/2 Einsen ist das Eintreten einer oder mehrerer
Mutationen, die insgesamt genau k/2 Nullbits zu 1 flippen und bereits vorhandene Eins-
bits unverindert lassen. Egal, ob dieses in einem oder mehreren Schritten geschieht, scheint
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die Wahrscheinlichkeit dafiir durch O(n=%/2) nach oben beschrinkt zu sein. Wir vermuten
daher, dass sich die Zahl der Einsen innerhalb eines Blockes erst nach erwarteten Q(n*/?)
Schritten auf k£ erhoht.

Funktionen nicht konstanten Grades schliefilich konnen schwierig sein, obwohl alle Koeffi-
zienten nicht negativ sind. Ist £ = n, also nicht mehr konstant, entspricht die vorgestellte
Funktion f;, genau der Funktion PEAK(z) = [[_, z;, welche in [DJW98a] behandelt wird.
Zur Optimierung dieser , Nadel-im-Heuhaufen-Funktion® benétigt der (1+1)-EA (sogar alle
Black-Box-Optierungsverfahren) erwartete exponentielle Zeit.

Nachdem wir einen Spezialfall quadratischer Funktionen mit eventuell voll besetzten Koeffi-
zientenmatrizen behandelt haben, beschéftigen wir uns nun mit quadratischen Funktionen,
deren Koeffizientenmatrizen hochstens linear viele Eintréage besitzen.

4.2 Linear viele quadratische Gewichte

Die Definition fast linearer Funktionen (vgl. Definition 2.5) erlaubt konstant viele Ein-
trage aulerhalb der Hauptdiagonalen der Koeffizientenmatrix. Allerdings zeigt sich, dass
auch spezielle quadratische Funktionen mit sogar linear vielen quadratischen Gewichten
fiir den (141)-EA einfach® sind. Dabei werden wir uns wiederum Resultate iiber lineare
Funktionen zunutze machen, die wir allerdings nicht mehr in der {iblichen Normalform mit
natiirlichen Gewichten etc. annehmen konnen. Deshalb stellen wir ein zu Definition 3.6
etwas abgewandeltes Fortschrittsmafl auf.

Definition 4.3 Fiir eine lineare Funktion f(x) = Y. wix; + 7 mit w; € Z fir alle
ie{l,....,n} und 7 € R definieren wir die Folge w}, ..., w’ als eine monoton fallende
Umordnung der Folge der Betrdige der Gewichte w1, ..., |w,|. Daraus definieren wir fir
ein x € {0,1}" den mazximal (von x fir den (1+1)-EA) erreichbaren Hammingabstand zu

einem Mazimum von f als
J
H*(z) := n—max{j € {0,...,n}|f(z) > wa + Z wi+7'}.
i=1 {ijw; <0}
Wir miissen den Sinn dieses Mafles erldutern.
Lemma 4.5 Fir eine lineare Funktion f mit f(x) = >  wiz; +7, w; € Z, T € R, das
dafiir nach Definition 4.3 gebildete Fortschrittsmafi H* und ein beliebiges xn.x € {0,1}"
mit maximalem Funktionswert gilt

Vo € {0,1}", x nicht optimal : H*(x) = j = H(T, Tmax) < J.

Beweis: Der minimale Funktionswert von f ist > (ijw;<0y Wi T+ 7. Dieser wird auf einem
Bitstring angenommen, der an den Bits mit positiven Gewichten mit 0 und an den Bits
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mit negativen Gewichten mit 1 belegt ist. Eine Erhohung des Funktionswertes um |w;],
i € {1,...,n}, ist infolge eines 0-1-Flipps an Bit ¢, falls w; positiv, bzw. infolge eines 1-
0-Flipps an Bit i, falls w; negativ, moglich. Offensichtlich sind in x,,, Bits mit positiven
Gewichten mit 1 und Bits mit negativen Gewichten mit 0 belegt, wiahrend die Belegung
von Bits mit zugeordnetem Gewicht 0 irrelevant ist.

Aus der Definition von H* folgt nun, dass fir m := n — H*(x) die Ungleichung f(z) >
S w4 > (ijws<0} Wi + T gilt. Weil x nicht optimal ist, miissen aufgrund der Ordnung
wi > - > w, > 0 die Werte wyi,...,wy,_; noch von 0 verschieden sein. Damit folgt
wiederum aus der monoton fallenden Ordnung der w;, dass m eine untere Schranke fiir die
Anzahl der Bits mit von 0 verschiedenen Gewichten angibt, die entsprechend der Belegung
im Maximum zu belegen sind, um zum geringstmoglichen Funktionswert (ijws<0y Wi + T
einen Wert > 7" w? zu addieren, sodass die Summe der Werte f(x) betragen kann.

Also kénnen maximal n—m = H*(x) Gewichte gegeniiber einem optimalen Bitstring falsch
belegt sein, d. h. H(z, Tmax) < H*(x). O

Ahnlich wie in Lemma 3.11 beschreiben wir nun eine Méglichkeit, dieses Fortschrittsmaf
zu senken.

Lemma 4.6 Sei f eine lineare Funktion mit f(x) = > "  wix; +7, w; € Z, 7 € R und
sei H* das nach Definition 4.3 fiir f definierte Fortschrittsmafs. Fiir alle nicht optimalen
x € {0,1}" ezistiert ein a' € {0,1}" mit H(z,2") = 1, sodass H*(z') < H*(x) — 1.

Beweis: Betrachte m :=n — H*(x) Aus der Definition von H* folgt

m+1

Zw + Z w; +7 < f(z Zw + Z w; + T.

{i|w; <0} {ilw;<0}

Trivialerweise gilt dann w},,; > 0. Bei den Werten w;, 7 € {1,...,n}, sprechen wir nun
wiederum davon, dass sie von einem Bitstring x aktiviert werden, wenn fiir ein ¢ das
zugehorige Bit x;, j € {1,...,n}, in der noch nicht umsortierten Folge wy, ..., w, im Falle
eines negativen Gewichtes w; mit 0 und im Falle eines positiven Gewichtes mit 1 belegt
wird. Gewichte w} mit w} = 0 betrachten wir nicht. Jetzt konnen wir d&hnlich wie im Beweis

zu Lemma 4.3 argumentieren.
Wenn z alle Werte w} mit ¢ € {1,...,m + 1} aktivierte, wiirde daraus die Ungleichung
f(z) > Zm“ w; + Z{i‘wi@} w; + 7 folgen. Es wird also einer der Werte wy, ..., w}, ; von
2 nicht aktiviert, d.h. wir kénnen mithilfe einer 1-Bit-Mutation den Bitstring z’ aus x
erzeugen und sodann aufgrund der monoton fallenden Ordnung der w; zu der Ungleichung
fla) >t W+ ijwi <oy Wi+ T kommen. Damit folgt H*(2') < n—(m+1) = H*(z)—1.
O

Lemma 4.7 Sei f eine quadratische Funktion. Wenn es einen Index | € {1,...,n} gibt,
dassVi,j € {1,....n}\{l} : i # j = w;; = 0 gilt, optimiert der (1+1)-EA f in erwarteter
Zeit O(n?).
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Beweis: Mittels Umordnung nehmen wir o. B.d. A. an, dass lediglich die quadratischen
Gewichte in Zeile 1 der Koeffizientenmatrix, d.h. wy;, i € {2,...,n}, von 0 verschiedene
Werte haben, womit wir die Annahme w; > --- > w, fiir die linearen Gewichte fallen
lassen.

Der (1+1)-EA wechselt nun abhéngig vom Wert von x; zwischen den linearen Funktionen
fize, ..o @) =Y 0 swim; und fo(@a,. .., z,) == wy + Yoo wiz; mit w) := w; + wy; fur
i € {2,...,n} eventuell hin und her (nach n erwarteten Schritten). Wiirden die Funktionen
fi1 und fy isoliert betrachtet, konnten wir Aussagen iiber das Verhalten des (1+1)-EA
auf linearen Funktionen heranziehen. Weil aber eventuell zwischen f; und f; wéahrend
der Optimierung von f gewechselt wird, diirfen wir die obere Schranke von O(nlnn) fiir
lineare Funktionen auf die Funktion f nicht unmittelbar anwenden. Stattdessen benutzen
wir wieder ein Fortschrittsmafl wie in Definition 3.6 und zeigen eine obere Schranke von
O(n?). Fiir f; nutzen wir das obige nach Definition 4.3 gegebene Mafi und bezeichnen es
mit H7, fiir fo bezeichnen wir das nach Definition 4.3 gegebene Mafl mit H3.

Wenn wir die Folgen der Werte von H;(x) fiir z; = 0 bzw. von Hj(z) fir z; = 1 in der
durch den Verlauf des (1+1)-EA bestimmten Reihenfolge notieren, ist es aufgrund dessen
Akzeptanzverhaltens klar, dass die beiden Folgen monoton fallen. Geméafi Lemma 4.6 fiithrt
ein Flipp eines falsch eingestellten Bits, dessen Gewicht einen maximalen Betrag hat, zu
einer Verringerung von H;(z), falls z; = 0, bzw. von Hj(z), falls z; = 1. Dabei handelt es
sich um eine Mutation von 0 nach 1, falls dieses betragsméflig maximale Gewicht grofier
als 0 ist, und von 1 nach 0, falls es geringer als 0 ist. Die Belegung von Bits, deren Gewicht
0 betrigt, ist fiir die Maximierung der entsprechenden Funktion irrelevant. Somit betragt
die Erfolgswahrscheinlichkeit fiir eine Mutation, die den maximalen Hammingabstand einer
linearen Funktion zu einem ihrer Maxima (nicht unbedingt in 1) um mindestens 1 verringt,
mindestens e 'n~! (sieche Lemma A.9), sodass nach maximal erwarteten 2n - en = O(n?)
Schritten ein fiir mindestens eine der linearen Funktionen f; und f; optimaler Bitstring
erreicht ist. Anschlielend sind méglicherweise noch weitere n+O(nlnn) = o(n?) erwartete
Schritte bis zu einer Mutation von x; und zur Optimierung derjenigen linearen Funktion,
deren maximaler Funktionswert mit dem von f iibereinstimmt, erforderlich. O

Beispiel 4.3 Die Funktion f(z) = nx1+ >, xi+ Y .o —2x1x; wechselt in Abhéngigkeit
vom Wert von x; zwischen der linearen Funktion

fi(za, ..., x,) =1+ ONEMAX(2o, ..., 2,)

und der Funktion
fo(za, ..., x,) =n — ONEMAX(xo, ..., z,)

hin und her und besitzt sowohl in (0,1,...,1) als auch in (1,0,...,0) ein globales Maxi-
mum mit dem Funktionswert n sowie zwei globale Minima in 0 und 1. Wenn der aktuelle
Bitstring im Bereich von x5 bis z,, weniger als (n — 1)/2 Einsen besitzt, ist ein 0-1-Flipp
von x1 denkbar, woraufhin keine Mutation mehr, die nur z; flippt, akzeptiert wird, da der
aktuelle Bitstring mit mehr als (n — 1)/2 Nullen im angegebenen Bereich unter fy néher
am maximalen Funktionswert als unter f; lage. Analog kann bei mehr als (n—1)/2 Einsen
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im Bereich x5 bis z,, ein Flipp, der ausschliefllich x; mutiert, eintreten, der in diesem Fall
von z1 = 1 zu x; = 0 fiihrt. Lediglich bei bei exakt (n — 1)/2 Einsen unter den Bits 5 bis
x, und ungeradem n sind mehrere alleinige Flipps von x; denkbar, bis sich die Zahl der
Einsen unter den Bits x5 bis z,, nach konstanter' erwarteter Zeit éndert.

Bemerkung 4.4 In Lemma 4.7 kénnen wir vermuten, dass sogar eine obere Schranke von
O(nlnn) gilt. Leider kann bei einer Mutation desjenigen Bits z;, ¢ € {1,...,n}, mittels
dessen zwischen zwei linearen Funktionen f;, fo gewechselt wird, der Hammingabstand zu
einem Maximum einer Funktion f* € {fi, fo} groBer geworden sein, als er zum letzten
vorhergegehenden Zeitpunkt war, zu dem die Funktion f*  eingeschaltet” war, und somit
der Fortschritt zu einem Maximum der Funktion f* verringert worden sein. Auch wenn
die Moglichkeit einer den Hammingabstand vergroflernden Mutation im Beweis, dass jede
lineare Funktion in O(nlnn) Schritten maximiert wird (vgl. [DJW98a|), beriicksichtigt
wird, tritt solch ein Ereignis vermutlich mit anderen Wahrscheinlichkeiten als ein Flipp
von x; ein.

In Lemma 4.7 haben wir ein Resultat fiir quadratische Funktionen mit linear vielen Ge-
wichten, die allerdings (nach einer Umordnung der Indizes) in nur einer Zeile der Koef-
fizientenmatrix auftreten diirfen, aufgestellt. Der grundlegende Gedanke hat dabei darin
bestanden, dass der (141)-EA zwischen zwei linearen Funktionen wechselt. Wenn nun in
maximal k Zeilen der Koeffizientenmatrix aulerhalb der Diagonalen Gewichte erlaubt wer-
den, vermuten wir, dass der (1+1)-EA dann bei der Optimierung zwischen 2*¥ Funktionen
hin und her wechseln kann. Der folgende Satz zeigt in einer kanonischen Erweiterung zu
Lemma 4.7, dass die erwartete Laufzeit des (1+1)-EA dann ebenfalls polynomiell ist.

Satz 4.8 Sei f eine quadratische Funktion. Wenn eine Menge von Indizes I C {1,...,n}
mit konstanter Grife k = #I existiert, sodass Vi,j € {1,...,n}\ I :i#j = w; =0
gilt, optimiert der (1+1)-EA f in erwarteter Zeit O(n* + n?).

Beweis: Per Umordnung der Indizes nehmen wir wiederum o. B.d. A. an, dass fiir alle i, j
mit k+1 < ¢ < j < n die Gleichung w;; = 0 giiltig ist, d. h. dass nur in den ersten k Zeilen
der Koeffizientenmatrix auflerhalb der Diagonalen Eintrdge auftreten, und lassen erneut
die Monotonie w;, > --- > w, fallen. Auflerdem gelte I # (). Nun betrachten wir K := 2F
lineare Funktionen f;, i € {1,..., K}, die von den Variablen x4, ..., x, abhdngen und
Subfunktionen von f verkoérpern. Es bezeichne fiir eini € {1,..., K} der Vektor b; € {0,1}*
mit b; = (b1, ...,by) die Bindrdarstellung von ¢, d. h. 25:1 bij - 2771 = 4. Damit konnen
wir die Funktionen f; in der Gestalt

fi(Thst, ..y ijsz + Z Z wjibijbiy + Z w;T; + Z Z wjibij;

j=11=j+1 j=k+1 j=11l=k+1

!Eine hinreichende Bedingung ist das Eintreten einer Mutation, die genau ein Bit aus xs, ..., x,, dndert
und z; unverdndert lasst. Die Wahrscheinlichkeit dafiir ist durch ("Il)(l/n)(l —1/n)"t>etn-1)/n
nach unten beschrankt.
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darstellen, denn die quadratischen Monome der Summe » 7, ., Zf:j L1 wixjxy sind nach
Voraussetzung stets 0. Die Funktionen f; sind linear, denn die ersten beiden Summen
in der obigen Darstellung sind nicht von xy,q,...,z, abhingig, und die letzten beiden
Summen enthalten nur lineare Terme. Wir sprechen davon, dass die lineare Funktion f;,
i € {1,...,K} aktiv ist, wenn E?Zl 2;2071 = i gilt. AuBerdem ziehen wir fiir jede der
Funktionen f; : {0,1}"* — Z ein Fortschrittsmafl H; gemif Definition 4.3 heran. Da
die f; Subfunktionen von f sind, d.h. durch Konstantsetzungen der ersten k& Variablen
konstruiert wurden, entspricht der Funktionswert von f(zy,...,x,) immer dem Wert der
aktiven Funktion f;(zx41,...,2,), sodass die an den Zeitpunkten, zu denen f; aktiv ist,
betrachteten Werte der Mafie H im Laufe des (1+1)-EA monoton fallen.

Nun wenden wir Lemma 4.6 an. Unabhéngig davon, welche Funktion gerade aktiv ist, be-
tragt die Wahrscheinlichkeit, den maximal erreichbaren Hammingabstand einer Funktion
f; um mindestens 1 zu senken, mindestens e~ 'n~! (Lemma A.9). Somit sinkt nach erwar-
teten en Schritten mindestens eines der Mafle H} (nédmlich mindestens das Mafl der zu
dem Zeitpunkt aktiven Funktion) um mindestens 1. Nimmt die aktive Funktion bereits
einen optimalen Wert an, der aber fiir die quadratische Funktion f noch nicht optimal ist,
muss eine Mutation an den Bits xq, ...,z stattfinden, um eine andere Funktion zu akti-
vieren. Mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens n=*(1 — 1/n)"* > e"n=* wird eine
noch nicht optimierte lineare Funktion aktiviert, sodass der Funktionswert von f durch
Mutationen an den Bits xyy1, ..., 2, weiter erhoht werden kann. Dies ist nach maximal
erwarteten en® Schritten der Fall und kann héchstens K-mal erforderlich sein. AuBerdem
kénnen maximal K (n — k) Senkungen von Fortschrittsmafen vorgenommen werden, wozu
maximal erwartete (K (n — k))en = Ken? — Kken Schritte ausreichen. Somit sind nach
maximal erwarteten (Ken®) + (Ken? — Kken) = O(n* 4+ n?) Schritten alle Funktionen f;,
die aktiv werden mussten, aktiv gewesen und ihre Fortschrittsmafle jeweils auf 0 gesunken.
Damit erhalten wir eine obere Schranke fiir die erwartete Laufzeit des (141)-EA auf f. O

Bemerkung 4.5 Wir konnen eine Funktion, die die Voraussetzungen von Satz 4.8 erfiillt
und fiir die auch die untere Schranke von Q(n*) fiir die erwartete Laufzeit bewiesen wird,
explizit angeben. Im Vorgriff auf den néchsten Abschnitt erwihnen wir die mit der Kon-
stanten k parametrisierte Funktion

k n Eook
DisTg(z) = Z(5n—3k’n) T; + Z x“LZ Z 6n - z;x;,

i=1 i=k+1 i=1 j=i+1

die nur in den ersten k Zeilen ihrer Koeffizientenmatrix auflerhalb der Hauptdiagonalen
Eintrige besitzt, aber laut Satz 4.12 mindestens erwartete (n*) Schritte zur Optimierung
durch den (141)-EA benétigt.

Wir fragen uns in Anbetracht der Ergebnisse von Satz 4.8 nun, ob eine quadratische Funk-
tion, bei der die Anzahl quadratischer Koeffizienten linear ist, iiberhaupt exponentielle
erwartete Laufzeiten des (1+1)-EA hervorrufen kann. (Das Standardbeispiel fiir exponen-
tielle Laufzeiten DISTANCE besitzt ndmlich Q(n?) quadratische Gewichte.) In der folgenden
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Definition stellen wir als Antwort darauf eine Funktion vor, die nur n quadratische Koef-
fizienten hat, aber ,,schwierig” ist.

Definition 4.4 Die Funktion CHAIN : {0,1}" — R wird definiert durch

n

CHAIN(z) := Z(l —2n)x; + Z 20T (5 mod n)+1-

=1 =1

Lemma 4.9 Die Funktion CHAIN hat in O ein lokales Mazimum mit der Eigenschaft
Vo € {0,1}"\ {0,1} : CHAIN(z) < CHAIN(O).

Beweis: Es ist CHAIN(0) = 0 und CHAIN(I) = n(1 — 2n) + n(2n) = n. Wir betrachten
ein beliebiges z € {0,1}™\ {0,1}. Sei 0 := x; 4 - - - + x,, die Zahl der Einsen in z. Es gilt
Yor(1=2n)x; = (1—2n)o = 0o—2no. Anhand der Menge Z := {i € {1,...,n}|z; = 0} der
Indizes der Nullbits zeigen wir nun, dass mindestens n—o+1 Terme ;2 (; mod n)+1 den Wert
0 annehmen. Zum einen gilt fiir alle i € Z : 2;7(; mod n)+1 = 0. Dies sind n — o verschiedene
Terme. Zum anderen existiert wegen 0 # = # 1 ein j € {1,...,n} mit z; = 1 und
T(j mod n)+1 = 0. Der Term ;2 mod n)+1 nimmt ebenfalls den Wert 0 an und ist von den n—o
aufgezéhlten Termen verschieden. Es nehmen also mindestens n—o0+1 der n quadratischen
Terme den Wert 0 an, sodass D .| 2082 (; mod n)4+1 < 2n(n — (n — o0+ 1)) = 2no — 2n und
somit

-,

CHAIN(z) < (0 — 2n0) + (2no — 2n) = 0 — 2n < CHAIN(0) (denn o < n)

gilt. O

Informal gesagt existiert bei dieser Funktion das lokale Maximum in 0 mit dem Ham-
mingabstand n zu 1 trotz der grofleren Betriage der quadratischen gegeniiber den linearen
Gewichten, weil bei nur einem Nullbit im Bitstring schon zwei quadratische Monome ,, weg-
fallen*. Mittlerweile bekannt ist, dass sich solch groffe Hammingabstédnde negativ auf die
erwarte Laufzeit des (1+1)-EA auswirken. Wie in Lemma 3.14 zeigen wir:

Lemma 4.10 Der (1+1)-EA bendtigt zur Optimierung der Funktion CHAIN erwartete
2nlogn) Gehritte.

Beweis: Hat der (1+1)-EA den Vektor 0 zum aktuellen Bitstring, ist eine Mutation von n
Bits zugleich erforderlich, um eine Mutation zu 1, dem einzigen Bitstring mit mindestens
ebenso gutem Funktionswert, zu vollfiihren. Wegen der Wahrscheinlichkeit n=" fiir dieses
Ereignis betriagt die erwartete Zeit dafiir n”. Zusammen mit der Wahrscheinlichkeit von 27"
fiir einen Start in 0 trigt dies einen Summanden von mindestens 2" nlogn) — 9Q(nlogn)
zur erwarteten Laufzeit bei. O
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Bemerkung 4.6 Es wére interessant zu wissen, ob die Funktion CHAIN dhnlich triige-
risch® fiir den (14-1)-EA wie ein Quadrat einer linearen Funktion, z. B. ONESQR_,,/541/3,
ist, d. h. dass die Wahrscheinlichkeit, nach der Initialisierung zunéchst zum lokalen Opti-
mum in 0 zu gelangen, durch eine Konstante nach unten beschriinkt ist. Leider ist die
Funktion im Gegensatz zu ONESQR nicht symmetrisch?, denn CHAIN(1,1,0,...,0) =
2 —4n 4 2n = 2 — 2n, wohingegen CHAIN(1,0,1,0,...,0) = 2 — 4n gilt. Dies erschwert
die Analyse des Verhaltens des (141)-EA. Im Rahmen dieses Kapitels nehmen wir von
weiteren Betrachtungen von CHAIN Abstand. Allerdings versuchen wir in Abschnitt 5.2 in
einem anderen Zusammenhang etwas mehr iiber CHAIN in Erfahrung zu bringen.

Bemerkung 4.7 Jansen stellt in [Jan99] verschiedene Modelle zur Klassifikation von Fit-
nessfunktionen vor. Die Funktion CHAIN konnen wir in das NK-Modell mit K = 1 und
aufeinander folgenden Positionen (adjacent NK model) einordnen, fiir das Thompson und
Wright in [TW96] einen Polynomialzeitalgorithmus zur Optimierung angeben. Wir schluss-
folgern daraus, dass der simple (141)-EA bereits auf einer Klasse von Fitnessfunktionen,
die als einfach bekannt ist, versagen kann. In Kapitel 5 werden wir uns ndher mit der
Komplexitiat der Optimierung von quadratischen Funktionen beschéftigen.

Zusammenfassend haben wir in diesem Abschnitt gesehen, dass quadratische Funktionen
mit linear vielen quadratischen Koeffizienten je nach deren Anordnung in der Koeffizien-
tenmatrix entweder noch in polynomieller erwarteter Zeit des (14-1)-EA optimiert werden
oder sogar eine exponentielle erwartete Laufzeit erfordern. Die Funktion CHAIN besitzt in
jeder Zeile ihrer Koeffizientenmatrix einen Eintrag aulerhalb der Hauptdiagonalen und ist
schwierig, wihrend durchaus linear viele Koeffizienten, die in nur konstant vielen , Zeilen®
(bis auf Umordnung) auftreten, noch keine exponentiellen erwarteten Laufzeiten erzwingen
konnen.

Im néchsten Abschnitt werden wir die Auswirkungen einer Beschriankung auf konstant
viele quadratische Koeffizienten nidher analysieren.

4.3 Konstant viele quadratische (Gewichte

In diesem Abschnitt wollen wir uns auf fast lineare Funktionen gemé&f Definition 2.5, d. h.
Funktionen mit konstant vielen quadratischen Gewichten, konzentrieren und die Sichtweise
annehmen, dass deren quadratische Gewichte ,, Storeinfliisse darstellen und die Linearitét
der Funktion beeinflussen.

4.3.1 Von der Zahl quadratischer Gewichte abhingige Schranken

Wir halten in einer einfachen Folgerung aus den Ergebnissen von Abschnitt 4.2 eine allge-
meine obere Schranke fiir fast lineare Funktionen fest, in die nur die Anzahl quadratischer
Gewichte eingeht.

’Die Werte symmetrischer Funktionen hingen nur von der Zahl der Einsen im Bitstring ab.
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Lemma 4.11 Sei f eine quadratische Funktion, deren Koeffizientenmatriz auferhalb der
Diagonalen nur k FEintrdage, k € N konstant, hat. Der (1+1)-EA optimiert f in erwarteter
polynomieller Zeit von héchstens O(n* + n?).

Beweis: Wir wollen Satz 4.8 anwenden und eine Menge I moglichst geringer Méchtigkeit
finden, sodass fiir alle 4,5 € {1,...,n}\ I gilt: i # j = w;; = 0. Aus der Menge [* :=
{(4,7)|1 <i < j<nAwy # 0}, die die Indexpaare der quadratischen Gewichte enthélt,
konstruieren wir I, indem wir in I die Projektionen aller Elemente von I* auf deren erste
Komponente aufnehmen.® Gibe es ein i € {1,...,n}\ T und ein j € {i +1,...,n} \ [ mit
der Eigenschaft w;; # 0, wére (4, j) € I* und damit ¢ € I; Widerspruch. Also erfiillt I die
oben angegebenen Voraussetzungen. Da es nur k quadratische Gewichte gibt, gilt #1* = k,
also #1 < k, und damit folgt die Behauptung aus Satz 4.8. O

Andererseits konnen wir anhand des Beispiels DISTANCE eine Klasse fast linearer Funktio-
nen konstruieren, bei denen die erwartete Laufzeit des (14-1)-EA durch ein von der Zahl
quadratischer Gewichte abhédngiges Polynom nach unten beschrankt ist.

Definition 4.5 Die quadratische Funktion DisTy : {0,1}" — R, wird fir eine Konstante
k€N, k <n, definiert durch

k n ko k
DisTy(x) = Z (5n — 3kn) x; + Z x; + Z Z 6n - ;.
i=1 i=k+1 i=1 j=it+1
Eingeschrankt auf die Bits x4, . .., x, und fiir eine feste Belegung 1, ..., 2, von xy, ..., g

entspricht D1sT, der linearen Funktion

k ko k
f(@rs1, - ) = ONEMAX(Zgi1, ..., Tp) + Z (5n — 3kn) ; + Z Z 6n - 2,25,
i=1 i=1 j=i+1
also ONEMAX plus einer additiven Konstante. Die auf die Bits z1,...,z, eingeschrinkte
Funktion mit einer festen Belegung 1,..., 2} von x1,...,x; hingegen ist aus einer Aus-

priagung eines Quadrats einer linearen Funktion?, nimlich

k 2 n
k1 ok 1 .
f(]fl,,l’k)—gn(;ll'z—i—i‘g) —3n(z—§+§)+Z Z;,

entstanden, dhnlich zu ONESQR_,, /2113, vgl. dazu die Rechnung zu Beginn des Kapitels.
Die hier vorgenommene Multiplikation mit 3 macht die Gewichte nach der QQuadrierung

3Wir konstruieren gewissermafen ein ,, Vertex Cover“ auf dem Graphen G = (V, E) mit V = {1,...,n}
und E = {{i, j}|w;; # 0}.

4Fiir die in der Definition nicht vorgesehene Belegung k := n erhielten wir eine Funktion, die DISTANCE
bis auf Komplementbildung nach Lemma 3.5, Multiplikation mit einem Faktor und eine additive Konstante
identisch ist.
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ganzzahlig, der zusétzliche Faktor n hat den Zweck, die geringstmogliche positive Diffe-
renz der Werte von f(xq,...,z) fiir eine feste Belegung von xp1,...,x, grofer als die
groBtmogliche positive Differenz der Werte von f(xg.1, ..., x,) fir eine feste Belegung von
x1,...,x zu machen. Erstere betradgt mindestens n. Es gilt ndmlich zunéchst fiir die li-
neare Funktion 2% | z; — k/2 4 1/3, dass die minimale positive Differenz der Betriige von
Funktionswerten genau 1/3 ist (tritt z. B. bei Vektoren mit k/2 Einsen gegeniiber Vektoren
mit k/2 — 1 Einsen ein), und fiir die Quadrate der Funktionswerte folgt somit

a+b

1 2 2
- = — b > ,
“ =73

a—bZ% = (a+b)(a—b)2(a+b)3

wobei fiir a,b mit a # b beliebige Betridge von Funktionswerten der betrachteten linearen
Funktion eingesetzt werden diirfen. Weil a + b > 1 (es gibt einen Funktionswert mit dem
Betrag 1/3, alle iibrigen verschiedenen Funktionswerte sind vom Betrag her mindestens
2/3), folgt fiir jede positive Differenz von Funktionswerten der oben erwihnten Funktion
f(z1,...,x) nach einer Multiplikation mit 3n ein Wert von mindestens n. Andererseits
sehen wir bei der auf x4y, ..., x, eingeschrinkten Funktion sofort, dass sie fiir eine feste
Belegung von z1,...,z; eine Anderung von hochstens n — k im Funktionswert erfahren
kann.

Im Bereich x4, ...,z kann es bei der Optimierung der Funktion Di1ST; zu dem bekannten
Phidnomen kommen, dass die Zahl der Einsen dort auf null sinkt und ein Flipp von &
Bits gleichzeitig erforderlich ist, was im folgenden Satz eine untere polynomielle Schranke
bewirkt.

Satz 4.12 Der (1+1)-EA bendtigt zur Optimierung der Funktion D1ST, mindestens er-
wartete (n*) Schritte.

Beweis: Mit konstanter Wahrscheinlichkeit 27% werden die Bits z3, ..., x; des initialisier-
ten Bitstrings xy mit 0 belegt. Um innerhalb dieser Positionen infolge einer akzeptierten
Mutation Einsbits zu erzeugen, miissen hier alle k& Bits zugleich flippen, wéahrend selbst
ein Flipp von n — k Nullbits an den iibrigen Positionen nicht zusammen mit dem Flipp
von weniger als k Bits aus {1, ...,z } akzeptiert werden kann, da sich der Funktionswert
wegen der hohen Gewichte an den Positionen x4, ..., x; verringern wiirde. Die Wahrschein-
lichkeit, dass die Bits 1,. ..,k zugleich flippen, ist nach oben beschriankt durch n=*, d.h.
die erwartete Zeit bis zu einer solchen Mutation betrigt mindestens n* Schritte, was mit
einem konstanten Faktor 2% in den Erwartungswert der Laufzeit eingeht. O

Auch eine von k abhéngige polynomielle obere Schranke ist rasch einzusehen.

Satz 4.13 Der (1+1)-EA bendtigt zur Optimierung der Funktion DISTy hdchstens erwar-
tete O(n* +nlnn) Schritte.

Beweis: Im Fall k£ = 1 ist D1ST}, eine lineare Funktion, fiir die die in diesem Zusammenhang
uninteressante Schranke O(nlnn) gilt.
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Indem wir I := {1,...,k} setzen, folgt die oberere Schranke im Fall £ # 1 direkt aus
Satz 4.8. Um hinreichende Bedingungen fiir eine Optimierung von DisT, durch den (141)-
EA vorzustellen, prasentieren wir auflerdem eine abweichende Beweisstrategie.

Ahnlich wie in Satz 4.12 halten wir fest, dass nach erwarteten O(n*) Schritten die Bits
x1,...,x alle zu ihrer optimalen Belegung mit 1 flippen, denn die Wahrscheinlichkeit
einer solchen Mutation ist durch n=* - (1 — 1/n)"* > e"'n~* nach unten beschrinkt.
Da im Folgenden keine Mutation, die Nullbits an den Positionen x, ...,z erzeugt, mehr
akzeptiert wird, ist nur noch die erwartete Zeit, bis die Bits zpi1,...,x, zu 1 geflippt
sind, nach oben abzuschitzen. Wir befinden uns bis auf die Bestédndigkeit der Einsen in
den ersten k Positionen in derselben Situation, als ob bei ONEMAX bereits mindestens k
Einsen im aktuellen Bitstring stehen (deren Positionen kénnen sich hingegen #ndern, was
fiir uns aber unerheblich ist), sodass wir die erwartete Zeit, bis hochstens n — k Nullbits
zu 1 geflippt sind, durch O(nInn) beschrinken kénnen. O

4.3.2 Von der Struktur abhingige Schranken

Trotz der gerade bewiesenen Schranke O(n*) (wenn k > 2) fiir DiSTy, liefert Lemma 4.11
wegen (’2“) quadratischer Gewichte die deutlich schlechtere Schranke O(n(kQ’k)/ 2+n?). Dies
begriindet sich daraus, dass in Lemma 4.11 keine Voraussetzungen iiber die Anordnung
der quadratischen Gewichte in der Koeffizientenmatrix eingehen, sondern lediglich die An-
zahl quadratischer Gewichte. Wenn wir etwas iiber die Struktur der Funktion, n&mlich
die Anzahl der ,Zeilen“ (bis auf Umordnung der Indizes) der Koeffizientenmatrix, in der
quadratische Gewichte auftreten, wissen, erhalten wir mithilfe des komplexeren Satzes 4.8
asymptotisch bessere Schranken und fiir D1ST; in der Tat die asymptotisch korrekte Schran-
ke O(n*), wenn k > 2.

Allerdings ist es leicht moglich, eine fast lineare Funktion anzugeben, bei der sowohl Lem-
ma 4.11 als auch Satz 4.8 obere Schranken angeben, die wir nicht wirklich fiir exakt halten.
Eine Funktion wie f(z) = >  nx; — Zle Zf:l 11 Ziz; mit grofien linearen Gewichten
ist fiir den (141)-EA zu linearen Funktionen (hier &hnlich wie ONEMAX, da die Zahl der
Einsen im aktuellen Bitstring im Verlaufe der Optimierung nicht sinken kann) dquivalent.
Die folgende fast lineare Funktion erscheint dem (1+1)-EA zwar nicht mehr linear, sieht
aber dennoch einfach aus.

Definition 4.6 Die Funktion PAIRy : {0,1}" — R wird fiir eine Konstante k € N, k < n,
definiert durch

n

k
PAIRk(I) = Z(—ZEZ) + Z 3X9;_1T9;.
=1

i=1

Die Menge I := {2i]i € {1,...,k}} erfiillt fir PAIR, die Voraussetzungen von Satz 4.8 und
hat die Méchtigkeit #1 = k; Mengen geringerer Machtigkeit erfiillen die Voraussetzungen
des Satzes offenbar nicht. Mithin gibt Satz 4.8 eine obere Schranke O(n* + n?) ebenso
wie Lemma 4.11 an. Wir glauben aber, dass die erwartete Laufzeit des (1+1)-EA auf
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PAIRy, durch hichstens O(n?) fiir alle konstanten k nach oben beschriinkt ist. (Diese obere
Schranke héngt also nicht einmal von k ab.) Eine Intuition gewinnen wir dafiir, indem wir
sehen, dass die Bits x1, ..., x9, mit hochstens k aufeinander folgenden akzeptierten 2-Bit-
Mutationen® zu einer optimalen Belegung gefithrt werden kénnen und dass die Funktion
eingeschrankt auf die iibrigen Bits linear ist.

Bei PAIRy, sind je zwei Paare (2¢ — 1,2¢) von Indizes fiir ¢ € {1,...,k} wegen w;; # 0
miteinander ,verkniipft*; alle anderen Paare von Indizes sind in diesem Sinne nicht ver-
kniipft. Bei D1sT,, hingegen sind jede zwei verschiedene Indizes i,j € {1,...,k}, i < 7,
wegen w;; 7 0 miteinander verkniipft. Dies bringt uns auf den Gedanken, anhand eines
, Verkniipfungsgrades“ den Grad des Polynoms, durch das die erwartete Laufzeit auf einer
fast linearen Funktion nach oben beschrankt ist, auszumachen.

Wir deuten zunéchst an, dass eine fast lineare Funktion gefunden werden kann, bei der
es geniigt, dass k quadratische Gewichte k Indizes transitiv miteinander verkniipfen, um
erwartete Laufzeiten von Q(n*) zu hervorzurufen. (Die obere Schranke O(n*) gilt wegen
Lemma 4.11 sowieso.) Dazu greifen wir die Funktion CHAIN aus Abschnitt 4.2 auf.

Definition 4.7 Die Funktion CHAINy : {0,1}" — R wird fir eine Konstante k € NN,
k < n, definiert durch

k n
CHAINg () := Zn(l —2k)z; + Z 20T (i mod k)41 + Z Z;.

=1 =1 i=k+1

Eingeschrankt auf die ersten k Bits entspricht CHAIN, der Funktion CHAIN auf k Bits,
die mit n multipliziert wird und zu der ein Summand zwischen 0 und n — k£ addiert wird.
Wir sehen an der Ganzzahligkeit der Gewichte, dass die geringstmogliche positive Differenz
verschiedener Funktionswerte von CHAIN mindestens 1 betrdgt. Also macht die Multiplika-
tion mit n die geringstmogliche positive Differenz der Funktionswerte von CHAIN bei einer
Anderung der Belegung der ersten k Bits grofier als die groftmogliche positive Differenz
bei einer Anderung der Bits Tkil,---,Ty. Dann kann Satz 4.12 statt fiir D1sTy, fiir CHAINg
formuliert werden und ein analoger Beweis gefiihrt werden. (Wir erinnern uns, dass CHAIN
in 0 ein lokales Optimum hat.)

Ohne die Beweise fiir D1ST, nochmals in analoger Form fiir CHAIN, zu fiihren, erkennen
wir, dass fast lineare Funktionen mit k quadratischen Koeffizienten schon ©(n*) erwartete
Schritte erfordern konnen, indem die quadratischen Gewichte k& Indizes transitiv mitein-
ander verkniipfen. Zum einen haben wir damit eine Funktion gefunden, fiir die die obere
Schranke aus Lemma 4.11 asymptotisch optimal ist. Zum anderen legt diese Funktion
die folgende formale Erfassung der , Verkniipfung mithilfe einer Aquivalenzrelation nahe.
Daran zeigen wir dann eine obere Schranke fiir fast lineare Funktionen, die z. B. auch fiir
PAIR,, realistisch erscheint.

5 Andererseits besitzt PAIR;, auch lokale Maxima mit einem Hammingabstand von 2 zu Bitstrings mit
mindestens ebenso hohem Funktionswert, z. B. von 0 zu (1, 1,0,...,0).
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Definition 4.8 Zwei Indizesi,j € {1,...,n}, i # j, heifien beziiglich einer quadratischen
Funktion f : {0,1}" — R mit f(x) = YL wiv; + >0, >0, wijziw; quadratisch ver-
kniipft, Notation i =; j, wenn eine Folge i1,...,1, mit i1 = i und i, = j von paarweise
verschiedenen Indizes existiert, sodass fir alle | € {1,...,k — 1} eine der Ungleichungen
Wi, 70 bzw. wyy, 4, # 0 erfillt ist. Auferdem gilt firi € {1,...,n} die Relation i =y 1.

Bemerkung 4.8 Die Relation = ist eine Aquivalenzrelation. Wenn wir die Symmetrie der
Relation ignorieren, konnen wir die quadratische Verkniipfung anhand eines aus der qua-
dratischen Funktion konstruierten ungerichteten Graphen G' = (V, E) mit V = {1,...,n}
und £ = {{i,j}|1 <i < j < n,w;; # 0} veranschaulichen. Stehen zwei Indizes 7 und j,
i # 7, beziiglich =; in Relation, ist dies dquivalent dazu, dass im Graphen G ein ungerich-
teter Pfad vom Knoten ¢ zum Knoten j existiert. Somit lisst sich fiir alle Paare {7, j} mit
it # j leicht berechnen, ob i = j gilt, indem wir den transitiven Abschluss der Adjazenz-
matrix des Graphen, gegeben durch A = (a;;) mit a;; = 1, falls w;; # 0 oder wj; # 0, und
a;; = 0 sonst fiir alle 4,5 € {1,...,n}, i # j, bilden.

Definition 4.9 Gegeben sei eine quadratische Funktion f : {0,1}" — R mit f(z) =
Doy wiwg Y Y wigriry. Fir einen Index i € {1,...,n} bezeichnet [i] die Aqui-
valenzklasse beziiglich der fir f definierten Relation =¢, d. h. [i] = {j € {1,...,n}li = j}.

Definition 4.10 Gegeben sei eine quadratische Funktion f : {0,1}" — R mit f(x)
Doy Wi+ D DO wigriwy. Fir einen Index i € {1,...,n} definieren wir die von [i
induzierte Subfunktion fi : {0,1}#6l — R als

Ji ({zlJ € [ E :wjxj + E Wik L5 L.
JEld] Jrke(d]
i<k

Bei den Funktionen f}; handelt es sich um Subfunktionen, die nur von Variablen mit Indizes
aus [7] abhéngen, wihrend alle iibrigen Variablen gleich 0 gesetzt werden. Wir zeigen nun,
dass jede quadratische Funktion f in k Subfunktionen fj separiert werden kann, wobei k
die Zahl der Aquivalenzklassen beziiglich =y ist.

Lemma 4.14 Gegeben sei eine quadratische Funktion f : {0,1}" — R mit f(z) =
Do Wiy + D D wiairy. Sei auflerdem R C {1,...,n} ein minimales vollstindi-

ges Reprisentantensystem fir die beziglich f definierte Aquivalenzrelation = 7. Dann ldsst
sich f wie folgt in #R Funktionen separieren:

flar, o) =Y fig (agli € D).

1€ER

Beweis: Wir zeigen die Identitédt der Polynomdarstellungen

S1 = Zw x; +Z Z w;xjry  und Sy = ZZU)]ZL‘] + Z Z WjkT T,

Jj=1 k=j+1 i€ER jeli] 1€ER j,keli]
i<k
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indem wir fiir jedes Monom in Sy, das nicht konstant 0 ist, nachweisen, dass es genau einmal
in S, enthalten ist. Fiir die linearen Monome w;z; folgt dies sofort, da R ein vollstandi-
ges minimales Reprisentantensystem fiir die Aquivalenzklassen beziiglich = ¢ ist. Sei nun
w;pr;xr mit 1 < j < k < n und wj, # 0 ein beliebiges nicht konstantes quadratisches
Monom aus S;. Aufgrund der Definition von = folgt, dass j =; k gilt. Sei ¢« € R der
Reprisentant der Aquivalenzklasse, die j und k enthilt. Da aufgrund der Minimalitit von
R in S, nur genau einmal iiber die Indizes einer Aquivalenzklasse summiert wird, tritt
w;jkT;Tk in Sy genau einmal, ndmlich bei der Summenbildung tber [i], auf. O

Nach diesen technischen Vorbereitungen kénnen wir schlieflich anhand der Aquivalenzre-
lation =¢ eine obere Schranke fiir die Komplexitdt von quadratischen Fitnessfunktionen
fiir den (1+1)-EA festhalten.

Satz 4.15 Sei f: {0,1}" — R mat f(x) = Y70 wiri + )0 Y00, wijrix; eine quadra-
tische Funktion. Es bezeichne m := max{#[i]|i € {1,...,n}} die mazimale Mdichtigkeit der
Aquivalenzklassen beziiglich der fir f definierten Relation =¢. Dann gilt: Der (1+1)-EA
optimiert f in erwarteter Zeit O(2™n™*1).

Beweis: Wir ziehen ein minimales vollstdndiges Repréisentantensystem R C {1,...,n}
fiir die Aquivalenzrelation = ¢ heran und setzen r := #R. Nach Lemma 4.14 kénnen wir
fin der Form f(z1,...,2,) = > .cpfu({z;l5 € [1]}) separieren. Im Fall r = n ist f
eine lineare (bitweise separierbare) Funktion, fiir die wir schon in verschiedenen Féllen,
z.B. in Lemma 4.7, mithilfe von Fortschrittsmafien obere Schranken gezeigt haben. Die
Besonderheit im Fall » = n liegt darin, dass jede Subfunktion nur zwei verschiedene Werte
annehmen kann, da sie nur von einem Bit abhéngt. Hingt eine Subfunktion hingegen von
k > 1 Bits ab, kann sie maximal 2* verschiedene Funktionswerte annehmen. Dies erschwert
die Ubertragung der iiblichen Argumentation bei der Nutzung von Fortschrittsmafen fiir
lineare Funktionen auf Funktionen, die nur in r Funktionen, r < n, separiert werden
kénnen. Wir konnen die Idee des Fortschrittsmafles aber verallgemeinern.

Fiir jede Subfunktion f, i € R, definieren wir Iy := min{ fjy(x)|z € {0, 1}#0} und hy ==
max{ fj; (z)|z € {0,1}#} als minimalen bzw. maximalen Funktionswert der Subfunktion
und Vi := {fjz(z)|x € {0,1}#1} als Menge der Funktionswerte von fj;. Zu jeder Menge V;
stellen wir die Folge vfi], Jj€{1,...,#V}}, als monoton fallende Umordnung der Elemente
von V}; auf und definieren daraus wiederum die (nicht unbedingt monoton fallende) nicht
negative Folge d{i] mit d{ﬂ = Ué] — vfﬁ“ fir j € {1,...,#V;; — 1} und d[oﬂ := 0, die die Dif-
ferenzen der Folgenglieder v{ﬂ darstellt. Es gilt Z;ﬂgi]*l d{i] = hj; — [}, da es sich hier um
eine Teleskopsumme handelt. Aus der Menge V := {(i, dfl})\z € R,je{0,....#V,; —1}}
konstruieren wir schlieflich mit v := #V die monoton fallende nicht negative Folge v},
i €{1,...,v}, aus einer Umordnung der Familie, die wir aus den Projektionen aller Ele-
mente von V auf die zweite Komponente erhalten. Zuletzt definieren wir anhand der Folge
v} mithilfe von fu;, := min{f(x)|z € {0,1}"} das Fortschrittsmafl P* fiir x € {0,1}" als

P*(z) := max{j € {0,...,v}f(z) > Zv;‘ +fmin}.
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Wegen der Separierbarkeit von f gilt offensichtlich f,;, = Zie gl und frax = Zie & Nl
Da die Folge v nur eine Umordnung der Projektionen der Elemente von V ist, folgt

v r #VI[i-1 r
ZU;( + fmln Z Z dj + fmm = Z(h[z] - l[z]) + fmin = fmax-
i=1 i=1  j=0 i=1

Aus P*(z) = v folgt also, dass x optimal ist. Trivial einzusehen ist, dass P* aufgrund des
Akzeptanzverhaltens des (14-1)-EA niemals sinken kann. Wie iiblich, brauchen wir noch
eine hinreichende Bedingung fiir eine Erhohung des Mafles.

Wir behaupten, dass eine Mutation von maximal m ausgewihlten Bits zugleich das Maf3
P* um mindestens eins erhoht. Dazu betrachten wir einen beliebigen Zeitpunkt im Laufe
des (1+1)-EA mit z als aktuellem Bitstring und P*(x) = k, wobei k < v. Es muss eine
Subfunktion f;), ¢ € R, existieren, deren Funktionswert um mindestens v}, erhoht werden
kann. LieBe sich keine Subfunktion um v; , erhdhen, gilte fiir alle 7 € R die Ungleichung
fig {517 € [d]}) > hy — viyy. Durch Summenbildung iiber die Aquivalenzklassen wiirde
f(7) 2 fmax = j—po v; folgen, da nur die Werte vj,,, ..., vy kleiner als vj, , sein kénnen.
(Wir erinnern uns, dass diese Werte v} alle moglichen Differenzen von aufeinander folgen-
den Funktionswerten von Subfunktionen angeben.) Da fiax — Zj 2 U = foin + Zf+11 vl
gilt, hieBe dies P*(z) = k + 1, ein Widerspruch zu P*(z) = k. Also kann der Funkti-
onswert mindestens einer Subfunktion um mindestens v;;,; erhtht werden und damit das
Fortschrittsmafl erhoht werden. Da dazu hochstens m Bits gleichzeitg flippen miissen, ge-
schieht dies wegen einer nach unten beschrinkten Wahrscheinlichkeit von e~'n~™ nach
erwarteten O(n™) Schritten. Weil es 7 = O(n) Subfunktionen mit je maximal 2" Funk-
tionswerten gibt, gilt v = O(n2™). Somit geniigen O(n2™) Erhoéhungen von P*, sodass
die erwartete Laufzeit zur Optimierung von f durch O(n2™n™) = O(2™n™"!) nach oben

beschrankt ist. O

Wir haben damit fiir den Spezialfall linearer Funktionen (dann ist m = 1) die einfache
obere Schranke von O(n?) gezeigt. Falls m konstant ist, gilt folgendes Korollar.

Korollar 4.16 Sei f wie in Satz 4.15 gegeben und sei m dem Satz entsprechend definiert.
Gilt m = O(1), optimiert der (1+1)-EA f in erwarteten O(n™*') Schritten.

Bemerkung 4.9 Es gibt quadratische Funktionen, die die Voraussetzungen von Korol-
lar 4.16 erfiillen, aber linear viele quadratische Gewichte haben, also nicht mehr unter die
Definition fast linearer Funktionen fallen. Als Beispiel fithren wir die Verallgemeinerung
von PAIRy an, ndmlich (n sei gerade)

n

PAIR(z) = Z(—xz) + Z 3219,
i=1

=1

fiir die wir O(n?) als obere Schranke erhalten.
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Nur fiir fast lineare Funktionen betrachtet, ist die Schranke in der Form von Korollor 4.16
spezieller als in Lemma 4.11 formuliert, insofern als Struktureigenschaften der Funktionen,
namlich deren Separierbarkeit, und nicht nur die Anzahl quadratischer Gewichte eingehen.
Bei PAIR;, betriigt die Michtigkeit der groBten Aquivalenzklasse 2, und Korollar 4.16 zeigt
wegen der Schranke O(n?) fiir k¥ > 4 die Unzulinglichkeit der Schranken von Satz 4.8 und
von Lemma 4.11, aus denen wir nur O(n*) erhalten.

Wir haben sogar noch mehr gezeigt. Da wir im Beweis zu Satz 4.15 an keiner Stelle davon
Gebrauch machen, dass f eine quadratische Fitnessfunktion ist, gilt Folgendes.

Korollar 4.17 Sei f: {0,1}" — R eine beliebige Fitnessfunktion, die in folgender Form
separierbar ist: Es existiert fiir eini € {1,...,n} eine Partition der Menge I := {1,...,n}
m 1 paarweise disjunkte Mengen Iy, ..., I; mit [ = U;Zl I;, und es existieren v Fitness-
funktionen fi,...f; mit f; : {0,1}#5 — R fir j € {1,...,i}, sodass f(x1,...,x,) =
> o1 fillzklk € I;}) gilt. Es bezeichne m = max{#1l;|j € {1,...,i}} die mazima-
le Mdachtigkeit der Mengen I;. Dann gilt: Der (1+1)-EA optimiert f in erwarteter Zeit
O(2mn™ 1),

Beweis: Wir konnen den Beweis zu Satz 4.15 mit einer abgeédnderten Bedeutung der
Aquivalenzklassen beziiglich = ¢ ibernehmen. Die Rolle der Aquivalenzklassen iibernehmen
die Mengen [;, j € {1,...,i}, d.h. zwei Indizes stehen in Relation, wenn sie in derselben
Menge I; liegen. O

Der (1+1)-EA optimiert also eine Funktionen f, deren Grad gréfler als 2 sein kann, noch in
polynomieller Zeit, wenn sich f in Subfunktionen separieren lésst, deren Definitionsbereiche
jeweils konstante Dimensionen haben.

Wir beschlieen nun diesen Exkurs und ziehen aus Satz 4.15 Konsequenzen fiir allgemeine
quadratische Funktionen. Offenbar optimiert der (14+1)-EA quadratische Funktionen fiir
m = O(logd n), d € IN, noch in pseudopolynomieller Zeit. Da wir in Kapitel 5 eine Funk-
tion konstruieren wollen, die ,,besonders schwierig® ist, insofern als die erwartete Laufzeit
exponentiell sein soll und diese auch mit hoher Wahrscheinlichkeit (im Gegensatz zu Qua-
draten linearer Funktionen) eintreten soll, wissen wir damit, dass fiir m, die Méachtigkeit
der groften Aquivalenzklasse beziiglich =, dann auf jeden Fall m = w(log?n) gelten muss.

4.4 Zusammenfassung

In diesem Kapitel haben wir einige Kriterien entdeckt, an denen sich die Komplexitat qua-
dratischer Funktionen in Bezug auf den (1+1)-EA ausmachen lédsst. Zum einen werden
quadratische Funktionen ohne negative Gewichte auf jeden Fall in erwarteter polynomiel-
ler Zeit optimiert. Dieses Resultat ldsst sich vermutlich sogar auf Funktionen konstanten
Grades ohne negative Gewichte iibertragen.

Im zweiten Abschnitt haben wir gesehen, dass bereits linear viele quadratische Gewichte
zu erwarteten exponentiellen Laufzeiten fithren kénnen. Je nach deren Anordnung in der
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Koeffizientenmatrix konnen Funktionen mit linear vielen quadratischen Gewichten aber
auch noch einfach sein.

Im dritten Abschnitt haben wir unseren Blick auf die so genannten fast linearen Funktionen
mit konstant vielen quadratischen Gewichten gerichtet. Bei diesen haben wir nachweisen
konnen, dass sie keine exponentiellen erwarteten Laufzeiten des (141)-EA hervorrufen.
Dariiber hinaus haben wir eine Klasse fast linearer Funktionen vorgestellt, die mit ei-
ner Konstanten k& parametrisiert sind, um verschiedene polynomielle erwartete Laufzei-
ten scharf einzustellen. (Man kann dies als kleines Hierarchieresultat ansehen.) Indem wir
schlieflich gezeigt haben, wie fast lineare Funktionen zu separieren sind, haben wir bewei-
sen konnen, dass nicht nur die Anzahl quadratischer Gewichte, sondern auch das Ausmaf,
in dem sie die Separierbarkeit der Funktion beinflussen, Auswirkungen auf die erwartete
Laufzeit des (141)-EA hat. Diese Resultate zur Separierbarkeit gelten nicht nur fiir fast
lineare bzw. quadratische Funktionen.



Kapitel 5

Komplexititstheoretische Aspekte

5.1 NP-Vollstindigkeit

Obschon die bis heute bekannten Resultate {iber die Effizienz evolutionérer Algorithmen bei
weitem nicht befriedigend erscheinen, ist die Komplexitéit der zugrunde liegenden Aufgabe
vieler evolutionérer Algorithmen, namlich der Optimierung pseudoboolescher Funktionen
f:4{0,1}" — R, seit lingerem bekannt. Mit Bezug auf genetische Algorithmen zeigen Be-
lew und Hart in [BH91], dass die Optimierung einer beliebigen pseudobooleschen Funktion
ein NP-hartes Problem ist und dass dariiber hinaus vermutlich keine effizienten Approxima-
tionsalgorithmen fiir dieses Problem existieren. Intuitiv werden uns beide Aussagen klar,
wenn wir eine ,,Nadel-im-Heuhaufen-Funktion wie NEEDLE,, (21, ...,2,) = m ][, @
mit m € IN betrachten. Ein Black-Box-Optimierungsverfahren erhélt bei einer Auswertung
der Funktion auf einem zufélligen Bitstring mit einer Wahrscheinlichkeit von 1 —27" weder
einen Hinweis auf das Optimum in 1 noch auf den maximalen Funktionswert.

Auch die Komplexitat der Optimierung pseudoboolescher Funktionen mit beschrianktem
Grad ist relativ leicht zu erkennen. Bei quadratischen Funktionenen, d.h. Funktionen mit
einem , kleinen“ Grad 2, weil man, dass das zur Optimierung der Funktion gehérende Ent-
scheidungsproblem NP-vollstédndig bleibt. Wir formalisieren dieses Entscheidungsproblem.

Definition 5.1 (Problem DEG-2-OPT) Gegeben seien eine in polynomieller Zeit auszu-
wertende quadratische Fitnessfunktion f: {0,1}"™ — IN und ein k € N. Es ist zu entschei-
den, ob ein x € {0,1}" mit f(x) > k existiert.

Bereits in Lemma 2.4 haben wir gesehen, dass wir bei der Betrachtung des (1+1)-EA
0.B.d. A. annehmen diirfen, dass quadratische Fitnessfunktionen in die ganzen Zahlen
abbilden. Offensichtlich lasst sich der Wertebereich dann auch auf natiirliche Zahlen ein-
schranken, indem man einen geniigend groflen konstanten Term addiert. Damit wird deut-
lich, dass die Klasse der quadratischen Funktionen der Gestalt f : {0,1}" — IN zumindest
fiir den (141)-EA sdmtliche quadratische Funktionen f : {0,1}" — R beinhaltet. Abge-
sehen davon ist es klar, dass das Problem DEG-2-OPT im Sinne der Komplexitéatstheorie
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nicht einfacher werden kann, wenn wir in dessen Definition statt quadratischer Funktionen
f:{0,1}" — IN sogar quadratische Funktionen f : {0,1}" — R erlauben.

Wir wollen die NP-Vollstéandigkeit von DEG-2-OPT nachweisen und benétigen dazu ein
Entscheidungsproblem, das wir auf DEG-2-OPT reduzieren. Als geeignet erweist sich M AX-
2-SAT.

Definition 5.2 (Problem MAX-2-SAT) Gegeben seien m Klauseln c1, . . ., ¢,, mit je ge-
nau 2 Literalen aus n Variablen x.,...,x, und eine Zahl k € IN. Es ist zu entscheiden,
ob es eine Beleqgung (Z1,...,Z,) der Variablen xy,...,x, gibt, die mindestens k Klauseln
gleichzeitig erfillt.

Seit langerem ist die NP-Vollstandigkeit von MAX-2-SAT bekannt [GJ76]. Damit zeigen
wir die NP-Vollstandigkeit von DEG-2-OPT.

Lemma 5.1 DEG-2-OPT ist NP-vollstindig.

Beweis: Es ist DEG-2-OpT € NP: Wir kénnen ein « € {0, 1}" raten. Dann kann f(z) in
polynomieller Zeit berechnet und f(z) > k iiberpriift werden.

Seien die Klauseln cq,...,¢,,, die Variablenmenge x1,...,2, und k € IN eine Eingabe
fiir MAX-2-SAT. Zu einer Klausel ¢;, | € {1,...,m}, definieren wir die ,Projektionen*
m o {e, . emt — {1, .oonfund mo: {er, .. en) — {1,...,n}. Es gilt m(¢) = i fiir
eine Klausel ¢; genau dann, wenn ¢ der Index der Variablen des ersten Literals von ¢ ist;
analog ist my definiert. Auflerdem geben die Indikatorfunktionen s : {c1,...,cn} — {0,1}
und s5 : {c1,...,cm}t — {0,1} an, ob das erste bzw. zweite Literal positiv (Wert 1) oder
negativ (Wert 0) ist. Fiir ¢; = (x; V Z;) haben wir beispielsweise 7 (¢;) = ¢ und ma(¢;) = j
sowie s1(¢;) = 1 und s3(¢;) = 0. Damit definieren fiir Klauseln ¢; die Funktionen

n (Cl) _ Lry(er) falls S1 (Cl> =0 und p2<cl) _ Trg(cr)s falls 82<CZ) = 0.
1= (e, falls s1(c;) =1 1= (e, falls sa(cr) = 1.

Schlieflich konstruieren wir die quadratische (in polynomieller Zeit auszuwertende) pseu-
doboolesche Funktion f in der Gestalt

flay ) =Y (1= pic)pa(e:)
i=1
und setzen den Parameter k£ der Eingabe fiir DEG-2-OPT mit dem Wert von k in der
Eingabe fiir MAX-2-SAT gleich. Das ist offensichtlich in polynomieller Zeit moglich.
Wir miissen nun nachweisen, dass in der Eingabe fiir MAX-2-SAT genau dann mindestens
k Klauseln zugleich erfiillt werden kénnen, wenn ein x € {0, 1}" mit f(z) > k existiert. Wir
zeigen dazu, dass eine Belegung (21, ..., 2,) € {0,1}" genau dann eine Klausel ¢; = (; VI;)
erfiillt, wenn (1 — p1(c)p2(¢;)) den Wert 1 annimmt. Dies folgt mit der de-Morgan’schen

Regel ¢; = [; Al; und den Identititen ab = a Ab und @ = 1 — a fiir a,b € {0,1} dann
unmittelbar aus der Definition von p; und pe. Weil jeder Ausdruck 1 — p;(¢;)p2(¢;) nur den
Wert 0 oder 1 annehmen kann, folgt insgesamt die Behauptung. O
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Beziiglich polynomieller Reduktion sind also alle Probleme aus NP nicht schwieriger als
DEG-2-OpPT. Daher ist es nicht verwunderlich, dass sich viele als NP-vollstéandig bekannte
Probleme auf natiirliche Weise als das Problem der Optimierung einer quadratischen pseu-
dobooleschen Funktion beschreiben lassen. Hammer und Simeone stellen in [HS89] eine
Reihe solcher Reduktionen vor, insbesondere aus dem Bereich von Graphproblemen. Es
ist beispielsweise leicht, das Problem ,Independent Set“ als Maximierungsproblem einer
quadratischen Funktion umzuformulieren. Auch muss sich das Problem, eine beliebige pseu-
doboolesche Funktion zu maximieren, auf den quadratischen Fall reduzieren lassen.® Uber
die rein pragmatische Einfithrung quadratischer Funktionen in Abschnitt 2.2 hinaus — wir
haben die quadratischen Funktionen als ,néchste Klasse nach den linearen vorgestellt —
gewinnen wir in diesem Licht ein wichtiges Argument fiir die Relevanz der Betrachtung
quadratischer Funktionen.

In Abschnitt 3.3 haben wir gesehen, dass der (141)-EA die Quadrate beliebiger linearer
Funktionen mit einer durch eine Konstante nach unten beschrinkten Wahrscheinlichkeit
in polynomieller Laufzeit optimiert. Nach dem obigen NP-Vollstédndigkeitsbeweis kénnen
wir dies nicht bei allen quadratischen Funktionen annehmen. Um dies zu erldautern, fragen
wir uns, was folgen wiirde, wenn der (141)-EA unabhéngig von der zu optimierenden
quadratischen Funktion f immer mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens ¢, ¢ konstant,
in t(n) Schritten, t ist polynomiell in n, ein Optimum finde. Mit Multistartstrategien,
ndmlich konstant vielen Instanzen des (141)-EA, liefle sich die Wahrscheinlichkeit, dass
mindestens eine Instanz f in polynomieller Zeit optimierte, iiber 1/2 bringen. Fiir das
Entscheidungsproblem DEG-2-OpT konnte daraus ein BPP-Algorithmus (vgl. [Weg93])
konstruiert werden, der mit einer Wahrscheinlichkeit von tiber 1/2 in polynomieller Zeit die
richtige Antwort ausgédbe und sonst abbrache und eine beliebige Antwort gdbe. Wir héitten
also einen BPP-Algorithmus fiir ein NP-vollstandiges Problem. Dies wére ein Widerspruch
zu der i. A. fir wahr gehaltenen Hypothese, dass NP ¢ BPP gilt (vgl. [Weg97]). Die
vorigen Gedanken gelten natiirlich auch dann noch, wenn ¢ nicht konstant ist, sondern
durch Q(n=*), k konstant, nach unten beschriinkt ist.

Wir bauen also auf der Vermutung auf, dass eine ,,besonders schwierige* quadratische
Funktion existieren muss. ,Besonders schwierig® bedeutet dann, dass der (1+1)-EA mit
einer Wahrscheinlichkeit 1—e¢, € = o(n~*) fiir alle konstanten k, superpolynomielle Laufzeit
bendtigt. Es besteht Hoffnung, solche Eigenschaften bei einer quadratischen Funktion nach-
weisen zu konnen, da der (14+1)-EA gut zu analysieren ist und eine besonders schwierige
Funktion vom Grad 3 bekannt ist (siehe [DJW99al).

In den néichsten beiden Abschnitten stellen wir zunéchst zwei Funktionen vor, die eventuell
besonders schwierig sind. Dies kénnen wir zurzeit aber nicht beweisen. In Abschnitt 5.4
untersuchen wir eine dritte Funktion; bei ihr gelingt der Nachweis, besonders schwierig zu
sein. Dabei stellt sich heraus, dass die oben erwahnte Wahrscheinlichkeit € sogar exponen-
tiell klein sein kann.

IDies werden wir in Abschnitt 5.4 ausnutzen.
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5.2 Einige Gedanken zu ,,Chain®

In Bemerkung 4.6 haben wir darauf hingewiesen, dass die Funktion CHAIN zwar eine er-
wartete exponentielle Laufzeit des (1+1)-EA hervorruft, es aber nicht offensichtlich ist,
ob diese mit einer hohen Wahrscheinlichkeit eintritt. Wir stellen im Folgenden einige Un-
tersuchungen an, die die Vermutung erhérten, dass die Wahrscheinlichkeit exponentieller
Laufzeiten auf CHAIN gering ist. Dabei fithren wir zur Vereinfachung zwei Begriffe ein.

Definition 5.3 Seix € {0,1}" ein Bitstring. Der Bitstring x enthdlt eine Kette der Linge
[, 2<1<mn, wenn ein Index k € {1,...,n—1+1} existiert, sodass¥Vi € {k,...,k+1—1}:
ri=1lundk#1 = x,_1 =0 sowie k #n = x5 = 0 zutrifft.

Natiirlich ist fiir ein gegebenes x € {0,1}" die Anzahl der Ketten in x eindeutig bestimmt.

Definition 5.4 Sei x € {0,1}" ein Bitstring. Bit i, i € {1,...,n}, heifit isoliert, wenn
ri=1lundi#1 = x;1 =0 sowiei #n = x;11 =0 zutrifft.

Damit konnen wir eine interessante Aussage iiber den Funktionswert von CHAIN festhalten.

Lemma 5.2 Sei x € {0,1}" ein Bitstring. Es sei auflerdem k die Zahl der Ketten in x, [
die Summe der Lingen aller Ketten und i die Zahl isolierter Bits in x. Dann gilt

CHAIN(z) > | — 2nk +i(1 — 2n).

Beweis: Aus der Definition von CHAIN folgt, dass eine Kette der Léange [’ genau [’ lineare
Gewichte und mindestens I’ — 1 quadratische Gewichte aktiviert. Der Beitrag einer solchen
Kette zum Funktionswert ist also /(1 —2n) + (I' = 1)2n = —2n +{". Uber alle Ketten sum-
miert folgt, dass alle Ketten einen Summanden von mindestens [ —2nk zum Funktionswert
beitragen. Die isolierten Bits hingegen tragen i(1 — 2n) zum Funktionswert bei. Da wir bei
dieser Argumentation alle aktivierten negativen Gewichte beriicksichtigen, folgt die untere
Schranke. Wenn z; = 0 oder z,, = 0 gilt, tritt sogar Gleichheit ein, denn wir haben nur
das quadratische Gewicht w,, unberiicksichtigt gelassen. O

Anhand von Lemma 5.2 wollen wir die Beschaffenheit von akzeptierten Mutationen des
(14+1)-EA, die aus einem x € {0,1}" ein 2’ € {0,1}" mit CHAIN(z") > CHAIN(z) erzeu-
gen, analysieren. Zur Vereinfachung unterstellen wir, dass Lemma 5.2 statt einer unteren
Schranke fiir den Funktionswert von CHAIN immer den tatsidchlichen Funktionswert angibt.

Welche Mutationen, die nur ein Bit flippen, kénnen akzeptiert werden? Erstens sind dies
natiirlich Mutationen, die isolierte Bits zu 0 flippen. Zum anderen werden aber auch 1-Bit-
Mutationen akzeptiert, die die Gesamtlangen der Ketten erhohen und damit die Zahl der
Einsen erhohen.

Eine Mutation mehrerer Bits zugleich kann akzeptiert werden, wenn sie mindestens ein
isoliertes Bit flippt. Dabei kann sich die Gesamtldnge aller Ketten oder die Anzahl der
Ketten verringern.
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Aufschlussreich ist die Situation, dass der aktuelle Bitstring x keine isolierten Bits enthélt.
Wir betrachten eine akzeptierte Mutation zu einem z’ € {0,1}" anhand von Lemma 5.2.
Diese kann einerseits die Gesamtléange [ aller Ketten erhohen. Weil andererseits der Funk-
tionswert von CHAIN nicht sinken darf, kann sich [, die Gesamtlange aller Ketten, notwen-
digerweise nur dann verringern, wenn £ sinkt. Dazu muss entweder mindestens eine Kette
in einem Schritt durch Mutation aller Bits der Kette ,,verschwinden“ oder es muss sich die
Anzahl der Ketten verringern, indem zwei Ketten , verschmelzen®, also Nullbits zwischen
Ketten zu 1 flippen.

Isolierte Bits konnen bei einer akzeptierten Mutation nicht allein durch Erhéhung der
Gesamtlange aller Ketten entstehen, weil [ < n ist, ein isoliertes Bit aber 1 — 2n zum
Funktionswert von CHAIN beitriagt. Es ist also zudem eine Verringerung der Gesamtzahl
der Ketten notwendig, d.h. wie zuvor durch ,,Verschwinden® oder ,,Verschmelzen“ von
Ketten.

Die Wahrscheinlichkeit, dass isolierte Bits nach der Initialisierung schnell verschwinden,
scheint recht hoch zu sein, weil dazu 1-Bit-Mutationen ausreichen. Demgegeniiber scheint
die Wahrscheinlichkeit fiir die Entstehung isolierter Bits gering zu sein, weil wéhrend einer
solchen Mutation Ketten verschwinden oder verschmelzen miissen. Wir vermuten, dass der
(1+1)-EA auf CHAIN eine deutliche Tendenz, die Gesamtliange der Ketten zu erhéhen,
besitzt. Deshalb stellen wir die Behauptung auf, dass die Funktion CHAIN mit deutlich
iiber 1/2 liegender Wahrscheinlichkeit in polynomieller Zeit (evtl. O(n?)) optimiert wird.
Weil die Zahl der Einsen im aktuellen Bitstring sinken oder steigen kann, wiirde eine néhere
Analyse vermutlich in einem Modell eines Markoffprozesses, der eine Irrfahrt (random walk)
auf dem Zustandsraum vollfiithrt, resultieren. Dies mutet sehr komplex an.

Interessant ist auch die folgende Funktion, die wir mit einer geringfiigigen Modifikation
aus CHAIN erhalten.

Definition 5.5 Die Funktion MISSINGLINK : {0,1}" — R wird definiert durch

n n—1

MISSINGLINK(z) := 3 (1 —2n)a; + > 2nawip.

i=1 i=1

Wir haben also aus CHAIN das Monom 2nx,r; entfernt. Damit hat MISSINGLINK ein
lokales Maximum in 1 mit dem Funktionswert —n; der Hammingabstand zum globalen
Maximum 0 betriigt n. Die Abschétzung fiir den Funktionswert von CHAIN aus Lemma 5.2
wird fiir MISSINGLINK zu einer echten Gleichheit (vgl. Beweis des Lemmas), und die obigen
Uberlegungen beziiglich der Wahrscheinlichkeit, dass der (1+1)-EA zu 1 gelangt, behalten
ihre Giltigkeit.

Die Funktion MisSINGLINK ist ein Kandidat fiir eine besonders schwierige quadratische
Funktion, die nur mit kleiner Wahrscheinlichkeit in polynomieller Zeit optimiert wird. Wir
formulieren es als offenes Problem zu zeigen oder zu widerlegen, dass der (1+1)-EA nur
mit exponentiell kleiner Wahrscheinlichkeit in polynomiell vielen Schritten das Optimum
von MISSINGLINK findet.
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5.3 Einige Gedanken zu ,,MultiDist*

Nachdem wir uns in dieser Arbeit wiederholt mit der Funktion DISTANCE bzw. dem dualen
Pendant ONESQR_,,/241/3 beschiftigt haben, erscheint es natiirlich, darauf aufbauend eine
besonders schwierige quadratische Funktion zu konstruieren zu versuchen.

Definition 5.6 Sein = k? fiir ein k € N. Die Funktion MULTIDIST : {0,1}" — R wird

definiert durch
k—1

& 2
ik+i — 5 T3] -
i=0 \j=1 23

Diese Funktion entsteht durch Addition von k& = /n Funktionen mit paarweise disjunk-
ten Variablenmengen, wobei jede Funktion eine Instanz der Funktion ONESQR, und zwar
ONESQR_j/2+1/3, ist. Wir wissen, dass der (14-1)-EA auf ONESQR_,, /5,1 /3 mit einer Wahr-
scheinlichkeit von 1/2 — € eine exponentielle Laufzeit benotigt (vgl. die Ausfithrungen zu
DISTANCE in [DJW98a|). Daraus leitet sich die Vermutung ab, dass fir MULTIDIST mit
einer Wahrscheinlichkeit von 1 — 27%®*) eine exponentielle Laufzeit erforderlich ist. Wir
geben einen ersten Hinweis darauf.

MuLTIDIST(2) =

(]

Lemma 5.3 Sei 2° € {0,1}" der initialisierte Bitstring des (1+1)-EA. Mit einer Wahr-
scheinlichkeit von mindestens 1 — (3/4)% existiert eini € {0, ...,k — 1}, sodass die Unglei-
chung Zle Ty < k/2— VE/4 gilt.

Beweis: Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Block von unabhéngig gleichverteilt initialisierten
k Bits hochstens k/2 — /k/4 Einsbits enthélt, betréigt mindestens 1/2 — (vVk/4)/VE) =
1/4 (siehe Beweis zu Lemma 3.19). Damit ist die Wahrscheinlichkeit, dass keiner der k
unabhingig initialisierten Blocke der Linge k hochstens k/2 — v/k/4 Einsbits enthélt,
durch (3/4)F nach oben beschrinkt. Durch Ubergang zur Gegenwahrscheinlichkeit folgt
die Behauptung. O

Mit exponentiell nahe an 1 liegender Wahrscheinlichkeit wird also o.B.d. A. der Block
T1,..., 7y so initialisiert, dass er hochstens k/2 — v/k/4 Einsen enthilt (Ereignis I). Wir
betrachten die auf z1, ..., x; definierte Funktion

f(&:l,..., (Zﬂjz—g l) ,

die ein Summand von MULTIDIST ist. Ein bekanntes Resultat fiir DISTANCE besagt, dass
bei Eintreten von I die Wahrscheinlichkeit fiir polynomielle Laufzeiten auf f exponentiell
klein in k ist, vgl. [DJW98a]. Dies begriindet sich daraus, dass der (1+1)-EA mindestens
Vk k/2 Bits gleichzeitig flippen muss, um zum globalen Maximum in 1 gelangen zu konnen.

Auch wenn bei MULTIDIST das Ereignis I mit exponentiell nahe an 1 liegender Wahr-
scheinlichkeit eintritt, konnen wir die Laufzeit mit der Argumentation fiir DISTANCE nicht
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durch 29%) = 22(/?) pach unten beschrinken. Bereits eine Mutation von 2 Bits — namlich
eine Mutation, die eines der Nullbits unter zy,...,z; zu 1 flippt und in einem anderen
Block ein weiteres Bit flippt — kann unter Umsténden akzeptiert werden und damit die
Zahl der Einsen im betrachteten Block erhchen. Auf der anderen Seite wird eine 1-Bit-
Mutation, die im Block x4, ...,z ein Einsbit flippt, bei Eintreten des Ereignisses I immer
akzeptiert.

Wie schon in Abschnitt 5.2 scheint eine ndhere Untersuchung von MULTIDIST in der Ana-
lyse einer Irrfahrt zu miinden. Wir konnten versuchen, eine Zufallsvariable X, die die Zahl
der Einsen im Block x,...,x; angibt, aufzustellen und unter Voraussetzung von I die
Wahrscheinlichkeit, dass X wéhrend polynomiell vielen Schritten auf k steigt (notwendige
Bedingung fiir die Optimierung), abzuschétzen. Dabei scheinen aber unsere Methoden zu
versagen. Eine Anwendung der Chernoffschranke scheidet zunéchst wegen des Werteberei-
ches von X aus; zum anderen liegt keine Zerlegung von X in Zufallsvariablen mit dem
Wertebereich {0, 1} nahe. Da die Varianz von X gewiss nicht exponentiell klein ist, scheint
auch eine Abschétzung mithilfe der Tschebyscheff-Ungleichung nicht zum Erfolg zu fiihren.
Wiederum belassen wir ein offenes Problem. Wéahrend es leicht zu sehen ist, dass die
erwartete Laufzeit des (1+1)-EA auf MULTIDIST exponentiell ist (Beweis analog zu Lem-
ma 4.10), bleibt zu untersuchen, mit welcher Wahrscheinlichkeit exponentielle Laufzeiten
eintreten.

5.4 Die Funktion ,,QTrap*

Rosenberg gibt in [Ros75] eine Reduktion an, die das Problem, eine beliebige pseudoboo-
lesche Funktion (ohne Restriktionen) zu maximieren, in das Problem, eine quadratische
pseudoboolesche Funktion zu maximieren, transformiert. Um diese Arbeit abgeschlossen
zu gestalten, geben wir in den folgenden Definitionen und Lemmata zunéchst Rosenbergs
Konstruktion wieder.

Definition 5.7 (Polynomdarstellung) Sei f : {0,1}" — R gegeben. Die Polynomdar-
stellung von f wird durch diejenige (eindeutige) Wahl der Menge I C B({1,...,n}), einer
Menge von Teilmengen von {1,...,n}, und der Menge c¢(A), A € I, einer Menge von
Koeffizienten mit c;(A) € R\ {0} fir alle A € I, induziert, die die Identitdt

flz,. ... x,) = ZCf(A)Hxi

Ael i€A
(dabei ist [[;cp i == 1) fiir alle v € {0,1}™ erfillt.

Definition 5.8 (Rosenbergs Methode) Es sei f(x) = >, ., cf(A)[[,ca i die Poly-
nomdarstellung einer Funktion f : {0,1}" — R. Weiter sei f* = Z{A€I|cf(A)>0} cr(A)
die Summe aller positiven Koeffizienten von f und q € R eine Zahl mit der Eigenschaft
q < max{f(z)|x € {0,1}"}. Es sei ein F' € R, das F < q — f* erfillt, gewdhlt. Durch
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Wahl eines Paares (i,j), 1 <i < j <n, konstruiert man aus einer Menge A C {1,...,n}
die Menge A’ C{1,...,n+ 1} gemdfs

g VAN U n 1), falls {3} € A,
4 sonst.

Damit definiert man die Menge I' := {A'|A € I} durch Anwendung dieser Konstruktion
auf alle A € I und setzt fir alle A" € I' den Koeffizienten cp(A") mit dem urspringlichen
Koeffizienten c;(A) gleich. Schliefilich entsteht die Funktion f':{0,1}"™ — R aus f als

[z, 1) = Frxy + (3 — 22 — 2x5)@py1) + Z cp(A) H ;.
Aer ieA!

Mit anderen Worten entsteht f' aus f durch Ersetzung des Produktes z;x; durch z,1 in
allen Monomen und anschlieBender Addition eines Strafterms F'(x;x;+ (3 —2x; — 22 )Tp41)
zu dem auf diese Weise gewonnenen Polynom. Den Sinn dieser Konstruktion entnehmen
wir dem folgenden Lemma.

Lemma 5.4 Sei f':{0,1}"™ — R aus f : {0,1}" — R durch Anwendung von Rosenbergs
Methode entstanden. Es bezeichnen My und My die Menge aller fir f bzw. f' optimalen
Bitstrings. Dann gelten die drei folgenden Aussagen:

1 f(z1,... &0, zxj) = f(z1,...,2,)
2. max{f'(z)|z € {0,1}"} = max{f(x)|x € {0,1}"}

3. (x1,.. ., Tpg1) € My & (21,...,2,) € My und xp,41 = 7,

Beweis: Wir nutzen die Abkiirzung h(z,y,z) = xzy + (3 — 2z — 2y)z, z,y,z € {0,1}.
Durch Uberpriifung aller 2° Belegungen fiir z, y, z sehen wir, dass h(z,y,z) = 0 ist, wenn
z = xy gilt, dass h(0,0,1) = 3 ist und dass sonst h(x,y, z) = 1 gilt. Fiir 2z # xy heifit dies
h(z,y,z) > 1. Die erste Aussage des Lemmas folgt aus der Konstruktion von f’ geméafl

[y, .. xn, ximy) = Fh(x, xy, xx) + Z cr(A) H T

Aler €A
= ZCf(A)HI’Z = f(xla"'axn>a
Ael i€A
denn h(z;,z;,z,x;) = 0. Insbesondere nimmt f’ im Falle x,1, = x;z; keinen groBeren

Wert als den maximalen Wert von f an. Andererseits nimmt f’ auf Bitstrings, deren erste
n Komponenten einen optimalen Bitstring fiir f darstellen, dann auch diesen maximalen
Wert an. Wenn wir nachweisen, dass f’ im Falle x,, 11 # x;2; nur Werte, die geringer als der
maximale Funktionswert von f sind, annehmen kann, folgt zunéchst die zweite Aussage
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und damit unmittelbar die dritte Aussage. Also sei (zy,...,z,) € {0,1}" beliebig und
Tpy1 # x;x;. Dies impliziert zunéchst h(x;, z;, ,41) > 1 und dann wegen F' < 0

fl@n . ang) = Fh(anz, o) + Y ep(A) ] 2
Alel’ i€ A’
< F+ f* <q<max{f(x)z € {0,1}"}.
O

Weil es (Z) Variablenpaare (z;,z;), 1 <i < j < n, gibt, geniigen offensichtlich hochstens

(72‘) iterierte Anwendungen von Rosenbergs Methode, um eine beliebige pseudoboolesche
Funktion in eine quadratische Funktion zu transformieren. Wir erhalten dann unmittelbar

den folgenden Satz.

Satz 5.5 Sei f : {0,1}" — R eine beliebige pseudoboolesche Funktion. Dann existieren
einl € N mit 0 < | < (3) und eine Funktion f : {0,1}"*" — R mit einem Grad von
hiochstens 2, sodass gilt:

1. Ist (x1,...,204) € {0, 1} fiir f optimal, so ist (xq,...,x,) fir f optimal.
2. Die optimalen Funktionswerte von f und f' stimmen tiberein.

3. Ist (z1,...,x,) € {0,1}" fir f optimal, gibt es eindeutig bestimmte X, 1, ..., Tpy €
{0,1}, sodass (z1,...,xns1) € {0, 1} fir f' optimal ist.

Rosenberg reduziert mit seiner Transformation das Entscheidungsproblem zur Maximie-
rung beliebiger pseudoboolescher Funktionen (dies ist abgesehen von der Gradbeschrén-
kung wie DEG-2-OPT zu formalisieren) auf das Problem DEG-2-OpT. Am Rande sei noch
erwahnt, dass die Reduktion gewisse Wahlfreiheiten bei der Elimination von Variablen
lasst, denn in Definition 5.8 ist (4, j) praktisch beliebig. Damit kénnen aus einer festen Funk-
tion f verschiedene quadratische Funktionen f’ entstehen, und die Zahl der einzufithrenden
Hilfsvariablen [ kann ebenfalls variieren. Dies spielt fiir uns aber keine weitere Rolle.
Bevor wir Rosenbergs Reduktion nutzen, nehmen wir daran eine kleine Modifikation vor.
Als etwas storend erweisen sich bei einer iterierten Anwendung seiner Methode die neu
entstehenden Monome —2Fz;x,11 und —2Fz;x,,1, die wir durch Ausmultiplizieren von
F(x;x;+(3—2x;—2x;)x,41) erhalten. Da F' negativ ist, haben die neuen Monome positive
Koeffizienten, die den Wert von f* und damit auch von F' bei einer weiteren Anwendung der
Methode beeinflussen konnen. Wir wollen zeigen, dass eine erneute Festlegung von F' bei
iterierter Anwendung der Methode nicht wirklich n6tig ist. Dazu miissen wir fordern, dass
Rosenbergs Methode sinnvoll angewandt wird und Variablenpaare (z;,x,.1), die bereits
in einem Strafterm enthalten sind und wie oben ein Monom —2Fx;x,.1 erzeugen, nicht
erneut durch eine Hilfsvariable ersetzt werden. Dies ist verniinftig, da das Produkt z;x, 1
aufgrund von Rosenbergs Methode nur in (ausmultiplizierten) Straftermen, nicht aber in
den modifizierten Monomen der urspriinglichen Funktion auftreten kann. Im folgenden
Lemma verstehen wir unter einer sinnwvollen Anwendung der Methode den Verzicht auf
derartige Wahlen von zu ersetzenden Variablenpaaren.
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Lemma 5.6 Sei f : {0,1}" — R eine beliebige pseudoboolesche Funktion und habe der
Parameter F einen giiltigen Wert fir die Anwendung von Rosenbergs Methode (Def. 5.8)
auf f. Lemma 5.4 und Satz 5.5 behalten ihre Giiltigkeit, wenn f' : {0,1}"" — R durch
l-fache sinnvolle Anwendung der Methode konstruiert wird und bei allen Anwendungen der
Wert von F' unverdndert bleibt.

Beweis: Der Fall [ = 1 ist trivial. Fiir den Induktionsschluss von | — 1 auf [ betrachten
wir die durch [ — 1 Anwendungen von Rosenbergs Methode entstandene Funktion f; 1 und
die dann in der [-ten Anwendung konstruierte Funktion f;. Wir zeigen, dass der bei der
ersten Anwendung gewéihlte Wert von ¢ dann auch ¢ < max{f;(z)|z € {0,1}"'} erfiillt,
dass max{f,_1(z)|z € {0,1}""1} = max{fi(z)|z € {0,1}"*'} gilt und dass Lemma 5.4
bei der [-ten Anwendung der Methode insgesamt giiltig bleibt.

Fiir f;_; gilt Lemma 5.4 nach Induktionsvoraussetzung; insbesondere stimmt der maximale
Funktionswert von f;_; mit dem von f iiberein, und ¢ erfiillt die Voraussetzungen der
Methode. Beim Beweis des Lemmas folgt sofort, dass die erste Aussage unabhéngig von F'
giiltig bleibt. Insbesondere kann f; den maximalen Funktionswert von f;_; annehmen.
Der Wert von F'ist nur fiir die zweite und dritte Aussage des Lemmas relevant. Sogar ohne
Induktion sehen wir, dass f;_; niemals grofer als f*, die Summe der positiven Koeffizienten
von f, werden kann, da die [—1 bereits entstandenen Strafterme niemals positive Werte an-
nehmen kénnen. Auch die Ersetzung eines Variablenpaares (z;,x;), 1 <i<j<n+1[—1,
durch die Hilfsvariable z,; bewahrt die obere Schranke, da in Straftermen keine Erset-
zungen vorgenommen werden.

Im [-ten Schritt wird der Strafterm Fh(z;,z;,2,+1) addiert. Damit gilt wieder im Falle
Tn # v;x; die Ungleichung f;(z) < F+ f* < q. Weil ¢ geringer als der optimale Funktions-
wert von f;_1 ist, nimmt f; dann also keinen optimalen Funktionswert an. Somit ist die zwei-
te und dritte Aussage des Lemmas auch fiir f; bewiesen, und ¢ < max{f;(x)|x € {0,1}"*}
folgt aus max{ f;(z)|z € {0, 1}"*} = max{f(x)|z € {0,1}"}. 0

Beispiel 5.1 Um zu zeigen, dass Lemma 5.6 nicht mehr gilt, wenn in Rosenbergs Methode
Variablenpaare ,sinnlos“ ersetzt werden, nehmen wir uns die Funktion f(zq,x9,23) =
T1Z923 vor. Hier ist f* = 1 und max{f(z)|x € {0,1}*} = 1. Wir wihlen ¢ = 0 und F = —2.
Durch Anwendung von Rosenbergs Methode auf das Variablenpaar (z1,z5) erhalten wir

(1, ... my) = 2324 — 2(x129 + (3 — 221 — 229)24)

= X3T4 — 2ZE1I2 — 6[L’4 + 4ZE1I4 + 41’21’4.

Eine weitere Anwendung der Methode, diesmal auf sinnlose Weise mit dem Variablenpaar
(29, 24), liefert

f”(ZEh Ce ,J]5) = X3T4 — 2I1$2 — 6I4 + 4$1$4 + 4[L’5 — 2(1‘2[[’4 + (3 — 21’2 — 2[L’4)JI5>.

Dann ist f”(0,1,0,0,1) =4 —2(0+ (3—2)-1) = 2, d. h. der maximale Funktionswert von
f" ist grofer als der von f. Lemma 5.6 gilt bei sinnlosen Anwendungen der Methode also
nicht mehr.
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Nun wollen wir Rosenbergs Methode endlich einsetzen. Sie erméglicht es namlich, beliebige
pseudoboolesche Funktionen, die fiir den (1+1)-EA als besonders schwierig bekannt sind,
in quadratische Funktionen umzuwandeln. Fiir eine solche Transformation wéhlen wir die
Funktion TRAP.

Definition 5.9 Die Funktion TRAP, : {0,1}" — R wird definiert durch

n n

TRAP,(x) = Z(—xl) +(n+1) H:z:z

i=1 i=1

Es ist in den folgenden Ausfiithrungen zuweilen erforderlich, die Lénge der Bitstrings anzu-
geben, fiir die TRAP,, definiert ist. Geht dies aus dem Zusammenhang hervor, lassen wir
den Index n meist weg.

Definition 5.9 weicht von der Definition von TRAP aus [DJW98a] ab, denn das globale Ma-
ximum ,,unserer” TRAP-Funktion liegt in 1, wobei TRAP(I) = 1. Damit wollen wir Konfor-
mitéit mit unserer Konvention, das globale Optimum in I zu legen, herstellen und Verwir-
rungen vermeiden. Nichtsdestoweniger gelten die von Droste, Jansen und Wegener vorge-
stellten Resultate auch fiir die TRAP-Funktion aus Definition 5.9, da nur eine Komplement-
bildung vorgenommen und der Wertebereich von {1,...,n+1} auf {-n+1,-n+2,...,1}
gedndert wurde.

Nun wenden wir Rosenbergs Reduktion auf die Funktion TRAP,,, m := n/2 + 1, an.
Indem wir den dazu benétigten Parameter F' in Einklang mit der Reduktion wihlen als
F := —(m+ 1), bilden wir die Funktion QTRAP (,quadratic trap®).

Definition 5.10 Sein € N gerade und m :=n/2+1. Die Funktion QTRAP : {0,1}" — R
wird definiert durch

QTRAP(z) = Z(—xi) + (m+ 1)z,

~
[y

3
N

_I_

(—(m 4+ ) (Xm—iTmrio1 + (3 = 2% — 2T mpi1)Tmri))-
1

(2

Es stellt keine echte Einschrinkung dar, dass diese Definition nur fiir gerade n gilt. Wir
weisen noch darauf hin, dass die Definition wegen m + (m — 2) = n sinnvoll ist, d. h. dass
QTRAP von genau n Variablen abhéngt.

Nun machen wir uns den Zusammenhang zu Rosenbergs Reduktion klar.

Lemma 5.7 Die Funktion QTRAP : {0,1}" — R entsteht durch sukzessive Anwendung
von Rosenbergs Methode (Def. 5.8) aus der Funktion TRAP,,, wobei m :=n/2 + 1.

Beweis: Geméifl den Notationen in Definition 5.8 ist f* = m + 1. Wegen des optimalen
Funktionswertes TRAP,,(1) = 1 wéhlen wir ¢ := 0. Der Wert F' := —(m + 1) erfiillt die
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Voraussetzung F' < ¢ — f*. Auf die Funktion TRAP,,(z) = > " —a; + (m + 1) [[2, @
wenden wir sukzessive Rosenbergs Methode an, indem wir den Grad des positiven Monoms
durch Elimination der Variablen mit dem grofiten und zweitgroten Index und anschlie-
Bender Ergianzung einer Hilfsvariablen um eins verringern. Die erste Elimination fiithrt zu

der Funktion

Z(—xl) +(m+1) (H xz> Tmt1 — (M + D) (@m-1Tm + (3 — 2Tpm—1 — 220, Tiy1)-

=1 i=1

Laut Lemma 5.6 diirfen wir Rosenbergs Methode mit F' := —(m+ 1) iterieren. Weil m — 2
Schritte ausreichen, um den Grad des positiven Monoms auf 2 zu verringern, folgt dann
induktiv die Gestalt aus Definition 5.10. O

Mit Satz 5.5 erhalten wir dann, dass der optimale Funktionswert von QTRAP wie bei
TRAP,, zum einen 1 betrigt und dass zum anderen nur der n-stellige Einsvektor 1 die-
sen Funktionswert liefert. Im folgenden Lemma zeigen wir, dass die Funktion QTRAP zu
TRAP,, noch weitere Ahnlichkeiten aufweist.

Lemma 5.8 Gegeben sei ein beliebiges x € {0,1}". Gilt fir i := Z;”Zl xj, dass i < m,
existiert ein k € {0,...,3(m — 2)}, sodass gilt: QTRAP(x) = —i — k(m + 1).

Beweis: Lemma 5.4 sagt aus, dass die Ausdriicke x,, ;& i1+ (3—2Tpm_i — 2@ 1i1) T
lediglich Werte aus {0, 1,3} annehmen kénnen. Nach einer Multiplikation mit —(m+1) folgt
fiir die Strafterme in QTRAP, dass sie nur die Werte 0, —(m+1) oder —3(m+1) annehmen.
Weil das Monom (m + 1)zy2,, den Koeffizienten m + 1 besitzt, die linearen Monome —1 als
Koeffizienten haben und es m—2 Strafterme gibt, folgt zunéchst QTRAP(x) = —i—k(m+1)
fir ein k € {—1,...,3(m —2)}. Zu zeigen bleibt & > 0. Da (xy,...,x,,) fiir TRAP,, wegen
1 < m nicht optimal ist, folgt aus Satz 5.5 die Eigenschaft, dass x auch fiir Q TRAP nicht
optimal sein kann. Wir erhalten somit die Ungleichung QTRrRAP(z) < 1. Dies schliefit
negative Werte von k aus, denn ¢ < m + 1. a

Damit haben wir bereits alle Aussagen zusammen, um zu beweisen, dass die quadratische
Funktion QTRAP fiir den (141)-EA besonders schwierig ist.

Satz 5.9 Der (1+1)-EA bendtigt zur Optimierung der Funktion QTRAP mit einer Wahr-
scheinlichkeit von mindestens 1 — 27" mindestens 24 1°8") Schritte.

Beweis: Wir unterteilen Bitstrings € {0,1}" in diesem Beweis mithilfe von m :=n/2+1
in einen ,vorderen“ Block (x1, ..., x,,) und einen ,hinteren* Block (z,,11,...,%,), d.h. den
Block der Variablen der urspriinglichen TRAP-Funktion (vgl. Lemma 5.7) und den Block
der zusétzlichen, durch die Reduktion entstandenen Variablen. Wir werden zeigen, dass sich
die Zahl der Einsen im vorderen Block nach der Initialisierung mit hoher Wahrscheinlichkeit
nicht auf m erhoht, bevor ein Zustand erreicht ist, in dem sich die Zahl der Einsen nicht
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mehr erhéhen kann, es sei denn, dass mindestens alle verbleibenden Nullbits im vorderen
Block gleichzeitig zu 1 flippen.

Wir treffen unter Anwendung der Chernoffschranke zwei Annahmen iiber den initialisierten
Bitstring z°. Fiir den vorderen Block nutzen wir die Zufallsvariablen X, i € {1,...,m},
mit X; := 1 — 2. Dies sind natiirlich unabhéngige Zufallsvariablen mit dem Wertebereich
{0,1}, sodass auf X := X; + -+ + X, mit E[X] = > Prob(X; = 1) = m/2 die
Chernoffschranke angewendet werden darf. Es ist

Prob(X < 0,4m) = Prob(X < (1 — 0,05)E[X]) < e~ @®(*/24D/4 (Lemma A.2),

d. h. mit exponentiell nahe an 1 liegender Wahrscheinlichkeit enthélt der initialisierte Bit-
string mindestens 0,4m Nullen im vorderen Block.

Fiir den hinteren Block ziehen wir weitere m — 2 0-1-Zufallsvariablen Y;, i € {1,...,m—2},
heran. Es ist Y; = 1, falls z; , = x;, x5 ., gilt, und 0 sonst. Fiir Aussagen iiber die-

se Zufallsvariablen wenden wir das Prinzip der verzégerten Entscheidungen (vgl. [MR95,
Abschnitt 3.5]) an. Dies heift, dass wir fiir i € {2,...,n} davon ausgehen, dass die Bits
x{,...,z;_; des initialisierten Bitstrings bereits einen festen Wert haben, wenn z; , aus-
gewiirfelt“ wird, d.h. mit Wahrscheinlichkeit 1/2 mit 1 belegt wird. Diese Annahme ist
zuldssig, da verschiedene Bits von z® unabhéngig initialisiert werden. So gesehen nimmt
x;, . mit Wahrscheinlichkeit 1/2 den festen Wert x5, 2% ., an, d.h. Prob(Y; = 1) = 1/2.

Die Zufallsvariable Y; héngt also nur von der Position z;, ,, ab. Folglich sind auch alle Y;

unabhéngig voneinander. Wir wenden auf Y := Y] +---+Y,,_ o mit E[Y] = (m —2)/2 wie
oben die Chernoffschranke an und erhalten

Prob(X < 0,4(m — 2)) < e~ (0.05)°(m=2)/4 e_(0’05)2(”/2_1)/4,

d. h. mit exponentiell nahe an 1 liegender Wahrscheinlichkeit nehmen mindestens 0,4(m—2)
Zufallsvariablen Y; den Wert 1 an. Das Ereignis Y; = 1 ist gleichbedeutend damit, dass der
zu Y; gehorende Strafterm

h'(xmfia Tm+ti—1, xm+i) = _(m + 1)<xm7ixm+i71 + (3 - 2xm7i - 2xm+i71)xm+i)

den Wert 0 annimmt (siche dazu Lemma 5.4). Mit exponentiell nahe an 1 liegender Wahr-
scheinlichkeit nehmen also mindestens 0,4(m — 2) Strafterme den Wert 0 an.

Nun setzen wir die beiden Annahmen zusammen. Da X und Y unabhéngig voneinander
sind, tritt das Ereignis I :=,X > 0,4m und Y > 0,4(m — 2)* mit einer Wahrscheinlichkeit
von mindestens

(1— e—(0,05)2(n/2+1)/4>(1 _ 67(0,05)2(11/271)/4) >1— e—(0,05)%(n/2+41)/4 _ 67(0,05)2(n/271)/4’
also ebenfalls mit exponentiell nahe an 1 liegender Wahrscheinlichkeit, ein. Wir setzen im

Folgenden voraus, dass I eingetreten ist. Wir setzen o* := x{ +--- + 27 ; es gilt dann o* <
0,6m. Nehmen wir auflerdem pessimistisch an, dass 0,6(m — 2) (o.B.d. A. eine natiirliche
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Zahl) Strafterme ihren betragsméfig maximal moglichen Wert —3(m + 1) annehmen, folgt
mit Lemma 5.8, dass fiir den Funktionswert nach der Initialisierung die untere Schranke

f(z®) > —0" = 1,8(m —2)(m+ 1)

gilt.

Bei der Betrachtung der Optimierung der Funktion QTRAP fithren wir fiir suboptimale
Bitstrings die Variablenpaare (0, k), 0 € {0,...,m} und k € {0,...,1,8(m—2)}, mit. (Diese
héngen eigentlich vom Zeitpunkt ¢ € IN ab, d.h. der Zahl der Schritte, die der (1+1)-EA
bereits gemacht hat; wir lassen den Index t der Ubersichtlichkeit halber aber fort.) Die
Variablen zeigen an, dass der Funktionswert des aktuellen, noch nicht optimalen Bitstrings
—0—k(m+1) (vgl. Lemma 5.8) betragt. Im Laufe der Optimierung kann & aufgrund des
Akzeptanzverhaltens des (1+1)-EA und wegen der Ungleichung o < m + 1 niemals grofer
werden. Wir iiberlegen uns, welche Ereignisse notwendig sind, damit sich o erh6hen kann. In
Phasen des (1+1)-EA, wihrend deren sich k nicht &ndert, kann dies offensichtlich nicht der
Fall sein. Solange das Optimum von QTRAP nicht erreicht ist, kann hochstens 1,8(m — 2)
Mal eine akzeptierte Mutation stattfinden, die den Wert von k verringert. Infolge einer
solchen Mutation kann o steigen, eventuell um jeden beliebigen Wert aus {1,...,m — o}.
Ist k hingegen auf null gesunken, miissen mindestens alle verbleibenden m — o Nullbits im
vorderen Block gleichzeitig zu 1 flippen, um das Optimum von QTRAP zu erreichen.

Wir nehmen pessimistisch an, dass ¢ := 1,8(m — 2) Mutationen, die den Wert von k
verringern, stattfinden. Um nachzuweisen, dass es hochst unwahrscheinlich ist, dass die-
se t Mutationen ,nebenbei“ zu einem optimalen Bitstring fithren, zeigen wir, dass mit
exponentiell nahe an 1 liegender Wahrscheinlichkeit wiahrend dieser ¢ Mutationen ein An-
teil von 1/20 der urspriinglichen mit 0 belegten Bits im vorderen Block nicht mutiert
werden. Dazu setzen wir z als Zahl der Nullbits im vorderen Block von z® — dann gilt
z =m — 0" — und nummerieren diese Nullbits mit der streng monoton wachsenden Abbil-
dung ¢ : {1,...,2} = {1,...,m}, sodass Vi € {1,...,z}: Ty = 0 gilt. Auflerdem ziehen
wir ¢t - z Zufallsvariablen Z;;, i € {1,...,2}, j € {1,...,t}, heran. Die Zufallsvariable Z;;
nimmt den Wert 1 an, wenn das Bit ¢(i) bei der j-ten Mutation geflippt wird. Weil in ver-
schiedenen Schritten vorgenommene Mutationen des (1+1)-EA unabhéngig voneinander
sind und verschiedene Positionen unabhéngig voneinander mutiert werden, sind auch alle
Zufallsvariablen Z;; unabhéngig. Damit kénnen wir ein drittes Mal die Chernoffschranke
anwenden. Wegen Prob(Z;; = 1) = 1/n folgt mit Z := %, 22:1 Zijund 6 :=19/18 — 1
(vgl. Lemma A.1)

tz

19tz e’ " ez

und daraus wegen t := 1,8(m —2) = Q(n) und z > 0,4m = Q(n)

Prob (Z > 1918(m = 2)z

< 0,9985%™)
18 2(m—1) ) ’
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und damit Prob(Z > 222) = 27" Dies bedeutet, dass mit Wahrscheinlichkeit 1 — 27"
wihrend ¢ Mutationen mindestens (1/20)z Nullen nicht geflippt werden.

Insgesamt erzeugt der (1+1)-EA also wihrend der Optimierung von QTRAP mit expo-
nentiell nahe an 1 liegender Wahrscheinlichkeit nur suboptimale Bitstrings mit hochstens
0* + (19/20)z Einsen im vorderen Block. Solange kein Optimum erreicht ist, miissen dann
mindestens m — 0* — (19/20)z = z — (19/20)z = (1/20)z Nullen im vorderen Block gleich-
zeitig zu 1 flippen, um einen optimalen Bitstring zu erreichen. Wegen 2z > 0,4m sind dies
mindestens (1/20)(0,4m) = (1/50)(n/2+ 1) > n/100 = Q(n) Nullen.

Wir wissen (vgl. Lemma A.8), dass die Wahrscheinlichkeit, mindestens n/100 Bits gleich-
zeitig zu flippen, durch 1/((n/100)!) nach oben beschrinkt ist. Die erwartete Zeit bis
zu einer solchen Mutation betrdgt also unter Zuhilfenahme der Stirlingformel mindes-
tens (n/100)! = 2%rlen)=0Mm) — 28(rlogn) Indem wir auf (n/100)! Schritte ein letztes
Mal die Chernoffschranke anwenden, sehen wir, dass die Wahrscheinlichkeit, in héchstens
((n/100)!)/2 Schritten mindestens eine solche Mutation auszufiithren, exponentiell klein ist.
Dies beschlie3t den Beweis. g

Anders als bei Quadraten linearer Funktionen sind Multistartstrategien zur Optimierung
von QTRAP also kein Ausweg. Selbst bei polynomiell vielen parallelen Instanzen des (1+41)-
EA ist die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens eine Instanz in polynomieller Zeit einen
optimalen Bitstring findet, noch exponentiell klein.

5.5 Zusammenfassung

Wir haben gesehen, dass die Optimierung quadratischer Funktionen ein NP-hartes Problem
ist. Das iiberzeugt uns von der Existenz ,, besonders schwieriger® quadratischer Funktionen,
die ein randomisierter Algorithmus wie der (141)-EA mit sehr hoher Wahrscheinlichkeit
nicht in polynomieller Zeit optimieren kann.

Im zweiten und dritten Abschnitt haben wir zwei Kandidaten fiir besonders schwierige
Funktionen vorgestellt. Es bleibt aber ein offenes Problem, deren Schwierigkeit nachzuwei-
sen oder zu widerlegen.

Die im vierten Abschnitt vorgestellte Funktion QTRAP ist beweisbar besonders schwierig.
Zum einen unterstiitzt dieser Beweis natiirlich die gdngigen Annahmen der Komplexitéts-
theorie. Zum anderen widerlegt er die intuitiv nahe liegende Hypothese, dass Funktionen
,kleinen“ Grades einfach zu optimieren seien.
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Anhang A

Haufig verwendete Symbole und
Abschitzungen

A.1 Wichtige und eventuell nicht allgemein gebriuch-
liche Symbole

N natiirliche Zahlen: {1,2,...}
Ny Nu{0}

YA ganze Zahlen

7, ganze Zahlen modulo p

Q rationale Zahlen

R reelle Zahlen

R nicht negative reelle Zahlen
R~- nicht positive reelle Zahlen
R

R

+

>0 positive reelle Zahlen
negative reelle Zahlen

<0

[a, b] abgeschlossenes Intervall (a,b € R)

la, b offenes Intervall (a,b € R)

0 Nullvektor

I Einsvektor

C Teilmenge

C echte Teilmenge

H#M Kardinalitat der Menge M

|a| Betrag von a € R

E[X] Erwartungswert der Zufallsvariablen X
E[X|E] bedingter Erwartungswert von X unter Ereignis £
Prob Wabhrscheinlichkeitsmaf}

Prob(FE4|Es) | bedingte Wahrscheinlichkeit von E; unter Fj
H(n) Harmonische Reihe bis zum Glied 1/n
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In | natiirlicher Logarithmus

log | Logarithmus zur Basis 2

Bitstring nach der Initialisierung

z | Komplement von z € {0, 1}"

=, | Relation ,quadratische Verkniipfung"

[i] | Aquivalenzklasse von ¢ € IN beziiglich =;

Tabelle A.1: Hiufig verwendete Symbole

A.2 Gebrauchliche Abschitzungen und Identitéiten

In der folgenden Auflistung finden sich héufig genutzte Abschitzungen und Identitéiten
sowie wahrscheinlichkeitstheoretische Lemmata. Sie sind in Anlehnung an den Anhang von
,Randomized Algorithms“ [MR95] dargestellt.

1 1
1. n! =V2re ™ "2 (14 — 40— (Stirlingformel)
12n n?

n n
. = U >k >
2 k;) (n_k)furn_k_o

3. Z < (1?) e k<K firneN kkel{0,... n/2}
k
S%furnZkZO
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Lemma A.1 (Chernoffschranke) Seien Xi,..., X, unabhdngige Zufallsvariablen mit
dem Wertebereich {0,1} und Prob(X; = 1) = p;, Prob(X; = 0) =1 — p; und p; €]0, 1] fir
alleie{1,...,n}. Mit X :=X; 4+ X, und p:=p1+---+p, gilt dann fir0 < j <1

Prob(X < (1 —d)u) < (ﬁ)#

und

Prob(X > (1 +)u) < <(1+€W) :

Im Rahmen dieser Arbeit sind bei allen Anwendungen die Werte p; fiir alle i identisch.

Fiir Abweichungen unter den Erwartungswert wie in der ersten Ungleichung aus Lemma A.1
existiert eine vereinfachte Abschétzung (siehe [MR95, Theorem 4.2]):

Lemma A.2 Seien X, ..., X, unabhdngige Zufallsvariablen mit dem Wertebereich {0,1}
und Prob(X; = 1) = p;, Prob(X; = 0) = 1 — p; und p; €]0,1] fir alle i € {1,...,n}. Mit
X =X1+-+X,undp:=p1+---+pp gilt dann fir 0 <o <1

Prob(X < (1 —8)u) < e #9°/2,

Lemma A.3 (Markoffungleichung) Sei X eine nicht negative Zufallsvariable. Fiir alle
t € R0 gilt

Prob(X > tE[X]) <

~ | —

Lemma A.4 (Linearitit des Erwartungswertes) Seien X1,..., X, beliebige Zufalls-
variablen und X := X1+ ---+ X,,. Es qult

E[X] = ZE[Xi].

A.3 Wahrscheinlichkeiten fiir Mutationen

Definition A.1 ((141)-EA) Der (1+1)-EA erhilt eine Funktion f : {0,1}" — R als
Fingabe. Er erzeugt in einer Endlosschleife probabilistisch Vektoren x € {0,1}":
1. Initialisiere zufillig gleichverteilt einen Bitstring x € {0,1}™.

2. Wiederhole:
(a) Erzeuge x* aus x, indem jedes Bit von x unabhdngig mit Wkt. 1/n negiert wird.

(b) Ersetze x durch x*, gdw. f(z*) > f(z).

Fine konsekutive Ausfihrung der Anweisungen (a) und (b) heifit Schritt.
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Lemma A.5 Fir die Zufallsvariable X, definiert als die Anzahl mutierter Bits in einer
Ausfiihrung von Anweisung (a) des (1+1)-EA (Def. A.1), gilt E[X]| = 1.

Beweis: Nutze die Indikatorvariablen X;, i € {1,...,n}, mit X; = 1, falls Bit ¢ geflippt
wird, und X; = 0 sonst. Es ist F[X;] = Prob(X; = 1) = 1/n aufgrund der konstanten
Mutationswahrscheinlichkeit. Wegen X = X;+---+X,, folgt die Aussage aus der Linearitét
des Erwartungswertes (Lemma A.4). O

Lemma A.6 Bezeichne die Zufallsvariable X die Anzahl mutierter Bits in einer Ausfih-
rung von Anweisung (a) des (1+1)-EA (Def. A.1). Fir alle k € {0,...,n} gilt:

1
lim Prob(X = k) =e ' —.

Beweis: Die Zufallsvariable X ist aufgrund der konstanten Mutationswahrscheinlichkeit
binomialverteilt mit den Parametern n (Anzahl der Experimente) und 1/n (Erfolgswahr-

scheinlichkeit). Fiir wachsendes n konvergiert die Verteilung von X gegen die Poissonver-
teilung. Wegen E[X] =1 gilt

k
. oy e (BIXDT 1
nh—»rgo Prob(X =k) =e X ik

O

Lemma A.7 Die Wahrscheinlichkeit fir eine Mutation von k, k € {1,...,n}, Bits in
Anweisung (a) des (1+1)-EA (Def. A.1) betrigt mindestens e 1k=*.

Beweis: Die Wahrscheinlichkeit, in einem Schritt &£ Bits zu flippen, lasst sich durch
k n—k k k
n 1 1 n\k (1 1
_ 1— = > <_) - —1 — - —1
WG 02 =6 -6)
nach unten abschétzen. O

Lemma A.8 Die Wahrscheinlichkeit fiir eine Mutation von mindestens k, k € {1,...,n},
Bits in einem Schritt des (1+1)-EA (Def. A.1) betrigt hichstens 1/E!.

Beweis: Die Wahrscheinlichkeit, mindestens k Bits zu flippen, lédsst sich mit dem Ereignis
»k Bits flippen, die iibrigen n — k Positionen bleiben mit Wahrscheinlichkeit 1 unveréndert

oder flippen ebenfalls“ geméf
n\ (1\" _nF 1\ 1
_ < (= _
k n) — kl'\n k!

nach oben abschétzen. O
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Lemma A.9 Die Wahrscheinlichkeit, dass in Anweisung (a) des (1+1)-EA (Def. A1)
genau ein eindeutig bestimmtes Bit flippt, betrigt mindestens e 'n~!

Beweis: Die Wahrscheinlichkeit, dass genau ein eindeutig bestimmtes Bit flippt, ldsst sich

durch .
l <1 — l) > e lpt
n n

nach unten abschéatzen. O

Lemma A.10 Die Wahrscheinlichkeit, dass in ecnlnn Schritten des (1+1)-EA (Def. A.1)
mindestens einmal eine Mutation von mindestens logn Bits zugleich eintritt, konvergiert
fiir jedes konstante ¢ € R”° und wachsendes n € N gegen null.

Beweis: O.B.d. A. ist s := cnlnn eine natiirliche Zahl. Sei E;, i € {1,..., s}, das Ereignis,
dass in Schritt ¢ des EA mindestens logn Bits zugleich flippen. Nach Lemma A.8 ist
Prob(E;) < 1/(logn)! fiir alle i € {1,...,s}. Die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses F :=
U;_, E; ist hochstens die Summe der Wahrscheinlichkeiten der Einzelereignisse E;, also
folgt mit der Stirlingformel

cnlnn cnlnn __ olog(enlnn)+(loge)(log n)—(loglogn)(logn)

Prob(E) S(log n)! = e-losn(logn)losn) 2
— 90(logn)—Q((loglogn)(logn)) _ 9—((loglogn)(logn)) "=

O

Lemma A.11 Die Wahrscheinlichkeit, dass in enlnn Schritten des (1+1)-EA (Def. A.1)
mindestens einmal eine Mutation von mindestens n® Bits zugleich eintritt, konvergiert fiir
konstante c¢,d € R>° und wachsendes n € N gegen null.

Beweis: Da n? = w(logn) fiir jedes d € R>?, folgt die Behauptung direkt aus Lemma A.10.
(Il

Lemma A.12 Die Wahrscheinlichkeit, in Anweisung (a) des (1+1)-EA (Def. A.1) eine
Mutation von mindestens k € IN Bits, k konstant, zugleich auszufiihren, ist durch eine
Konstante nach unten beschrdnkt.

Beweis: Die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens k Bits zugleich flippen, ist durch die
Wahrscheinlichkeit, dass genau £ Bits zugleich flippen, nach unten beschriankt, die mindes-

tens iy & k
G (-8 23 (2) et =rret=em

betrégt. O
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