Ein Quantenalgorithmus zur Berechnung des Minimums

Seixy, ..., X, eine (unsortierte) Tabelle mit Elementen einer geordnktenge. Der Einfach-
heit halber nehmen wir an, dass alle Elemente verschieddnBer Zugriff auf die Tabelle er-
folgt Uber ein Orakel, also einen Schaltkreis bzw. Quastthaltkreis, der zu einem Indexlas
Elementx; ausgibt. Ein klassischer Algorithmus benotigt offensich eine lineare Anzahl von
Zugriffen auf die Tabelle, um das Minimum zu finden. Wir wolleier den Grover-Algorithmus
benutzen, um das Minimum auf eine schnellere Weise zu findfergehen dazu in zwei Schrit-
ten vor. Zuerst konstruieren wir einen Algorithmus, derleadange lauft. Anschliel3end ana-
lysieren wir die erwartete Anzahl an Iterationen, bis degdkithmus das Minimum gefunden
hat. Durch Anwenden der Markov-Ungleichung konnen wirobruchkriterium fur die End-
losschleife finden.

Der Algorithmus arbeitet auf die folgende Weise.

1. Wahle zufallig gemal Gleichverteilung gige {1, ..., n}. Seif := 0.
2. FOREVER DO
Definierefj, (i) =1 & X < X;,.
Suche mit dem Grover-Algorithmus nach einemit fj, (i) = 1.
Fallsxi < xj,,seit :=¢+1; jo:=1.

Offensichtlich ist die Folg& = (Xj,, X;,, . . .) streng monoton fallend. Wir schatzen nun fur die
Elementexy, . . ., X, die Wahrscheinlichkeit ab, dass sie in der Fok@rkommen. Unter dem
Rang eines Elemenis verstehen wir seine Position in der Eingabe, nachdem didsteggend
sortiert wurde. Das gesuchte Minimum hat also den Rang 1.

Lemma: Sei t der Rang des Vergleichselementes x;, aus der Folge Sund sei x; ein Element mit
Rangr. Sei p(t, r) die Wahrscheinlichkeit, dass x; von dem Algorithmus hinter x;, in die Folge
S aufgenommen wird (nicht notwendigerweise direkt hinter x;,). Es gilt

] L/r, fallsr <t,
pt.r) = 0, fallsr >t.

Beweis. Die Aussage fur den Faitl > t ist offensichtlich. Die Aussage fur den Fall< t be-
weisen wir mit Induktion Gibet, wobeir als fest angenommen wird. Der Induktionsanfang ist
t =r 4 1. Der Grover-Algorithmus wahlt einmit fj, (i) = 1 zufallig gemaf Gleichverteilung
aus alleri mit fj, (i) = 1. Da es davoh— 1 viele gibt und — 1 =r ist, ist die Wahrscheinlich-
keit, das Element mit Rangin diesem Schritt zu wahlen/f. Wird dagegen in diesem Schritt
ein Element mit einem Rang kleiner alggewahlt, kann das Element mit Rangpater nicht
mehr gewahlt werden.

Wir nehmen nun an, dass die Aussgg&,r) = 1/r furallek € {r +1,...,t} bewiesen ist
und betrachten die Situation, dass das VergleichselensenRdng + 1 hat. Dann wird unter
den Elementen mit den Rangen. 1., t gemal Gleichverteilung ein Element ausgewahlt, das
entweder (i) einen Rang kleiner als(ii) den Rang oder (iii) einen Rang au§ + 1, ..., t}

hat. Im Fall (i) wird das Element mit Ramg(auch spater) nicht ausgewahlt, im Fall (ii) wird es
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in diesem Schritt ausgewahlt und im Fall (iii) wird es sganit einer Wahrscheinlichkeit von
p(k, r) ausgewahlt, wobed der Rang des gewahlten Elements und damif{ausl, ..., t} ist.
Also gilt

t
1 1 1 t-r 1 1
pt+1r =2+ > wpkr)=+—— -=".
k=r+1
Das zweite Gleichheitszeichen folgt dabei aus der Indnkaoanahme. O

Wir kdnnen nun die erwartete Rechenzeit abschatzen,drig\dorithmus das Minimum ge-
funden hat.

Lemma: Die erwartete Rechenzeit, bis der Algorithmus das Minimum gefunden hat, ist

O(logn./n).

Beweis. Die erwartete Rechenzeit des Grover-Algorithmus bis zeraierfolgreichen Sucher-
gebnis ist durcle,/n fir eine geeignete Konstantdeschrankt. Also kann man die Rechenzeit
zwischen zwei erfolgreichen Suchen duiky/n abschatzen. Wir beachten dabei, dass diese
Rechenzeit sich Uber mehrere Iterationen der Schleiteeeken kann. Fir jedes Element mit
Rangr betragt die Wahrscheinlichkeit, dass es gewahlt wiyd; tlie Rechenzeit zwischen der
Suche, in der ein Element mit einem Rang 1 gefunden wird und der nachsten erfolgreichen
Suche, kann, wie gesagt, durch/n abgeschatzt werden. Die erwartete Rechenzeit ist daher
durch

n
1
> Fck/ﬁ + O(logn) = ¢/(Hn — 1)/n + O(logn) < ¢’ logn/n
r=2

nach oben beschrankt, wohidj, die n-te harmonische Zahl ist, aldd, = 1+ 1/2+ 1/3 +
-+-+1/n. Wir benutzen dabei die Abschatzuhg < Inn+ 1. Der TermO(logn) steht fur die
Initialisierung vonjo. O

Die Wahrscheinlichkeit, dass die Rechenget’ log n./n Uibersteigt, ist dann nach der Markov-
Ungleichung durch Ad beschrankt. Wir erhalten also fur jede Konstashteinen Algorithmus

fur die Berechnung des Minimums mit einer Erfolgswahraadieghkeit von mindestens4 1/d

und der Rechenzei®(log ny/n). Mit genaueren Abschatzungen erhalt man sogar die Rechen
zeit O(4/n). Wir beachten, dass wir einen Monte-Carlo-Algorithmusaétén, da nicht klar ist,
wie man effizient testen kann, ob das berechnete Elemenlichiitkas Minimum ist.
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