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1 Einleitungund Uberblick

1.1 Motivation und Definitionen

Ein Binary Decision Diagram (BDD) oder Branchingprogramm (BP) ist ein Graph, der einen
Algorithmus zur Berechnung einer booleschen Funktion beschreibt. Boolesche Funktionen
und Darstellungen fir boolesche Funktionen haben eine zentrale Rolle in der Informatik,
weil viele Probleme in der Informatik durch boolesche Funktionen beschrieben werden
kdnnen und natirlich auch die Hardware boolesche Funktionen realisiert. In der Komple-
xitatstheorie versucht man, den Aufwand fir die Berechnung von booleschen Funktionen
in verschiedenen Berechnungsmodellen moglichst genau anzugeben. Hierbei werden auch
BDDs untersucht, da es Simulationen zwischen BDDs und allen anderen nichtuniformen
sequentiellen Berechnungsmodellen gibt. Damit konnen Ergebnisse tiber BDDs auf alle an-
deren nichtuniformen sequentiellen Berechnungsmodelle tibertragen werden.

Darstellungen von booleschen Funktionen, wie auch von Mengen und Relationen werden
auch in vielen Programmen bendtigt. Mengen und Relationen kdnnen dabei durch ihre cha-
rakteristischen Funktionen dargestellt werden, die wiederum boolesche Funktionen sind.
Varianten von BDDs werden insbesondere in Programmen fir Hardwareentwurf und -veri-
fikation, Logiksynthese, Analyse von endlichen Automaten oder Testmustergenerierung be-
nutzt (siehe z.B. Bryant (1992) und Wegener (1993a)). Srinivasan, Kam, Malik und Bray-
ton (1990) haben vorgeschlagen, Probleme wie die Kanalverdrahtung oder das Farben von
Graphen durch boolesche Funktionen zu codieren und mit Hilfe von BDDs zu ldsen. Be-
vor wir derartige Anwendungen genauer untersuchen und die Anforderungen dieser An-
wendungen an Datenstrukturen fiir boolesche Funktionen beschreiben, wollen wir zundchst
BDDs/Branchingprogramme definieren und einige Beispiele betrachten. Wir merken hierbei
an, dass im Bereich der Anwendungen der Begriff BDD und im Bereich der Komplexitats-
theorie der Begriff Branchingproramm jeweils géngiger ist, obwohl beide Begriffe dieselbe
Bedeutung haben. Zur Vereinheitlichung verwenden wir tiberwiegend den Begriff BDD.

BDDs wurden bereits von Lee (1959) iiber if-then-else Programme definiert. Wir benutzen
die dquivalente, aber anschaulichere Definition Uber gerichtete Graphen. Ein BDD ist ein
gerichteter azyklischer Graph mit einem Startknoten, auch Quelle genannt. Der Graph enthélt
nur innere Knoten mit Ausgangsgrad 2 und Senken mit Ausgangsgrad 0. Die inneren Knoten
sind mit einer Variablen markiert, und die beiden ausgehenden Kanten sind mit 0 bzw. 1
markiert. Die Senken sind ebenfalls mit 0 oder 1 markiert.

Die Berechnung der dargestellten Funktion fiir eine gegebene Eingabe beginnt an der Quelle.
Wenn ein erreichter Knoten mit der Variablen z; markiert ist, wird entsprechend dem Wert
von x; Uber die mit 0 oder die mit 1 markierte Kante ein neuer Knoten erreicht. Dieses
wird iteriert, bis man eine Senke erreicht. Die Markierung dieser Senke ist der gesuchte
Funktionswert.

Abb. 1 zeigt ein Beispiel fir ein BDD und das &quivalente if-then-else Programm. Dieses
BDD stellt die Funktion f(x1,z2,23) = Z3 V T3 dar. Bei der graphischen Darstellung be-
nutzen wir die Vereinbarung, dass Kanten stets nach unten gerichtet sind und dass die ge-
strichelte Kante, die einen Knoten verldsst, mit 0 markiert ist und die durchgezogene Kante



mit 1. Jede Eingabe fur die Funktion f definiert im BDD einen Pfad von der Quelle zu ei-
ner Senke. Der im BDD in Abb. 1 markierte Pfad ist der Pfad, der fiir die Eingabe z; = 0,
xo = 1, x3 = 0 durchlaufen wird. Es gilt also f(0,1,0) = 1.

. if z; then goto 3 else goto 2;
. if z5 then goto 4 else goto 8;
. if z5 then goto 5 else goto 4;
. if z3 then goto 6 else goto 8;
. if 23 then goto 7 else goto 6;
- if z; then goto 8 else goto 7;
: Ausgabe 0;

: Ausgabe 1;
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Abbildung 1: Beispiel fur ein BDD und das dquivalente if-then-else-Programm

Wichtige Komplexitdtsmalie fir BDDs sind die GroRe, d.h. die Anzahl der inneren Knoten,
und die Tiefe, d.h. die Lange des langsten gerichteten Pfades von der Quelle zu einer Senke.
BDDs sind zunéchst nur fir boolesche Funktionen mit einer festen Anzahl von Eingabe-
bits definiert. Damit wir auch Funktionen f mit einer unbestimmten Anzahl von Eingabe-
bits beschreiben kdnnen und das asymptotische Verhalten von Grol3e und Tiefe untersuchen
kdnnen, zerlegen wir — wie in der Komplexitétstheorie tiblich — die Funktion f in eine Fol-
ge (f»), wobei jede Funktion f,, eine endliche Funktion mit » Eingabebits ist. Die Funktion f
wird dann durch eine Folge von BDDs beschrieben. Fir jede Lange der Eingabe gibt es also
ein spezielles BDDs, d.h., BDDs sind ein nichtuniformes Berechnungsmodell fiir boolesche
Funktionen.

Was ist der wesentliche Unterschied zwischen uniformen Berechnungsmodellen (z.B. Tu-
ringmaschinen, Registermaschinen oder dem Maschinenmodell fiir C-Programme) und nicht-
uniformen Berechnungsmodellen (z.B. Schaltkreise oder BDDs)? Bei uniformen Berech-
nungsmodellen erwarten wir, dass die Arbeitsweise fir alle Eingabeldngen ,,dhnlich* ist,
z.B. arbeitet Quicksort auf Eingaben verschiedener Lange im wesentlichen gleichartig. Bei
Schaltkreisen missen wir fir jede Eingabeldange einen separaten Schaltkreis angeben. Auch
wenn bei den gewdhnlichen Schaltkreiskonstruktionen die Schaltkreise fiir verschiedene
Eingabeléngen &hnlich aussehen, besteht nicht die Notwendigkeit, dass dies immer so ist.
Betrachten wir z.B. das Halteproblem. Eingabe sind die Codierung einer Turingmaschine M
und eine Eingabe z, und die Frage besteht darin, ob M auf z halt. Bekanntermalen ist das
Halteproblem nicht entscheidbar. Wir kdnnen aber M und x binér codieren und die Funktion
fH(M, ) definieren, die genau den Wert 1 annimmt, wenn M auf z halt. Wenn wir nun die-
se Funktion in Teilfunktionen fur jede Eingabeldnge zerlegen, erhalten wir Funktionen £,



die auf Eingaben der L&nge n definiert sind. Da jede boolesche Funktion eine Darstellung
z.B. als disjunktive Normalform hat, gibt es Schaltkreise fiir die nicht berechenbare Funktion
fH. Der Begriff der Berechenbarkeit ist also fiir nichtuniforme Berechnungsmodelle nicht
sinnvoll, wobei natiirlich klar sein sollte, dass es die Schaltkreise fur f# zwar gibt, diese
aber nicht berechnet werden kdnnen. Bei vielen (aber nicht allen) Schaltkreisen ist es aller-
dings effizient moglich, zu jeder Eingabeldnge einen Schaltkreis zu berechnen; in diesem
Fall spricht man daher auch von uniformen Schaltkreisen.

Die Berechnung von Funktionswerten kann man nicht nur an der Quelle des BDDs, son-
dern an jedem beliebigen Knoten beginnen. Auf diese Weise erhélt man fir jeden Knoten
v eine Funktion f,. An den Knoten des BDDs in Abb. 1 werden die folgenden Funktionen
berechnet:

Jou = T2V T3

Joo = TV IV T3

Jos = T1T2V Tol3z V T17273
Joo = T1V T3

Jos = T1T3

Joe = T1

Fir jeden Knoten v, der mit der Variablen z markiert ist und der die Nachfolger v, und v,
hat, gilt f, = Zf,, V xf,,, an einer 0-Senke wird die Nullfunktion und an einer 1-Senke
die Einsfunktion berechnet. Auf diese Weise konnen wir die durch ein BDD dargestellte
Funktion bestimmen ohne die Funktion fur alle Eingaben auszuwerten.

Wir zeigen nun, dass jede boolesche Funktion f(z1, ..., z,) durch ein BDD dargestellt wer-
den kann. Wir zerlegen f mit der so genannten Shannon-Zerlegung f = Z1 fiz,—0 V &1 fle,=1
und erzeugen einen mit z; markierten Knoten v. Am 0-Nachfolger dieses Knotens muss die
Funktion f,,—o dargestellt werden; dazu berechnen wir rekursiv ein BDD flr diese Funk-
tion und wéhlen dessen Quelle als 0-Nachfolger von ». Analog berechnen wir fur den 1-
Nachfolger ein BDD fur f,,—;. Abb. 2 zeigt ein BDD, das auf diese Weise fir f = Z, V 73
berechnet wird. Mit dieser Prozedur erhalten wir immer ein BDD, in dem alle Knoten den
Eingangsgrad 1 haben. Derartige BDDs heiRen Entscheidungsbdume, weil der zugrundelie-
gende Graph ein Baum ist.

Wenn wir auf diese Weise einen Entscheidungsbaum fiir eine Funktion f : {0,1}" — {0,1}
konstruieren, hat dieser Entscheidungsbaum 2" — 1 innere Knoten. In BDDs dirfen Kno-
ten einen groReren Eingangsgrad als 1 haben; daher dirfen wir isomorphe Teilgraphen ver-
schmelzen (siehe Abb. 2). BDDs sind daher eine kompaktere Darstellung als Entschei-
dungsbdume; man kann zeigen, dass jede boolesche Funktion mit BDDs der Grolie O(2"/n)
dargestellt werden kann. Andererseits ist bekannt, dass fiir fast alle booleschen Funktionen,
d.h. einen Anteil von 1 — o(1) von allen booleschen Funktionen, die minimale GroRe eines
BDDs (2" /n), also exponentiell in n ist, siehe Abschnitt 3.
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Abbildung 2: Ein Entscheidungsbaum und ein BDD fiir z, V Z3

1.2 Anforderungen an Datenstrukturen f ar boolesche Funktionen

Wir wollen zundchst eine der Anwendungen von BDDs kurz skizzieren um zu sehen, welche
Anforderungen an Datenstrukturen fur boolesche Funktionen gestellt werden.

Bei der Hardwareverifikation soll fiir einen gegebenen Schaltkreis getestet werden, ob er
die gewiinschte Funktion realisiert. Die gewiinschte Funktion ist durch eine Spezifikation
oder durch einen anderen Schaltkreis gegeben. Fir den Test, ob die gewiinschte und die
realisierte Funktion gleich sind, kann man fur beide Funktionen Darstellungen (in unserem
Fall eine bestimmte Variante von BDDs) berechnen und auf Gleichheit testen. Der Test,
ob zwei Schaltkreise dieselbe Funktion berechnen, ist jedoch co-NP-vollistdndig. Das Beste,
was man erwarten kann, ist also, dass die Umrechnung der Schaltkreise in die gewiinschte
Darstellung und der Aquivalenztest fiir praktisch relevante Funktionen effizient durchfiihrbar
sind.

Fur die Umrechnung eines Schaltkreises in die gewéhlte Darstellung wird man den Schalt-
kreis in einer topologischen Ordnung durchlaufen. Wenn man einen Baustein C erreicht, der
zwei Funktionen f; und f; mit einem bindren Operator ® verkniipft, muss man aus den Dar-
stellungen fiir f; und f, eine Darstellung fiir f; ® f, berechnen. Diese Operation nennen wir
Synthese. Die Synthese wird bei Umrechnungen von Schaltkreisen in die gewéhlte Darstel-
lung fur jeden Baustein einmal ausgefiihrt, sollte also besonders effizient ausfuihrbar sein.
Wenn der Schaltkreis aus Modulen aufgebaut ist, kann man auch zuerst Darstellungen fir
die Funktionen, die durch die Module realisiert werden, berechnen und aus diesen hinterher
eine Darstellung fiir den Schaltkreis. Dazu bendtigt man eine Operation, die aus Darstellun-
gen fur Funktionen f und g eine Darstellung fur f,,—, berechnet. Da die Rechenzeit flir die
einzelnen Operationen von der Grolie der Darstellung abhéngt, sollte es aulRerdem effizient
maoglich sein, die Grole der Darstellung zu minimieren.

Wenn der untersuchte Schaltkreis nicht die gewiinschte Funktion g, sondern eine fehlerhafte
Funktion A realisiert, kann es fur die Korrektur hilfreich sein, zu wissen, auf wievielen und
auf welchen Eingaben der Schaltkreis falsch arbeitet. Es miissen also die Machtigkeit und
die Elemente der Menge (g @ h) *(1) berechnet werden.



Zusammen mit Anforderungen aus anderen Anwendungen erhalten wir die im folgenden
definierten Operationen auf booleschen Funktionen. Wir bezeichnen mit B,, die Menge aller
booleschen Funktionen tiber n Variablen.

1. Auswertung: Gegeben sei eine Darstellung G fur f € B, und eine Eingabe a €
{0,1}". Berechne f(a).

2. Erflllbarkeit: Gegeben sei eine Darstellung G fir f € B,,. Gibt es eine Eingabe a €
{0,1}" mit f(a) = 1?

3. Erfullbarkeit-Anzahl: Gegeben sei eine Darstellung G fiir f € B,,. Berechne |f*(1)].
4. Erfullbarkeit-Alle: Gegeben sei eine Darstellung G fir f € B,,. Gib f~1(1) aus.

5. Reduktion/Minimierung: Gegeben sei eine Darstellung G fir f € B,,. Berechne fir
die gleiche Funktion eine Darstellung G' minimaler Grof3e . Falls G’ fiir jede Funktion
f eindeutig definiert ist, heil3t diese Operation Reduktion.

6. Aquivalenztest: Gegeben seien Darstellungen Gy und G, fur f,g € B,. Teste, ob
f=y.

7. Synthese: Gegeben seien Darstellungen G ¢ und G| fiir f, g € B,, und eine Operation
® € B,. Berechne eine Darstellung fiir f ® g.

8. Ersetzung durch Konstanten: Gegeben sei eine Darstellung G fur f € B, eine Vari-
able z; und eine Konstante c. Berechne eine Darstellung flr f,,—..

9. Ersetzung durch Funktionen: Gegeben seien Darstellungen G und G, fur f,g € B,
und eine Variable z;. Berechne eine Darstellung fir f,.—,.

10. Quantifizierung: Gegeben sei eine Darstellung G fur f € B, und eine Variable z;.
Berechne eine Darstellung fir (Vz;: f) := fiz,.=0 A flz;=1 (bzw. flr

(3zi: f) :== flzi=o V flz=1)-

11. Redundanztest: Gegeben sei eine Darstellung G fir f € B, und eine Variable z;.
Teste, ob die Variable z; redundant ist, d.h., 0b fz;,—0 = fiz;=1 gilt.

Die Darstellungen sollten moglichst klein sein, um Speicherplatz und Rechenzeit zu sparen.
Da es 22" boolesche Funktionen (iber n Variablen gibt, muss jede Darstellung fiir fast alle
booleschen Funktionen exponentielle GroRe haben. Daher kénnen wir nur erreichen, dass
moglichst viele praktisch wichtige Funktionen kompakt darstellbar sind.

Bekannte Darstellungen fiir boolesche Funktionen sind neben BDDs und Schaltkreisen auch
Formeln und Wertetabellen. Die Groflie von Wertetabellen ist fir alle booleschen Funktio-
nen exponentiell in der Anzahl der Variablen. Also kdnnen nur Funktionen tiber sehr we-
nigen Variablen dargestellt werden. Fiir Schaltkreise und Formeln ist der Aquivalenztest
co-NP-vollstdndig und das Erfillbarkeitsproblem NP-vollstéandig. Das gleiche gilt fur unein-
geschrankte BDDs. Dagegen haben sich eingeschrankte Varianten von BDDs, insbesondere
OBDDs (Ordered Binary Decision Diagrams, Bryant (1985, 1986)) als praktisch anwend-
bar erwiesen. Im Abschnitt 2 werden wir daher OBDDs definieren und Algorithmen fur die
wichtigen Operationen auf booleschen Funktionen fiir OBDDs beschreiben.
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1.3 Beziehungen zwischen Branchingprogrammen und anderen nicht-
uniformen Berechnungsmodellen

Bekannte nichtuniforme Berechnungsmodelle sind Schaltkreise, Formeln und nichtuniforme
Turingmaschinen. Es ist klar, dass eine Funktion f = (f,), fn : {0,1}"* — {0, 1}, durch eine
Folge von Schaltkreisen oder Formeln repréasentiert werden kann, wobei es fiir jede Lange
der Eingabe einen speziellen Schaltkreis oder eine spezielle Formel gibt. Nichtuniforme Tu-
ringmaschinen enthalten dagegen ein Orakelband, das zu Beginn einer Rechnung zusétzli-
che Informationen enthilt, die nur von der Lange der Eingabe abhangen dirfen. Uber die
folgenden Simulationen (Cobham (1966) und Pudlak und Zak (1983)) zwischen BDDs und
nichtuniformen Turingmaschinen erhalten wir Beziehungen zwischen der GroRe von BDDs
und dem Speicherbedarf von nichtuniformen sequentiellen Berechnungsmodellen.

Wir beschreiben zuerst die Simulation einer nichtuniformen Turingmaschine durch ein BDD.
Fir jede Konfiguration der Turingmaschine enthélt das BDD einen Knoten; die Startkonfi-
guration entspricht dabei der Quelle. Jeder Knoten wird mit der Variablen markiert, die die
Turingmaschine in der zugehorigen Konfiguration vom Eingabeband liest, die ausgehende
Kante mit der Markierung 0 zeigt auf den Knoten, der die Nachfolgekonfiguration représen-
tiert, wenn das gelesene Eingabebit gleich 0 ist. Analog wird die mit 1 markierte Kante
definiert. Akzeptierende Endkonfigurationen werden zu 1-Senken, nicht akzeptierende End-
konfigurationen zu 0-Senken.

Der Berechnungspfad im BDD entspricht fiir jede Eingabe genau der Konfigurationenfolge
der Turingmaschine, daher ist die Simulation korrekt. Die Groflie des BDDs ist gleich der
Anzahl der Konfigurationen der Turingmaschine. Wenn der Speicherplatzbedarf der Turing-
maschine s(n) ist, ist die Zahl der Konfigurationen und damit die GroRe des BDDs durch
max{O(n), 2°00(")} beschrankt. Zugleich entspricht die Tiefe des BDDs der Rechenzeit der
Turingmaschine.

Da wir bei dieser Simulation keine speziellen Eigenschaften der Turingmaschine benutzt
haben, kann auf die gleiche Weise jedes andere nichtuniforme sequentielle Berechnungsmo-
dell durch BDDs simuliert werden. Damit implizieren untere Schranken fur die GroRRe und
die Tiefe von BDDs untere Schranken fir den Speicherplatz und die Rechenzeit von allen
anderen nichtuniformen sequentiellen Berechnungsmodellen.

Auch die umgekehrte Simulation ist einfach. Die nichtuniforme Turingmaschine erhélt das
zu simulierende BDD auf dem Orakelband. Die Rechnung des BDDs kann direkt simuliert
werden, wobei in jedem Schritt nur ein Zeiger auf den gerade erreichten Knoten gespei-
chert werden muss. Der Speicherplatzbedarf ist daher O(logmax{BDD(n),n}), wobei
BDDy(n) die GroRe des BDDs bezeichnet. Diese Simulation zeigt, dass auch obere Schran-
ken fir die GroRe von BDDs obere Schranken fiir den Speicherplatzbedarf von nichtunifor-
men sequentiellen Berechnungsmodellen implizieren.

Die Simulationen motivieren die Suche nach oberen und unteren Schranken fiir die GroRe
von BDDs fiir vorgegebene Funktionen. £ ist die Menge der booleschen Funktionen, die
nichtuniform mit logarithmischem Speicherplatz berechnet werden kénnen. Aus den Simu-
lationen folgt, dass die Menge der booleschen Funktionen mit BDDs polynomieller GroRRe
gleich £ ist. Wenn wir zeigen wollen, dass eine Funktion nicht in £ enthalten ist, gentigt es,



zu zeigen, dass BDDs fiir diese Funktion superpolynomielle GroRRe haben. Die beste bekann-
te untere Schranke fir die Grolie von BDDs wurde bereits 1966 von NecCiporuk gezeigt und
ist nur von der GroRenordnung €2(n?/log® n). Man versucht daher, bessere untere Schran-
ken fir eingeschrankte Varianten von BDDs zu zeigen und diese Einschrankungen nach und
nach abzuschwéchen.

Es wurden auch Methoden fiir den Beweis unterer Schranken fiir die eingeschrankten Va-
rianten von BDDs entwickelt, die als Datenstrukturen fiir boolesche Funktionen verwendet
werden. Solche Schranken sind hilfreich, um zu bestimmen, welche Funktionen kompakt
dargestellt werden konnen oder fiir welche Funktionen welche Variante von BDDs geeignet
ist.

Die Simulationen zwischen BDDs und Schaltkreisen bzw. Formeln wollen wir nicht aus-
fuhren. Aus diesen Simulationen folgen Beziehungen zwischen der Grolte BD Dy von BDDs
der SchaltkreisgroRe Cr und der FormelgroRe L flir boolesche Funktionen f. Es gilt

1
301 < BDD; < Ly.

Also konnen alle booleschen Funktionen durch Schaltkreise dargestellt werden, die von der
GroRenordnung her mindestens so kompakt sind wie BDDs. Diese sind wiederum eine kom-
paktere Darstellung als Formeln.

1.4 Literatur
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2 Ordered Binary Decision Diagrams

Fortune, Hopcroft und Schmidt haben bereits 1978 eine Variante von Ordered Binary De-
cision Diagrams (OBDDs) untersucht und gezeigt, dass Synthese und Aquivalenztest fiir
OBDDs effizient moglich sind. Bryant (1985, 1986) war der Erste, der die Anwendbarkeit
von OBDDs als Datenstruktur fiir boolesche Funktionen erkannte. Bevor wir auf Algorith-
men fir die in der Einleitung genannten Operationen eingehen, wollen wir OBDDs definie-
ren und einige Eigenschaften von OBDDs kennenlernen.

Definition Ein OBDD ist ein BDD, in dem auf jedem Pfad alle Variablen hochstens einmal
und gemaR einer vorgegebenen Ordnung getestet werden. D.h., es gibt eine Permutation
m € Sy, und fur jede Kante, die von einem mit x; markierten Knoten zu einem mit z;
markierten Knoten fuhrt, gilt 7(i) < 7 (j).

Abb. 3 zeigt zwei OBDDs fur die Funktion f(z1, xe, 3) = x122 V 23 mit den Variablenord-
nungen x1, x9, 3 Und 1, 3, 2. Obwohl beide OBDDs dieselbe Funktion darstellen, hat das
eine OBDD drei, das andere aber vier innere Knoten. Wir werden spater noch sehen, dass
die Variablenordnung entscheidenden Einfluss auf die GroRRe eines OBDDs haben kann. Das
BDD aus Abb. 1 ist dagegen kein OBDD, weil z.B. auf dem Pfad v, v, v4, vg die Variable
x1 zZweimal getestet wird.

Abblldung 3: OBDDs fiir f(a:l, Zo, .Tg) =219V I3

In Abschnitt 1 haben wir gezeigt, dass es fir jede boolesche Funktion ein BDD gibt, indem
wir aus einer gegebenen booleschen Funktion einen Entscheidungsbaum konstruiert haben.
Dieser Entscheidungsbaum ist auch ein OBDD, daher gibt es auch fir jede boolesche Funk-
tion ein OBDD. Weil OBDDs stark eingeschréankte BDDs sind, gibt es jedoch Funktionen,
die mit BDDs kompakt, mit OBDDs aber nur in exponentieller Grof3e darstellbar sind.
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2.1 Die Reduktion und die Eindeutigkeit von reduzierten OBDDs

Da wir mit Darstellungen fir boolesche Funktionen moglichst effizient arbeiten wollen, soll-
te die Darstellung moglichst klein sein. Wir wollen in diesem Abschnitt zwei Reduktions-
regeln kennenlernen, mit denen die Grolie von BDDs verkleinert werden kann. Bei OBDDs
haben die Reduktionsregeln eine besondere Bedeutung. Wir fixieren eine Variablenordnung
und betrachten ein beliebiges OBDD fr eine Funktion f mit dieser Variablenordnung. Wenn
wir auf dieses OBDD die Reduktionsregeln anwenden, bis keine der Regeln mehr anwend-
bar ist, ist das entstandene OBDD (bis auf Isomorphie) eindeutig, und zwar unabhédngig
davon, mit welchem OBDD fiir f wir begonnen haben und in welcher Reihenfolge wir die
Reduktionsregeln angewandt haben. Diese Eigenschaft macht den Aquivalenztest und den
Erfullbarkeitstest fir OBDDs besonders einfach.

Fur die erste Reduktionsregel betrachten wir die Situation in Abb. 4. Sei v ein Knoten in
einem BDD, der mit z; markiert ist und fiir den die 0-Kante und die 1-Kante auf denselben
Knoten w zeigen. Wenn wir den Funktionswert fur eine Eingabe berechnen und dabei den
Knoten v erreichen, gehen wir unabhéngig vom Wert von x; zum Knoten w weiter. Der Test
von z; ist also Uberflissig, und wir knnen das BDD vereinfachen, indem wir den Knoten v
I6schen und die Kanten, die zu v fuhren, direkt zu w zeigen lassen. Diese Reduktionsregel
hei3t Deletion Rule.

Abbildung 4: Deletion Rule

Die zweite Reduktionsregel, die Merging Rule, ist anwendbar, wenn es zwei Knoten » und
w gibt, die mit der gleichen Variablen markiert sind und denselben 0-Nachfolger und densel-
ben 1-Nachfolger haben (s. Abb. 5). Es ist klar, dass wir denselben Funktionswert erhalten
unabhéngig davon, ob wir am Knoten v oder am Knoten w starten, also dass f, = f. gilt.
Wir kdnnen also die Knoten » und w verschmelzen. Analog kdnnen wir Senken, die mit der
gleichen Konstanten markiert sind, verschmelzen. Durch jede Anwendung einer Reduktions-
regel wird die Zahl der Knoten im BDD um 1 verringert.

Bei der Simulation von nichtuniformen sequentiellen Berechnungsmodellen durch BDDs ha-
ben wir gesehen, dass die Knoten des BDDs Konfigurationen des sequentiellen Berechnungs-
modells représentieren. Daher konnen beide Reduktionsregeln als Entfernen tberfllissiger
Konfigurationen interpretiert werden, d.h., es wird weniger tberflussige Information {iber
bereits getestete Variablen gespeichert.
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Abbildung 5: Merging Rule

Abb. 6 zeigt ein Beispiel fur eine Reduktion in mehreren Schritten. Zundchst wird der mit x4
markierte Knoten mit der Deletion Rule entfernt. Dann kdnnen die mit x3 markierten Knoten
verschmolzen werden, und dann kann die Deletion Rule auf den mit zo, markierten Knoten
angewandt werden. Man sieht an diesem Beispiel Abhéngigkeiten zwischen den Reduktions-
schritten, d.h., manchmal ist eine Regel erst anwendbar, nachdem andere Reduktionsschritte

durchgefuihrt worden sind.

Abbildung 6: Beispiel fur eine Reduktion

Wir wollen nun zeigen, dass es sinnvoll ist, von dem reduzierten OBDD fiir eine Funktion
f und eine Variablenordnung 7 zu reden. Zuerst zeigen wir, dass die Funktionen, die an
den Knoten eines OBDDs fir f berechnet werden, bestimmte Subfunktionen von f sind.
Uber diese Subfunktionen kénnen OBDDs minimaler GroRe fiir f beschrieben werden. Wir
konnen dann beweisen, dass alle minimalen OBDDs fiir f isomorph sind. Der Einfachheit
halber sei im Rest dieses Abschnitts die Variablenordnung z1, . .., x,. Dieses ist keine Ein-
schrankung, denn wir konnen diese Ordnung aus jeder Ordnung erhalten, indem wir die
Variablen umbenennen.

Sei v ein Knoten in einem OBDD fir die Funktion f. Der Knoten v sei mit z; markiert.
Sei P ein Pfad, der von der Quelle zu v fuhrt. Auf P dirfen nur die Variablen x4, ..., z;_
getestet werden. Der Pfad P wird durchlaufen, wenn die Variablen, die auf P getestet wer-
den, passende Werte haben, wenn also z; = ¢q,...,x; 1 = ¢;_1 fur geeignete Konstanten
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c1,...,c_1 gilt. Am Knoten » und an Knoten unterhalb von v diirfen nur die Variablen
Ti, - . ., T, getestet werden. Daher wird an v die Funktion fi;,—,,..z;_,=c;_, berechnet. Soll-
te es auBer P noch einen Pfad ) geben, der von der Quelle zu v fuhrt und der fur z; =
di,...,xi1 = d;_; durchlaufen wird, wird an v zugleich die Funktion f;,—q,, .« 1=d;_,
berechnet. Da im OBDD an v und an Knoten unterhalb von v nur die Variablen z;, ..., z,
getestet werden durfen, gilt fiz —c, .2 1=c; 1 = floi=di,ozs_1=d; .- AN jedem mit z; mar-
kierten Knoten wird also genau eine Subfunktion von f berechnet, die wir aus f erhalten
konnen, indem wir x4, ..., z;_; auf geeignete Weise konstantsetzen.

Wir kénnen nun minimale OBDDs fur jede boolesche Funktion und jede Variablenordnung
beschreiben (Sieling und Wegener (1993a)). Der folgende Satz ist zwar nur fiir die Variablen-
ordnung z1, . . ., z,, formuliert, gilt aber fiir alle Variablenordnungen, da man die Variablen
umbenennen kann.

Satz 2.1.1 Sei S; die Menge der Subfunktionen von f, die wir erhalten, indem wir
z1,...,%;—1 konstantsetzen, und die essentiell von x; abhdngen. Es gibt bis auf Isomor-
phie genau ein OBDD minimaler GroRe fur f und die Variablenordnung z+, .. ., z,. Dieses
OBDD enthélt genau |.S;| Knoten, die mit z; markiert sind.

Beweis: Wir konstruieren zunédchst ein OBDD fir f, das fur jedes : genau |S;| Knoten
enthalt, die mit z; markiert sind. Wenn f eine konstante Funktion ist, besteht das OBDD aus
einer Senke, die mit der entsprechenden Konstanten markiert ist. Anderenfalls enthélt das
OBDD eine 0-Senke, eine 1-Senke und fiir jede Subfunktion g € S; genau einen Knoten v,
der mit z; markiert ist. Seien g := gj;;,—o UNd g, := gj,;,—1. FUr diese Funktionen enthdlt das
OBDD die Knoten vy und v;. Jeder dieser Knoten ist entweder eine Senke, wenn g, bzw. g,
eine konstante Funktion ist, oder ein mit z; markierter innerer Knoten, wobei 5 >  gilt. Wir
wadhlen als 0-Nachfolger von v den Knoten v, und als 1-Nachfolger v, .

Das konstruierte OBDD berechnet die Funktion f. Dazu geniigt es zu zeigen, dass an jedem
Knoten v die zugehdrige Subfunktion berechnet wird. Wir beweisen diese Aussage mit In-
duktion, wobei wir die Knoten in einer umgekehrten topologischen Ordnung durchlaufen.
Die Aussage gilt fur die Senken, weil an den Senken die konstanten Funktionen berechnet
werden. Fur einen inneren Knoten v, der mit z; markiert ist und an dem die Funktion ¢ be-
rechnet werden soll, gilt nach Induktionsannahme, dass am 0-Nachfolger die Funktion g|,,—o
und am 1-Nachfolger die Funktion g|,,—; berechnet wird. Also wird an v die Funktion g
berechnet.

Wenn das konstruierte OBDD nicht minimale GroRe hat, gibt es ein OBDD fiir f, das fir
ein ¢ weniger als |.S;| Knoten enthélt, die mit z; markiert sind. Da es aber |S;| verschiedene
Subfunktionen von f der Form fi,; ¢, .2 1=_, 9ibt, die essentiell von z; abhangen, gibt
es eine Zuweisung ¢ = (c1,...,¢i—1) ZU 21, ..., 21, flr die fiz,—c, 2=, € Si Qilt,
so dass der zugehdrige Pfad entweder zu einer Senke fiihrt oder zu einem mit z; markierten
Knoten, wobei j > 4, oder zu einem mit z; markierten Knoten, an dem eine andere Subfunk-
tion als fiz,—c,,....s;_,—c;_, Derechnet wird. Die ersten beiden Falle fiihren zum Widerspruch,
Weil foi—c,,..2i1=c;_, €ssentiell von z; abhangt, der letzte Fall, weil in einem OBDD an
jedem Knoten nur eine Subfunktion berechnet werden kann.
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Jedes minimale OBDD fir f und die Variablenordnung 1, . .., z, muss also fur jede Sub-
funktion g € S; einen mit x; markierten Knoten enthalten, dessen Nachfolger Knoten sind,
an denen gy, bzw. g,;,—, berechnet wird. Ein OBDD fiir f, das zu dem oben konstruierten
nicht isomorph ist, muss daher zusatzliche Knoten enthalten, ist also nicht minimal. 0

Die Eigenschaft, dass es fiir jede Funktion f und jede Variablenordnung 7 nur ein minimales
OBDD gibt, kann nur dann praktisch genutzt werden, wenn das minimale OBDD effizient
aus jedem anderen OBDD fir f und 7 berechnet werden kann. Wir zeigen zundchst, dass
wir das minimale OBDD erhalten, wenn wir ein gegebenes OBDD solange reduzieren, bis
keine der Reduktionsregeln mehr anwendbar ist.

Lemma 2.1.2  Sei GG ein OBDD fiir die Funktion f und die Variablenordnung . G ist
genau dann isomorph zum minimalen OBDD G* fir f und 7, wenn auf G keine der Reduk-
tionsregeln anwendbar ist.

Beweis: Auf ein minimales OBDD ist offensichtlich keine Reduktionsregel anwendbar;
daher genuigt es zu zeigen, dass auf einem OBDD @, das nicht minimal ist, eine der Regeln
anwendbar ist. Sei f 0.B.d.A. keine konstante Funktion. Wir gehen davon aus, dass G nicht
mehrere 0- oder 1-Senken enthdlt, da diese sonst verschmolzen werden konnen. AulRerdem
setzen wir wieder voraus, dass die Variablenordnung z1, . .., x,, ist.

Aus dem Beweis von Satz 2.1.1 folgt, dass jedes OBDD fur f fir jede Subfunktion in S;
mindestens einen Knoten enthélt, der mit z; markiert ist. Wenn G zum minimalen OBDD
G* nicht isomorph ist, gibt es mindestens ein 7, so dass G mehr als |S;| Knoten enthélt, die
mit z; markiert sind. Sei 7* das groRte derartige <. Dann werden in G alle Subfunktionenin S;
mit 7 > ¢* und die beiden konstanten Funktionen durch genau einen Knoten dargestellt. Da
es mehr als |S;| mit z; markierte Knoten gibt, enthdlt G' entweder mindestens einen Knoten
u, der mit z; markiert ist und an dem eine Subfunktion g berechnet wird, die von z; nicht
essentiell abhdngt, oder es gibt zwei Knoten v und w, die mit z; markiert sind und an denen
die gleiche Subfunktion h € S; berechnet wird. Im ersten Fall gilt g = g5,—0 = gjz;=1. Da
die Funktionen g|,,—o und g|,—; am gleichen Knoten dargestellt werden, kann der Knoten u
mit der Deletion Rule entfernt werden. Im zweiten Fall werden an den Nachfolgern von v
und w die Funktionen h,;,—o bzw. hj;,—; berechnet. Fiir jede dieser Funktionen gibt es in G
nur einen Knoten, daher kdnnen v und w aufgrund der Merging Rule verschmolzen werden.

|

Wir wollen jetzt zeigen, wie aus einem OBDD fiir die Funktion f und die Variablenordnung
m, 0.B.d.A. z1,...,x,, das minimale OBDD berechnet werden kann. Es geniigt zwar, so-
lange Reduktionsregeln anzuwenden, bis keine Regel mehr anwendbar ist, wir sollten aber
verhindern, dass fir einen Knoten hdufig geprift werden muss, ob eine der Regeln anwend-
bar ist. Der Beweis von Lemma 2.1.2 legt nahe, die Reduktion bottom-up durchzufiihren,
weil fir Knoten endgultig entschieden werden kann, ob sie geldscht oder mit anderen ver-
schmolzen werden kdnnen, wenn auf ihre Nachfolger keine Regel mehr angewandt werden
kann.
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Jeder innere Knoten v des OBDDs G wird als Record gespeichert, das eine Knotennummer
v.id, den Index v.var der Variablen, mit der » markiert ist, und Zeiger v.null und v.eins
auf den 0- und den 1-Nachfolger von v enthélt. Da wir keine riickwaérts gerichteten Zeiger
haben, kdnnen Knoten des OBDDs nicht direkt geldscht werden. Wenn wir einen Knoten
v mit der Deletion Rule 16schen wollen, miissen die Zeiger auf v auf den Nachfolger von
v umgesetzt werden; um einen Knoten v mit einem anderen Knoten w zu verschmelzen,
missen die Zeiger auf v auf den Knoten w umgesetzt werden. Wir realisieren das Loschen,
indem wir v die Nummer seines Nachfolgers bzw. die Nummer von w geben. Da es jetzt
mehrere Knoten mit derselben Nummer gibt, speichern wir in einem zusatzlichen Array Z
zu jeder Nummer, welcher Knoten mit dieser Nummer die tibrigen représentiert. Wir erhalten
den folgenden Algorithmus (Bryant (1986)).

Algorithmus 2.1.3
Eingabe: Ein OBDD G fur f mitder Ordnung z1, . .., x,.
Ausgabe: Das minimale OBDD G* fur f und die Ordnung =, ..., z, .
e Durchlaufe G von der Quelle mit einem depth first search Ansatz. Dabei
— verschmelze alle 0-Senken zu einer 0-Senke und alle 1-Senken zu einer 1-Senke,

und setze
0-Senke.id := 0; Z[0-Senke.id] := 0-Senke;
1-Senke.id := 1; Z[1-Senke.id] := 1-Senke;
— ordne alle mit z; markierten Knoten in die Liste S; ein (i = 1,...,n).
e id:=1.

e FOR 7 :=n DOWNTO 1 DO

— Anwendung der Deletion Rule: Suche in S; alle Knoten v, fir die v.null.id =
v.eins.id gilt. Losche v aus dem OBDD durch die Zuweisung v.id := v.null.id,
und entferne v aus der Liste S;.

— Sortiere die Liste S;, wobei jeder Knoten v als Schliissel das Paar
(v.null.id, v.eins.id) erhdlt. Als Ordnung benutzen wir z.B. die lexikographische
Ordnung auf den Paaren.

— Anwendung der Merging Rule: Knoten, die verschmolzen werden kénnen, stehen
in der sortierten Liste hintereinander; daher muss die Liste nur einmal durchlaufen
werden, um diese Knoten zu erkennen. Ein Knoten v, der im reduzierten OBDD
enthalten sein soll, bekommt die ndchste freie Knotennummer, d.h.

id == id + 1;v1.4d = id; Z]vy.id] := vy

Der 0- und der 1-Nachfolger von v; konnen geldscht worden sein. Damit die
Zeiger auf die Nachfolger von v; nicht auf geldschte Knoten, sondern auf die
nicht geldschten Représentanten zeigen, setzen wir

vi.null == Z[vi.null.id]; vy .eins := Z[v;.eins.id).
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Der Knoten v; kann nun mit anderen Knoten v, . . ., v; durch die Zuweisungen
Vo.id = v1.id, . .., vp.ad = vy.ad

verschmolzen werden.
e Entferne die geldschten Knoten.

Alle Operationen auRer dem Sortieren bendtigen pro Knoten nur konstante Zeit, insgesamt
also O(|G]). Bryant (1986) benutzt fiir das Sortieren ein allgemeines Sortierverfahren, die
Rechenzeit betrégt daher O(3-7_, | S;| log|Si|) = O(|G|log|G]). Fiir jeden Knoten v miissen
v.id, v.var, v.null und v.eins gespeichert werden, aulRerdem bendtigen wir das Array Z und
die Zeiger auf die Nachfolger in den Listen S;. Der Speicherbedarf betrégt dann 6|G|+O(n),
wobei der Platz fur die Eingabe mitgezéhlt wird. Die Zahl n der Variablen ist typischerweise
viel Kleiner als die Zahl der Knoten im OBDD G. Wir merken nur an, dass die Reduktion
auch in linearer Zeit moglich ist (Sieling und Wegener (1993b)).

2.2 OBDD-Darstellungen von ausgewahlten Funktionen

In diesem Abschnitt wollen wir reduzierte OBDDs fiir einige spezielle Funktionen angeben,
um ein Gefiihl dafir zu erhalten, wie OBDDs arbeiten und in welchen Féllen ihr Einsatz
sinnvoll ist. Weiterhin wird deutlich, dass die Wahl der Variablenordnung von OBDDs ein
wichtiges Problem ist.

Wir beginnen mit OBDDs fir symmetrische Funktionen. Der Wert einer symmetrischen
Funktion hdngt nur von der Anzahl der Einsen in der Eingabe ab, nicht aber von den Positio-
nen dieser Einsen. Daher kann jede symmetrische Funktion in B,, durch einen Wertevektor
(vo, - - ., vy,) dargestellt werden, wobei die Funktion den Wert v; annimmt, wenn die Eingabe
genau ¢ Einsen enthélt. Abbildung 7 zeigt ein (nicht reduziertes) OBDD fiir die symmetrische
Funktion mit dem Wertevektor (v, ..., v4). Man verifiziert leicht, dass die mit v; markierte
Senke genau fur die Eingaben mit 7 Einsen erreicht wird. Die Verallgemeinerung fiir sym-
metrische Funktionen iber n Variablen ist einfach. Dabei entsteht ein OBDD quadratischer
GroRe. (Auf der i-ten Ebene gibt es 7 Knoten, so dass die Gesamtzahl der Knoten gleich
Y"1 = O(n?) ist.) Je nach Wertevektor sind noch Verschmelzungen von Knoten moglich,
so dass das OBDD auch viel kleiner werden kann, z.B. linear fur die Parity-Funktion auf
n Variablen. Da sich symmetrische Funktionen nicht verandern, wenn Variablen vertauscht
werden, hangt die OBDD-GroRe von symmetrischen Funktionen nicht von der Variablen-
ordnung ab.

Das néchste Beispiel ist die Funktion DQF,, (disjunkte quadratische Form), die Uber den 2n
Variablen z, ..., z,, durch

DQFn(.’El, ceey .’Egn) =21Zo V...V ZTop 1Top
definiert ist. Wir betrachten die zwei Variablenordnungen z1, 9, x3, . . . , 22, und
X1,%3, %5, -, Top 1, Lo, Ta,- - -, Ton. OBDDs fur beide Variablenordnungen und DQF, sind

in Abbildung 8 gezeigt. Man sieht sofort, dass die erste Variablenordnung zu einem viel
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Abbildung 7: Ein OBDD fir symmetrische Funktionen auf 4 Variablen

Vo

kleineren OBDD als die zweite Variablenordnung fuhrt. Wir wollen nun die OBDD-Gro6len
berechnen und beginnen mit der ersten Variablenordnung. Offensichtlich hat das OBDD
einen Knoten, der mit z; markiert ist und an dem DQF,, berechnet wird. Am 0-Nachfolger
vp dieses Knotens wird die Funktion

fO = DQFn|w1:0 = I3T4 V...V Lon—1T2n
und am 1-Nachfolger v, die Funktion
fl = DQFn\mlzl =29V I3x4V ...V Loy 1Top

berechnet. Offensichtlich héngt die an v, berechnete Funktion nicht essentiell von z5 ab,
wohl aber von z3, S0 dass vy, mit x3 markiert ist. Dagegen ist v; mit x, markiert. Am 0-
Nachfolger von v, wird die Funktion f; _, = f° berechnet, und am 1-Nachfolger von v,
die Funktion f|1.1;2:1 = 1. Die 1-Kante von v zeigt also zur 1-Senke. Insgesamt folgt, dass es
jeweils einen mit z; und mit z» markierten Knoten gibt. Eine der ausgehenden Kanten zeigt
zur 1-Senke und die andere zu einem Knoten, an dem f° = DQF,,_,(z3, . . ., To,) berechnet
wird. Also ist die OBDD-GroRe S(n) von DQF,, gleich der Summe von 2 und der OBDD-
GroRe S(n — 1) von DQF,,_,. Wegen S(1) = 4 folgt, dass reduzierte OBDDs von DQF,, fiir
die erste Variablenordnung genau 2n + 2 Knoten haben.

Der Einfachheit halber wollen wir die OBDD-Grolke von DQF,, fur die zweite Variablen-
ordnung nur abschétzen. Dazu z&hlen wir nur die mit x, markierten Knoten. Die gesamte
OBDD-GroRe ist dann auf jeden Fall grofer als die berechnete Anzahl von z4-Knoten. Nach
Satz 2.1.1 ist die Anzahl von x,-Knoten gleich der Anzahl der Subfunktionen von DQF,,, die
durch Konstantsetzen der Variablen z+, z3, x5, . . . , x2,_1 €ntstehen und die von x, essentiell
abhédngen. Sei

F[Cl, C3,..., C?n—l](m% Ty, .. 7‘7;271)
die Subfunktion von DQF,,, die entsteht, wenn z, z3, x5, . .., T2, 1 durch
C1,C3,Cs, - . -, Con_1 EFSEtZt wurden. Sei J(cy, cs, . - ., can 1) die Menge der ungeraden Zahlen

j mit ¢; = 1. Offensichtlich ist

F[Cb C3y--- ,Canl](ﬂfz,xzb ) xzn) = V Tjt1-
jEJ(cl,C:«;,...,CQn_l)
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Abbildung 8: OBDDs fiir die Funktion DQF

Die Funktion hédngt essentiell von x5 ab, wenn 1 € J, also wenn ¢; = 1. Offensichtlich
sind fur verschiedene Belegungen von ¢y, cs, . . ., ca, 1 die Funktionen Flcy, cs, - . ., can_1]
verschieden. Es gibt 2"~! Belegungen von ¢y, cs, . . ., ca,—1 Mit ¢; = 1. Also hat das OBDD
2"~ mit x, markierte Knoten. Wir bemerken, dass man die OBDD-GréRe von DQF,, fiir die
zweite Variablenordnung auch genau ausrechnen kann; sie betragt 271, Wir erhalten die-
selbe OBDD-Grol3e fir jede Variablenordnung, fur die fur jedes Paar (z;, x;11), ¢ ungerade,
eine der beiden Variablen in der ersten Halfte der Variablenordnung und die andere in der
zweiten Hélfte der Variablenordnung angeordnet ist.

Die Wahl der Variablenordnung kann also zwischen polynomieller und exponentieller Grélie
eines OBDDs entscheiden. Aus praktischer Sicht kann dies bedeuten, dass eine Anwendung
in dem einen Fall erfolgreich beendet werden kann, wahrend sie in dem anderen Fall wegen
Speichermangel abgebrochen werden muss (man vergleiche die OBDD-GrofRen von DQF,,
und die beiden o0.g. Variablenordnungen fiir » = 100). Bei der Funktion DQF ist intuitiv klar,
dass die Variablen z; und z;,, flir ungerades ¢ ,,zusammengehdren“ und daher auch in der
Variablenordnung zusammenstehen sollten.

Leider haben auch sehr wichtige Funktionen wie die Addition die Eigenschaft, dass die Va-
riablenordnung zwischen polynomieller und exponentieller OBDD-GroRe entscheiden kann.
Wir bezeichnen im Folgenden das (i—1)-te Bit der Summe von zwei i-Bit Zahlen z;_4, . ..,z
und y; 1, ...,y mit ADD;. Mit dhnlichen Methoden wie bei der Funktion DQF kann ge-
zeigt werden, dass bei einer Variablenordnung, bei der alle z-Variablen vor allen y-Variablen
getestet werden, die OBDD-GroRe fiir ADD; mindestens 249 betragt (Ubungsaufgabe).
Wir betrachten hier nur die (nattrlicheren) Variablenordnungen zq, yo, - - -, 2; 1, %1 und
i 1,Yi1,---, %0, Yo. OBDDs fir die beiden Variablenordnungen sind in Abb. 9 gezeigt. Es
ist leicht, analog zur Funktion DQF zu verifizieren, dass diese OBDDs wirklich die Funktion
ADD,; darstellen. Bei beiden Variablenordnungen haben die OBDDs lineare Grofie. Dennoch
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gibt es einen Unterschied. Bei der zweiten Variablenordnung stimmen die unteren Teile der
OBDDs fur ADD; und ADD; fiir 7 # j Uberein. Hieraus folgt, dass alle Bits der Summe
zweier n-Bit Zahlen, also die Funktionen ADD;, i € {0, ..., n—1} (und auch das Ubertrags-
bit), zusammen in einem OBDD linearer Grol3e dargestellt werden konnen. Man Uberzeugt
sich leicht, dass bei der ersten Variablenordnung quadratische GrolR3e erforderlich ist.

Schlieflich gibt es auch viele Funktionen, fur die OBDDs fur jede Variablenordnung expo-
nentielle GrolRe haben. Hierzu gehort z.B. die Multiplikation (genauer gesagt, die Funktion
MUL,,, die das n-te Bit des Produktes zweier n-Bit Zahlen beschreibt). Wir wollen hier eine
»kunstliche* Funktion mit dieser Eigenschaft vorstellen, um zu motivieren, warum es tber-
haupt passieren kann, dass Funktionen nur exponentielle OBDDs haben. Wir werden eine
Methode vorstellen, mit der man beweisen kann, dass eine Funktion fir alle Variablenord-
nungen exponentielle OBDDs hat. Mit dhnlichen Beweismethoden kann man zeigen, dass
MUL,, nur exponentielle OBDDs hat; allerdings erfordert dieser Beweis mehr Tricks und
Techniken.

Wir definieren nun die Funktion ACH, eine Variante der sogenannten Achillesfersenfunktion

von Ashar, Ghosh und Devadas (1991). Sei n = 2. Fiir die Variablen s;_1, . . ., s, bezeichne
|s| den Wert von (sk_1, - .., So) als Bindrzahl interpretiert. Die Funktion ACH,, ist auf 2n + &
Variablen z, ..., Zu_1,%0, - - -, Yn—1, So, - - - , Sg—1 definiert:

ACHH(LE, Y, 5) = ToY|s| \ Z1Y(|s|+1) mod n V...V Tn—1Y(|s|[+n—1) mod n-

Die Funktion wird also folgendermafRen ausgewertet: Zuerst wird yq, ..., y,—1 um |s| Po-
sitionen nach links rotiert. Anschlielend wird die Funktion DQF angewendet, wobei jedes
Paar aus einer z-Variablen und einer y-Variablen besteht. Die Idee fiir den Beweis, dass ACH
fur jede Variablenordnung exponentielle GroRe hat, besteht darin, dass man fur jede Varia-
blenordnung einen Wert fur |s| finden kann, fiir den viele Paare von z- und y-Variablen,
deren Konjunktion zu berechnen ist, in der Variablenordnung getrennt werden. Dies wollen
wir nun formalisieren.

Sei ein OBDD ¢ fir ACH,, gegeben. Wir betrachten nur die z- und y-Variablen, die gemaf
der Variablenordnung von G in einer Folge angeordnet sind. Sei L die Menge der vorderen n
Variablen dieser Folge, und sei R die Menge der hinteren n Variablen dieser Folge. O.B.d.A.
enthdlt L eine Menge L’ von mindestens n/2 z-Variablen (und damit R eine Menge R’
von mindestens n/2 y-Variablen). Anderenfalls kdnnen wir den folgenden Beweis ebenfalls
anwenden, missen aber die Rollen der z- und y-Variablen vertauschen.

Seit € {0,...,n — 1}. Sei J(t) die Menge der Paare (2, Y(-++) mod ), fUr die 2; € L’ und
Y(i+) mod n € R'. Die Menge J(0)U. ..U J(n— 1) enthélt mindestens n? /4 solche Paare (je-
des Paar einer z-Variablen aus L’ und einer y-Variablen aus R’ kommt in dieser Menge vor).
Dann gibt es ein ¢, fur das |J(t)| > n/4. (Wdren alle Mengen J(-) kleiner, hétte die Vereini-
gung dieser Mengen nicht n? /4 Elemente.) Wir belegen nun die s-Variablen so, dass |s| = ¢,
und berechnen das OBDD fiir die entsprechende Subfunktion von ACH. Wie oben erwéhnt,
ist dies die Funktion DQF. Sei J(t) 2 {(wiq), ¥i)), - - - » (Tin/a)» Yi(n/a)) }- Wir setzen alle
x-Variablen, die nichtin {z;), ..., iy 4 } enthalten sind, und alle y-Variablen, die nicht in
{wiays - - -+ Yjn/4)} enthalten sind, auf 0. Nach Konstruktion entsteht die Subfunktion

Ti)Yj) V- - - V Titn/a)Yi(n/4)
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Abbildung 9: OBDDs fiir das i-te Bit der Addition
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wobei alle z-Variablen vor allen y-Variablen angeordnet sind. Nach den Betrachtungen zur
Funktion DQF folgt, dass das OBDD G’ fiir diese Subfunktion und eine solche Variablen-
ordnung 2™/#t1 Knoten hat. Es ist leicht einzusehen, dass sich OBDDs beim Konstantsetzen
von Variablen nicht vergroRern (siehe auch Abschnitt 5.5). Da das OBDD G’ aus G durch
Konstantsetzen von Variablen entstanden ist, folgt, dass auch G mindestens 2/ Knoten
hat.

Wir haben schon bei der Funktion DQF gesehen, dass zusammengehorende Variablen zu-
sammen in der Variablenordnung angeordnet sein sollten. Bei der Funktion ACH entscheidet
die Belegung der s-Variablen, welche z- und y-Variablen zusammengehdren, so dass es nicht
maoglich ist, eine Variablenordnung zu finden, bei der alle zusammengehérenden Paare dicht
beieinander angeordnet sind. Als Faustregel kann man sagen, dass Funktionen, bei denen
jede Variable mit vielen anderen zusammengehort, hdufig nur exponentielle OBDDs haben.

2.3 Das Variablenordnungsproblem

An den Beispielen im letzten Abschnitt haben wir gesehen, dass die Wahl der Variablen-
ordnung zwischen polynomieller und exponentieller OBDD-GroRe entscheiden kann. Daher
ist es wichtig, gute Algorithmen fiir das Variablenordnungsproblem zu haben. Man unter-
scheidet zwei verschiedene Varianten des Variablenordnungsproblems. Bei der ersten ist die
darzustellende Funktion f durch einen Schaltkreis gegeben. Die Aufgabe besteht darin, ein
moglichst kleines OBDD fur f zu konstruieren. Wir bemerken nur, dass dies ein NP-hartes
Problem ist und dass nur Heuristiken fiir dieses Problem bekannt sind. Die Heuristiken versu-
chen, aus der Schaltkreisbeschreibung Zusammenhange zwischen der Variablen zu extrahie-
ren und zusammengehdrende Variablen zusammen anzuordnen. Ein Beispiel fir eine solche
Heuristik besteht darin, den Schaltkreis von den Ausgédngen mit einem DFS-Durchlauf zu
durchlaufen und die Variablen in der Reihenfolge anzuordnen, wie sie beim DFS-Durchlauf
gefunden werden. Man Uberlegt leicht, dass bei der Funktion DQF z.B. aus der Polynomdar-
stellung in jedem Fall eine optimale Variablenordnung gefunden wird.

Bei der zweiten Variante des Variablenordnungsproblem geht man davon aus, dass die dar-
zustellende Funktion bereits durch ein OBDD gegeben ist. Formal ist dieses Problem folgen-
dermal3en definiert:

MinOBDD
Eingabe: Ein OBDD fir f.
Ausgabe: Ein OBDD minimaler Grolie fir f.

Wir weisen noch einmal darauf hin, dass hier das Ziel ist, eine gute Variablenordnung zu
berechnen, wéhrend bei der Reduktion die Variablenordnung fest ist. Die Motivation fir
das Problem MinOBDD ist die folgende: In der Einleitung haben wir beschrieben, wie ein
Schaltkreis in ein OBDD umgerechnet werden kann. Im Laufe dieser Rechnung verandert
sich die Menge der dargestellten Funktionen. Damit verdndert sich auch die Menge der
Variablenordnungen, bezuglich derer die Darstellung kompakt ist. Also ist es sinnvoll, im
Laufe der Umformung die Variablenordnung zu verbessern. Dies ist genau das Problem
MinOBDD. Die Idee, die Variablenordnung im Laufe von Berechnungen auf OBDDs zu
andern, wird in der Literatur als dynamische Variablenordnung bezeichnet (Rudell (1993)).
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Leider gibt es auch fir MinOBDD vermutlich keine effizienten Algorithmen. Bollig und
Wegener (1996) haben bewiesen, dass das Problem NP-hart ist. Sieling (1998) hat bewiesen,
dass auch die Existenz von polynomiellen Approximationsalgorithmen mit jeder konstan-
ten Gite ¢ > 1 impliziert, dass P=NP ist. (Ein Approximationsalgorithmus mit Giite ¢ fur
MinOBDD berechnet fiir alle Eingaben ein OBDD, das um hochstens den Faktor ¢ groRer als
ein minimales OBDD ist.) Also miissen wir uns auch beim Problem MinOBDD mit Heuristi-
ken zufrieden geben. Anstelle des Nichtapproximierbarkeitsergebnissen wollen wir hier nur
das schwachere Ergebnis zeigen, dass die Berechnung einer optimalen Variablenordnung
fir ein OBDD, das mehrere Funktionen darstellt (diese nennt man auch SBDDs—shared
BDDs), NP-hart ist. Wir betrachten also das Problem

MinSBDD
Eingabe: Ein SBDD fir fi,..., fi.
Ausgabe: Ein SBDD minimaler GroRe fur f1, ..., fm.

Satz 2.3.4  Falls es fur MinSBDD einen polynomiellen Algorithmus gibt, folgt P = NP.

Beweis:  Wir geben eine Turing-Reduktion von 3-SAT an, d.h., wir beweisen, dass 3-SAT
einen polynomiellen Algorithmus hat, wenn MinSBDD einen polynomiellen Algorithmus
hat. Das Problem 3-SAT ist folgendermafen definiert:

3-SAT

Eingabe: Eine Menge U von Variablen und eine Menge C von Klauseln tiber den Variablen
aus U, wobei (i) jede Klausel genau 3 Literale enthlt, (ii) jede Variable in jeder Klausel
hdchstens einmal vorkommt und (iii) zwei Klauseln hochstens ein Literal gemeinsam haben.
Frage: Gibt es eine Belegung der Variablen, die alle Klauseln erfillt?

Wir merken nur an, dass die Einschrankungen (ii) und (iii) an die Eingaben von 3-SAT in der
Regel nicht gefordert werden, es ist aber eine einfache Ubungsaufgabe zu zeigen, dass auch
unsere Variante von 3-SAT NP-vollstandig ist.

Sei (U, C) eine Eingabe fur 3-SAT, d.h., U = {u,...,u,} ist eine Menge von Variablen
und C = {C4,...,Cy} ist eine Menge von Klauseln tiber den Variablen. Die Frage ist, ob
es eine Variablenbelegung gibt, fir die alle Klauseln erfillt sind.

Wir konstruieren nun ein SBDD. Das SBDD stellt die Funktionen f1, ..., fa, 91, .. ., g, dar,
die auf den Variablen z+, ..., z,, y1, ..., y, definiert sind. Dabei assozieren wir z; mit dem
Literal u;, und wir assozieren y; mit dem negierten Literal u;. Fur die Funktionen wahlen wir

und
u;€Cj u; €C;

Da jede Klausel genau 3 Literale enthalt, ist g; die Konjunktion von 3 Variablen. Wir zeigen
zwei Lemmas Uber die SBDD-GroRe der Funktionen fi, ..., fn, 1y« -+ Gm-
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Lemma 2.3.5  Falls (U, C) erfillbar ist, gibt es ein SBDD flr fi,..., fu, 91,-- -, gm Mit
hochstens 2n + 2m inneren Knoten.

Lemma 2.3.6  Falls (U, C) nicht erfullbar ist, hat jedes SBDD fir f1,..., fn, 91, -, 9m
mit mindestens 2n + 2m + 1 innere Knoten.

Wir zeigen zundchst, dass aus den Lemmas die Behauptung folgt. Falls es einen poly-
nomiellen Algorithmus A fir MinSBDD gibt, kénnen wir einen polynomiellen Algorith-
mus B fir 3-SAT konstruieren: Wir konstruieren aus der Eingabe (U, C') die Funktionen
fiy---y fns01,---,9m und daraus ein SBDD. Dies ist einfach moglich. Auf dieses SBDD
wenden wir den Algorithmus A an. Resultat ist ein minimales SBDD fir die Funktionen
fiy s fns 91, - - -, gm- Falls dieses SBDD hdchstens 2n + 2m innere Knoten hat, ist (U, C)
erfillbar und anderenfalls nicht. Also erhalten wir einen polynomiellen Algorithmus fiir 3-
SAT. Da 3-SAT NP-hart ist, folgt die Behauptung.

Beweis von Lemma 2.3.5:  Sei Xy = {z;|o(u;) = 0} U {y;|o(u;) = 1}, also die Menge
von Variablen, die mit den von o nicht erfullten Literalen Gber U assoziiert sind. Analog
sei X1 = {wx;lo(u;) = 1} U {y;|lo(u;) = 0} die Menge von Variablen, die mit den von o
erfillten Literalen assoziiert sind. Wir wahlen nun eine beliebige Variablenordnung, bei der
die Variablen in X vor den Variablen in X; angeordnet sind, und bestimmen die Anzahl der
inneren Knoten in einem SBDD fir f1,..., fu, 91, - - -, g Mit dieser Variablenordnung.

Jede Funktion f; kann offensichtlich mit 2 inneren Knoten dargestellt werden und jede Funk-
tion g; mit 3 inneren Knoten. Da flr jede Klausel mindestens ein Literal erfullt ist, ist die
letzte Variable z; oder y, (0.B.d.A. z;), von der g; essentiell abhéngt, mit dem erfllten
Literal u, assoziiert. Wegen der Wahl der Variablenordnung wird in dem OBDD fiir f, die
Variablen g, vor x; getestet. Damit konnen fiir die beiden x-Knoten verschmolzen werden.
Da dies fiir jede Klausel geht, bleiben fiir die Funktionen g, jeweils nur zwei innere Knoten
ubrig, d.h., die Anzahl der inneren Knoten betragt 2n + 2m. O

Beweis von Lemma 2.3.6:  Wir nehmen an, dass es ein SBDD fur f1,..., fu, 915+, 9m
mit hochstens 2n + 2m inneren Knoten gibt und folgern hieraus, dass (U, C') erfullbar ist.
Sei also ein solches SBDD gegeben. Wir konstruieren eine Variablenbelegung o. Falls x; vor
y; in der Variablenordnung steht, wéhlen wir o(u;) = 0 und anderenfalls o(u;) = 1. Offen-
sichtlich muss das SBDD 2n innere Knoten fur die Darstellung von f4, ..., f, enthalten, da
diese Funktionen von insgesamt 2n Variablen essentiell abh&dngen. Wir tiberlegen nun, wel-
che Verschmelzungen von Knoten des OBDDs fiir g; mit anderen OBDDs moglich sind. Da
in jeder Klausel drei verschiedene Variablen vorkommen, ist es nicht moglich, dass g; von z;
und y; essentiell abhangt. Also gibt es fir die OBDDs fir f; und g; maximal einen gemeinsa-
men Knoten. Analog folgt, dass die OBDDs fiir g; und g;; maximal einen Knoten gemeinsam
haben, da zwei Klauseln maximal ein Literal gemeinsam haben. D.h., fiir jede Funktion g;
gibt es im SBDD zwei innere Knoten, die nicht mit anderen inneren Knoten verschmolzen
werden konnen. Da das SBDD nur 2n + 2m innere Knoten hat, muss es fir jede Funktion g;
einen Knoten geben, der mit einem OBDD fur eine Funktion f; verschmolzen wird. (Wenn
die OBDDs fiir g; und g, einen Knoten gemeinsam haben, haben sie zusammen 5 und nicht
4 innere Knoten.) Dann aber folgt sofort, dass die oben konstruierte Variablenbelegung o
erfillend ist. O
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Abbildung 10: Ausfilhrung der Operation SWAP(z;, ;1)

Eine elementare Operation beim Veréndern der Variablenordnung von OBDDs ist das Ver-
tauschen benachbarter Variablen, was auch als Swap bezeichnet wird: Sei z,...,x, die
Variablenordnung des gegebenen OBDDs. SWAP(z;, ;1) verdndert die Variablenordnung
INZy,...,Ti 1, %iv1, Ti, Tivo, - - -, Tpn. ES fOlgt direkt aus Satz 2.1.1, dass sich nur die Ebenen
mit den Variablen x; und z;., verandern. In Abbildung 10 ist gezeigt, in welcher Weise die
Kanten verandert werden missen.

Eine naheliegende Heuristik ist eine lokale Suche. Wir nennen zwei Variablenordnungen be-
nachbart, wenn sie sich durch eine Swap-Operation ineinander Gberfiihren lassen. Bei einer
lokalen Suche probiert man alle moglichen Swap-Operationen fur die aktuelle Variablenord-
nung aus. Wenn man eine Swap-Operation findet, bei der sich die OBDD-Grol3e verkleinert,
wird die neue Variablenordnung zur aktuellen Variablenordnung. Dies wird solange iteriert,
bis keine Verbesserung der OBDD-GroRe mehr moglich ist. Dieser Algorithmus (und Ver-
feinerungen davon) wurde von Ishiura, Sawada und Yajima (1991) untersucht.

Es ist leicht einzusehen, dass die lokale Suche hédufig in lokalen Optima ,,steckenbleibt*. Das-
selbe gilt fur den sogenannten Sifting-Algorithmus (Rudell (1993)), der eine lokale Suche
mit einer anderen Nachbarschaftsbeziehung ist.

Beim Sifting-Algorithmus wird eine Variable z; ausgewdhlt, und es wird nach einer opti-
malen Position fur z; gesucht. Dazu wird z; durch iteriertes Anwenden der Swap-Operation
probeweise an alle moglichen Stellen in der Variablenordnung geschoben, und es wird die
OBDD-Gro6Re bestimmt. Schliellich wird z; an die Stelle geschoben, die zu minimaler
OBDD-GroRe fiihrt. Dies wird (fiir andere Variablen) iteriert, bis keine Verbesserung der
OBDD-GroRe mehr moglich ist. (Eventuell werden Variablen auch mehrfach verschoben.)
Auch der Sifting-Algorithmus wird hdufig in lokalen Optima enden. Allerdings wird berich-
tet, dass der Sifting-Algorithmus sehr schnell ist und gute Ergebnisse liefert.

2.4 Algorithmen auf OBDDs

Auswertung
Eingabe: Ein OBDD G fiir f € B,,, a € {0,1}".

Ausgabe: f(a).
Rechenzeit: O(n). Speicherplatz: O(|G).
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Wir durchlaufen das OBDD wie oben beschrieben von der Quelle zu einer Senke und ge-
ben die Markierung der erreichten Senke aus. Weil jede Variable hochstens einmal getestet
werden darf, ist die Rechenzeit durch O(n) beschrénkt.

Erf allbarkeit

Eingabe: Ein OBDD G firr f € B,,.
Ausgabe: 1, falls f ungleich der Nullfunktion ist, anderenfalls 0.
Rechenzeit: O(|G|). Speicherplatz: O(|G|).

Durchlaufe das OBDD von der Quelle mit einem depth first search Ansatz, bis eine 1-Senke
erreicht wird. Der gefundene Pfad von der Quelle zu der 1-Senke gibt eine Eingabe a mit
f(a) =1 an; wenn keine 1-Senke erreicht wird, gibt es auch keine derartige Eingabe.

Wenn G reduziert ist, ist der Erflllbarkeitstest der Test, ob die Quelle von G ungleich der
0-Senke ist. Dieses ist sogar in konstanter Zeit moglich.

Erf allbarkeit-Anzahl

Eingabe: Ein OBDD G fir f € B,.
Ausgabe: | f71(1)].
Rechenzeit: O(|G|). Speicherplatz: O(|G|).

Wir wollen fir jede Kante und jeden Knoten von G berechnen, fuir wieviele Eingaben diese
Kante oder dieser Knoten durchlaufen wird. Die Quelle wird offensichtlich fir alle 2™ Ein-
gaben durchlaufen, und die 1-Senken werden fur insgesamt | f~*(1)| Eingaben erreicht. Wir
betrachten nun einen inneren Knoten v, der mit ; markiert ist und der fiir ¢ Eingaben durch-
laufen wird. Wenn der Knoten v fiir die Eingabe a = (a4, . .., a,) erreicht wird, wird er auch
fur a' = (ay,...,ai-1,8;,0ai:1,...,a,) erreicht, weil die Variable z; nicht vor v getestet
werden darf. Fir a wird die a;-Kante, die v verldsst, durchlaufen, firr ¢’ die a;-Kante. Die ¢
Eingaben, fur die v erreicht wird, werden also auf die 0-Kante und die 1-Kante gleichmaRig
verteilt.

Wenn ein Knoten v die eingehenden Kanten ey, . . ., e; hat, missen wir die Anzahl der Einga-
ben, fur die ey, . . ., e, durchlaufen werden, addieren, um die Zahl der Eingaben zu erhalten,
fur die v erreicht wird. Im folgenden Algorithmus vermeiden wir, auch fiir die Kanten die
Zahl der Eingaben, fur die sie erreicht werden, zu speichern.

e Markiere die Quelle mit 2™ und die Gibrigen Knoten mit 0.

e Durchlaufe G in einer topologischen Ordnung. Wenn ein Knoten v erreicht wird, der
mit ¢ markiert ist, addiere zu den Markierungen beider Nachfolger von v den Wert ¢/2.

e Das Ergebnis ist die Markierung der 1-Senke bzw. die Summe der Markierungen der
1-Senken.
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Erf allbarkeit-Alle

Eingabe: Ein OBDD G fir f € B,.
Ausgabe: f1(1).
Rechenzeit: O(|G| + n|f~1(1)]). Speicherplatz: O(|G|).

Wir suchen alle Pfade, die von der Quelle zu einer 1-Senke fiihren. Wir erhalten alle erfiillen-
den Belegungen fiir die Eingabevariablen von f, wenn wir fiir jeden derartigen Pfad die
getesteten Variablen so belegen, dass der Pfad durchlaufen wird, und die nicht getesteten
Variablen auf alle moglichen Weisen belegen.

Die Pfade von der Quelle zur 1-Senke kdnnen wir mit einem einfachen rekursiven Algo-
rithmus berechnen, der an der Quelle beginnt. Fir jeden erreichten inneren Knoten v rufen
wir dieselbe Prozedur nacheinander fiir den 0-Nachfolger von » und den 1-Nachfolger von
v rekursiv auf. Wenn wir eine 1-Senke erreichen, rekonstruieren wir den Pfad, auf dem wir
zu dieser Senke gelangt sind, belegen die getesteten Variablen so, dass dieser Pfad durchlau-
fen wird, und die nicht getesteten Variablen auf alle moglichen Weisen. Da die Grolie der
Ausgabe n|f~(1)] ist, ist die Rechenzeit O(|G| + n|f~*(1)|) optimal.

Aquivalenztest

Eingabe: OBDDs G und G|, fiir f, g € B,,.
Ausgabe: 1, wenn f = g, anderenfalls 0.
Rechenzeit: O(|G| + |G,|). Speicherplatz: O(|G;| + |G,]).

Da reduzierte OBDDs bei gleicher Variablenordnung bis auf Isomorphie eindeutig sind,
genugt es, G und G, zu reduzieren und die reduzierten OBDDs G und G, auf Isomorphie
zu testen. Die Reduktion ist mit dem oben erwéhnten Algorithmus in linearer Zeit auf linea-
rem Platz moglich. Der Isomorphietest ist ebenfalls in linearer Zeit moglich, weil OBDDs
Graphen mit einer Quelle und markierten Knoten und Kanten sind. Wir durchlaufen G und
G, simultan mit depth first search beginnend bei den Quellen und testen, ob die jeweils
erreichten Knoten die gleiche Markierung haben. Wenn f und g gemeinsam in einem redu-
zierten OBDD dargestellt werden, ist der Aquivalenztest sogar in konstanter Zeit mdglich,
da es gentigt zu testen, ob die Zeiger fir f und g auf denselben Knoten zeigen.

Synthese

Eingabe: OBDDs G und G|, fiir f, g € B, ein Operator @ € Bs.
Ausgabe: Ein OBDD G fir f ® g.
Rechenzeit: O(|G||G,]). Speicherplatz: O(|G¢||G,)).

Wir wollen zunéchst zeigen, wie wir fur eine Eingabe ¢ € {0,1}™ mit einem simultanen
Durchlauf durch G und G, die Funktionswerte f(a) und g(a) berechnen kénnen. Bei dieser
Berechnung soll jedes Eingabebit x; nur einmal abgefragt werden und dann gleichzeitig
fir die Rechnung in G und G, benutzt werden. Wir bendtigen dafir, dass beide OBDDs
dieselbe Variablenordnung, 0.B.d.A. z1, .. ., z,,, haben. Wir beginnen in beiden OBDDs die
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Rechnung an den Quellen. Wenn wir in G, einen Knoten v, und in G, einen Knoten v,
erreicht haben, sind die folgenden Situationen moglich.

1. Fall: vy und v, sind mit z; markiert.
Wir gehen in Gy und Gy gemaB dem Wert von a; zum 0- oder 1-Nachfolger von v
bzw. v,,.

2. Fall: vy ist mit z; markiert, v, ist mit z; markiert, und ¢ > j.
Die Variable z; steht in der Variablenordnung vor z;, daher warten wir in G; am
Knoten vy, gehen aber in G, gemalk dem Wert von a; zum 0- oder 1-Nachfolger von
Vyg.

3. Fall: vy ist eine Senke, v, ist mit z; markiert.
Wie im 2. Fall warten wir an vy und gehen in G4, gemaf dem Wert von a; zum 0- oder
1-Nachfolger.

4. Fall: vy ist mit z; markiert, v, ist mit z; markiert, und ; < j.
Analog zum 2. Fall warten wir in Gy am Knoten v, und gehen in Gy gemaft dem Wert
von a; zum 0- oder 1-Nachfolger von vy.

5. Fall: vy ist mit z; markiert, v, ist eine Senke.
Wir gehen gemél dem Wert von a; zum 0- oder 1-Nachfolger von v; und warten an
Vg.

6. Fall: v und v, sind Senken.
Die Markierungen von v, und v, sind die gesuchten Funktionswerte f(a) und g(a).
Wir kdnnen (f ® g)(a) berechnen, indem wir die Markierungen der Senken mit ®
verkniipfen.

Wir konstruieren nun ein OBDD @, in dem jeder Pfad einer derartigen simultanen Rechnung
entspricht. G enthalt flir jedes Paar von einem Knoten v, aus Gy und v, aus G4 einen Knoten
(vf,vy). Die neue Quelle ist das Paar der Quellen von Gy und G,. Die Markierung jedes
Knotens (v, v,) und seine Nachfolger erhalten wir durch dieselbe Fallunterscheidung wie
oben.

1. Fall: vy und v, sind mit z; markiert.
Der Knoten (vy, v,) wird mit z; markiert, sein 0-Nachfolger ist der Knoten (vy,0, vg,0),
sein 1-Nachfolger (vy,1, vy,1). Dabei bezeichnen vy, bzw. v, . den c-Nachfolger von vy
bzw. v,,.

2. Fall: vy ist mit z; markiert, v, ist mit z; markiert, und ¢ > j.
Der Knoten (v, v,) wird mit z; markiert, seine Nachfolger sind die Knoten (v, v4)
bzw. (vy,v,,1), da am Knoten v, gewartet wird.

3. Fall: vy ist eine Senke, v, ist mit z; markiert.
Der Knoten (v, v,) wird mit z; markiert, seine Nachfolger sind die Knoten (v, v4)
bzw. (v, vg1).
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4. Fall: vy ist mit z; markiert, v, ist mit z; markiert, und 7 < j.
Der Knoten (vy, vy) Wird mit z; markiert, seine Nachfolger sind die Knoten (v, v,)
bzw. (vf,1,v,).

5. Fall: vy ist mit z; markiert, v, ist eine Senke.
Der Knoten (vy, vy) Wird mit z; markiert, seine Nachfolger sind die Knoten (v, v,)
bzw. (vy,1,v,).

6. Fall: v und v, sind Senken.
Der Knoten (v, v,) ist eine Senke; die Markierung dieser Senke erhalten wir, indem
wir die Markierungen von v, und v, mit ® verknipfen.

Das konstruierte OBDD wird auch Produktgraph von Gy und G, genannt. Es simuliert die
simultane Rechnung in Gy und G, und ist daher ein OBDD fiir die Funktion f ® g. Der
Produktgraph enthdlt in der Regel Knoten, die von der Quelle aus nicht erreichbar sind. Im
Produktgraphen in Abb. 11 sind nur die fett gezeichneten Knoten und Kanten von der Quelle
(die dem Paar der Quellen von G'; und G/, entspricht) erreichbar. Nachdem die nicht erreich-
baren Knoten und Kanten entfernt sind, ist der entstandene Graph nicht notwendigerweise
ein reduziertes OBDD, auch wenn Gy und G, reduziert sind. Nachdem in dem Produktgra-
phen in Abb. 11 die nicht erreichbaren Knoten entfernt worden sind, kénnen noch die Knoten
(v3,ve) Und (vy, v7) Verschmolzen werden.

) (v (v (L) (M) (W)

() (Bv) (%) (%W)

Abbildung 11: Beispiel fiir die Berechnung eines Produktgraphen

Der Algorithmus von Bryant (1986) vermeidet die Erzeugung von nicht erreichbaren Kno-
ten, indem er die Berechnung des OBDDs firr f®g an der Quelle beginnt und nur Nachfolger
von bereits konstruierten Knoten erzeugt. Das OBDD wird in einer depth first search Ord-
nung aufgebaut. Der rekursive Algorithmus wird mit dem Paar der Quellen von G und G,
aufgerufen und gibt einen Zeiger auf das erzeugte OBDD zuriick. Auf einem Paar (v, v)
werden folgende Schritte ausgefihrt:

o Erzeuge einen Knoten fiir (vy, vy).

e Bestimme mit der Fallunterscheidung von oben die Markierung von (v, v,).
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e Wenn (vy, v,) ein innerer Knoten ist, bestimme mit der Fallunterscheidung von oben
die Paare, die die Nachfolger von (v, v,) sind. Teste nacheinander fur jedes der beiden
Paare, ob bereits ein Knoten erzeugt wurde.

— Wenn ja, setze den Zeiger flr den entsprechenden Nachfolger von (v, v,) auf
den erzeugten Knoten.

— Wenn nein, erzeuge den entsprechenden Nachfolger mit einem rekursiven Auf-
ruf, und setze den Zeiger fiir den Nachfolger von (v, v,) auf den erzeugten Kno-
ten.

¢ Gib an die aufrufende Prozedur einen Zeiger auf (v, v,) zuriick.

Der Test, ob fur ein Paar bereits ein Knoten erzeugt wurde, verhindert, dass Teile des kon-
struierten OBDDs mehrfach erzeugt werden. Wir kdnnen dafiir ein spezielles Array (die
sog. Computed Table) der GroRe |G ¢||G,| benutzen, das flir jedes Paar von Knoten aus G/;
und G, einen Zeiger auf den eventuell erzeugten Knoten oder ein nil-Zeiger, wenn noch
kein Knoten erzeugt wurde, enthélt. Daher ist die GrofRenordnung von Rechenzeit und Spei-
cherplatz bei der Berechnung des Produktgraphen wie auch beim Synthesealgorithmus von
Bryant O(|G/||G,|). Aber auch wenn das erzeugte OBDD viel kleiner ist, ist die Groenord-
nung der Rechenzeit |G ¢||G,|, da das Array initialisiert werden muss. Man kann Speicher-
platz sparen, wenn man statt des Arrays eine Hashtabelle benutzt, die kleiner als |G f||G|
ist. Nun kann aber nicht mehr garantiert werden, dass der Test, ob fiir ein Paar bereits ein
Knoten erzeugt wurde, in konstanter Zeit moglich ist, und damit auch nicht die Rechenzeit
O(IG/l|Gy).

Eine weitere Verfeinerung des Algorithmus von Bryant testet im 3. Fall, wenn v eine Senke
ist, (und analog im 5. Fall,) ob die Konstante ¢, mit der vy markiert ist, fur den Operator @
dominierend ist, d.h., 0b ¢ ® 0 = ¢ ® 1 gilt. In diesem Fall kann die Rekursion abgebrochen
werden, und (v, v,) ist eine Senke mit der Markierung ¢ ® 0.

Auch beim Synthesealgorithmus von Bryant ist das erzeugte OBDD in der Regel nicht re-
duziert. Die Reduktion kann aber in die Synthese integriert werden (Brace, Rudell, Bryant
(1991)). Sobald fiir einen Knoten (v, v,) beide Nachfolger berechnet worden sind, kann ge-
testet werden, ob beide Nachfolger identisch sind, also ob die Deletion Rule anwendbar ist.
In diesem Fall wird der Knoten (v, v,) wieder entfernt und ein Zeiger auf seinen Nachfol-
ger (v}, v;) an die aufrufende Prozedur zuriickgegeben. Zudem wird in der Computed Table
an der Stelle (v, v,) gespeichert, dass der Knoten (v, v,) durch (v}, v;) reprasentiert wird.
Wenn dieses nicht gespeichert wiirde, mussten, wenn der Algorithmus spater noch einmal fir
das Paar (vy, v,) aufgerufen wird, die Nachfolger von (v, v,) noch einmal berechnet wer-
den. Fir die Merging Rule bendtigen wir eine weitere Hashtabelle, die sog. Unique-Table.
Wenn fiir einen Knoten (v, v,) beide Nachfolger berechnet worden sind und die Deletion
Rule nicht anwendbar ist, wird mit Hilfe der Unique Table getestet, ob es bereits einen Kno-
ten (vy,v,) gibt, der mit derselben Variablen markiert ist und denselben 0- und denselben
1-Nachfolger hat. Wenn dieses der Fall ist, konnen die beiden Knoten verschmolzen werden,
d.h., der Algorithmus gibt einen Zeiger auf (¢, ?,) zuriick und speichert wie eben in der
Computed Table, dass (v, vy) durch (9, 9,) reprasentiert wird. Anderenfalls ist der Knoten
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(vs,vg) Nnotwendig, und wir speichern in der Unique Table fur den erzeugten Knoten das Tri-
pel aus der Markierung des Knotens (v, v,), seinem 0-Nachfolger und seinem 1-Nachfolger.

Wenn wir die Reduktion in die Synthese integrieren, ist es wichtig, dass das synthetisierte
OBDD in einer depth first search Ordnung aufgebaut wird; bei der Synthese ohne Reduktion
ist z.B. auch eine breadth first search Ordnung maglich. Der Vorteil der depth first search
Ordnung liegt darin, dass es im erzeugten OBDD nur einen Pfad gibt, auf dem Knoten liegen,
fur die noch nicht beide Nachfolger berechnet worden sind. Es werden daher gleichzeitig
hochstens n Knoten gespeichert, die eventuell spater aufgrund einer Reduktionsregel wieder
geloscht werden kdnnen. Die Anzahl der Knoten, die insgesamt gespeichert werden miissen,
ist daher durch |G*| 4+ n beschrénkt, wobei G* das reduzierte OBDD fir f ® g ist. Bei einem
Aufbau mit breadth first search ist es dagegen moglich, dass viel mehr Knoten gespeichert
werden missen, fiir die noch nicht beide Nachfolger berechnet worden sind und die damit
zu einem spéteren Zeitpunkt eventuell wieder geldscht werden.

mrare Synthese

Die Synthese kann auch auf m-&re Operatoren erweitert werden:

Eingabe: OBDDs G4, . . ., G,, fur die Funktionen fi, ..., f,. € B,, eine Funktion h € B,,.
Ausgabe: Ein OBDD fur A(f1,..., fm).
Rechenzeit: O(|G1||G2| . .. |Gmnml|). Speicherplatz: O(|G1||Gs| ... |Gml|).

Der simultane Durchlauf durch m OBDDs ist genauso moglich wie der simultane Durch-
lauf durch zwei OBDDs. Dieser Durchlauf kann wiederum durch einen Produktgraphen von

Gi, ..., Gy, simuliert werden. Dieser Produktgraph enthélt fir jedes m-Tupel (v1, ..., vy)
von Knotenaus G4, . . ., G, einen Knoten. Sei z; die Variable, die von den Variablen, mit de-
nen vy, . .., v, Markiert sind, als erste in der Variablenordnung steht. Dann wird am Knoten
(v1, ..., vy) die Variable z; getestet. Die Nachfolger von (v, .. ., v,,) sind (v9, ..., v2 ) bzw.
(v1,---,vy,), wobei v$ der c-Nachfolger von v; im Graphen Gj ist, falls an v; die Variable z;
getestet wird. Wenn an v; nicht z; getestet wird, mussen wir beim simultanen Durchlauf am
Knoten v; warten, daher setzen wir v$ auf v;. Wenn alle Knoten vy, . .., v, Senken sind, die
mitcy, . .., ¢, Markiert sind, istauch (vy, . . ., vy, ) eine Senke, die mit A(cy, - . ., ¢, ) Markiert
ist.

Wie bei der bindren Synthese kann mit dem DFS-Ansatz von Bryant die Konstruktion nicht
erreichbarer Knoten verhindert werden, und es kann auch die Reduktion integriert werden.

Ersetzung durch Konstanten

Eingabe: Ein OBDD G fir f € B,, eine Variable z;, eine Konstante c.
Ausgabe: Ein OBDD G’ fur f|g;—.
Rechenzeit: O(|G|). Speicherplatz: O(|G|).

Wenn die Quelle mit x; markiert ist, definieren wir den c-Nachfolger der Quelle als neue
Quelle. Anderenfalls durchlaufen wir G' mit depth first search und testen fir jeden Knoten,
ob einer seiner Nachfolger w mit z; markiert ist. In diesem Fall wird der Zeiger auf w auf den
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c-Nachfolger von w umgesetzt. Anschliefend kdnnen die mit x; markierten Knoten geldscht
werden. Nun sind mdglicherweise nicht mehr alle Knoten des OBDDs von der Quelle aus
erreichbar, z.B. ist im OBDD in Abb. 12 nach der Ersetzung von z5 durch 0 die 1-Senke
nicht mehr erreichbar. Die nicht erreichbaren Knoten werden ebenfalls geldscht.

Auch wenn das OBDD G reduziert ist, ist das neue OBDD G’ nicht notwendigerweise re-
duziert (s. Abb. 12). Es geniigt, die Reduktion bottom-up auf den Schichten des OBDDs
durchzufuhren, die oberhalb von der Schicht der mit ; markierten Knoten liegen. Unterhalb
dieser Schicht wurden nur nicht erreichbare Knoten entfernt, aber keine Zeiger auf Nachfol-
ger verdndert. Daher gibt es dort keine Knoten, auf die die Deletion Rule oder die Merging
Rule anwendbar ist.

\ ’
\ 7
N—7

Abbildung 12: OBDDs fir f(z1,z2) = z122 und fiz,—o

Ersetzung durch Funktionen

Eingabe: OBDDs G/ und G|, flir die Funktionen f, g € B, eine Variable z;.
Ausgabe: Ein OBDD G fir fig,—,.

Rechenzeit: O(|G([?|G,|). Speicherplatz: O(|G;|?|G,)).

Die Funktion f|,,—, kann mit der Shannon-Zerlegung geschrieben werden als

f|w¢:g = gf\xizo \ gf\%;:l = Zte(ga f\zi:h f\wi:())'
Dabei ist der terndre Operator ite (if-then-else) definiert durch
ite(a, b, c) := ac V ab.

Wir wenden daher den Synthesealgorithmus auf den terndren Operator ite und die OBDDs
fur die Funktionen g, f;,=1 und fi;,—o an und erhalten in der Zeit O(|G|?|G,|) ein OBDD
far f|;;,—4. Die OBDDs fur f,,—; und fi;;—o missen nicht explizit berechnet werden, wenn
wir den Synthesealgorithmus so modifizieren, dass an mit z; markierten Knoten direkt zum
1- bzw. 0-Nachfolger weitergegangen wird.

Quantifizierung

Eingabe: Ein OBDD G fir f € B,,, eine Variable z;.

Ausgabe: Ein OBDD fir (3z;: f) = figi=o V fizi=1 bZW. (V2;: f) = flz;=0 A flzi=1-
Rechenzeit: O(|G|?). Speicherplatz: O(|G|?).
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Wir wenden den Synthesealgorithmus auf OBDDs fur f|;,— und f;,—; und Vv bzw. A an und
erhalten in der Zeit O(|G|?) ein OBDD fiir die gewiinschte Funktion. Wie bei der Ersetzung
durch Funktionen konnen wir vermeiden, dass die OBDDs flr f,,—o und f,,—1 berechnet
und gespeichert werden, indem wir die Konstantsetzung von x; in die Synthese integrieren.

Redundanztest

Eingabe: Ein OBDD G fir f € B,, eine Variable z;.
Ausgabe: 1, falls f;,—o = fj;=1, anderenfalls 0.
Rechenzeit: O(|G|). Speicherplatz: O(|G|).

Ein reduziertes OBDD fiir f enthélt genau dann mit z; markierte Knoten, wenn f essentiell
von z; abhangt, also fi,,—o # fz;—1 gilt: Wenn ein OBDD flir f keinen mit z; markierten
Knoten enthélt, wird fur z; = 0 und z; = 1 derselbe Funktionswert berechnet, die Funktion
héngt also nicht essentiell von x; ab. Wenn f nicht essentiell von x; abhédngt, gilt dieses auch
fur alle Subfunktionen von f. Daher ist die Menge S; leer, und nach Satz 2.1.1 enthélt das
reduzierte OBDD fir f keinen mit z; markierten Knoten.

Es genigt also, mit einem Graphdurchlauf nach mit z; markierten Knoten zu suchen, nach-
dem G reduziert worden ist. Dazu gentigen lineare Rechenzeit und linearer Speicherplatz.

Worst-case Beispiele

Wir wollen diskutieren, wie grof3 die erzeugten OBDDs bei den Operationen, bei denen
OBDDs ausgegeben werden, sein konnen. Bei der Berechnung von OBDDs aus Schaltkrei-
sen wird der Synthesealgorithmus sehr oft nacheinander auf die erzeugten OBDDs ange-
wandt. Daher ist die Frage wichtig, wie stark sich OBDDs bei der Synthese vergrof3ern
konnen. Die GroRe des Produktgraphen von Gy und G, ist durch |G||G 4| beschrénkt, aber
wir haben an einem Beispiel gesehen, dass die meisten Knoten des Produktgraphen von der
Quelle aus gar nicht erreichbar sind und auf den erreichbaren Knoten noch Reduktionen
mdoglich sind. Wir wollen an einem Beispiel zeigen, dass ein reduziertes OBDD fir f ® ¢
wirklich die GroBe ©(|Gf||G,|) haben kann.

Die Operationen Ersetzung durch Funktionen und Quantifizierung benutzen zwar den Syn-
thesealgorithmus, aber nur fiir spezielle Eingaben, namlich fur die Funktionen f,,—o und
zugleich fi;,—1. Wir werden auch fur diese Operationen zeigen, dass die GrofRe der Aus-
gabe bei Ersetzung durch Funktionen ©(|G|?|G,|) und bei Quantifizierung ©(|G|?) sein
kann. Bei Ersetzung durch Konstanten ist dagegen klar, dass sich die Anzahl der Knoten des
OBDDs nicht vergroRern kann.

Fur alle Beispiele benutzen wir die Funktion INDEX. Die Funktion INDEX,, € B, ist auf
n = 2F Variablen z,,_1, . .., zo und auf £ Variablen a;_1, . . . , ao definiert. Es ist

INDEX,(z,a) = |4,

wobei |a| den Wert von « als Binérzahl interpretiert bezeichnet. Das reduzierte OBDD fiir
INDEX,, und die Variablenordnung a1, --..,a9, %, 1,...,2o hat 2n — 1 innere Knoten.
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Dieses OBDD besteht aus einem vollstandigen bindren Baum, in dem a;_1, . . ., ag getestet
werden. Der Baum hat n — 1 innere Knoten und n Blatter, wobei fiir jeden Wert von |a| eines
der Blatter erreicht wird. An jedem Blatt wird dann die entsprechende z-Variable getestet.

Fur das worst-case Beispiel fiir die Synthese benutzen wir die Variablenordnung ay_1, . . ., ag,
br_1,...,bg,Tp_1,...,xo und berechnen ein OBDD fiir

hn = INDEX,(z, a) V INDEX,(z, b)

aus OBDDs fir INDEX,, (z, a) und INDEX,, (z, b). Diese OBDDs haben lineare GroRe, das
OBDD fir h,, hat quadratische GroRe, denn in diesem OBDD miuissen die Werte von a und
b gespeichert werden, um die beiden richtigen z-Variablen auszuwahlen. Dazu sind Q(n?)
Knoten notig. Dieses kdnnen wir auch formaler mit dem Satz 2.1.1 beweisen. Fir jede Kon-
stantsetzung von a und b, fiir die |a| < |b] gilt, entsteht eine andere Subfunktion von A, weil
mindestens eine andere z-Variable ausgewéhlt wird. Jede dieser Subfunktionen hangt von
zwei z-Variablen essentiell ab. Da es 2(n?) Konstantsetzungen fiir  und b mit |a| < |b] gibt,
gibt es im reduzierten OBDD fiir h,, auch Q(n?) Knoten, die mit einer z-Variablen markiert
sind.

Fur die Quantifizierung betrachten wir die Funktion
fn = SINDEX,,(x, a) V SINDEX,,(z, b)

mit der Variablenordnung s, ax_1, ..., aq, bg_1,...,b0, Tn_1,. .., zo. Die Funktion kann von
einem OBDD mit hochstens 4n — 1 Knoten dargestellt werden. Zuerst wird die Variab-
le s getestet und dann gemédR dem Wert von s in ein OBDD fur INDEX,,(z,a) oder fir
INDEX,,(x,b) verzweigt. Ein OBDD fur Js : f,, hat quadratische GroRe, denn Js : f,, ist
gleich der Funktion h,, aus dem letzten Absatz.

Fur Ersetzung durch Funktionen benutzen wir die Funktion f,, aus dem letzten Absatz und
die Funktion g, = INDEX,, (z, ¢) fir die Variablenordnung

8, Qk—1; - - 'aGOabk—la .- "605 Ck—15---7C0yTp—1,---,20
und berechnen ein OBDD flr f,,—,, . Es ist
Jnjs=g. = INDEX,, (2, ¢)INDEX, (2, a) V INDEX, (z, ¢c)INDEX,(z, b).

Wir erhalten hier fur jede Konstantsetzung von a, b und ¢ mit |a| < |b| < |c| eine andere Sub-
funktion, die von drei der z-Variablen essentiell abhdngt. Daher ist die GrolRe eines OBDDs
flr fn)s—, kubisch in n.

2.5 Schlussbemerkungen
OBDDs erlauben die kompakte Darstellung von vielen interessanten booleschen Funktio-

nen, und es gibt effiziente Algorithmen fur die Manipulation von Funktionen, die durch
OBDDs dargestellt sind. Hierbei sollten wir allerdings nicht vergessen, dass z.B. bei der
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Umformung eines Schaltkreises in ein OBDD solche Operationen, insbesondere die Synthe-
se, haufig hintereinander ausgefiihrt werden, so dass exponentielle VergrolRerungen auftre-
ten kdnnen. Ebenso gibt es auch Funktionen, die nur exponentielle OBDDs haben. OBDDs
sind also nicht die Datenstruktur fiir boolesche Funktionen, mit der sich alle Probleme 16sen
lassen, sondern nur ein heuristischer Ansatz, mit dem man manche Probleme l6sen kann,
die mit konventionellen Ansétzen (z.B. Darstellung von Funktionen durch Wertetabellen
oder Schaltkreise) nicht praktisch losbar sind. Manchmal kénnen Probleme auch nur da-
durch geldst werden, dass OBDDs zusammen mit weiteren ,, Tricks* eingesetzt werden. Ein
weiterer Losungsansatz besteht in der Entwicklung von Erweiterungen von OBDDs, die die
kompakte Darstellung von einer groReren Klasse von Funktionen als OBDDs erlauben.
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3 Methoden zum Beweisunterer Schranken f'ur BDDs

3.1 Untere Schranken f'ur BDDs ohne weitere Einschahkungen

Wir starten mit dem Beweis unterer Schranken fiir nicht weiter eingeschrankte BDDs. Die
bislang beste untere Schranke hat nur die GroRenordnung Q(n?/log®n) und stammt aus
dem Jahr 1966. Dies deutet an, dass das Problem des Beweises unterer Schranken schwie-
rig zu sein scheint. Warum ist dies so? Zundchst einmal bemerken wir, dass Beweise oberer
Schranken h&ufig einfach sind, weil es genugt, ein BDD mit der gewiinschten GroRe anzu-
geben. Bei einer unteren Schranke missen wir zeigen, dass alle BDDs kleiner GroRe die
gewiinschte Funktion nicht berechnen. Argumentationen uber alle BDDs sind dhnlich wie
Argumentationen Uber alle Algorithmen aber eher schwierig.

Wir wollen das Problem des Beweises exponentieller unterer Schranken noch weiter ein-
ordnen. Nach den Simulationen in Abschnitt 1 folgt aus einer superpolynomiellen unteren
Schranke fiir die BDD-GroRe fiir eine Funktion in P, dass L # P ist, wobei L die Menge aller
Sprachen mit logarithmisch speicherplatzbeschrankten Algorithmen ist. Die Separation von
L und P (oder auch nur von L und NP) ist ein Problem, das von der Schwierigkeit her mit
der P # NP-Frage vergleichbar zu sein scheint.

Wir hatten in Abschnitt 1 auch angemerkt, dass fast alle boolesche Funktionen exponentielle
BDD-GroRe haben. Dies kann man mit Zdhlargumenten leicht zeigen, wie wir gleich se-
hen werden. Auf diese Weise bekommt man nur Existenzaussagen, d.h. Aussagen der Form,
dass es viele Funktionen mit exponentieller BDD-GroRe gibt, allerdings erfahren wir nichts
dariliber, welche Funktionen dies sind. Vielleicht sind dies nur abstruse oder praktisch nicht
relevante Funktionen. Zur Veranschaulichung der Unterschiede zwischen Existenzaussagen
und Aussagen uber konkrete Funktionen betrachten wir ein Problem aus der Mathematik:
Es ist einfach zu zeigen, dass Q # R ist: Q enthdlt abzéhlbar viele Zahlen, R (iberabzahl-
bar viele. Durch diesen Beweis erfahren wir nichts dariiber, wie irrationale Zahlen aussehen.
Der bekannte Beweis fiir /2 € R\ Q ist dagegen viel instruktiver, da er auch zeigt, dass
es ,natirliche” Beispiele von irrationalen Zahlen gibt. Aus denselben Griinden sucht die
Komplexitétstheorie nach Beweisen von unteren Schranken fiir explizit definierte Funktio-
nen. Aus solchen Beweisen erfahren wir auch etwas Uber die schwierigen Funktionen. Der
Begriff explizit definiert ist nattirlich etwas unklar. Manchmal bezeichnet man damit Funk-
tionen, die man ,,angeben” kann, eine andere Interpretation ist, dass hiermit Probleme aus
NP gemeint sind, weil flir derartige Probleme keine Zahlargumente bekannt sind.

In diesem Abschnitt wollen wir beide Beweistypen vorfuhren, ein Zahlargument und die
Methode von NecCiporuk (1966) zum Beweis unterer Schranken fiir explizit definierte Funk-
tionen.

Lemma 3.1.1  Die Anzahl der Funktionen f : {0,1}" — {0, 1}, die BDDs mit GroRe
hochstens s haben, betrdgt hochstens n®(s!)?.
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Beweis:  Wir zéhlen zunéchst die syntaktisch verschiedenen BDDs der Grofe s. Jedes BDD
fur nicht-konstante Funktionen kann durch eine Liste von s — 2 Knoten beschrieben werden.
Fur jeden Knoten haben wir n Moglichkeiten fiir die zu testende Variable. Fir den i-ten
Knoten gibt es s — 7 Mdglichkeiten, jeden der beiden Nachfolger zu wahlen. Also betrégt
die Anzahl der syntaktisch verschiedenen BDDs mit s Knoten hochstens n*~2((s —1)!). Da
jedes solche BDD hochstens s Funktionen darstellt, folgt die behauptete Schranke. 0

Satz 3.1.2  Die BDD-GroRe von allen Funktionen aus B,, auller einem exponentiell klei-
nem Anteil betragt (2" /n).

Beweis: Wir bemerken zunachst, dass B,, genau 22" Funktionen enthalt. Davon betrachten
wir die 22*~2*"* Funktionen mit den kleinsten BDDs und zeigen, dass mindestens eine dieser
Funktionen die BDD-GroRe (2" /n) hat. Da 22" ~2""* = 92" . 2-2"/* jst, betrachten wir nur
einen exponentiell kleinen Anteil und alle anderen Funktionen haben BDDs, die mindestens
genauso groR sind.

Annahme: Alle betrachteten Funktionen haben BDDs der GroRe s = o(2™/n).

Die Anzahl der Funktionen mit BDD-GroRe hdchstens s betragt hdchstens n®(s!)?. Also

folgt n*(s!)2 > 22" 2", Durch Logarithmieren und Anwenden der Stirling-Formel (aus der
log(s!) = O(slog s) folgt) erhalten wir

slogn + O(slogs) > 2™ — 2"/2,

Unter der Annahme s = o(2"/n) ist die linke Seite von der GroRenordnung o(2"). Wider-
spruch. O

Wir kommen nun zur Technik von NeCiporuk. Unter einer S-Subfunktion von f verstehen
wir eine Funktion, die aus f durch Konstantsetzen der Variablen auRRerhalb von S entsteht.

Satz 3.1.3  Sei f : {0,1}" — {0, 1} eine Funktion, die von allen n Variablen essentiell

abhéngt, und seien Sy, . .., S disjunkte Teilmengen der Variablenmenge. Dann gilt
k
log s;
BDD; = —
f (Zz_:l loglog si> ’

wobei s; die Anzahl der S;-Subfunktionen von f bezeichnet.

Beweis: Sei G ein BDD fir f mit minimaler GroRRe. Sei ¢; die Anzahl der Knoten in G,
die mit Variablen aus S; markiert sind. Dann ist BDD; > ¢; + - -- + ¢ + 2, und es geniigt
t; = Q((logs;)/(loglog s;)) zu zeigen. Da f von allen Variablen essentiell abhéngt, folgt
t; > |S;|. Fur jede S;-Subfunktion von f konnen wir ein BDD mit hdchstens ¢; Knoten aus
f berechnen, da alle Variablen auBerhalb von S; konstantgesetzt werden. Aus dem obigen
Lemma folgt dann

si <|Silfi () <t (1) < (8:)*.

Hieraus folgt die behauptete untere Schranke fir ¢;. 0
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Wir missen jetzt nur noch die Methode fiir konkrete Funktionen anwenden. Dazu betrach-
ten wir die so genannte indirekte Adressierungsfunktion ISA. Sei n = 2. Die Eingabe fur
ISA,, besteht aus den Variablen y;_1, ..., %o, n_1, - - ., ©o. Die Folge der z-Variablen wird in
|n/l] Blocke By, ..., Bjn/ 1 der Lénge [ aufgeteilt. y,_1, . .., yo wird als Bindrzahl s aus
{0,...,n — 1} aufgefasst. Falls s > [n/l] ist die Ausgabe 0. Anderenfalls wird der Block
B; wiederum als Bindrzahl ¢ aus {0, ...,n — 1} aufgefasst. Ausgabe ist dann z;.

Fur die Mengen S; wahlen wir die Blocke aus der Definition von ISA. Die Anzahl der S;-
Subfunktionen betragt dann mindestens 2"~!: Wir wihlen die y-Variablen so, dass der be-
trachtete Block adressiert wird. Fir jede Belegung der z-Variablen aullerhalb des betrach-
teten Blocks entsteht eine andere Subfunktion, da durch geeignete Belegung der Variablen
in S; jede solche z-Variable ausgegeben werden kann. Also haben alle s; den Wert 27—,
Weiterhin ist £ = |n/l]. Also erhalten wir mit der NecCiporuk-Methode die untere Schranke
Q(n?/log? n). Man kann zeigen, dass mit der NeCiporuk-Methode keine groReren Schranken
gezeigt werden konnen. Wir haben also die folgende Aussage bewiesen.

Satz 3.1.4  BDDigs, = 2(n?/log’n).

3.2 Beweis unterer Schranken mit Kommunikationskomplexitat

Die Kommunikationskomplexitat ist ein Teilbereich der theoretischen Informatik, die Tech-
niken zum Beweis unterer Schranken fiir explizit definierte Funktionen bereitstellt. Man be-
trachtet dabei das folgende Modell fiir die Auswertung einer Funktion f : X x Y — {0, 1},
deren Eingabe aus den zwei Teilen z € X und y € Y besteht (wobei hier immer X =
{0,1}", Y = {0,1}™ ist). Gegeben sind zwei Rechner oder Personen, die ublicherweise
mit Alice und Bob bezeichnet werden. Alice erhdlt = und Bob erhélt y. Die Rechner sollen
gemeinsam f(x, y) berechnen, wobei sie Informationen gemaR eines vorab vereinbarten Pro-
tokolls austauschen diirfen. Am Ende der Rechnung muss Bob den Funktionswert kennen.
Bei dem Modell interessiert man sich nur fir die Anzahl ausgetauschter Bits, d.h., Rechen-
zeit und Speicherplatz von Alice und Bob werden in der Regel vernachldssigt.

Definition 3.2.5  Die Kommunikationskomplexitdtvon f : X x Y — {0, 1} flr ein gege-
benes Protokoll P ist die maximale Anzahl von Bits, die das Protokoll fur die Auswertung
von f bendtigt, wobei das Maximum uber alle Eingaben gebildet wird. Die Kommunikati-
onskomplexitéat von f ist die minimale Kommunikationskomplexitét von f fiir ein Protokoll
P, wobei das Minimum Uber alle Protokolle gebildet wird.

Im einfachsten Fall sendet Alice ihre Eingabe x an Bob. Dann kann Bob den Funktionswert
f(z,y) ausrechnen. Die Anzahl der gesendeten Bits ist gleich [log|X|]. Wie man sofort
sieht, genugt diese Anzahl fur die Berechnung jeder Funktion f. Die Frage ist nun, fir wel-
che Funktionen weniger Bits genligen und wie man untere Schranken fiir die Anzahl der
auszutauschenden Bits beweisen kann. In einem zweiten Schritt werden wir dann zeigen,
wie man derartige untere Schranken fiir den Beweis von unteren Schranken fir die OBDD-
Grolie nutzen kann.
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Bevor wir Techniken zum Beweis unterer Schranken diskutieren, behandeln wir noch zwei
Beispiele. Beim ersten Beispiel werden z und y als Bindrzahlen mit den Werten |z| und |y|
interpretiert, und es ist 1 auszugeben, wenn |z| — |y| = 0 mod 5 ist. Dann geniigt es, dass
Alice nicht die ganze Zahl = sendet, sondern nur |z| mod 5. Dazu geniigen 3 Bits. Damit
kann Bob dann testen, ob |z| — |y| = 0 mod 5 gilt.

Als zweites Beispiel betrachten wir den Gleichheitstest von z und y mit z,y € {0,1}".
D.h., f(z,y) = 1 genau dann, wenn = = y. Hier gibt es keine nahe liegende ldee, wie
man mit weniger als n Bits an Kommunikation die Funktion f auswerten kann. Allerdings
ist zun&chst nicht klar, ob Alice nicht an Stelle von x irgendeine Funktion auf = berechnen
kann und den Funktionswert, der vielleicht aus weniger als n Bits besteht, an Bob schicken
kann. Nehmen wir also an, dass dies moglich ist, d.h., fir jede Eingabe = sendet Alice einen
Wert g(x), der aus weniger als n Bits besteht. Dann aber gibt es zwei verschiedene Eingaben
z und =, fur die g(z) = g(2') gilt. Falls nun Bob die Eingabe z und die Kommunikation
g(x) erhélt, kann er nicht feststellen, ob Alice auch = oder stattdessen z’ als Eingabe hat.
Also kann er die Funktion f nicht berechnen. Widerspruch. Wir beachten allerdings, dass
wir die Mdglichkeit, dass auch Bob Information an Alice schicken kann, bei dieser Art der
Beweisfiihrung auBer Acht gelassen haben.

Im Folgenden wollen wir diese Art von Argumenten zum Beweis von unteren Schranken
weiter formalisieren. Dazu betrachten wir zundchst eine andere Beschreibungsform von
Kommunikationsprotokollen, ndmlich die so genannten Protokollbdume.

Definition 3.2.6  Sei f : X x Y — {0,1}. Ein Protokollbaum fiir f ist ein bindrer
Baum, bei dem jeder innere Knoten v entweder Alice oder Bob zugeordnet ist. Falls v Alice
zugeordnet ist, gibt es eine Funktion g, : X — {0, 1}, wobei g,(x) € {0, 1} angibt, ob die
Berechnung am linken oder rechten Kind fortzusetzen ist. Falls v Bob zugeordnet ist, gibt es
eine Funktion g, : Y — {0, 1} mit analoger Bedeutung. Ahnlich wie in einem BDD gibt es
fur jede Eingabe einen Pfad von der Wurzel zu einem Blatt und die Markierung des Blatts
gibt den Funktionswert an.

Man sieht leicht, dass ein Protokollbaum fiir f ein Kommunikationsprotokoll fir f be-
schreibt und dass es fiir jedes Kommunikationsprotokoll einen Protokollbaum gibt. An jedem
Knoten v wertet der zugehorige Spieler die Funktion g, aus und sendet das Ergebnis an den
anderen Spieler. Es ist dann klar, an welchem Knoten weiterzurechnen ist und welcher Spie-
ler das ndchste Bit zu senden hat. Die Lange des Pfades fir jede Eingabe x gibt dann die
Anzahl der ausgetauschten Bits an. Wir interessieren uns fuir den worst-case, d.h., die Kom-
munikationskomplexitét der Funktion f ist die Lange des ldngsten Pfades von der Wurzel zu
einem Blatt.

Fur die weiteren Argumente bendétigen wir noch zwei weitere Definitionen.

Definition 3.2.7  Die Kommunikationsmatrix M; von f : X x Y — {0,1} ist eine
| X | x |Y'|-Matrix, deren Zeilen mit den Werten aus X und deren Spalten mit den Werten aus
Y markiert sind. Der Eintrag an der Position (z, y) ist dann gleich f(x,y).
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Beispiel: Wenn f(z,y) die Gleichheitsfunktion ist, ist die zugehdrige Kommunikationsma-
trix die 2" x 2™-Einheitsmatrix. Die Kommunikationsmatrix fr die Funktion
DQF3(x1, 2, T3, Y1, Y2, Y3) = T1y1 V Taya V x3ys ist in Abbildung 13 gezeigt.

—
000 001 010 011 100 101 110 111

|0 0 0 0 0 0 0 0
o0 1 0 1 0 1 0 1

ool 0O O |1 1 0 O |1 1
o]0 1 |1 1| 0 1 |1 1
w0 0000 101 11
w0 1 0 1 1 1 1 1
w|o o0 1 1] 1 11 1

1m0 1 1 1, 1 1 |1 1

Abbildung 13: Die Kommunikationsmatrix und ein monochromatisches Rechteck fur die
Funktion DQF;

Definition 3.2.8  Ein (kombinatorisches) Rechteck R in M ist eine Menge von Eintrégen
mit Indizes in X’ x Y, wobei X’ C X und Y’ C Y. Ein Rechteck R heift monochromatisch,
wenn alle Eintrage von M in R gleich sind.

Wir beachten, dass ein kombinatorisches Rechteck R (im Gegensatz zu einem geometrischen
Rechteck) nicht aus zusammenhangenden Eintragen von M ¢ bestehen muss, die einzige Be-
dingung ist, dass aus (z,y) € Rund (2, y') € Rfolgt, dass auch (z,y’) € Rund (z',y) € R
gilt. Ein Beispiel fur ein kombinatorisches Rechteck mit X’ = {010,011,110,111} und
Y'" = {010,011,110,111} findet sich in Abbildung 13. Fur den Begriff monochromatisch
werden die Funktionswerte von f mit Farben assoziiert, also darf ein Rechteck nur eine Farbe
enthalten.

Wir untersuchen nun den Zusammenhang zwischen Protokollbdumen und Rechtecken.

Lemma 3.2.9 Die Menge der Eingaben (z, y), fir die ein Knoten v des Protokollbaumes
erreicht wird, ist ein Rechteck von M. Die Menge der Eingaben (z,y), fiir die ein Blatt
erreicht wird, ist ein monochromatisches Rechteck.

Beweis: Wir beweisen die erste Aussage mit Induktion tber die Tiefe des Knotens v. Fir
den Induktionsanfang betrachten wir die Wurzel des Baumes, die fiir alle Eingabenaus X xY
erreicht wird, was offensichtlich auch ein Rechteck ist. Fiir den Induktionsschritt betrachten
wir einen Knoten v. Nach Induktionsannahme wird der Vorganger v’ fiir genau die Eingaben
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aus einem Rechteck X’ x Y erreicht. Wenn v’ 0.B.d.A. Alice zugeordnet ist und v 0.B.d.A.
der 0-Nachfolger von v' ist, wird v fiir alle Eingaben aus (z,y) € X' x Y’ erreicht, fur die
zusatzlich g,/ (x) = 0 ist. Dies ist eine Menge der Form X" x Y, wobei X" = ¢~(0) N X’
ist. Damit wird auch » genau fiur die Eingaben aus einem Rechteck erreicht.

Wenn ein Blatt fiir verschiedene Eingaben erreicht wird, mussen die Funktionswerte fir diese
Eingaben Ubereinstimmen, also ist das zu dem Blatt gehdrende Rechteck sogar monochro-
matisch. 0

Da fir jede Eingabe genau ein Blatt erreicht wird, bilden die zu den Blattern gehdrenden
Rechtecke eine Partition von M. Mit anderen Worten: Jeder Protokollbaum induziert eine
Partition von M in monochromatische Rechtecke. Wenn nun jede derartige Partition aus
vielen Rechtecken besteht, muss der Protokollbaum viele Blatter haben und wir erhalten
dartiber untere Schranken fur die Tiefe und damit fiir die Kommunikationskomplexitét.

Beispiel: Wir haben oben die Gleichheitsfunktion betrachtet. Die zugehorige Kommuni-
kationsmatrix ist die Einheitsmatrix. Man sieht leicht ein, dass zwei 1-Eintrdge der Ein-
heitsmatrix nicht in demselben Rechteck liegen konnen. D.h., jede Partition der 2™ x 2"-
Einheitsmatrix in monochromatische Rechtecke enthdlt mindestens 2" Rechtecke. Damit
enthalt der zugehorige Protokollbaum mindestens 2™ Blatter. Da Protokollbdume binér sind,
hat der zugehorige Protokollbaum mindestens die Tiefe n. D.h., unsere obige Vermutung,
dass fur die Berechnung der Gleichheitsfunktion mindestens n Bits an Kommunikation notig
sind, ist damit bewiesen.

Im Beispiel der Gleichheitsfunktion konnte man die untere Schranke fir die Anzahl der mo-
nochromatischen Rechtecke in einer Zerlegung direkt sehen. Eine andere Methode benutzt
den Rang der Kommunikationsmatrix.

Satz 3.2.10  Die Anzahl der 1-Rechtecke einer Zerlegung von M ist mindestens gleich
dem Rang von M, wobei wir den Rang lber den reellen Zahlen betrachten.

Beweis:  Wir betrachten einen beliebigen Protokollbaum fiir f. Fir jedes 1-Blatt [ definie-
ren wir M, als die 2™ x 2"-Matrix, die genau an den Positionen eine 1 hat, fiir die [ erreicht
wird. Da [ genau fuir Eingaben aus einem Rechteck erreicht wird, ist der Rang von M, gleich
1. Weiterhin gilt offensichtlich M = Y=, ;g M;. Da der Rang subadditiv ist, folgt,

rang(My) < Y rang(M)).
[ 1—Blatt
Letzteres ist gleich der Anzahl der 1-Blatter des Protokollbaumes. Damit folgt, dass die An-
zahl der 1-Bléatter des Protokollbaumes und damit die Anzahl der Rechtecke in einer Partition
von M/ in monochromatische Rechtecke durch rang(2/;) nach unten beschrénkt ist. O

Fur das Beispiel der Gleichheitsfunktion ist wieder leicht zu sehen, dass der Rang der Kom-
munikationsmatrix gleich 2™ ist. Der Rang der Kommunikationsmatrix von DQF ist dagegen
nicht so leicht zu sehen. Daher betrachten wir als zweite Methode fiir den Beweis unterer
Schranken fiir die Anzahl der monochromatischen Rechtecke in einer Zerlegung von M die
Methode der Unterscheidungsmengen.
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Definition 3.2.11  Eine Menge S C X x Y heil3t c-Unterscheidungsmenge (engl. fooling
set), wenn fir alle (z,y) € S gilt, dass f(x,y) = cistund fir alle (z,y), (z',y') € S mit

x # 2" und y # o' qilt, dass f(z,y") # coder f(z',y) # c.

Man sieht leicht, dass jedes c-Rechteck hdchstens ein Element einer c-Unterscheidungs-
menge enthalten kann. Wenn es zwei verschiedene Elemente (z,y) und (z',y’) enthielte,
enthielte es wegen der Rechteckeigenschaft auch (z’, y) und (z, ') und wére nach Definition
der Unterscheidungsmenge nicht monochromatisch. Widerspruch. Damit folgt die folgende
Aussage.

Satz 3.2.12  Die Grole einer c-Unterscheidungsmenge ist eine untere Schranke fiir die
Anzahl der Rechtecke mit der Farbe c in einer Partition von My in monochromatische Recht-
ecke.

Es ist wieder leicht, die Methode der Unterscheidungsmenge auf die Gleichheitsfunktion an-
zuwenden. Stattdessen betrachten wir die Funktion DQF (21, ..., Zn, Y1, -, Yn) = T1y1 V
-V x,y,. Wir behaupten, dass {(z,z)|z € {0,1}"} eine 0-Unterscheidungsmenge ist, wo-
bei z die komponentenweise Negation von z bezeichnet. Man sieht sofort, dass DQF (z, z) =
0 ist, da in jeder Konjunktion x;y; = z;Z; eines der beiden Bits gleich 0 ist. Dagegen enthélt
fur x # 2’ das Paar (x, z') oder das Paar (z, z') Einsen an derselben Position. Also haben wir
eine Unterscheidungsmenge mit 2™ Elementen gefunden und es folgt eine untere Schranke
von n fur die Kommunikationskomplexitat von DQF.

Wie kann man nun untere Schranken fur die Kommunikationskomplexitat nutzen um un-
tere Schranken fur die OBDD-GroRe zu zeigen? Wir betrachten wieder eine Funktion f :
{0,1}" x {0,1}™ — {0, 1}. Wir bezeichnen die n Variablen, die den ersten Teil der Eingabe
angeben, als L-Variablen und die m Variablen, die den zweiten Teil der Eingabe angeben,
als R-Variablen. Sei nun eine Variablenordnung gegeben, in der alle L-Variablen vor allen
R-Variablen angeordnet sind. Angenommen es gibt ein OBDD fiir f mit einer solchen Va-
riablenordnung und mit hdchstens s Knoten. Dann hat die Funktion f ein Kommunikations-
protokoll mit hdchstens [log s| gesendeten Bits: Alice simuliert die Rechnung des OBDDs
auf ihrem Teil der Eingabe, bis sie einen Knoten erreicht, der mit einer Bob gehtérenden Va-
riablen markiert ist. Dann sendet sie die Nummer des Knotens an Bob. Dazu genligen [log s |
Bits. Anschlielend kann Bob die Rechnung fortfiihren, bis er eine Senke erreicht, und den
Funktionswert ausgeben. Aus einer OBDD-GroRe s erhalten wir eine obere Schranke [log s
fur die Kommunikationskomplexitét. Wenn wir andererseits eine untere Schranke von z.B.
Q(n) fur die Kommunikationskomplexitét bewiesen haben, folgt sofort die untere Schranke
29" fiir die OBDD-GroRe.

Damit haben wir exponentielle untere Schranken fir DQF und den Gleichheitstest fur die
Variablenordnungen bewiesen, bei denen alle z-Variablen vor allen y-Variablen stehen. Die-
se Beweise entsprechen in einem gewissen Sinne dem Z&hlen von Subfunktionen, wie wir
es in Kapitel 2 vorgefuihrt haben; sie sind jedoch mit den entsprechenden Grundlagen der
Kommunikationskomplexitét einfacher zu fiihren und auch viel anschaulicher, da sie auch
einen intuitiven Zusammenhang zwischen OBDD-Gr6Re und Kommunikation herstellen.
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Wir beobachten allerdings, dass in dem Kommunikationsprotokoll, das wir aus einem OBDD
konstruieren konnen, nur Alice Information an Bob sendet, aber nichts von Bob erhalt. Fir
diese so genannte Einweg-Kommunikationskomplexitdt kann man bessere untere Schranken
beweisen.

Definition 3.2.13  Sei f : X xY — {0, 1}. Eine Menge S C X heif3t Einweg-Unterschei-
dungsmenge, wenn es fiir z, 2’ € S mitx # 2’ einy € Y gibt, so dass f(x,y) # f(z',y)
gilt.

Satz 3.2.14 Sei f: X xY — {0,1} und sei S eine Einweg-Unterscheidungsmenge fur
f. Jedes Kommunikationsprotokoll fur f, bei dem nur Alice Information an Bob schickt,
bendtigt mindestens log |:S| Bits an Kommunikation.

Beweis: Falls Alice fur alle x € X weniger als log |S| Bits sendet, gibt es verschiedene
Teileingaben = und z’ in S, furr die Alice dieselbe Kommunikation erzeugt. D.h., Bob kann
z und z’ nicht unterscheiden, was, da es y mit f(z,y) # f(z',y) gibt, dazu fihrt, dass Bob
nicht f(z, y) berechnen kann. Widerspruch. |

Eine einfache Funktion, die bei den Beweisen von unteren Schranken fiir die OBDD-GroRe
eine wichtige Rolle spielt, ist die Funktion INDEX. Sei n = 2*. Die Funktion INDEX,, :
{0,1}" x {0,1}* — {0, 1} ist wie folgt definiert. Sei (z,a) = (x¢,- .-, Tn_1,00,---,ax_1)
eine Eingabe. Der zweite Teil a aus log n Bits wird als Bindrzahl |a| € {0, ...,n— 1} aufge-
fasst. Ausgabe ist dann das Bit x|,. Zur Veranschaulichung benutzen wir auch die Begriffe
Adressvariablen fur die Variablen, die die Position des auszugebenden Bits bestimmen, und
den Begriff Datenvariablen fir die Bits, die ausgegeben werden kdnnen.

Wir beobachten, dass {0,1}" eine Einweg-Unterscheidungsmenge fiir INDEX,, ist: Sei-
en z,z' € {0,1}", so dass x # z'. Dann gibt es eine Position 4, fur die sich = und z'
unterscheiden. Damit folgt INDEX(z,4) # INDEX(z/,¢). Die Einweg-Kommunikations-
komplexitat von INDEX,, betragt also mindestens n. Wir sehen sofort, dass die OBDD-
GroRe fur INDEX,, mindestens 2™ betrdgt, wenn die Datenvariablen vor den Adressvariablen
getestet werden. Allerdings ist es nicht schwer zu zeigen, dass die OBDD-GroRe fiir alle Va-
riablenordnungen, fiir die die Adressvariablen vor den Datenvariablen getestet werden, linear
ist.

Bei der Untersuchung von OBDDs mdchte man jedoch auch untere Schranken erhalten, die
fur alle Variablenordnungen gelten. Auf die Kommunikationskomplexitéat bezogen ,,gentigt”
es dann untere Schranken zu beweisen, die fr alle Partitionen der Variablenmenge in zwei
(ungefahr) gleich groRe Mengen gelten. Eine andere Mdglichkeit besteht darin, Variablen in
geeigneter Weise konstant zu setzen, so dass die entstehende Subfunktion groRe OBDDs hat,
also dass z.B. die Funktion INDEX oder der Gleichheitstest fiir eine schlechte Variablenord-
nung entsteht. In Kapitel 2 haben wir bei der Achillesfersenfunktion Variablen so konstant
gesetzt, dass DQF mit schlechter Variablenordnung entsteht. Diese Vorgehensweise wol-
len wir weiterfiihren. Zunéchst stellen wir ein Werkzeug fiir die Ubertragung von unteren
Schranken fiir die Kommunikationskomplexitét zwischen verschiedenen Funktionen vor.
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Definition 3.2.15 Seien f : X xY — {0,1} und g : A x B — {0, 1} Funktionen. Wir
sagen, dass g rechteckreduzierbar auf f ist (¢ <,ect f), wenn es Funktionenp : A — X und
q : B — Y gibt, so dass fir alle (a,b) € A x Bqilt: f(p(a), q(b)) = g(a,b).

Satz 3.2.16  Falls die Kommunikationskomplexitdt von g : A x B — {0, 1} mindestens
s betrdgt und g <, f, betrdgt auch die Kommunikationskomplexitdt von f mindestens s.
Die analoge Aussage gilt fur die Einweg-Kommunikationskomplexitat.

Beweis: Falls die Kommunikationskomplexitdt von f den Wert ¢ hat, kdnnen wir auch
ein Protokoll fur g mit Komplexitat hdchstens ¢ konstruieren. Um g(a, b) zu berechnen, be-
rechnet Alice ohne Kommunikation p(a), und Bob berechnet ohne Kommunikation ¢(b). An-
schlieRend konnen Alice und Bob das Protokoll firr f simulieren. Da f(p(a), ¢(b)) = g(a, b),
konnen sie hiermit g(a, b) berechnen. O

Wir benutzen nun die Rechteckreduktionen zum Beweis von unteren Schranken fir die
OBDD-GroRe fiir alle Variablenordnungen. Zur Vereinfachung der Darstellung betrachten
wir im folgenden Satz nur Variablenmengen mit einer geraden Anzahl von Variablen. Sei
f:{0,1}" — {0,1} und sei (L, R) eine Partition der Variablenmenge von f. Dann be-
zeichnen wir mit (&8 - L0, 1} x {0, 1}1% — {0,1} dieselbe Funktion, wobei Alice die
Variablen aus L und Bob die Variablen aus R bekommt.

Satz 3.2.17  Sei n gerade und sei f : {0,1}" — {0,1} eine Funktion Uber der Va-
riablenmenge Z. Falls es fur jede Partition (L, R) von Z mit |L| = |R| eine Funktion
g : A x B — {0,1} mit Einweg-Kommunikationskomplexitdt mindestens s und eine Recht-
eckreduktion g <,e; f“™ gibt, betragt die OBDD-GroRe fiir f und alle Variablenordnun-
gen mehr als 251,

Beweis: Wir nehmen an, dass es ein OBDD fiir f mit einer GroRe von hdchstens 251
gibt. Sei (L, R) die Partition der Variablenmenge, bei der L die erste Halfte der Variablen
in der Variablenordnung enthélt und R die Gbrigen Variablen. Sei g : A x B — {0, 1}
die Funktion, die es nach Voraussetzung fur diese Partition gibt. Wir konstruieren wie oben
ein Protokoll fur die Berechnung von g(a, b). Alice berechnet p(a) und Bob berechnet ¢(b).
Wieder ist keine Kommunikation nétig. Alice wertet das OBDD fir f auf p(a) aus, bis sie
den ersten mit einer R-Variablen markierten Knoten erreicht, und sendet die Nummer des er-
reichten Knotens an Bob. Bob vervollstandigt dann die Auswertung der Funktion und erhalt
den Funktionswert, der nach Voraussetzung gleich g(a, b) ist. Fir die Codierung der Kno-
tennummer und damit fiir die gesamte Kommunikation gentigen s — 1 Bits im Widerspruch
zur angenommenen unteren Schranke fiir die Kommunikationskomplexitét von g. O

Wir wollen nun diese Methode fiir eine konkrete Funktion anwenden. Die Hidden-Weighted-
Bit-Funktion ist definiert durch

HWB(z1,...,2,) = 25 mits =2z, +---+z, und zo = 0.

Satz 3.2.18  Jedes OBDD fiir HWB,, hat mindestens 2"/8~1 Knoten.
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Beweis: Sei 0.B.d.A. n eine Zweierpotenz und n > 8. Sei eine Partition (L, R) der Va-
riablenmenge Z = {z1,...,2,} gegeben, so dass |L| = |R| = n/2 gilt. Dabei sei L =
{Z’i(l); cee, Zi(n/2)} mit Z(l) < e K< z(n/?)

1. Fall: Unter 24, . .., 2,/ befinden sich mindestens n/4 der Variablen in L.
Dann sind z;1), ..., zim/4) in der ersten Halfte der Variablen enthalten. Insbesondere gilt
dann

n/8+1<i(n/8+1) <---<i(n/4) <n/2.

Wir definieren nun die Funktionenp : A — {0,1}'* und q : B — {0, 1}/®l der Rechteckre-
duktion von INDEX,, /s auf HWB,,, wobei A die Menge aller Belegungen der Datenvariablen
und B die Menge aller Belegungen der Adressvariablen von INDEX,, s sind. Fir die Defini-
tion von p sei

Zi(n/84+1) = Qo,

Zi(n/4) = 0Qp/g—1-

Die Ubrigen Variablen in L werden so gewabhlt, dass in allen L-Variablen zusammen genau
n/8 Einsen vorkommen. Dies ist mdglich, da nur n/8 der L-Variablen durch die Datenvaria-
blen belegt werden.

Wir definieren nun g. Seien nun by, . . . , biog n—4 die Adressvariablen von INDEX,, /s, die einen
Wert b € {0,...,n/8 — 1} beschreiben. Dann werden die R-Variablen so gewéhlt, dass sie
genau i(b+n/8+1)—n/8 Einsen enthalten. Nach Konstruktion liegt i(b+n/8+1) im Bereich
zwischen n/8 4+ 1 und n/2. Also gibt es auch eine derartige Belegung der R-Variablen.

Die konstruierte Eingabe fir HWB enthélt dann genau i(b + n/8 + 1) Einsen. Also ist das
Bit 2i(s1n/s+1) = ap auszugeben, d.h., es wird wirklich die Funktion INDEX berechnet.

2. Fall: Unter 2,31, - - ., 2, befinden sich mindestens n/4 der Variablen in L.

Dann sind insbesondere z;(,/4+1y, - - - , Zi(n/2) N der zweiten Hélfte der Variablen enthalten.
Daraus folgt

n/2+1<i(n/4+1)<---<i(3n/8) < Tn/s.
Wir definieren wieder die Funktionen p : A — {0,1}/*lund ¢ : B — {0, 1}/% der Recht-
eckreduktion von INDEX,, 5 auf HWB,,. Fiir p wahlen wir

Zi(n/4+1) = Qo

%i(3n/8) ‘= O0On/8—1-

Die Ubrigen L-Variablen werden so belegt, dass alle L-Variablen zusammen genau n/2 —
n/8 = 3n/8 Einsen enthalten. Da nur n/8 der n/2 L-Variablen durch die Datenvaria-
blen bestimmt werden, ist dies moglich. Seien nun by, . .., b4 die Adressvariablen von
INDEX,, s, die einen Wert b € {0, ...,n/8 — 1} beschreiben. Dann werden die R-Variablen
so gewdhlt, dass sie genau i(b+ n/4 + 1) — n/2 + n/8 Einsen enthalten. Nach Konstruktion
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liegt i(b+n/4 4 1) im Bereich zwischen /2 + 1 und 7n/8. Also gibt es auch eine derartige
Belegung. Die konstruierte Eingabe fiir HWB enthélt dann genau (b + n/4 + 1) Einsen.
Also ist das Bit zj4n/4+1) = ap auszugeben, d.h., es wird wirklich die Funktion INDEX

berechnet.

Da die untere Schranke fiir die Kommunikationskomplexitét fir INDEX,, /s gleich n/8 ist,
folgt mit Satz 3.2.17 die untere Schranke 2"/3~! fiir die OBDD-GroRe fiir HWB,, und alle

Variablenordnungen. O
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4 Anwendungen

4.1 Verifikation des Pentium-Dividierers

Der Dividierer im Pentium ist ein sog. SRT-Dividierer, der von Atkins (1969) beschrieben
wurde. Wir behandeln den Dividierer als Beispiel dafiir, dass OBDD-Methoden auch fiir den
Schaltkreisentwurf niitzlich sein kdnnen.

Die Schulmethode fiir die Division ben6tigt fur die Berechnung eines Quotienten mit n Bits
n Iterationen. Jede Iteration besteht aus einem Vergleich, ob der noch vorhandene Rest klei-
ner ist als der Divisor. In diesem Fall ist das berechnete Bit 0 und anderenfalls 1. Im letzteren
Fall wird der Divisor vom noch vorhandenen Rest subtrahiert. Der Rest wird mit 2 multipli-
ziert. Aus dieser Darstellung folgt, dass jede Iteration logarithmische Tiefe ben6tigt, da sie
einen Vergleich und eine Subtraktion enthélt. Der SRT-Dividierer variiert die Schulmethode
fur die Division, so dass konstante Tiefe fir jede Iteration gentigt. Dazu wird eine redundan-
te Zahlendarstellung, ndmlich eine eingeschrankte Radix-4 Darstellung, fir den Quotienten
benutzt.

Die Vorteile der Radix-4-Darstellung und ihre Eigenschaften wollen wir hier nicht disku-
tieren.! Fur das Verstandnis des Pentium-Dividierers geniigen uns die folgenden Eigen-
schaften. Sei m = 4™ + 1. Die Ziffern der eingeschrankten Radix-4-Darstellung kommen
aus der Menge {—2,—1,0, 1, 2}. Die Zahl Radix-4-Zahl (z,, ..., zo) stellt dabei die Zahl
(24" + 214" + -+ + 1) mod m dar.

Fur die Beschreibung des Dividierers gehen wir von folgenden Voraussetzungen aus. Der
Divisor D liegt im Intervall [1,2) und der (Divisions-)Rest R im Intervall [-2, 2). Der Rest
ist zu Beginn mit dem Dividenden initialisiert. Falls die zu dividierenden Zahlen nicht in
diesen Bereichen liegen, ist ein Preprocessing und ein Postprocessing nétig und moglich,
um sicherzustellen, dass Dividend und Divisor in den angegebenen Bereichen liegen. Der
Divisor wird als Fixkommazahl dargestellt, wobei die Stelle vor dem Komma gleich 1 ist.
Fur den (Divisions-)Rest R benutzen wir eine redundante Zahlendarstellung, ndmlich die
Summe von zwei Fixkommazahlen S und C, die beide im Bereich [—8,8) liegen. Diese
Zahlen bestehen aus dem Vorzeichenbit, drei Vorkommastellen und den Nachkommastellen.

Wir beschreiben die i-te Stufe des SRT-Dividierers (z > 0). Inputs sind der Divisionsrest,
gegeben als S; + C;, sowie der Divisor D. Ausgabe ist die Stelle Q1 € {—2,...,2} des
Quotienten, sowie ein neuer Rest S;,; + C;,1. Wir beachten, dass @;,1 eine Stelle einer
Radix-4 Zahl ist, deren einzige Vorkommastelle 2, und deren Nachkommastellen 2>Q)s . . .
sind. Hierbei genuigt eine eingeschrinkte Radix-4 Darstelllung mit Ziffern aus dem Bereich
{-2,...,2}. Alle anderen Zahlen sind Bindrzahlen (Zweierkomplement).

Fur die Addition von Bindrzahlen benutzen wir einen so genannten Carry-Save-Adder (CSA).
Fur die Addition von drei n-Bit-Zahlen werden »n Volladdierer benutzt, wobei der i-te Voll-
addierer die ¢-ten Bits der drei Zahlen als Eingabe erhalt. Ausgabe sind die Summenbits und
die Ubertragsbits der Volladdierer. Wenn man die Zahl, die sich aus den Ubertragsbits ergibt
um eine Stelle nach links verschiebt (mit 2 multipliziert) erhdlt man zwei Zahlen, der Summe

Weitere Einzelheiten fi nden sichin |. Wegener, Effi ziente Algorithmen f ur grundl egende Funktionen, Teub-
ner 1987, Abschnitt 3.10.
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Abbildung 14: Schaltkreis fiur die Realisierung einer Stufe des SRT-Dividierers

gleich der Summe der drei Zahlen in der Eingabe ist. Die Tiefe eines CSA ist konstant und
die Grole linear. Ergebnis sind allerdings zwei Zahlen, was aber in der betrachteten Situation
genugt, da der Divisionsrest als Summe von zwei Zahlen dargestellt wird.

Die i-te Stufe arbeitet folgendermalien (siehe auch Abbildung 14): Seien S} und C! die Zah-
len, die aus den 4 Vorkommabits und den ersten 3 Nachkommabits von S; und C; bestehen.
Sei D' die Zahl, die aus den 5 hdchstwertigen Bits von D besteht. Die Stufe enthalt eine
Tabelle, die aus S; + C; und aus D’ eine geeignete Zahl ;1 € {—2,—1,0, 1, 2} bestimmt.
\Von dem Divisionsrest S; + C; wird D - ();,1 subtrahiert und das Ergebnis wird mit 4 mul-
tipliziert, so dass der ein korrekter Divisionsrest entsteht. Der Divisionsrest wird wieder als
Summe von zwei Zahlen S; ., und C;,, dargestellt.

Bevor wir diskutieren, warum dieser Schaltkreis korrekt implementiert werden kann (dies
ist nichttrivial), Uberlegen wir, warum eine Stufe in konstanter Tiefe realisiert werden kann.
Die Addition von S; und C; ist in konstanter Tiefe moglich, da beide Zahlen nur aus 7 Bits
bestehen. Da die Tabelle konstante GroRe hat, kann auch sie in konstanter Tiefe realisiert
werden. Die Multiplikation von D mit 0, 1 oder 2 ist einfach. Eine eventuelle Multiplikation
mit —1 kann mit Hilfe des nachgeschalteten Carry-Save-Adders durchgefiihrt werden, da bei
der Zweierkomplementdarstellung eine Multiplikation mit —1 durch das Negieren aller Bits
und Addition der Zahl mit einer 1 im niederwertigsten Bit realisiert werden kann. Schlie3lich
ist die Addition von S;, C; und —Q;1 - D mit einem Carry-Save-Adder in konstanter Tiefe
mdoglich, da das Ergebnis als Summe von zwei Zahlen dargestellt wird.

Wir beobachten, dass die Stelle ;.1 des Quotienten nur aus konstant vielen Bits von S;,
C; und D bestimmt wird. Es ist a priori nicht Klar, dass dies tberhaupt moglich ist, also
dass es eine geeignete Tabelle gibt, die ein korrektes @;,, bestimmt. Damit dies moglich ist,
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Abbildung 15: Hilfsschaltkreis zur Berechnung der zuldssigen Tabelleneintrage

bendtigen wir noch eine weitere Voraussetzung. Wir beschreiben im Folgenden auch, was es
Uberhaupt heif3t, dass @;1 korrekt ist.

Die weitere Voraussetzung, die wir bendtigen, besteht darin, dass
—8D < 3(S;+ C;) <8D

gilt. Da vor der ersten Iteration Sy + Cy gleich dem Dividenden ist und damit im Intervall
[—2,2) liegt und nach Voraussetzung D € [1, 2) ist, ist diese Voraussetzung zu Beginn erfillt.
Die i-te Stufe arbeitet korrekt, wenn gilt: Falls —8D < 3(S; + C;) < 8D gilt, dann folgt

—8D < 3(Si+1 + Ci—i—l) <8D und
(Si+1 + Ci+1) =4 % (Sz +C; — Qi+1D) wobei SZ'+1, Ci+1 € [—8, 8)

Die erste Bedingung stellt sicher, dass die Voraussetzung auch fir die nachfolgende Stufe
gilt, und die zweite Bedingung, dass korrekt dividiert wurde und kein Uberlauf eintritt.

Aus den Bedingungen folgt zusammen mit D € [1,2), dass —16/3 < S; + C; < 16/3. Es ist
dann naheliegend, dass dann auch S; + C? nicht viel kleiner aus —16,/3 und nicht viel groRer
als 16/3 sein kann. Daher geniigt eine Tabelle mit 27 Zeilen (fur S + C?) und 2* Spalten (fur
D', hierbei beachten wir, dass das hdchstwertige Bit von D’ gleich 1 ist).

Zur Berechnung der korrekten Tabelleneintrdge konstruieren wir zunéchst den in Abbil-
dung 15 gezeigten Teilschaltkreis, der beschreibt, wie aus dem in der Tabelle gelesenen
Ergebnis Q*, sowie aus den Eingaben S;, C; und D die Outputs S;,; und C;,; der i-ten
Stufe berechnet werden. Wir interpretieren die Outputs als boolesche Funktionen

Siv1(Q*, S;, Ci, D) und Cy41(Q*, S;, C;, D). Fur diese Funktionen kdnnen OBDDs berech-
net werden.
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Wias ist ein korrekter Tabelleneintrag an der Stelle (R*, D*)? Der Eintrag Q* ist zuldssig,
falls fir alle Zahlen S;, C; und D, aus R* = S; 4+ C}, aus D* = D' und aus —8D <
3(82 + Cz) < 8D fOlgt, dass —8D < 3(Si+1(Q*, Si, Ci, D) + CZ'_H(Q*, S;i, C;, D)) < 8D
und (Si+1(Q*, Si, Cy, D) + Ci+1(Q*, S;, C;, D)) =4 x% (SZ +C; — Q*D), wobeli

Si+1(Q*, S;, Ci, D), Ci1(QF, Si, Cy, D) € [—8,8) gilt. Dies ist offensichtlich eine Bedin-
gung, die nicht leicht von Hand getestet werden kann (da sie fur alle Belegungen von S;, C;
und D gepruft werden muss). Im Folgenden bezeichne [Bedingung| den Wert 1, wenn die
Bedingung wabhr ist, und 0 anderenfalls. Die Funktionen

o= [R*:54+0;]

o = [Dr=D]

fs = |- 8D<3S+C)<8D]

fi = [-8D <3(841(Q", Si, Ci, D) + Ci31(Q", Si, Ci, D)) < 8D

fs = [(Sin1(@",8:,Ci, D) + Cip1(Q", 81, Ci, D)) = 4% (S; + C; — Q" D)
A[Sit1(@Q", 51, Ci, D), Cin (@, 55, C, D) € [-8,8)]

konnen mit OBDDs dargestellt werden. Dann wird ein OBDD fir die folgende Funktion
konstruiert.

(VSi,Ci, D) - fi N faNfs= fa N fs

Der Ausdruck rechts vom Allquantor hat die folgende Interpretation: Wenn die vorliegen-
de Eingabe S;, C;, D nicht korrekt ist oder fir diese Eingabe nicht auf den Tabelleneintrag
(R*, D*) zugegriffen wird, nehmen f;, f, oder f3 den Wert 0 an, und damit nimmt der Aus-
druck den Wert 1 an (dieser Fall interessiert nicht). Wenn die Eingabe S;, C;, D korrekt ist
und dafur auf den Tabelleneintrag (R*, D*) zugegriffen wird, nimmt der Ausdruck den Wert
1 an, wenn die i-te Stufe fiir den Tabelleneintrag Q* korrekt arbeitet. Durch die Quantifizie-
rung erhdlt man eine Funktion, die nur noch von R*, D* und Q* abhdngt und den Wert 1
annimmt, wenn fir alle Eingaben S;, C; und D; der Tabelleneintrag Q* ein korrekter Ein-
trag fur die Position (R*, D*) ist. Aus dem berechneten OBDD konnen also die korrekten
Tabelleneintrdge entnommen werden.

Bryant war in der Lage, alle erlaubten Tabelleneintrdge zu bestimmen. Da kein Tabellenein-
trag leer blieb, folgt daraus, dass die konstant vielen Bits von S;, C; und D ausreichen, um
einen zuldssigen Quotienten ;1 zu bestimmen.

Wir wollen hier nur ,,theoretisch® tiberlegen, wie die Tabelle fiir die Berechnung des hochst-
wertigen Bits @, aussieht?. Die groBte Zahl @, die in der Radix-4 Darstellung mit Ziffern aus

dem Bereich {—2,...,2} mit einer Stelle vor dem Dezimalpunkt darstellbar ist, ist kleiner
als
> 2-4'=8/3.
—00<i<0

2Die Tabelle befi ndet sich in R. E. Bryant, ,,Bit-Level Analysis of an SRT Divider Circuit, 33rd Design
Automation Conference, 1996, 661-665, www.cs.cmu.edu/~bryant/pubdir/dac96b.ps
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Dies ist der Grund, warum —8D < 3(S, + Cy) < 8D vorausgesetzt wird. Falls Q1 = 2, ist
der Quotient kleiner als 8/3 und groRer als

24+ > (-2)-4"=4/3.

—oo<i<—1

Daher ist Q, = 2 nur erlaubt, wenn 4D < 3(S,+C;) < 8D. Ahnliche Berechnungen fiihren
zu

e (Q; = listnurerlaubt, wenn D < 3(Sp + Cp) < 5D gilt.
e (Q; = 0ist nur erlaubt, wenn —2D < 3(Sy + Cp) < 2D gilt.
e (Q; = —1istnurerlaubt, wenn —5D < 3(Sp + Cp) < —D gilt.

e (1 = —2istnur erlaubt, wenn —8D < 3(Sp 4+ Cy) < —4D gilt.

Anschaulich bedeutet die Bedingung fir @QQ; = 2, dass man in die Tabelle Geraden mit
den Steigungen 4/3 und 8/3 einzeichnen kann, und der Wert @; = 2 nur in den Tabellen-
eintrdgen zwischen diesen Geraden erlaubt ist. (Hierbei gehen wir davon aus, dass auf der
z-Achse D und auf der y-Achse Sy+Cy aufgetragen ist.) Analoges gilt fur die anderen Werte
von (Q;. Die Werte oberhalb der Geraden mit der Steigung 8/3 und unterhalb der Geraden
mit der Steigung —8/3 sind unbedeutend, da diese Situation nach der Voraussetzung nicht
vorkommen kann.

Wir beachten allerdings, dass tatsachlich @; = 2 nicht in allen Tabelleneintrdgen zwischen
den Geraden mit den Steigungen 4/3 und 8/3 erlaubt sein muss, da wir nur mit Ndherungen
fiir den Divisionsrest (eben den hdchstwertigen 7 Bits von S, und C) arbeiten. Aus demsel-
ben Grund gibt es auch Tabelleneintrédge oberhalb der Geraden mit der Steigung 8/3, die den
Wert 2 haben missen und nicht, wie oben angedeutet, unbedeutend sind. Es wird berichtet,
dass der Fehler im Pentium-Dividierer darin bestand, dass einige Tabelleneintrdge oberhalb
der Geraden mit der Steigung 8/3, die den Wert 2 haben mussen, falschlicherweise den Wert
0 hatten.

4.2 \erifikation von sequentiellen Schaltkreisen
4.2.1 Flip-Flops und das Huffman-Modell fiir sequentielle Schaltkreise

Sequentielle Schaltkreise (manchmal auch Schaltwerke genannt) unterscheiden sich von
(den sog. kombinatorischen) Schaltkreisen dadurch, dass sie auch Rickkopplungen ent-
halten dirfen, d.h., der Ausgang jedes Bausteins G darf auch wieder die Eingédnge von G
beeinflussen. Bei dieser allgemeinen Variante von sequentiellen Schaltkreisen handelt man
sich viele Probleme ein, z.B. kann es passieren, dass ein solcher Schaltkreis keine stabilen
Zustande hat: Man betrachte nur einen Negationsbaustein, dessen Ausgang mit seinem Ein-
gang verbunden ist. Daher beschrankt man sich in der Regel auf sequentielle Schaltkreise,
deren Rickkopplungen in speziellen Speicherbausteinen, den Flip-Flops realisiert werden.
Wir werden im Folgenden zunéchst zwei einfache Flip-Flop Varianten diskutieren und dann
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Abbildung 16: Ein D-Flip-Flop und ein Master-Slave Flip-Flop

das Huffman-Modell fiir sequentielle Schaltkreise. Am Ende dieses Abschnitts geben wir
auch ein Beispiel fur einen einfachen sequentiellen Schaltkreis an.

Schon aus dieser Beschreibung von sequentiellen Schaltkreisen folgt, dass es bei ihrer Veri-
fikation andere und weitere Problem als bei der Verifikation von gewdhnlichen Schaltkreisen
gibt. Als Beispiel fir ein solches Problem behandeln wir im Abschnitt 4.2.2 die Erreichbar-
keitsanalyse von sequentiellen Schaltkreisen.

Die linke Seite von Abbildung 16 zeigt ein sogenanntes D-Flip-Flop. Man erarbeitet sich
leicht die Funktionsweise. Nehmen wir zundchst an, dass der Input 7" auf 1 liegt. Dann
ista = D und b = D. Durch Unterscheidung der Fédlle D = 0 und D = 1 verifiziert
man leicht, dass Q = D und Q = D gilt. Nehmen wir nun an, dass der Input 7" auf 0
wechselt. Offensichtlich hat der Input D nun keinen Einfluss mehr auf die Outputs. Die
Riickkopplungen von den Ausgéngen @ und @ sorgen nun dafir, dass sich bei dem Wechsel
von 7' = 1 nach 7" = 0 die Outputs nicht &ndern. Insgesamt ergibt sich, dass bei 7" = 1 der
Eingang D zum Ausgang @ ,,durchgeschaltet* wird. Bei einem Wechsel von 7" = 1 nach
T = 0 wird der Zustand der Ausgange erhalten, und solange 7" = 0 ist, hat der Eingang D
keinen Einfluss mehr auf die Ausgéange. Also ist ein D-Flip-Flop ein Speicherbaustein, der
den Eingang D zu dem Zeitpunkt des Wechsels von 7" von 1 auf 0 speichert.

Eine Zusammenschaltung von zwei D-Flip-Flops ist in Abbildung 16 rechts gezeigt. Die-
se Anordnung heif3t auch ,,Master-Slave Flip-Flop“. Wir beachten, dass die 7-Eingédnge der
beiden Flip-Flops immer verschieden sind. Dies fiihrt dazu, dass in Abhangigkeit vom Input
T immer eines der beiden Flip-Flops den Eingang ,,durchschaltet, wéahrend das andere sei-
nen jeweiligen Zustand speichert. Bei festem 7" &ndert sich der Ausgang nicht, wenn sich der
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Eingang D verandert, da immer eines der beiden Flip-Flops ,,speichert. Zu dem Zeitpunkt,
wo 7" von 0 auf 1 wechselt, speichert das erste Flip-Flop den Wert der Leitung D, und das
zweite Flip-Flop schaltet diesen Wert zum Ausgang durch. Wenn dann 7" von 1 auf 0 wech-
selt, speichert das zweite Flip-Flop den Wert. Insgesamt erhalten wir einen Speicherbaustein,
der das Speichern bei einem ,,0-1-Takt“ an 7" ausfiihrt und ansonsten Veranderungen am Ein-
gang D nicht weiterleitet. Dies ist die Eigenschaft, die D-Flip-Flops nicht haben und die wir
im Folgenden bendtigen.

Im Huffman-Modell fiir sequentielle Schaltkreise betrachtet man Schaltkreise, deren Rick-
kopplung nur iber Master-Slave Flip-Flops erfolgt (siehe auch Abbildung 17). Der Schalt-
kreis besteht also aus zwei Teilen, ndmlich aus [/ Flip-Flops in der Rickkopplung und einem
kombinatorischem Schaltkreis G. Alle Flip-Flops werden mit demselben Takt 7" angesteuert.
Der Inhalt der Flip-Flops wird auch als Zustand des Schaltkreises bezeichnet. Der kombina-
torische Schaltkreis G' berechnet aus den Ausgéangen der Flip-Flops (also dem Zustand) und
der Eingabe die Ausgabe und den neuen Input fir die Flip-Flops, also den neuen Zustand
s'. Zu dem Zeitpunkt, wo 7" von 0 auf 1 wechselt, wird dieser Nachfolgezustand in den
Flip-Flops gespeichert, d.h., s’ wird zum aktuellen Zustand. Die Wechsel von T von 0 auf
1 passieren in geniigend grof3en Zeitabstanden, so dass G jeweils den Nachfolgezustand des
aktuellen Zustands berechnen kann.

Formal kann der sequentielle Schaltkreis beschrieben werden durch sein Eingabealphabet
I = {0,1}", sein Ausgabealphabet O = {0, 1}™, seine Zustandsmenge S = {0, 1}, seine
Ubergangsfunktion § : I x S — S, seine Ausgabefunktion A : I x S — O und seinen
Startzustand. Offensichtlich hat der Schaltkreis 2! Zustinde.

Zur Illustration der sequentiellen Schaltkreise behandeln wir das einfaches Beispiel einer
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Ampelschaltung fir eine FuBgangerampel. Die Ampel fiir die StralRe kann Rot (SR~ Stral3e-
rot), Gelb (SY), Griin (SG) und Rot-Gelb (SRY) anzeigen, die FuBgéngerampel Rot (FR)
und Griin (FG). Die Ampel steht in der Regel auf SG und FR. Es gibt einen Drucktaster
fiir die FuBgéanger, und wenn diese Taste gedriickt wird, durchlduft die Ampel die folgende
Folge: 1 Zeittakt SY, FR, 1 Zeittakt SR, FR, 7 Zeittakte SR, FG, 1 Zeittakt SR, FR, 1 Zeittakt
SRY, FR und geht anschlieRend wieder in den Zustand SG, FR.

Zum Entwurf eines sequentiellen Schaltkreises legen wir zundchst 7 und O fest. Wir wéhlen
I ={0,1} (gibt an, ob die Taste gedriickt wurde), und O = {0, 1}° (gibt fiir die 5 Lampen in
der Ampel an, ob sie leuchten oder nicht). Fir die Zustandsmenge wahlen wir S = {0,1}°
mit der folgenden Interpretation: Das erste Flip-Flop s; reprdsentiert FR, das zweite Flip-
Flop sy SR, das dritte Flip-Flop s3 SY und die Uibrigen drei Flip-Flops sy, s5, s¢ bilden einen
3-Bit-Zahler, um die Zeit zu messen, in der die FuRgangerampel auf Griin steht. Die Ausga-
befunktion A ergibt sich offensichtlich auf die folgende Weise:

Arr(t, S1,...,8) = $1
Ara(t, 81,--.,8) = 81
Asr(t, $1,--.,8) = 8o
Asy (t,81,...,86) = S3
Asg(t, 81,---,8) = 82/ 33

Von den 64 moglichen Zustdnden kommen nur 12 vor. (Man kénnte also auch mit 4 Flip-
Flops auskommen.) Nach der obigen Beschreibung genugt es, eine Ubergangsfunktion zu
benutzen, fiir die folgendes gilt:

5(0;1,0,0,0,0,0) (1,0,0,0,0,0)
5(1;1,0,0,0,0,0) (1,0,1,0,0,0)
§(X;1,0,1,0,0,0) = (1,1,0,0,0,0)
5(X;1,1,0,0,0,0) (0,1,0,1,1,0)
§(X;0,1,0,1,1,0) (0,1,0,1,0,1)

§(X;0,1,0,0,0,0) = (1,1,0,0,0,1)
§(X;1,1,0,0,0,1) = (1,1,1,0,0,0)
§(X;1,1,1,0,0,0) = (1,0,0,0,0,0)

Hierbei steht X als Abkiirzung fur beide Belegungen des jeweiligen Inputs. Der Startzustand
ist (1,1,0,0,0,1). Die Funktionsweise ist leicht zu verstehen: Sobald die Taste gedriickt
wurde, durchlduft die Ampel den oben genannten Zyklus. Sobald die FuRganger Griin haben,
zahlt der Zahler riickwarts von 6 bis 0. Der Zustand SR, FR kommt zweimal in dem Zyklus
vor. Um diese beiden Zusténde zu unterscheiden, wird der zweite dieser Zustande mit einer
1 in sg codiert. Es ist nun einfach mit Standardmethoden Schaltkreise (z.B. PLAS) fir die
Ubergangs- und Ausgabefunktion zu konstruieren.

Bei diesem kleinen Beispiel ist die Verifikation der Korrektheit einfach, da es moglich ist, alle
Zusténde zu betrachten. Allerdings wéchst die Anzahl der (theoretisch moglichen) Zusténde
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exponentiell in der Anzahl der Flip-Flops, so dass es schon fir ca. 40 bis 50 Flip-Flops
unmoglich wird, alle Zustdnde zu betrachten. Wir diskutieren zwei Probleme, fur die es
hilfreich ist, alle Zustadnde zu betrachten.

Das erste ist der Aquivalenztest von zwei sequentiellen Schaltkreisen

Ci = (I,0,81,61,\,8t) und Cy = (1,0, Sy, 0, Mo, s?). Diese Schaltkreise haben al-
so dasselbe Eingabealphabet und dasselbe Ausgabealphabet, diirfen aber verschiedene Zu-
standsmengen (und verschiedene Anzahlen von Flip-Flops), verschiedene Ausgabefunktio-
nen und verschiedene Startzustdnde haben. Aus der Automatentheorie ist bekannt, dass man
zu zwei endlichen Automaten einen Produktautomaten konstruieren kann (dies ist dahnlich
zur OBDD-Synthese), und auch hier kénnen wir einen Produktautomaten

C = (1,{0,1}, 51 x S,8, A, (s',5%))
konstruieren, der einen simultanen Lauf von C; und Cy simuliert, d.h.
6(, (s, 1)) = (61(0, ), 62(0, 1)),
und genau dann eine 1 ausgibt, wenn C; und C, verschiedene Ausgaben berechnen, d.h.
Ao, (s, 1)) = 1< [M(o, s) # Ao, 1)].

Offensichtlich sind die Schaltkreise C'; und C5 genau dann dquivalent, wenn in C' kein Zu-
stand (s, t) erreichbar ist, fiir den es einen Input o € I mit A(o, (s,t)) = 1 gibt.

Als zweite Anwendung der Erreichbarkeitsanalyse betrachten wir das Erkennen von ,,unsi-
cheren Zusténden. Es ist leicht einzusehen, dass in dem Ampelbeispiel der Zustand
(0,0,0,0,0,0) ein unsicherer Zustand (beide Ampeln zeigen griin) ist, der unter allen Um-
standen vermieden werden muss. Wir haben verifiziert, dass dieser Zustand nicht auftritt,
indem wir alle vom Startzustand erreichbaren Zustande aufgezahlt haben. Wenn dies bei 2°°
Zustanden nicht mehr in akzeptabler Zeit moglich ist, bendtigen wir andere Methoden, um
sicherzustellen, dass unsichere Zustande nicht erreichbar sind. Dies ist offensichtlich eine
Anwendung der Erreichbarkeitsanalyse.

4.2.2 Die Erreichbarkeitsanalyse

Wir verwenden das folgende Programm, um die Menge der erreichbaren Zustanden zu be-
rechnen:

i:=0;S_; =0
So = {Startzustand};
Solange S; 1 # S;
1:=1+1;
Si == Si—1 UUyer 6(o, Si—1);
Ausgabe: Die Menge der erreichbaren Zustande ist S;.
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Es ist leicht zu sehen, dass S; jeweils die Menge der Zustdnde ist, die in hochstens ¢ Schritten
vom Startzustand aus erreichbar sind (Induktion). Die Schleife realisiert eine Fixpunktbe-
rechnung, d.h., es wird solange das 7 erhoht, bis keine neuen Zustdnde mehr dazukommen.

Dieses Programm ist natiirlich nicht praktisch ausfiihrbar, wenn die betrachteten Mengen
sehr groR werden und das Programm sie explizit, d.h. durch Listen, Bdume o.A. speichert.
Eine in vielen Féllen kompaktere Darstellung sind OBDDs oder Erweiterungen von OBDDs.
Wir untersuchen nun, wie die Mengen und die Ubergangsfunktion durch OBDDs dargestellt
werden kdnnen.

Die Menge aller Zustinde ist eine Teilmenge von {0, 1}!. Wir kénnen Mengen M von
Zustanden durch ihre charakteristische Funktion x», : {0,1} — {0, 1} darstellen, d.h.,
s € M genau dann, wenn x/(s) = 1. Zur Vereinfachung der Notation identifizieren
wir im Folgenden Mengen und ihre charakteristischen Funktionen, d.h., es ist genau dann
M(s) = 1, wenn s € M. Eine Mengenvereinigung entspricht dann der Synthese der cha-
rakteristischen Funktionen mit dem Operator Vv, der Mengendurchschnitt der Synthese mit
A, der Test, ob s € M, ist die Auswertung der charakteristischen Funktion M (s), und die
Berechnung von | M| ist die Operation Erfillbarkeit-Anzahl.

In dhnlicher Weise kdnnen wir Ubergangsfunktionen oder (allgemeiner) Ubergangsrelatio-
nen durch ihre charakteristischen Funktionen darstellen. Eine Ubergangsrelation 4 ist ei-
ne Teilmenge von I x S x S, und (o,s,t) € § genau dann, wenn ¢ ein Nachfolgezu-
stand von s bei Eingabe o ist. Die charakteristische Funktion von ¢ ist dann eine Funktion
d:IxSxS—{0,1}.

Im ersten Schritt beseitigen wir die Abhédngigkeit von der Eingabe des Schaltkreises. Die
Relation ¢’ C S x S ist definiert durch (s,¢) € ¢’ genau dann, wenn es eine Eingabe o € I
mit (o, s,t) € 6 gibt. Die Relation gibt also an, ob es tiberhaupt mdglich ist, in einem Schritt
von s nach ¢ zu kommen. Die charakteristische Funktion von ¢’ kann mit der Operation
Quantifizierung auf die folgende Weise berechnet werden:

8 (s,t) = (Fo1) -+ (Fown) : 0((01,---,00),8,5).

Hierbei ist o = (o4, ..., 0,) die Zerlegung der Eingabe in ihre Bits. Man erhdlt S; aus S; ;
durch die folgende Beschreibung der Menge S;:

Si = Si,1 U {t\(ﬂs € Sifl) : (S,t) € 5’}

Auch dies ist durch Quantifizierung realisierbar. Sei s = (s1,...,s;)und ¢t = (t4,...,t) die
Beschreibung der Zustédnde durch Bitfolgen. Die folgende Berechnung von S; aus .S;_; wird
als Image-Computation bezeichnet:

Si(tl, e ,tl) ==
Si—l(tla . ,tl) \% (381) cee (EISl) . Sz'—l(SI; ceey Sl) A 5’(81, cen ,Sl,tl, ce ,tl).
Also haben wir die Berechnungen im oben aufgefiihrten Programm auf die Ausfiihrung von
Operationen auf booleschen Funktionen zuriickgefiihrt. Wenn wir die booleschen Funktio-

nen durch OBDDs darstellen, haben wir auBerdem eine Variablenordnung zu wahlen. Es ist
naheliegend, interleaved variable orderings zu benutzen, also Variablenordnungen, wo s;
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und t; zusammen getestet werden. Nattrlich sind durch die langeren Folgen von Quantifi-
zierungen exponentielle blow-ups der OBDD-Gro63e maglich. Daher verwendet man weitere
Verfeinerungen, z.B. kompaktere OBDD-Varianten, oder man verwendet Heuristiken, die
»geschickte” Reihenfolgen fir die Ausfiihrung der Quantifizierungen bestimmen.

Wenn schliel3lich die Menge der erreichbaren Zusténde berechnet worden ist, kann mit ei-
ner Durchschnittsberechnung getestet werden, ob ein Zustand mit der Ausgabe 1 oder ein
unsicherer Zustand erreichbar ist. (Es ist nattrlich auch moglich und naheliegender, in jeder
Iteration des oben aufgefiihrten Programms zu testen, ob S; einen solchen Zustand enthélt.)

Eine andere Variante besteht darin, mit der Menge der unerwiinschten Zusténde (der Zustande
mit Ausgabe 1 oder der unsicheren Zustdnde) zu beginnen und die Menge der Zustdnde zu
berechnen, von denen aus ein solcher Zustand erreichbar ist. Am Ende (oder wéhrend jeder
Iteration) kann dann getestet werden, ob der Startzustand in dieser Menge enthalten ist. Wir
benutzen also folgendes Programm:

Sei T, die Menge der unsicheren Zustande; 7 := 0; 7T_; = 0.
Solange T; # T; 4
1:=14+1;
T,=T,1U{s|Ft €T;_1: (s,t) € '};
Ausgabe: T; ist die Menge der Zustdnde, von denen ein unsicherer Zustand
aus erreichbar ist

In diesem Programm ist 7; die Menge der Zustdnde, von denen aus in hochstens ¢ Schritten
ein unsicherer Zustand erreichbar ist. Die Berechnung der Menge der moglichen Vorganger
von Zustanden in diesem Programm wird auch als Pre-Image Computation bezeichnet. Die
Darstellung der Mengen und Relationen durch ihre charakteristischen Funktionen wird wie
bei dem ersten Programm realisiert.

Wieviele Iterationen brauchen die Programme? Wenn der sequentielle Schaltkreis lange Zy-
klen enthdlt, was zum Beispiel bei Zéhlern der Fall ist, brauchen diese Programme auch
viele Iterationen, bis sie terminieren. Als Ausweg wurde ein Verfahren vorgeschlagen, das
man als iteriertes Quadrieren bezeichnet. Wir bezeichnen mit P(R, S, k) die Funktion, die
den Wert 1 annimmt, wenn ein Zustand in der Menge R von einem Zustand in der Menge S
in hochstens 2% Schritten erreichbar ist. Es ist leicht einzusehen, dass

P(R,S,k) = (3t) : P(R, {t},k — 1) A P({t}, S, k — 1),

was einen rekursiven Algorithmus zur Berechnung von P(R, S, k) nahelegt. Die Tiefe der
Rekursion dieses Algorithmus ist nur logarithmisch in der Lange des langsten Zyklus des
Schaltkreises. Es wird berichtet, dass die OBDD-Darstellungen der Funktionen P(-) viel
groler als die OBDD-Darstellungen bei den vorher behandelten Algorithmen sind, so dass
der Ansatz des iterierten Quadrierens nur bei einfachen Schaltkreisen wie Zéhlern erfolgreich
angewendet werden kann.

Wir haben an den Darstellungen der Programme fiir die Erreichbarkeitsanalyse gesehen, dass
OBDDs nur eine Moglichkeit fur die Darstellung der betrachteten Mengen und Relationen
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sind, da die Programme unabhéngig von der Darstellungsform der charakteristischen Funk-
tionen sind. Weiterhin sind OBDDs nur eine Heuristik, die in manchen Fallen anwendbar
ist, wo konventionelle Ansétze nicht mehr durchfihrbar sind. Man sollte also nicht erwarten,
dass sich jedes Problem mit OBDDs ldsen lasst. In vielen Féllen ist eine Losung auch nur
mit vielen Implementierungstricks und weiteren Verfeinerungen moglich. Da bei den vie-
len Quantifizierungen die OBDDs sehr gro werden kdnnen, ist es schwierig, theoretisch zu
untersuchen, in welchen Féllen OBDDs erfolgreich sein konnen.
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