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1 Einleitung und Uberblick

Motivation und Definitionen

Ein Binary Decision Diagram (BDD) oder Branchingprogramm (BP) ist ein Graph, der einen
Algorithmus zur Berechnung einer booleschen Funktion beschreibt. Boolesche Funktionen
und Darstellungen fiir boolesche Funktionen haben eine zentrale Rolle in der Informatik,
weil viele Probleme in der Informatik durch boolesche Funktionen beschrieben werden
konnen und natiirlich auch die Hardware boolesche Funktionen realisiert. In der Komple-
xitdtstheorie versucht man, den Aufwand fiir die Berechnung von booleschen Funktionen
in verschiedenen Berechnungsmodellen moglichst genau anzugeben. Hierbei werden auch
BDDs untersucht, da es Simulationen zwischen BDDs und allen anderen nichtuniformen
sequentiellen Berechnungsmodellen gibt. Damit konnen Ergebnisse iiber BDDs auf alle an-
deren nichtuniformen sequentiellen Berechnungsmodelle iibertragen werden.

Darstellungen von booleschen Funktionen, wie auch von Mengen und Relationen werden
auch in vielen Programmen benotigt. Mengen und Relationen kénnen dabei durch ihre cha-
rakteristischen Funktionen dargestellt werden, die wiederum boolesche Funktionen sind.
Varianten von BDDs werden insbesondere in Programmen fiir Hardwareentwurf und -veri-
fikation, Logiksynthese, Analyse von endlichen Automaten oder Testmustergenerierung be-
nutzt. Man kann auch Probleme wie die Kanalverdrahtung, das Firben von Graphen oder die
Berechnung von maximalen Fliissen durch boolesche Funktionen codieren und mit Hilfe von
BDDs 16sen. Bevor wir derartige Anwendungen genauer untersuchen und die Anforderun-
gen dieser Anwendungen an Datenstrukturen fiir boolesche Funktionen beschreiben, wollen
wir zundchst BDDs/Branchingprogramme definieren und einige Beispiele betrachten. Wir
merken hierbei an, dass im Bereich der Anwendungen der Begriff BDD und im Bereich
der Komplexititstheorie der Begriff Branchingproramm jeweils géngiger ist, obwohl beide
Begriffe dieselbe Bedeutung haben. Zur Vereinheitlichung verwenden wir iiberwiegend den
Begriff BDD.

BDDs wurden bereits von Lee (1959) iiber if-then-else Programme definiert. Wir benutzen
die dquivalente, aber anschaulichere Definition iiber gerichtete Graphen. Ein BDD ist ein
gerichteter azyklischer Graph mit einem Startknoten, auch Quelle genannt. Der Graph enthilt
nur innere Knoten mit Ausgangsgrad 2 und Senken mit Ausgangsgrad 0. Die inneren Knoten
sind mit einer Variablen markiert, und die beiden ausgehenden Kanten sind mit 0 bzw. 1
markiert. Die Senken sind ebenfalls mit 0 oder 1 markiert.

Die Berechnung der dargestellten Funktion fiir eine gegebene Eingabe beginnt an der Quelle.
Wenn ein erreichter Knoten mit der Variablen x; markiert ist, wird entsprechend dem Wert
von x; uber die mit 0 oder die mit 1 markierte Kante ein neuer Knoten erreicht. Dieses
wird iteriert, bis man eine Senke erreicht. Die Markierung dieser Senke ist der gesuchte
Funktionswert.

Abb. 1 zeigt ein Beispiel fiir ein BDD und das dquivalente if-then-else Programm. Dieses
BDD stellt die Funktion f(z1,xs,23) = Z2 V Z3 dar. Bei der graphischen Darstellung be-
nutzen wir die Vereinbarung, dass Kanten stets nach unten gerichtet sind und dass die ge-
strichelte Kante, die einen Knoten verlédsst, mit O markiert ist und die durchgezogene Kante



mit 1. Jede Eingabe fiir die Funktion f definiert im BDD einen Pfad von der Quelle zu ei-
ner Senke. Der im BDD in Abb. 1 markierte Pfad ist der Pfad, der fiir die Eingabe x; = 0,
x9 = 1, x3 = 0 durchlaufen wird. Es gilt also f(0,1,0) = 1.

. if 2 then goto 3 else goto 2;
: if 5 then goto 4 else goto 8;
: if 5 then goto 5 else goto 4;
: if 3 then goto 6 else goto §;
: if 3 then goto 7 else goto 6;
: if «; then goto 8 else goto 7;
: Ausgabe 0;

: Ausgabe 1;
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Abbildung 1: Beispiel fiir ein BDD und ein dquivalentes if-then-else-Programm

Wichtige Komplexitidtsmale fiir BDDs sind die Gro8e, d.h. die Anzahl der inneren Knoten,
und die Tiefe, d.h. die Linge des ldngsten gerichteten Pfades von der Quelle zu einer Senke.
BDDs sind zunéchst nur fiir boolesche Funktionen mit einer festen Anzahl von Eingabe-
bits definiert. Damit wir auch Funktionen f mit einer unbestimmten Anzahl von Eingabe-
bits beschreiben konnen und das asymptotische Verhalten von Grof3e und Tiefe untersuchen
konnen, zerlegen wir — wie in der Komplexititstheorie {iblich — die Funktion f in eine Fol-
ge (f.), wobei jede Funktion f,, eine endliche Funktion mit n Eingabebits ist. Die Funktion f
wird dann durch eine Folge von BDDs beschrieben. Fiir jede Linge der Eingabe gibt es also
ein spezielles BDDs, d.h., BDDs sind ein nichtuniformes Berechnungsmodell fiir boolesche
Funktionen.

Was ist der wesentliche Unterschied zwischen uniformen Berechnungsmodellen (z.B. Tu-
ringmaschinen, Registermaschinen oder dem Maschinenmodell fiir C-Programme) und nicht-
uniformen Berechnungsmodellen (z.B. Schaltkreisen oder BDDs)? Bei uniformen Berech-
nungsmodellen erwarten wir, dass die Arbeitsweise fiir alle Eingabelingen ,dhnlich* ist,
z.B. arbeitet Quicksort auf Eingaben verschiedener Linge im wesentlichen gleichartig. Bei
Schaltkreisen miissen wir fiir jede Eingabeldnge einen separaten Schaltkreis angeben. Auch
wenn bei den gewohnlichen Schaltkreiskonstruktionen die Schaltkreise fiir verschiedene
Eingabeldngen dhnlich aussehen, besteht nicht die Notwendigkeit, dass dies immer so ist.
Betrachten wir z.B. das Halteproblem. Eingabe sind die Codierung einer Turingmaschine M
und eine Eingabe x, und die Frage besteht darin, ob M auf x héilt. Bekanntermal3en ist das
Halteproblem nicht entscheidbar. Wir konnen aber M und x binér codieren und die Funktion
(M, z) definieren, die genau dann den Wert 1 annimmt, wenn M auf x hilt. Wenn wir
nun diese Funktion in Teilfunktionen fiir jede Eingabelinge zerlegen, erhalten wir Funktio-



nen f, die auf Eingaben der Linge n definiert sind. Da jede boolesche Funktion eine Dar-
stellung z.B. als disjunktive Normalform hat, gibt es Schaltkreise fiir die nicht berechenbare
Funktion f. Der Begriff der Berechenbarkeit ist also fiir nichtuniforme Berechnungsmo-
delle nicht sinnvoll, wobei natiirlich klar sein sollte, dass es die Schaltkreise fiir f zwar gibt,
diese aber nicht (von Turingmaschinen) berechnet werden konnen. Bei vielen (aber nicht al-
len) Schaltkreisen ist es allerdings effizient moglich, zu jeder Eingabelidnge einen Schaltkreis
zu berechnen; in diesem Fall spricht man daher auch von uniformen Schaltkreisen.

Die Berechnung von Funktionswerten kann man nicht nur an der Quelle des BDDs, son-
dern an jedem beliebigen Knoten beginnen. Auf diese Weise erhilt man fiir jeden Knoten
v eine Funktion f,. An den Knoten des BDDs in Abb. 1 werden die folgenden Funktionen
berechnet:

Jo = T2V I3

Joo = TV T2V I3

Jos = T1T2V TaT3V 110273
Jou = T1V I3

Jos = 1173

Joe = T

Fiir jeden Knoten v, der mit der Variablen x markiert ist und der die Nachfolger vy und v,
hat, gilt f, = 2 f,, V xf,,. An einer 0-Senke wird die Nullfunktion und an einer 1-Senke
die Einsfunktion berechnet. Auf diese Weise konnen wir die durch ein BDD dargestellte
Funktion bestimmen ohne die Funktion fiir alle Eingaben auszuwerten.

Wir zeigen nun, dass jede boolesche Funktion f(z1, ..., z,) durch ein BDD dargestellt wer-
den kann. Wir zerlegen f mit der so genannten Shannon-Zerlegung f = 71 fio;—0 V 71 flo1=1
und erzeugen einen mit x; markierten Knoten v. Am 0-Nachfolger dieses Knotens muss die
Funktion f|, _o dargestellt werden; dazu berechnen wir rekursiv ein BDD fiir diese Funk-
tion und wihlen dessen Quelle als 0-Nachfolger von v. Analog berechnen wir fiir den 1-
Nachfolger ein BDD fiir f|,,,_;. Abb. 2 zeigt ein BDD, das auf diese Weise fiir f = 75 V '3
berechnet wird. Mit dieser Prozedur erhalten wir immer ein BDD, in dem alle Knoten den
Eingangsgrad 1 haben. Derartige BDDs heiflen Entscheidungsbidume, weil der zugrundelie-
gende Graph ein Baum ist.

Wenn wir auf diese Weise einen Entscheidungsbaum fiir eine Funktion f : {0,1}" — {0, 1}
konstruieren, hat dieser Entscheidungsbaum 2" — 1 innere Knoten. In BDDs diirfen Kno-
ten einen groBeren Eingangsgrad als 1 haben; daher diirfen wir isomorphe Teilgraphen ver-
schmelzen (sieche Abb. 2). BDDs sind daher eine kompaktere Darstellung als Entschei-
dungsbidume; man kann zeigen, dass jede boolesche Funktion mit BDDs der GroBe O (2" /n)
dargestellt werden kann. Andererseits ist bekannt, dass fiir fast alle booleschen Funktionen,
d.h. einen Anteil von 1 — o(1) von allen booleschen Funktionen, die minimale Grofe eines
BDDs €2(2"/n), also exponentiell in n ist, siche Abschnitt 15.



Abbildung 2: Ein Entscheidungsbaum und ein BDD fiir 7, V 73

Anforderungen an Datenstrukturen fiir boolesche Funktionen

Wir wollen zunéchst eine der Anwendungen von BDDs kurz skizzieren um zu sehen, welche
Anforderungen an Datenstrukturen fiir boolesche Funktionen gestellt werden.

Bei der Hardwareverifikation soll fiir einen gegebenen Schaltkreis getestet werden, ob er
die gewiinschte Funktion realisiert. Die gewiinschte Funktion ist durch eine Spezifikation
oder durch einen anderen Schaltkreis gegeben. Fiir den Test, ob die gewiinschte und die
realisierte Funktion gleich sind, kann man fiir beide Funktionen Darstellungen (in unserem
Fall eine bestimmte Variante von BDDs) berechnen und auf Gleichheit testen. Der Test,
ob zwei Schaltkreise dieselbe Funktion berechnen, ist jedoch co-NP-vollstiandig. Das Beste,
was man erwarten kann, ist also, dass die Umrechnung der Schaltkreise in die gewiinschte
Darstellung und der Aquivalenztest fiir praktisch relevante Funktionen effizient durchfiihrbar
sind.

Fiir die Umrechnung eines Schaltkreises in die gewihlte Darstellung wird man den Schalt-
kreis in einer topologischen Ordnung durchlaufen. Wenn man einen Baustein C' erreicht, der
zwei Funktionen f; und f, mit einem bindren Operator ® verkniipft, muss man aus den Dar-
stellungen fiir f; und f, eine Darstellung fiir f; ® f, berechnen. Diese Operation nennen wir
Synthese. Die Synthese wird bei Umrechnungen von Schaltkreisen in die gewéihlte Darstel-
lung fiir jeden Baustein einmal ausgefiihrt, sollte also besonders effizient ausfiihrbar sein.
Wenn der Schaltkreis aus Modulen aufgebaut ist, kann man auch zuerst Darstellungen fiir
die Funktionen, die durch die Module realisiert werden, berechnen und aus diesen hinterher
eine Darstellung fiir den Schaltkreis. Dazu benotigt man eine Operation, die aus Darstellun-
gen fiir Funktionen f und g eine Darstellung fiir f|,,_, berechnet. Da die Rechenzeit fiir die
einzelnen Operationen von der Grofle der Darstellung abhéngt, sollte es auBerdem effizient
moglich sein, die Groe der Darstellung zu minimieren.

Wenn der untersuchte Schaltkreis nicht die gewiinschte Funktion g, sondern eine fehlerhafte
Funktion h realisiert, kann es fiir die Korrektur hilfreich sein, zu wissen, auf wievielen und
auf welchen Eingaben der Schaltkreis falsch arbeitet. Es miissen also die Méchtigkeit und
die Elemente der Menge (g @ h) (1) berechnet werden.



Zusammen mit Anforderungen aus anderen Anwendungen erhalten wir die im folgenden
definierten Operationen auf booleschen Funktionen. Wir bezeichnen mit B,, die Menge aller
booleschen Funktionen iiber n Variablen.

10.

1.

. Auswertung: Gegeben sei eine Darstellung G fiir f € B, und eine Eingabe a &

{0,1}"™. Berechne f(a).

. Erfiillbarkeit: Gegeben sei eine Darstellung G fiir f € B,,. Gibt es eine Eingabe a €

(0,1} mit f(a) = 1?

. Erfiillbarkeit-Anzahl: Gegeben sei eine Darstellung G fiir f € B,,. Berechne | f~1(1)].
. Erfiillbarkeit-Alle: Gegeben sei eine Darstellung G fiir f € B,,. Gib f~(1) aus.

. Reduktion/Minimierung: Gegeben sei eine Darstellung G fiir f € B,,. Berechne fiir

die gleiche Funktion eine Darstellung G’ minimaler GroBe . Falls G fiir jede Funktion
f eindeutig definiert ist, heif3t diese Operation Reduktion.

. Aquivalenztest: Gegeben seien Darstellungen G und G, fiir f,g € B,. Teste, ob

/=g

. Synthese: Gegeben seien Darstellungen G ¢ und G|, fiir f, g € B,, und eine Operation

® € B,. Berechne eine Darstellung fiir f ® g.

. Ersetzung durch Konstanten: Gegeben sei eine Darstellung G fiir f € B,,, eine Vari-

able z; und eine Konstante c. Berechne eine Darstellung fiir f|,,—..

. Ersetzung durch Funktionen: Gegeben seien Darstellungen Gy und G, fiir f,g € B,

und eine Variable z;. Berechne eine Darstellung fiir f|,,—,.

Quantifizierung: Gegeben sei eine Darstellung G fiir f € B, und eine Variable z;.
Berechne eine Darstellung fiir (Vz;: f) := fiz,—0 A flz,=1 (bzw. fiir
(Em'if) = f|mi:O \ f\xizl)-

Redundanztest: Gegeben sei eine Darstellung G fiir f € B, und eine Variable x;.
Teste, ob die Variable x; redundant ist, d.h., ob fi,,—0 = fj,=1 gilt.

Die Darstellungen sollten moglichst klein sein, um Speicherplatz und Rechenzeit zu sparen.
Da es 22" boolesche Funktionen iiber n Variablen gibt, muss jede Darstellung fiir fast alle
booleschen Funktionen exponentielle Grofle haben. Daher konnen wir nur erreichen, dass
moglichst viele praktisch wichtige Funktionen kompakt darstellbar sind.

Bekannte Darstellungen fiir boolesche Funktionen sind neben BDDs und Schaltkreisen auch
Formeln und Wertetabellen. (Formeln sind Schaltkreise, bei denen alle Bausteine einen Aus-
gangsgrad von 1 haben; diese Schaltkreise sind also baumférmig.) Die Groe von Werte-
tabellen ist fiir alle booleschen Funktionen exponentiell in der Anzahl der Variablen. Also
konnen nur Funktionen iiber sehr wenigen Variablen dargestellt werden. Fiir Schaltkreise



und Formeln ist der Aquivalenztest co-NP-vollstindig und das Erfiillbarkeitsproblem NP-
vollstdndig. Das gleiche gilt fiir uneingeschrinkte BDDs. Dagegen haben sich eingeschrink-
te Varianten von BDDs, insbesondere OBDDs (Ordered Binary Decision Diagrams) als prak-
tisch anwendbar erwiesen. Im Abschnitt 2 werden wir daher OBDDs definieren. Spéter wer-
den wir Algorithmen fiir die wichtigsten Operationen auf booleschen Funktionen fiir OBDDs
beschreiben.

Beziehungen zwischen BDDs und anderen nichtuniformen Berechnungs-
modellen

Bekannte nichtuniforme Berechnungsmodelle sind Schaltkreise, Formeln und nichtuniforme
Turingmaschinen. Es ist klar, dass eine Funktion f = (f,), f, : {0,1}" — {0, 1}, durch eine
Folge von Schaltkreisen oder Formeln repridsentiert werden kann, wobei es fiir jede Linge
der Eingabe einen speziellen Schaltkreis oder eine spezielle Formel gibt. Nichtuniforme Tu-
ringmaschinen enthalten dagegen ein Orakelband, das zu Beginn einer Rechnung zusitzli-
che Informationen enthilt, die nur von der Linge der Eingabe abhiingen diirfen. Uber die
folgenden Simulationen zwischen BDDs und nichtuniformen Turingmaschinen erhalten wir
Beziehungen zwischen der GroBe von BDDs und dem Speicherbedarf von nichtuniformen
sequentiellen Berechnungsmodellen.

Wir beschreiben zuerst die Simulation einer nichtuniformen Turingmaschine mit Speicher-
platz s(n) durch ein BDD. Wir betrachten nur den Fall s(n) > logn. Die Anzahl der Kon-
figurationen der Turingmaschine ist dann durch 2¢*(™) beschrinkt, wobei c eine geeignete
Konstante ist. Mit einem zusitzlichen Zahler und Speicherplatz O(s(n)) kann die Turing-
maschine die Rechenschritte zdhlen und die Berechnung beenden und verwerfen, falls die
Zahl der Schritte groBer als 2¢*(") ist. Wir konnen also davon ausgehen, dass es keine End-
losschleifen gibt.

Fiir jede Konfiguration der Turingmaschine enthélt das BDD einen Knoten; die Startkonfi-
guration entspricht dabei der Quelle. Jeder Knoten wird mit der Variablen markiert, die die
Turingmaschine in der zugehorigen Konfiguration vom Eingabeband liest, die ausgehende
Kante mit der Markierung 0 zeigt auf den Knoten, der die Nachfolgekonfiguration représen-
tiert, wenn das gelesene Eingabebit gleich 0 ist. Analog wird die mit 1 markierte Kante
definiert. Akzeptierende Endkonfigurationen werden zu 1-Senken, nicht akzeptierende End-
konfigurationen zu 0-Senken.

Der Berechnungspfad im BDD entspricht fiir jede Eingabe genau der Konfigurationenfolge
der Turingmaschine, daher ist die Simulation korrekt. Die Grofle des BDDs ist gleich der
Anzahl der Konfigurationen der Turingmaschine, also 2°¢()_ Zugleich entspricht die Tiefe
des BDDs der Rechenzeit der Turingmaschine.

Da wir bei dieser Simulation keine speziellen Eigenschaften der Turingmaschine benutzt
haben, kann auf die gleiche Weise jedes andere nichtuniforme sequentielle Berechnungsmo-
dell durch BDDs simuliert werden. Damit implizieren untere Schranken fiir die Grée und
die Tiefe von BDDs untere Schranken fiir den Speicherplatz und die Rechenzeit von allen
anderen nichtuniformen sequentiellen Berechnungsmodellen.



Auch die umgekehrte Simulation ist einfach. Wir betrachten nur den Fall, dass das gegebene
BDD mindestens die Groe n hat. Die nichtuniforme Turingmaschine erhilt das zu simu-
lierende BDD auf dem Orakelband. Die Rechnung des BDDs kann direkt simuliert werden,
wobei in jedem Schritt nur ein Zeiger auf den gerade erreichten Knoten gespeichert wer-
den muss. Der Speicherplatzbedarf ist daher O(logBDD(n)), wobei BDD¢(n) die Grofle
des BDDs bezeichnet. Diese Simulation zeigt, dass auch obere Schranken fiir die Grofle
von BDDs obere Schranken fiir den Speicherplatzbedarf von nichtuniformen sequentiellen
Berechnungsmodellen implizieren.

Die Simulationen motivieren die Suche nach oberen und unteren Schranken fiir die GroG3e
von BDDs fiir vorgegebene Funktionen. £ ist die Menge der booleschen Funktionen, die
nichtuniform mit logarithmischem Speicherplatz berechnet werden konnen. Aus den Simu-
lationen folgt, dass die Menge der booleschen Funktionen mit BDDs polynomieller Gro3e
gleich L ist. Wenn wir zeigen wollen, dass eine Funktion nicht in £ enthalten ist, geniigt
es zu zeigen, dass BDDs fiir diese Funktion superpolynomielle Grée haben. Die beste be-
kannte untere Schranke fiir die Groe von BDDs wurde bereits 1966 von Neciporuk gezeigt
und ist nur von der GroBenordnung Q(n?/log®n) (siehe Abschnitt 15). Man versucht da-
her, bessere untere Schranken fiir eingeschrinkte Varianten von BDDs zu zeigen und diese
Einschrinkungen nach und nach abzuschwichen.

Es wurden auch Methoden fiir den Beweis unterer Schranken fiir die eingeschrénkten Va-
rianten von BDDs entwickelt, die als Datenstrukturen fiir boolesche Funktionen verwendet
werden. Solche Schranken sind hilfreich, um zu bestimmen, welche Funktionen kompakt
dargestellt werden konnen oder fiir welche Funktionen welche Variante von BDDs geeignet
ist.

Die Simulationen zwischen BDDs und Schaltkreisen bzw. Formeln wollen wir nicht aus-
fithren. Aus diesen Simulationen folgen Beziehungen zwischen der Gro8e BDD ; von BDDs,
der Schaltkreisgroe C; und der FormelgroBe L ¢ fiir boolesche Funktionen f. Es gilt

1
5Cs <BDD; <Ly +3.

Also konnen alle booleschen Funktionen durch Schaltkreise dargestellt werden, die von der
GroBenordnung her mindestens so kompakt sind wie BDDs. Diese sind wiederum eine kom-
paktere Darstellung als Formeln.

Uberblick iiber den Inhalt der Vorlesung

Die Vorlesung besteht aus insgesamt vier Teilen. Der erste Teil beschiftigt sich mit OBDDs,
der am weitesten verbreiteten Datenstruktur fiir boolesche Funktionen. Wir werden zunéchst
die Definition und einige wichtige Eigenschaften der OBDDs behandeln. AnschlieBend ent-
werfen wir Algorithmen fiir die wichtigen Operationen auf booleschen Funktionen, die durch
OBDDs dargestellt sind. Da OBDDs fiir viele wichtige Funktionen zu grof3 werden, wurden
zahlreiche Erweiterungen von OBDDs als Datenstruktur fiir boolesche Funktionen vorge-
schlagen. Einige dieser Erweiterungen behandeln wir im zweiten Teil der Vorlesung. Im
dritten Teil der Vorlesung erarbeiten wir Methoden zum Beweis von unteren Schranken fiir



die BDD-GroBe. Diese unteren Schranken sind zunéichst durch die Beziehung zwischen der
BDD-Gro8e und dem Speicherbedarf von sequentiellen Berechnungen motiviert. Wie oben
erwihnt, erhélt man fiir BDDs ohne weitere Einschrinkungen nur sehr schwache Schran-
ken. Daher werden in der Forschung Methoden zum Beweis unterer Schranken an einge-
schrinkte BDD-Varianten studiert. Die wahrscheinlich wichtigste Methode zum Beweis un-
terer Schranken ist die Kommunikationskomplexitit. Im vierten Teil der Vorlesung wollen
wir Anwendungen von BDDs betrachten, die nicht durch den Hardwareentwurf motiviert
sind. Wir werden sehen, wie grofBe Graphen mit Hilfe von BDDs dargestellt werden konnen
und einen Algorithmus zur Flussmaximierung auf einem derart dargestellten Graphen vor-
stellen.
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2 Grundlagen zu OBDDs

Fortune, Hopcroft und Schmidt haben bereits 1978 eine Variante von Ordered Binary De-
cision Diagrams (OBDDs) untersucht und gezeigt, dass Synthese und Aquivalenztest fiir
OBDDs effizient moglich sind. Bryant (1986) war der Erste, der die Anwendbarkeit von
OBDDs als Datenstruktur fiir boolesche Funktionen erkannte. Bevor wir auf Algorithmen
fiir die in der Einleitung genannten Operationen eingehen, wollen wir OBDDs definieren
und einige Eigenschaften von OBDDs kennenlernen.

Definition 2.1:  Ein OBDD ist ein BDD, in dem auf jedem Pfad alle Variablen héchstens
einmal und gemil einer vorgegebenen Ordnung getestet werden. D.h., es gibt eine Permu-
tation m € 5, und fiir jede Kante, die von einem mit x; markierten Knoten zu einem mit x;
markierten Knoten fiihrt, gilt (i) < 7(j).

Abb. 3 zeigt zwei OBDDs fiir die Funktion f(z1, 9, x3) = 2122 V £3 mit den Variablenord-
nungen 1, T, 3 und x1, 3, xo. Obwohl beide OBDDs dieselbe Funktion darstellen, hat das
eine OBDD drei, das andere aber vier innere Knoten. Wir werden spiter noch sehen, dass
die Variablenordnung entscheidenden Einfluss auf die GroBe eines OBDDs haben kann. Das
BDD aus Abb. 1 ist dagegen kein OBDD, weil z.B. auf dem Pfad vy, vy, v4, v¢ die Variable
x1 zweimal getestet wird.

Abbildung 3: OBDD:s fiir f(z1, xe, z3) = 122 V 23

In Abschnitt 1 haben wir gezeigt, dass es fiir jede boolesche Funktion ein BDD gibt, indem
wir aus einer gegebenen booleschen Funktion einen Entscheidungsbaum konstruiert haben.
Dieser Entscheidungsbaum ist auch ein OBDD, daher gibt es auch fiir jede boolesche Funk-
tion ein OBDD. Weil OBDDs stark eingeschrinkte BDDs sind, gibt es jedoch Funktionen,
die mit BDDs kompakt, mit OBDDs aber nur in exponentieller Gré8e darstellbar sind.

Da wir mit Darstellungen fiir boolesche Funktionen méglichst effizient arbeiten wollen, soll-
te die Darstellung moglichst klein sein. Wir wollen in diesem Abschnitt zwei Reduktions-
regeln kennenlernen, mit denen die Grofle von BDDs verkleinert werden kann. Bei OBDDs
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haben die Reduktionsregeln eine besondere Bedeutung. Wir fixieren eine Variablenordnung
und betrachten ein beliebiges OBDD fiir eine Funktion f mit dieser Variablenordnung. Wenn
wir auf dieses OBDD die Reduktionsregeln anwenden, bis keine der Regeln mehr anwend-
bar ist, ist das entstandene OBDD (bis auf Isomorphie) eindeutig, und zwar unabhingig
davon, mit welchem OBDD fiir f wir begonnen haben und in welcher Reihenfolge wir die
Reduktionsregeln angewandt haben. Diese Eigenschaft macht den Aquivalenztest und den
Erfiillbarkeitstest fiir OBDDs besonders einfach.

Fiir die erste Reduktionsregel betrachten wir die Situation in Abb. 4. Sei v ein Knoten in
einem BDD, der mit x; markiert ist und fiir den die 0-Kante und die 1-Kante auf denselben
Knoten w zeigen. Wenn wir den Funktionswert fiir eine Eingabe berechnen und dabei den
Knoten v erreichen, gehen wir unabhéngig vom Wert von z; zum Knoten w weiter. Der Test
von x; ist also iiberfliissig, und wir konnen das BDD vereinfachen, indem wir den Knoten v
16schen und die Kanten, die zu v fiihren, direkt zu w zeigen lassen. Diese Reduktionsregel
heilit Deletion Rule oder Eliminationsregel.

Abbildung 4: Deletion Rule

Die zweite Reduktionsregel, die Merging Rule oder Verschmelzungsregel, ist anwendbar,
wenn es zweil Knoten v und w gibt, die mit der gleichen Variablen markiert sind und den-
selben 0-Nachfolger und denselben 1-Nachfolger haben (s. Abb. 5). Es ist klar, dass wir
denselben Funktionswert erhalten unabhingig davon, ob wir am Knoten v oder am Knoten
w starten, also dass f, = f,, gilt. Wir konnen also die Knoten v und w verschmelzen. Ana-
log konnen wir Senken, die mit der gleichen Konstanten markiert sind, verschmelzen. Durch
jede Anwendung einer Reduktionsregel wird die Zahl der Knoten im BDD um 1 verringert.

Bei der Simulation von nichtuniformen sequentiellen Berechnungsmodellen durch BDDs ha-
ben wir gesehen, dass die Knoten des BDDs Konfigurationen des sequentiellen Berechnungs-
modells reprisentieren. Daher kénnen beide Reduktionsregeln als Entfernen iiberfliissiger
Konfigurationen interpretiert werden, d.h., es wird weniger iiberfliissige Information iiber
bereits getestete Variablen gespeichert.

Abb. 6 zeigt ein Beispiel fiir eine Reduktion in mehreren Schritten. Zunéchst wird der mit x4
markierte Knoten mit der Deletion Rule entfernt. Dann konnen die mit x3 markierten Knoten
verschmolzen werden, und dann kann die Deletion Rule auf den mit x5 markierten Knoten
angewandt werden. Man sieht an diesem Beispiel Abhédngigkeiten zwischen den Reduktions-
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Abbildung 6: Beispiel fiir eine Reduktion

schritten, d.h., manchmal ist eine Regel erst anwendbar, nachdem andere Reduktionsschritte
durchgefiihrt worden sind.

Wir wollen nun zeigen, dass es sinnvoll ist, von dem reduzierten OBDD fiir eine Funktion
f und eine Variablenordnung 7 zu reden. Zuerst zeigen wir, dass die Funktionen, die an
den Knoten eines OBDDs fiir f berechnet werden, bestimmte Subfunktionen von f sind.
Uber diese Subfunktionen konnen OBDDs minimaler GroBe fiir f beschrieben werden. Wir
konnen dann beweisen, dass alle minimalen OBDDs fiir f isomorph sind. Der Einfachheit
halber sei im Rest dieses Abschnitts die Variablenordnung x4, . . ., z,,. Dieses ist keine Ein-
schrankung, denn wir konnen diese Ordnung aus jeder Ordnung erhalten, indem wir die
Variablen umbenennen.

Sei v ein Knoten in einem OBDD fiir die Funktion f. Der Knoten v sei mit x; markiert.
Sei P ein Pfad, der von der Quelle zu v fiihrt. Auf P diirfen nur die Variablen xq, ..., z;
getestet werden. Der Pfad P wird durchlaufen, wenn die Variablen, die auf P getestet wer-
den, passende Werte haben, wenn also z; = c¢y,...,x; 1 = ¢;_ fiir geeignete Konstanten
C1,y...,¢i—1 gilt. Am Knoten v und an Knoten unterhalb von v diirfen nur die Variablen
T, ..., T, getestet werden. Daher wird an v die Funktion fj,,—¢, .., ,—,_, berechnet. Soll-
te es auBer P noch einen Pfad () geben, der von der Quelle zu v fiihrt und der fiir z; =
di,...,xi—1 = d;—; durchlaufen wird, wird an v zugleich die Funktion f, —4, . 2 1=d, .
berechnet. Da im OBDD an v und an Knoten unterhalb von v nur die Variablen z;, ..., x,
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getestet werden diirfen, gilt fl.,—c,.. 2 1=, = flei=di,....2i.1=d;_,- An jedem mit z; mar-
kierten Knoten wird also genau eine Subfunktion von f berechnet, die wir aus f erhalten
konnen, indem wir x4, . . ., z;_; auf geeignete Weise konstantsetzen.

Wir kénnen nun minimale OBDD:s fiir jede boolesche Funktion und jede Variablenordnung
beschreiben. Der folgende Satz ist zwar nur fiir die Variablenordnung x4, . . ., z,, formuliert,
gilt aber fiir alle Variablenordnungen, da man die Variablen umbenennen kann.

Satz 2.2:  Sei S; die Menge der Subfunktionen von f, die wir durch Konstantsetzen von
x1,...,x;—1 erhalten und die essentiell von x; abhiingen. Es gibt bis auf Isomorphie ge-
nau ein OBDD minimaler Gro8e fiir f und die Variablenordnung x4, ..., z,. Dieses OBDD
enthilt genau |.S;| Knoten, die mit x; markiert sind.

Beweis: Der Beweis dieses Struktursatzes wie auch spitere dhnliche Beweise bestehen
aus den folgenden Schritten: (i) Konstruktion eines OBDDs mit den angegebenen Anzahlen
von Knoten, (ii) Beweis, dass das konstruierte OBDD die Funktion f berechnet, (iii) Beweis,
dass das OBDD minimale Grof3e hat, und (iv) Beweis, dass bei der Konstruktion des OBDDs
keine Wahlmdglichkeiten waren.

Wir konstruieren nun ein OBDD fiir f, das fiir jedes ¢ genau |S;| Knoten enthilt, die mit
x; markiert sind. Wenn f eine konstante Funktion ist, besteht das OBDD aus einer Senke,
die mit der entsprechenden Konstanten markiert ist. Anderenfalls enthélt das OBDD eine
0-Senke, eine 1-Senke und fiir jede Subfunktion g € S; genau einen Knoten v, der mit x;
markiert ist. Seien g := g|;,—o und g; := gj,,—1. Fiir diese Funktionen enthilt das OBDD
die Knoten vy und v;. Jeder dieser Knoten ist entweder eine Senke, wenn gy bzw. ¢, eine
konstante Funktion ist, oder ein mit z; markierter innerer Knoten, wobei j > 1 gilt. Wir
wihlen als 0-Nachfolger von v den Knoten v, und als 1-Nachfolger v;.

Das konstruierte OBDD berechnet die Funktion f. Dazu geniigt es zu zeigen, dass an jedem
Knoten v die zugehorige Subfunktion berechnet wird. Wir beweisen diese Aussage mit In-
duktion, wobei wir die Knoten in einer umgekehrten topologischen Ordnung durchlaufen.
Die Aussage gilt fiir die Senken, weil an den Senken die konstanten Funktionen berechnet
werden. Fiir einen inneren Knoten v, der mit x; markiert ist und an dem die Funktion g be-
rechnet werden soll, gilt nach Induktionsannahme, dass am 0-Nachfolger die Funktion g|,,—¢
und am 1-Nachfolger die Funktion g|,,—; berechnet wird. Also wird an v die Funktion g
berechnet.

Wenn das konstruierte OBDD nicht minimale Gré8e hat, gibt es ein OBDD fiir f, das fiir
ein ¢ weniger als |.S;| Knoten enthilt, die mit z; markiert sind. Da es aber |5;| verschiedene
Subfunktionen von f der Form fj,,—¢, . 2,_,—c,_, gibt, die essentiell von x; abhingen, gibt
es eine Zuweisung ¢ = (c1,...,¢i—1) ZU Ty, ..., %1, fir die flz,—c, . 2, 1=, , € S gilt,
so dass der zugehorige Pfad entweder zu einer Senke fiihrt oder zu einem mit x; markierten
Knoten, wobei 7 > 7, oder zu einem mit x; markierten Knoten, an dem eine andere Subfunk-
tion als fi,,—c,, .., 1=c,_, berechnet wird. Die ersten beiden Fille fiihren zum Widerspruch,
weil flz—c,....2:1=c,, €ssentiell von x; abhingt, der letzte Fall, weil in einem OBDD an
jedem Knoten nur eine Subfunktion berechnet werden kann.
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Jedes minimale OBDD fiir f und die Variablenordnung x4, ..., z, muss also fiir jede Sub-
funktion g € 5; einen mit x; markierten Knoten enthalten, dessen Nachfolger Knoten sind,
an denen g|,,—o bzw. g|,,,—1 berechnet wird. Ein OBDD fiir f, das zu dem oben konstruierten
nicht isomorph ist, muss daher zusitzliche Knoten enthalten, ist also nicht minimal. O

Die Eigenschaft, dass es fiir jede Funktion f und jede Variablenordnung 7 nur ein minimales
OBDD gibt, kann nur dann praktisch genutzt werden, wenn das minimale OBDD effizient
aus jedem anderen OBDD fiir f und 7 berechnet werden kann. Wir zeigen zunichst, dass
wir das minimale OBDD erhalten, wenn wir ein gegebenes OBDD solange reduzieren, bis
keine der Reduktionsregeln mehr anwendbar ist.

Lemma 2.3:  Sei GG ein OBDD fiir die Funktion f und die Variablenordnung 7. Das OBDD
G ist genau dann isomorph zum minimalen OBDD G* fiir f und 7, wenn auf G keine der
Reduktionsregeln anwendbar ist.

Beweis: Auf ein minimales OBDD ist offensichtlich keine Reduktionsregel anwendbar;
daher geniigt es zu zeigen, dass auf einem OBDD (G, das nicht minimal ist, eine der Regeln
anwendbar ist. Sei f 0.B.d.A. keine konstante Funktion. Wir gehen davon aus, dass GG nicht
mehrere 0- oder 1-Senken enthilt, da diese sonst verschmolzen werden konnen. Auflerdem
setzen wir wieder voraus, dass die Variablenordnung x4, . . ., x,, ist.

Aus dem Beweis von Satz 2.2 folgt, dass jedes OBDD fiir f fiir jede Subfunktion in .5;
mindestens einen Knoten enthilt, der mit x; markiert ist. Wenn G zum minimalen OBDD
G* nicht isomorph ist, gibt es mindestens ein 4, so dass G mehr als |S;| Knoten enthilt, die
mit z; markiert sind. Sei ¢* das grofite derartige 7. Dann werden in G alle Subfunktionen in
S; mit j > ¢* und die beiden konstanten Funktionen durch genau einen Knoten dargestellt.
Da es mehr als |S;| mit z; markierte Knoten gibt, enthilt G' entweder mindestens einen
Knoten u, der mit z; markiert ist und an dem eine Subfunktion g berechnet wird, die von z;
nicht essentiell abhéngt, oder es gibt zwei Knoten v und w, die mit x; markiert sind und an
denen die gleiche Subfunktion & € S; berechnet wird. Im ersten Fall gilt g = g|,,—0 = gjz,=1-
Da die Funktionen g,,—o und g|,,,—; am gleichen Knoten dargestellt werden, kann der Knoten
u mit der Deletion Rule entfernt werden. Im zweiten Fall werden an den Nachfolgern von v
und w die Funktionen h,,—o bzw. h|,,—; berechnet. Fiir jede dieser Funktionen gibt es in G
nur einen Knoten, daher kénnen v und w aufgrund der Merging Rule verschmolzen werden.

O

Wir wollen jetzt zeigen, wie aus einem OBDD fiir die Funktion f und die Variablenordnung
m, 0.B.d.A. 71, ..., x,, das minimale OBDD berechnet werden kann. Es geniigt zwar, so-
lange Reduktionsregeln anzuwenden, bis keine Regel mehr anwendbar ist, wir sollten aber
verhindern, dass fiir einen Knoten hiufig gepriift werden muss, ob eine der Regeln anwend-
bar ist. Der Beweis von Lemma 2.3 legt nahe, die Reduktion bottom-up durchzufiihren, weil
fiir Knoten endgiiltig entschieden werden kann, ob sie geldscht oder mit anderen verschmol-
zen werden konnen, wenn auf ihre Nachfolger keine Regel mehr angewandt werden kann.

Jeder innere Knoten v des OBDDs G wird als Record gespeichert, das eine Knotennummer
v.id, den Index v.var der Variablen, mit der v markiert ist, und Zeiger v.null und v.eins
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auf den 0- und den 1-Nachfolger von v enthélt. Da wir keine riickwérts gerichteten Zeiger
haben, konnen Knoten des OBDDs nicht direkt geloscht werden. Wenn wir einen Knoten
v mit der Deletion Rule 16schen wollen, miissen die Zeiger auf v auf den Nachfolger von
v umgesetzt werden; um einen Knoten v mit einem anderen Knoten w zu verschmelzen,
miissen die Zeiger auf v auf den Knoten w umgesetzt werden. Wir realisieren das Loschen,
indem wir v die Nummer seines Nachfolgers bzw. die Nummer von w geben. Da es jetzt
mehrere Knoten mit derselben Nummer gibt, speichern wir in einem zusétzlichen Array Z
zu jeder Nummer, welcher Knoten mit dieser Nummer die iibrigen reprédsentiert. Wir erhalten
den folgenden Algorithmus (Bryant (1986)).

Algorithmus 2.4:
Eingabe: Ein OBDD G fiir f mit der Ordnung x4, . . ., z,.
Ausgabe: Das minimale OBDD G* fiir f und die Ordnung x4, ..., x, .

e Durchlaufe GG von der Quelle mit einem depth first search Ansatz. Dabei
— verschmelze alle 0-Senken zu einer 0-Senke und alle 1-Senken zu einer 1-Senke,

und setze
0-Senke.id := 0; Z[0-Senke.id] := 0-Senke;
1-Senke.id := 1; Z[1-Senke.id] := 1-Senke;
— ordne alle mit x; markierten Knoten in die Liste S; ein (: = 1,...,n).
e id:=1.

e FOR 7 := n DOWNTO 1 DO

— Anwendung der Deletion Rule: Suche in S; alle Knoten v, fiir die v.null.id =
v.eins.id gilt. Losche v aus dem OBDD durch die Zuweisung v.id := v.null.id,
und entferne v aus der Liste S;.

— Sortiere die Liste .S;, wobei jeder Knoten v als Schliissel das Paar
(v.null.id, v.eins.id) erhilt. Als Ordnung benutzen wir z.B. die lexikographische
Ordnung auf den Paaren.

— Anwendung der Merging Rule: Knoten, die verschmolzen werden kdnnen, stehen
in der sortierten Liste hintereinander; daher muss die Liste nur einmal durchlaufen
werden, um diese Knoten zu erkennen. Ein Knoten vy, der im reduzierten OBDD
enthalten sein soll, bekommt die ndchste freie Knotennummer, d.h.

id == id + 1;v1.4d := id; Z]vy.id] := vy

Der 0- und der 1-Nachfolger von v; konnen geloscht worden sein. Damit die
Zeiger auf die Nachfolger von v; nicht auf geloschte Knoten, sondern auf die
nicht geloschten Reprisentanten zeigen, setzen wir

vi.null = Z[vy.null.id]; vy .eins := Z[v;.eins.id).
Der Knoten v; kann nun mit anderen Knoten vs, . . ., v; durch die Zuweisungen
Vo.id = wvy.id, ..., vpad = vy.ad
verschmolzen werden.

e Entferne die geloschten Knoten.
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Alle Operationen aufler dem Sortieren bendtigen pro Knoten nur konstante Zeit, insgesamt
also O(|G|). Bryant (1986) benutzt fiir das Sortieren ein allgemeines Sortierverfahren, die
Rechenzeit betrdgt daher O(>-1, |S;| log |S;i|) = O(]G|log |G]). Fiir jeden Knoten v miissen
v.id, v.var, v.null und v.eins gespeichert werden, aulerdem bendtigen wir das Array Z und
die Zeiger auf die Nachfolger in den Listen S;. Der Speicherbedarf betrigt dann 6|G|+O(n),
wobei der Platz fiir die Eingabe mitgezéhlt wird. Die Zahl n der Variablen ist typischerweise
viel kleiner als die Zahl der Knoten im OBDD G.

Die Rechenzeit von Algorithmus 2.4 wird durch das Sortieren dominiert. Daher ist es na-
heliegend, Bucketsort zu verwenden. Andererseits ist Bucketsort nicht direkt anwendbar, da
es quadratisch viele mogliche Schliissel gibt, aber lineare Rechenzeit und linearer Speicher-
platz reichen sollen. Daher verwenden wir zwei Phasen. Der folgende Algorithmus realisiert
kein Sortieren in dem Sinne, dass die Liste geméf einer Ordnung umsortiert wird; es geniigt
uns, dass wir Knoten mit gleichem Paar von 0- und 1-Nachfolgern finden und verschmelzen
konnen.

Wir verwenden als zusitzliche Datenstrukturen ein Array von linearen Listen (Buckets)
L[1,...,|G|] (d.h., L[i] ist eine lineare Liste, die Knotennummern aufnehmen kann), ein
Array R[1,...,|G]|], das Knotennummern aufnehmen kann, und eine Liste L-ACTIVE

Wir ersetzen in Algorithmus 2.4 die Schritte innerhalb der Schleife durch die folgenden
Schritte.

— Anwendung der Deletion Rule wie in Algorithmus 2.4.

— Durchlaufe S;. Fiir jedes v € S; fiige v in die Liste L[v.null.id] ein. Falls v der erste
Knoten in der Liste ist, fiige zusétzlich v.null.id in L-ACTIVE ein.

Nur Knoten in derselben Liste haben denselben 0-Nachfolger, so dass nur solche Kno-
ten verschmolzen werden konnen. Die Liste L-ACTIVE enthilt die Indizes der nicht-
leeren Buckets in L.

— Fiir jedes 7 € L-ACTIVE fiihre die folgenden Schritte aus.

o Fiiralle v € L[j]:

Falls R[v.eins.id] leer ist, soll v im reduzierten OBDD enthalten sein. Also
speichere v in R[v.eins.id] und analog zu Algorithmus 2.4:

id :=id + 1;v.id := id; Z[v.id] = v;

vonull := Zv.null.id);v.eins :== Z[v.eins.id];
Sonst wird v durch den Knoten w in R|[v.eins.id] représentiert, also
v.ad = w.id;

o Um die Eintriige in R zu 16schen, durchlaufe L[j] ein zweites Mal und 16sche fiir
jedes v € L[j] den Eintrag in R[v.eins.id).

— Loschen von L und L-ACTIVE: Durchlaufe L-ACTIVE und 16sche fiir jedes
j € L-ACTIVE die Liste L[j] sowie den Eintrag von j in L-ACTIVE.
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Beim Loschen von L und R diirfen wir nicht einfach das gesamte Array durchlaufen, da
eventuell viel weniger Eintrige als |G| zu 16schen sind. Mit der Liste L-ACTIVE stellen wir
sicher, dass wir fiir die Suche nach den r nichtleeren Buckets in R und das Loschen dieser
Buckets mit Rechenzeit O(r) auskommen. Analog hilft uns L[i] beim Loschen von R. Da
der Algorithmus die verwendeten Datenstrukturen selbst 10scht, braucht diese fiir die ndchste
Iteration der Schleife in Algorithmus 2.4 nicht neu initialisiert zu werden. Da ansonsten der
Aufwand pro Knoten konstant ist, hat der gesamte Algorithmus lineare Rechenzeit.
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3 Die Abhingigkeit der OBDD-Grof3e von der Variablen-
ordnung

In diesem Abschnitt wollen wir reduzierte OBDDs fiir einige spezielle Funktionen angeben,
um ein Gefiihl dafiir zu erhalten, wie OBDDs arbeiten und in welchen Fillen ihr Einsatz
sinnvoll ist. Weiterhin wird deutlich, dass die Wahl der Variablenordnung von OBDDs ein
wichtiges Problem ist.

Wir beginnen mit OBDDs fiir symmetrische Funktionen. Der Wert einer symmetrischen
Funktion héngt nur von der Anzahl der Einsen in der Eingabe ab, nicht aber von den Positio-
nen dieser Einsen. Daher kann jede symmetrische Funktion in B,, durch einen Wertevektor
(vo, - . . ,v,) dargestellt werden, wobei die Funktion den Wert v; annimmt, wenn die Eingabe
genau ¢ Einsen enthilt. Abbildung 7 zeigt ein (nicht reduziertes) OBDD fiir die symmetrische
Funktion mit dem Wertevektor (v, ..., v4). Man verifiziert leicht, dass die mit v; markierte
Senke genau fiir die Eingaben mit ¢ Einsen erreicht wird. Die Verallgemeinerung fiir sym-
metrische Funktionen iiber n Variablen ist einfach. Dabei entsteht ein OBDD quadratischer
GroBle. (Auf der i-ten Ebene gibt es ¢« Knoten, so dass die Gesamtzahl der Knoten gleich
S Hli = O(n?) ist.) Je nach Wertevektor sind noch Verschmelzungen von Knoten moglich,
so dass das OBDD auch viel kleiner werden kann, z.B. linear fiir die Parity-Funktion auf
n Variablen. Da sich symmetrische Funktionen nicht verdndern, wenn Variablen vertauscht
werden, hiangt die OBDD-Grofle von symmetrischen Funktionen nicht von der Variablen-
ordnung ab.

Als nichstes Beispiel untersuchen wir die Funktion INDEX. Sei n = 2F. Die Funktion
INDEX,, hidngt von den Variablen xy, ..., z,_; und ag, ..., a;_, ab. Die a-Variablen werden
als Binirzahl |a| := 3% a;2 interpretiert, und der Funktionswert ist T)q|-

Wir betrachten zunéchst die Variablenordnung ay, . .., ax_1, o, . . ., T,—1. Dann gibt es ein
OBDD linearer Grofe fiir INDEX, das fiir £ = 3 in Abbildung 8 gezeigt ist. Die a-Variablen
sind in einem vollstdndigen Entscheidungsbaum angeordnet. Jedes Blatt wird nur fiir einen
Wert |a| erreicht, so dass dort einfach die Variable x|, getestet werden kann. Man sieht
auch leicht, dass man dieselbe OBDD-Gro68e fiir jede Variablenordnung erhilt, bei der die
a-Variablen vor den z-Variablen getestet werden.

7 7
7 7
. 7
7 7 7
’ 7 7
7 7 7
, 7 7 7
7 7 7
’ 7’ ’ ’
v v .

1 V2 3 4
Abbildung 7: Ein OBDD fiir symmetrische Funktionen auf 4 Variablen

Vo
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Abbildung 8: Ein OBDD fiir INDEXj

Wir betrachten nun eine Variablenordnung, bei der [ der x-Variablen zu Beginn getestet wer-
den, und zeigen, dass das zugehdrige OBDD mindestens 2! — 2 innere Knoten hat. Seien
0.B.d.A. die zu Beginn getesteten Variablen die Variablen z,...,x;_1. Wir zeigen, dass
die Subfunktionen von INDEX, die sich durch die 2! verschiendenen Belegungen dieser
Variablen ergeben, verschieden sind. Wenn wir zwei Belegungen betrachten, die sich in x;
unterscheiden, sind die resultierenden Subfunktionen verschieden, da wir die a-Variablen
so belegen konnen, dass x; ausgegeben werden muss. Also erhalten wir 2! verschiedene
Subfunktionen, von denen alle bis auf hochstens zwei nicht konstant sind, also von mindes-
tens einer a-Variablen abhédngen. (Die beiden konstanten Subfunktionen erhalten wir nur fiir
[ = n, wenn alle x-Variablen den Wert 0 bzw. 1 haben.) Alle diese Subfunktionen miissen
an verschiedenen inneren Knoten dargestellt werden, wir erhalten also die untere Schranke
2! — 2. Insbesondere fiir | = n erhalten wir die exponentielle untere Schranke 2" — 2 fiir die
Anzahl der mit a-Variablen markierten Knoten.

Wir wollen nun untersuchen, fiir welchen Anteil an allen Variablenordnungen die OBDD-
GroBe fiir INDEX exponentiell ist; es konnte ja sein, dass der Fall exponentieller OBDD-
Grofle nur bei ,,wenigen Variablenordnungen auftritt. Dazu wihlen wir zuféllig gemal
Gleichverteilung eine Variablenordnung und schitzen die Wahrscheinlichkeit fiir exponenti-
elle OBDD-Grofe nach unten ab. Dies ist dann eine untere Schranke fiir den Anteil der Va-
riablenordnungen mit exponentieller OBDD-GroBe. Wir wihlen | = | /n]. Wie groB ist die
Wahrscheinlichkeit, dass bei zufilliger Wahl der Variablenordnung unter den ersten [ Variab-
len nur z-Variablen sind? Bei der Wahl der ersten der [ Positionen gibt es n x-Variablen und
k = logn a-Variablen, also betrigt die Wahrscheinlichkeit fiir die Wahl einer x-Variablen
1 — k/(n + k). Falls fiir die erste Position eine x-Variable gewihlt wurde, ist danach die
Zahl der z-Variablen um Eins kleiner, die Wahrscheinlichkeit fiir die Wahl einer x-Variablen
betrigt dann 1 — k/(n + k — 1), usw. Also erhalten wir fiir die Wahrscheinlichkeit, dass die
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ersten | Variablen nur z-Variablen sind

l i i : Ik
1-—" Js(1-—2 ) >1-—2  __1_-0q .
Hl< n+k—j+1>_< n+k—l> =Ttk (logn/v/n)

J

Bei der letzten Abschitzung haben wir (1 — z)® > 1 — iz (fir 0 < z < 1) benutzt. Wir
sehen, dass der Anteil der Variablenordnungen mit exponentieller OBDD-Gro8e 22" fiir
n gegen unendlich gegen 1 konvergiert. INDEX ist also eine Funktion, bei der wir die Varia-

blenordnung nicht zufillig wéhlen sollten, da dies mit hoher Wahrscheinlichkeit zu gro3en
OBDD:s fiihrt.

Das Ergebnis iiber INDEX motiviert die folgende Definition. Dabei bezeichnen wir eine
Funktion g(n) als superpolynomiell, wenn fiir alle ¢ > 0 gilt, dass g(n) = Q(n°). (Mit
diesem Begriff werden auch Ausdriicke wie z.B. n!°#™ erfasst, die schneller als polynomiell,
aber langsamer als exponentiell wachsen.)

Definition 3.1:

1. Eine Funktion f = (f,) heiBt nice oder gutartig, falls alle Variablenordnungen zu
polynomieller OBDD-Gro8e fiihren.

2. Eine Funktion f = (f,) heiit ugly oder bosartig, falls alle Variablenordnungen zu
superpolynomieller OBDD-GroBe fiihren.

3. Eine Funktion f = (f,,) heifit almost nice oder fast gutartig, falls es eine Variablen-
ordnung mit superpolynomieller OBDD-Grof3e gibt und der Anteil der Variablenord-
nungen mit polynomieller OBDD-Groé8e fiir n gegen unendlich gegen 1 konvergiert.

4. Eine Funktion f = (f,) heiBt almost ugly oder fast bosartig, falls es eine Variablen-
ordnung mit polynomieller OBDD-Grofe gibt und der Anteil der Variablenordnungen
mit superpolynomieller OBDD-GroBe fiir n gegen unendlich gegen 1 konvergiert.

5. Eine Funktion f = (f,) heifit ambiguous, falls es ein Polynom p(n) und eine su-
perpolynomiell wachsende Funktion ¢(n), sowie ein € > 0 gibt, so dass sowohl der
Anteil der Variablenordnungen mit OBDD-Groe hochstens p(n ), also auch der Anteil
der Variablenordnungen mit OBDD-Gr6Be mindestens ¢(n) fiir hinreichend groBes n
mindestens ¢ betréigt.

Also sind alle symmetrischen Funktionen nice, wihrend INDEX almost ugly ist. Bis jetzt ist
noch keine Funktion bekannt, die ambiguous ist. Fiir ugly und almost nice erarbeiten wir im
Folgenden Beispiele.

Die so genannte indirekte Adressierungsfunktion ISA ist fiir n = 2% auf n + k Variablen
X0y -y Tn_1,Yo, - - -, Yp—1 definiert. Sei s € {0,...,n — 1} der Wert der y-Variablen als
Binirzahl interpretiert, und sei b = |n/k]. Falls s > b, ist die Ausgabe 0. Anderenfalls
werden die x-Variablen in b Blocke der Linge k zerlegt (nummeriert von 0 bis b — 1). Sei
t € {0,...,n—1} der Wert des s-ten Blocks als Bindrzahl interpretiert. Dann ist die Ausgabe
T
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Wir wollen nun eine exponentielle untere Schranke fiir die Funktion ISA beweisen. Dazu
gehen wir davon aus, dass ein OBDD G fiir ISA,, gegeben ist. In der Variablenordnung von
G suchen wir die erste Stelle, an der b — 1 x-Variablen getestet worden sind. Dann gibt
es einen Block von x-Variablen, der komplett hinter dieser Position gelesen wird, da es b
Blocke gibt. Sei a die Nummer dieses Blocks. Wir belegen nun die y-Variablen so, dass
s = a gilt. Auf diese Weise entsteht eine Subfunktion, die darin besteht, dass die Variable
ausgegeben wird, deren Adresse der Wert des gewihlten Blocks ist. Wir beachten, dass dies
nicht die Funktion INDEX ist, da auch Variablen aus dem gewihlten Block ausgegeben wer-
den diirfen. Dennoch fiihrt dieselbe Argumentation wie bei INDEX zu der unteren Schranke
2Ub) — 9fUn/logn) Da wir keine Annahme iiber die Variablenordnung gemacht haben, gilt
diese untere Schranke fiir alle Variablenordnungen, d.h., wir haben bewiesen, dass ISA ugly
ist.

Das einzige bekannte Beispiel fiir eine Funktion mit der Eigenschaft almost nice ist die
Funktion common knowledge direct storage access CKDSA, die ebenfalls eine Variante der
INDEX-Funktion ist. Sei wieder n = 2*. Die Funktion ist auf n2k+n Variablen definiert, die
als n? Blocke der Linge k sowie als ein weiterer Block der Linge n interpretiert werden. Die
n? Blocke werden wieder als Adressen aus {0, ...,n — 1} aufgefasst, der Block der Linge
n als Datenblock. Falls alle diese Adressen denselben Wert haben, wird das adressierte Bit
im Datenblock ausgegeben, anderenfalls 0.

Mit dhnlichen Argumenten wie bei INDEX erhilt man die untere Schranke 2" wenn der
Datenblock vor allen Adressbits getestet wird. Es bleibt also zu zeigen, dass der Anteil der
Variablenordnungen mit polynomieller OBDD-Gro8e gegen 1 konvergiert.

Wir zeigen zunichst, dass die OBDD-GroBe durch O(n?logn) abgeschitzt werden kann,
wenn in der Variablenordnung fiir jedes Bit der Adresse mindestens eine der zugehorigen n?
Bits vor dem ersten Datenbit gelesen wird. Das OBDD hat das folgende Aussehen: Wenn
zum ersten Mal das i-te Bit einer Adresse gelesen wird, wird dieser Wert ,,gespeichert”, d.h.,
in dieser Ebene verdoppelt sich die Breite des OBDDs, wobei die erste Hilfte der Knoten
fiir den Wert 0 und zweite Hilfte fiir den Wert 1 des betrachteten Bits erreicht wird. Wenn
das ¢-te Bit einer Adresse vorher schon gelesen wurde, geniigt es, den Wert mit dem vorher
gelesenen zu vergleichen und bei Ungleichheit zur 0-Senke zu gehen. Also wird das OBDD
nicht breiter. Da sich die Breite nur logn Mal verdoppelt, kommen wir auf lineare Breite.
Nachdem die Adresse bekannt ist, geniigt es, in dhnlicher Weise die iibrigen Adressbits auf
den richtigen Wert und das adressierte Datenbit auf 1 zu testen. Da die Breite linear und
die Anzahl der Variablen O(n?logn) ist, ergibt sich die behauptete obere Schranke fiir die
GroBe.

Es geniigt nun zu zeigen, dass bei zufélliger Wahl der Variablenordnung diese die o.g. Ei-
genschaft mit groBer Wahrscheinlichkeit hat. Von jedem Adressbit gibt es n? ,,Kopien*. Wir
betrachten nun die zufillige Anordnung dieser n? Adressbits und der n Datenbits auf n? +n
Positionen. Uns interessiert die Wahrscheinlichkeit, dass an die erste Position eines der n
Datenbits kommt. Da wir hierbei insgesamt n? +n Bits betrachten, betriigt diese Wahrschein-
lichkeit n/(n?+n) = 1/(n+ 1) < 1/n. Damit betriigt die Wahrscheinlichkeit, dass fiir eine
der log n Adresspositionen alle n? zugehorigen Bits hinter dem ersten Datenbit angeordnet
werden, hochstens (logn)/n, und die Wahrscheinlichkeit, bei zufilliger Wahl der Varia-
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blenordnung polynomielle OBDD-Gr6Be zu bekommen, betrdgt mindestens 1 — (logn)/n,
konvergiert also gegen 1.
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4 Das Variablenordnungsproblem

An den Beispielen im letzten Abschnitt haben wir gesehen, dass die Wahl der Variablenord-
nung zwischen polynomieller und exponentieller OBDD-Gro8e entscheiden kann. Daher ist
es wichtig, gute Algorithmen fiir das Variablenordnungsproblem zu haben. Wir wollen im
Folgenden drei verschiedene Varianten des Variablenordnungsproblems untersuchen.

Das Variablenordnungsproblem bei gegebenem Schaltkreis

Bei der ersten Variante ist die darzustellende Funktion f durch einen Schaltkreis gegeben.
Die Aufgabe besteht darin, ein moglichst kleines OBDD fiir f zu konstruieren. Wir bemerken
nur, dass dies ein NP-hartes Problem ist und dass nur Heuristiken fiir dieses Problem bekannt
sind. Die Heuristiken versuchen, aus der Schaltkreisbeschreibung Zusammenhinge zwischen
der Variablen zu extrahieren und zusammengehorende Variablen zusammen anzuordnen. Ein
Beispiel fiir eine solche Heuristik besteht darin, den Schaltkreis von den Ausgéngen mit
einem DFS-Durchlauf zu durchlaufen und die Variablen in der Reihenfolge anzuordnen, wie
sie beim DFS-Durchlauf gefunden werden. Es ist nicht schwer Beispiele zu finden, bei denen
diese Heuristik zu einer optimalen Variablenordnung fiihrt, und andere Beispiele, bei denen
diese Heuristik zu einer schlechten Variablenordnung fiihrt.

Das Variablenordnungsproblem bei gegebener Wertetabelle

Bei der zweiten Variante des Variablenordnungsproblems ist die Funktion f € B,, durch ihre
Wertetabelle gegeben. Die Aufgabe besteht darin eine optimale Variablenordnung fiir f zu
berechnen. Der im Folgenden vorgestellte Algorithmus basiert auf dynamischer Program-
mierung und stammt von Friedman und Supowit (1990). Der Struktursatz 2.2 fiir OBDDs
wird in dem Algorithmus auf die folgende Weise ausgenutzt. Sei / C {1,...,n} und sei
ein OBDD fiir f gegeben, in dem die Variablen mit Indizes aus / nach den Variablen mit
Indizesin [ := {1,...,n} — I getestet werden. Sei i der Index der ersten I-Variablen. Dann
hingt nach dem Struktursatz die Anzahl der x;-Knoten nicht von der relativen Ordnung der
iibrigen /-Variablen und auch nicht von der relativen Ordnung der /-Variablen ab.

Der folgende Algorithmus berechnet optimale Variablenordnungen fiir Teil-OBDDs G';, wo-
bei in diesem OBDD alle Subfunktionen dargestellt werden, die durch Konstantsetzen der
Variablen in I entstehen. D.h., in G; kommen nur Tests von [-Variablen vor und G bildet
den ,,unteren Teil“ jedes OBDDs, in dem die I-Variablen vor den I-Variablen getestet wer-
den. Mit min(/) wird die minimale GroBe von GGy bezeichnet (wobei das Minimum iiber
alle Ordnungen der Variablen in I gebildet wird); 7; bezeichnet eine Variablenordnung der
I-Variablen, fiir die das Minimum angenommen wird. Weiterhin speichert der Algorithmus
Tabellen table(1), die fiir jede Belegung der Variablen in I einen Zeiger auf den Knoten in
G 1 enthilt, an dem die jeweilige Subfunktion dargestellt wird.

Die verwendeten Datenstrukturen sind leicht fiir / = () zu initialisieren; table(() ist die
Wertetabelle der Funktion (wobei die Eintrige 0 und 1 als Zeiger auf die jeweiligen Senken
interpretiert werden), 7y eine leere Permutation und min(()) = 0. Der Algorithmus berechnet
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aus den jeweils vorhandenen Informationen fiir Indexmengen der Grofle ¢ — 1 die Informa-
tionen fiir Indexmengen der GroBe ¢. Der folgende Algorithmus wird also nacheinander fiir
t =1,...,n ausgefiihrt. Eine optimale Variablenordnung ist dann 7y ).

forall I* C {1,...,n} mit |[*| =t
forall: € I*
I:=1"—{i}
Erzeuge fiir alle Belegungen der Variablen in I* einen z;-Knoten und berechne mit
Hilfe von table(/) die Nachfolger dieser Knoten.
Wende die Reduktionsregeln auf die erzeugten Knoten an.
s(i) := Anzahl der x;-Knoten
s*(i) == s(i) + min(/)
i* = argmin,{s*(7) }
7r« := Ordnung beginnend mit 7%, gefolgt von 77y
min(/*) := s*(%)
table(/*) kann von den z;--Knoten nach Anwendung der Reduktionsregeln abgelesen
werden.

In der inneren Schleife werden alle Variablen aus /* probeweise an die erste Position unter
den [*-Variablen geschoben und fiir die resultierende Variablenordnung wird die Anzahl der
mit /*-Variablen markierten Knoten bestimmt. Unter allen Moglichkeiten wird eine gewéhlt,
die zu minimaler Grofe fiihrt. Die Anzahl der Knoten wird bestimmt, indem probeweise die
x;-Knoten mit Zeigern auf die Nachfolger erzeugt werden, die Reduktionsregeln angewendet
werden, die Knoten gezihlt werden und anschlieBend min(/) als Anzahl der Knoten in den
darunter liegenden Ebenen addiert wird. Die Wahl des ¢, das zu minimaler GroBe von G j«
fiihrt, wird dadurch realisiert, dass ¢ in 77« an erster Position steht und die Parameter min(/*)
und table(/™*) fiir diese Variablenordnung gewihlt werden.

Das Array table(I*) enthilt 2"~17"| Eintriige. In jeder Iteration der inneren Schleife werden
27~ Knoten probeweise erzeugt. Fiir die Reduktion kann der Linearzeitalgorithmus ver-
wendet werden. Also kann eine Iteration der inneren Schleife in Zeit O(2"") ausgefiihrt
werden. Die Anzahl der Iterationen der inneren Schleife betréigt ¢, die der duleren Schleife
(’t‘) Also betrigt die Rechenzeit groBenordnungsmiBig

S - 50

t=1 1

t
n—1
-1
= n (n >1t2nt1 — 713"71.
t=0 t

Die erste Gleichung ergibt sich durch Rechnen mit Binomialkoeffizienten, bei der zweiten
wird der Index der Summe verschoben und bei der dritten der binomische Lehrsatz ange-
wendet.

Bei der Berechnung des Speicherbedarfs fiir die table-Datenstruktur (der Rest ist gro3enord-
nungsmifig vernachlidssigbar) beachten wir, dass wir bei der Bearbeitung von Indexmen-
gen der Grofle ¢ nur auf Informationen iiber Indexmengen der Grofle t — 1 zuriickgreifen,
so dass die Informationen iiber die kleineren Indexmengen geldscht werden konnen. Daher
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geniigt es, den Speicherbedarf fiir zwei aufeinanderfolgende Werte ¢ — 1 und ¢ zu bestim-
men, der sich grolenordnungsméBig durch das Maximum iiber den Speicherbedarf fiir alle
t abschitzen lédsst. Da (’t‘) Indexmengen betrachtet werden und der Speicherbedarf jeweils

2"~ betrégt, geniigt es, das Maximum fiir alle ¢ von s(t) = (’;) 2"~" zu bestimmen. Durch
einfaches Rechnen mit Binomialkoeffizienten erhalten wir

s(n) <sn—1) <--- < s([n/3]) 2 s([n/3] 1) = --- = s(1),

also ist das gesuchte Maximum gleich s(|n/3]). Dieses schitzen wir mit der Stirling-Formel
n! = (n/e)"v/2mn(1 + o(1)) und erhalten (fiir 0.B.d.A. durch 3 teilbares n):

/) = (n%) =0 <<n/3e>n/%z>/n3ﬁ¢m ' W) O (/v

Rechenzeit und Speicherplatz sind polynomiell in Bezug auf die Eingabeldnge N = 2". Dies
gilt natiirlich nicht mehr, wenn die Eingabe in einer kompakteren Form, z.B. als OBDD,
gegeben ist.

Das Variablenordnungsproblem bei gegebenem OBDD

Bei der dritten Variante des Variablenordnungsproblem geht man davon aus, dass die darzu-
stellende Funktion bereits durch ein OBDD gegeben ist. Formal ist dieses Problem folgen-
dermafen definiert:

MinOBDD
Eingabe: Ein OBDD fiir f.
Ausgabe: Ein OBDD minimaler GroBe fiir f.

Wir weisen noch einmal darauf hin, dass hier das Ziel ist, eine gute Variablenordnung zu
berechnen, wihrend bei der Reduktion die Variablenordnung fest ist. Die Motivation fiir
das Problem MinOBDD ist die folgende: In der Einleitung haben wir beschrieben, wie ein
Schaltkreis in ein OBDD umgerechnet werden kann. Im Laufe dieser Rechnung verdndert
sich die Menge der dargestellten Funktionen. Damit veridndert sich auch die Menge der
Variablenordnungen, beziiglich derer die Darstellung kompakt ist. Also ist es sinnvoll, im
Laufe der Umformung die Variablenordnung zu verbessern. Dies ist genau das Problem
MinOBDD. Die Idee die Variablenordnung im Laufe von Berechnungen auf OBDDs zu
dndern wird in der Literatur als dynamische Variablenordnung bezeichnet (Rudell (1993)).

Leider gibt es auch fiir MinOBDD vermutlich keine effizienten Algorithmen. Bollig und
Wegener (1996) haben bewiesen, dass das Problem NP-hart ist. Sieling (1998) hat bewiesen,
dass auch die Existenz von polynomiellen Approximationsalgorithmen mit jeder konstan-
ten Giite ¢ > 1 impliziert, dass P=NP ist. (Ein Approximationsalgorithmus mit Giite c fiir
MinOBDD berechnet fiir alle Eingaben ein OBDD, das um hochstens den Faktor ¢ grofer als
ein minimales OBDD ist.) Also miissen wir uns auch beim Problem MinOBDD mit Heuristi-
ken zufrieden geben. Anstelle des Nichtapproximierbarkeitsergebnisses wollen wir hier nur
das schwichere Ergebnis zeigen, dass die Berechnung einer optimalen Variablenordnung
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fiir ein OBDD, das mehrere Funktionen darstellt (diese nennt man auch SBDDs—shared
BDDs), NP-hart ist. Wir betrachten also das Problem

MinSBDD
Eingabe: Ein SBDD fiir fi, ..., fu..
Ausgabe: Ein SBDD minimaler GroBe fiir f1,.. ., f..

Satz 4.1:  Falls es fiir MinSBDD einen polynomiellen Algorithmus gibt, folgt P = NP.

Beweis: Wir geben eine Turing-Reduktion von 3-SAT an, d.h., wir beweisen, dass 3-SAT
einen polynomiellen Algorithmus hat, wenn MinSBDD einen polynomiellen Algorithmus
hat. Das Problem 3-SAT ist folgendermaBen definiert:

3-SAT

Eingabe: Eine Menge U von Variablen und eine Menge C' von Klauseln iiber den Variablen
aus U, wobei (i) jede Klausel genau 3 Literale enthilt, (i1) jede Variable in jeder Klausel
hochstens einmal vorkommt und (iii) zwei Klauseln hochstens ein Literal gemeinsam haben.
Frage: Gibt es eine Belegung der Variablen, die alle Klauseln erfiillt?

Wir merken nur an, dass die Einschrénkungen (ii) und (iii) an die Eingaben von 3-SAT in der
Regel nicht gefordert werden, es ist aber eine einfache Ubungsaufgabe zu zeigen, dass auch
unsere Variante von 3-SAT NP-vollstindig ist.

Sei (U, C') eine Eingabe fiir 3-SAT, d.h., U = {uy,...,u,} ist eine Menge von Variablen
und C' = {C4,...,C,,} ist eine Menge von Klauseln iiber den Variablen. Die Frage ist, ob
es eine Variablenbelegung gibt, fiir die alle Klauseln erfiillt sind.

Wir konstruieren nun ein SBDD. Das SBDD stellt die Funktionen f1, ..., f,, 91, ..., g, dar,
die auf den Variablen x4, ..., x,,y1, . . ., y, definiert sind. Dabei assoziieren wir x; mit dem
Literal u;, und wir assoziieren y; mit dem negierten Literal #,. Fiir die Funktionen wihlen
wir

und

U¢EC]’ E¢EC]'
Da jede Klausel genau 3 Literale enthilt, ist g; die Konjunktion von 3 Variablen. Wir zeigen
zwei Lemmas tiber die SBDD-Grofe der Funktionen f1, ..., f,, 91, -, Gm.

Lemma 4.2:  Falls (U, C) erfiillbar ist, gibt es ein SBDD fiir f1,..., fu, 91, -, gy mit
hochstens 2n + 2m inneren Knoten.

Lemma 4.3:  Falls (U, C) nicht erfiillbar ist, hat jedes SBDD fiir f1,..., fn,01,---,9m
mindestens 2n + 2m + 1 innere Knoten.
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Wir zeigen zunichst, dass aus den Lemmas die Behauptung folgt. Falls es einen poly-
nomiellen Algorithmus A fiir MinSBDD gibt, konnen wir einen polynomiellen Algorith-
mus B fiir 3-SAT konstruieren: Wir konstruieren aus der Eingabe (U, C') die Funktionen
fiy--s fns91, - -+, gm und daraus ein SBDD. Dies ist einfach moglich. Auf dieses SBDD
wenden wir den Algorithmus A an. Resultat ist ein minimales SBDD fiir die Funktionen
fi,--s fns 91, - -, gm- Falls dieses SBDD hochstens 2n + 2m innere Knoten hat, ist (U, C)
erfiillbar und anderenfalls nicht. Also erhalten wir einen polynomiellen Algorithmus fiir 3-
SAT. Da 3-SAT NP-hart ist, folgt die Behauptung.

Beweis von Lemma 4.2:  Sei (U, C) erfiillbar und sei o eine erfiillende Belegung. Sei X, =
{zilo(u;) = 0} U{yi|lo(u;) = 1}, also die Menge von Variablen, die mit den von ¢ nicht
erfiillten Literalen iiber U assoziiert sind. Analog sei X; = {z;|o(u;) = 1} U{y;|o(u;) = 0}
die Menge von Variablen, die mit den von o erfiillten Literalen assoziiert sind. Wir wihlen
nun eine beliebige Variablenordnung, bei der die Variablen in X vor den Variablen in
X, angeordnet sind, und bestimmen die Anzahl der inneren Knoten in einem SBDD fiir
fis--os fns 01, - - -, g mit dieser Variablenordnung.

Jede Funktion f; kann offensichtlich mit 2 inneren Knoten dargestellt werden und jede Funk-
tion g; mit 3 inneren Knoten. Da fiir jede Klausel mindestens ein Literal erfiillt ist, ist die
letzte Variable ), oder y;, (0.B.d.A. x;), von der g; essentiell abhiingt, mit dem erfiillten
Literal uy, assoziiert. Wegen der Wahl der Variablenordnung wird in dem OBDD fiir f; die
Variablen y;, vor z; getestet. Damit konnen die beiden z;-Knoten verschmolzen werden. Da
dies fiir jede Klausel geht, bleiben fiir die Funktionen g; jeweils nur zwei innere Knoten
ibrig, d.h., die Anzahl der inneren Knoten betrdgt 2n + 2m. O

Beweis von Lemma 4.3: Wir nehmen an, dass es ein SBDD fiir f1,..., f., 91, .., gy mit
hochstens 2n + 2m inneren Knoten gibt und folgern hieraus, dass (U, C) erfiillbar ist. Sei
also ein solches SBDD gegeben. Wir konstruieren eine Variablenbelegung o. Falls x; vor
y; in der Variablenordnung steht, wihlen wir o(u;) = 0 und anderenfalls o(u;) = 1. Of-
fensichtlich muss das SBDD 2n innere Knoten fiir die Darstellung von f1, ..., f,, enthalten,
da diese Funktionen von insgesamt 2n Variablen essentiell abhingen. Wir iiberlegen nun,
welche Verschmelzungen von Knoten des OBDDs fiir g; mit anderen OBDDs moglich sind.
Da in jeder Klausel drei verschiedene Variablen vorkommen, ist es nicht moglich, dass g;
von z; und y; essentiell abhingt. Also gibt es fiir die OBDDs fiir f; und g; maximal einen
gemeinsamen Knoten. Analog folgt, dass die OBDDs fiir g; und g;; maximal einen Knoten
gemeinsam haben, da zwei Klauseln maximal ein Literal gemeinsam haben. D.h., fiir jede
Funktion g; gibt es im SBDD zwei innere Knoten, die nicht mit anderen inneren Knoten
verschmolzen werden konnen. Da das SBDD nur 2n + 2m innere Knoten hat, muss es im
OBDD von jeder Funktion g; einen Knoten geben, der mit einem Knoten aus dem OBDD fiir
eine Funktion f; verschmolzen wird. (Wenn die OBDD:s fiir g, und g, einen Knoten gemein-
sam haben, haben sie zusammen 5 und nicht 4 innere Knoten.) Dann aber folgt sofort, dass
die j-te Klausel von o erfiillt wird. Da dies fiir alle Klauseln gilt, ist die oben konstruierte
Variablenbelegung o erfiillend. O
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Abbildung 9: Realisierung der Operation SWAP(x;, ;1 1)

Die Operation SWAP, lokale Suche und Sifting

Wir diskutieren nun eine einfache elementare Operation zur Verdnderung der Variablenord-
nung und darauf basierende Heuristiken. Komplexere Operationen zur Verdnderung der Va-
riablenordnung werden wir spiter behandeln.

Die einfachste Operation zum Verdndern der Variablenordnung von OBDDs ist das Ver-
tauschen benachbarter Variablen, was auch als Swap bezeichnet wird: Sei z4,...,z, die
Variablenordnung des gegebenen OBDDs. SWAP(z;, x;,1) verdndert die Variablenordnung
nxy,...,T_1,%Tit1, Ti, Tiro, - - -, Tn. Es folgt direkt aus Satz 2.2, dass sich nur die Ebenen
mit den Variablen x; und x;,, verdndern. In Abbildung 9 ist gezeigt, in welcher Weise die
Kanten verindert werden miissen.

Eine naheliegende Heuristik ist eine lokale Suche. Wir nennen zwei Variablenordnungen be-
nachbart, wenn sie sich durch eine Swap-Operation ineinander iiberfiihren lassen. Bei einer
lokalen Suche probiert man alle moglichen Swap-Operationen fiir die aktuelle Variablenord-
nung aus. Wenn man eine Swap-Operation findet, bei der sich die OBDD-Gro8e verkleinert,
wird die neue Variablenordnung zur aktuellen Variablenordnung. Dies wird solange iteriert,
bis keine Verbesserung der OBDD-Grofle mehr moglich ist. Dieser Algorithmus (und Ver-
feinerungen davon) wurde von Ishiura, Sawada und Yajima (1991) untersucht.

Es ist leicht einzusehen, dass die lokale Suche hiufig in lokalen Optima ,,steckenbleibt”. Das-
selbe gilt fiir den sogenannten Sifting-Algorithmus (Rudell (1993)), der eine lokale Suche
mit einer anderen Nachbarschaftsbeziehung ist.

Beim Sifting-Algorithmus wird eine Variable z; ausgewihlt, und es wird nach einer opti-
malen Position fiir x; gesucht. Dazu wird z; durch iteriertes Anwenden der Swap-Operation
probeweise an alle moglichen Stellen in der Variablenordnung geschoben, und es wird die
OBDD-Gro68e bestimmt. SchlieBlich wird z; an die Stelle geschoben, die zu minimaler
OBDD-Gro68e fiihrt. Dies wird (fiir andere Variablen) iteriert, bis keine Verbesserung der
OBDD-Gr68e mehr moglich ist. (Eventuell werden Variablen auch mehrfach verschoben.)
Auch der Sifting-Algorithmus wird héufig in lokalen Optima enden. Allerdings wird berich-
tet, dass der Sifting-Algorithmus sehr schnell ist und gute Ergebnisse liefert.
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5 Das Variablenordnungsproblem fiir partiell symmetri-
sche Funktionen

Wir wollen das Variablenordnungsproblem fiir eine spezielle Klasse von Funktionen, die
partiell symmetrischen Funktionen untersuchen. Sei f € B, iiber den Variablen x4, ..., z,
definiert. Wir definieren die Relation ~ auf der Variablenmenge durch

Ty~ T < f\xizo,szl = f\xizl,m.,-:o fiir z; 7£ Zj,

und x; ~ x; fiir alle z;. Es ist leicht zu zeigen, dass ~ eine Aquivalenzrelation ist. Seien
Vi, ..., Vi die Aquivalenzklassen von ~. Aus der Definition von ~ folgt, dass der Funkti-
onswert von f nur von der Anzahl der Einsen in jeder Aquivalenzklasse abhiingt, nicht aber
von der Position der Einsen: Wenn wir zwei Belegungen der Variablen in V; mit jeweils [
Einsen und |V;| — [ Nullen betrachten, entstehen aus diesen Belegungen dieselben Subfunk-
tionen von f, da wir aufgrund der Definition von ~ die Einsen beliebig unter den Variablen
in V; ,,verschieben* diirfen.

Symmetrische Funktionen sind offensichtlich der Spezialfall von Funktionen, bei denen ~
nur eine Aquivalenzklasse hat. Wir bezeichnen daher die Mengen V4, . .., V;, auch als Sym-
metriemengen. Symmetrische Funktionen kdnnen als Wertevektor dargestellt werden; analog
konnen Funktionen mit den Symmetriemengen V7, . . ., V. durch eine k-dimensionale Matrix
W der GroBe (|Vi]|+1) x - - x (|Vi| 4+ 1) dargestellt werden; der Eintrag W (i1, . . ., i)) (mit
i; €4{0,...,|V;|}) gibt den Funktionswert fiir alle Eingaben mit ¢; Einsen unter den Variab-
len in V; an. W bezeichnen wir als Wertematrix.

Ein Beispiel fiir eine partiell symmetrische Funktion mit den zwei Symmetriemengen
{z1,..., 24} und {y1,...,ys} ist durch die folgende Wertematrix gegeben. Die Interpre-
tation der Tabelle sollte klar sein: Z.B. bedeutet der eingerahmte Wert, dass alle Eingaben,
bei denen zwei z- und zwei y-Variablen gleich 1 sind, den Funktionswert 1 ergeben. In den
weiteren Abbildungen von Wertematrizen lassen wir die Beschriftung der Zeilen und der
Spalten weg.

Anzahl der Einsen unter
den y-Variablen
0O 1 2 3 4
Anzahlder 0O 1 1 0 1 0
Einsen 1 1 1 1 0 1
unter 21 1 1 10
den x- 3 1 1 1 1 1
Variablen 4 0O 0 0 0 O

Jede Funktion ist diesem Sinne eine partiell symmetrische Funktion, da es n einelementige
Symmetriemengen geben kann. Bei der folgenden Darstellung beschrinken wir uns meist
auf den Fall von zwei Symmetriemengen, da dann die Wertematrix zweidimensional und
damit einfach darstellbar ist. Alle Betrachtungen lassen sich aber auch auf eine groflere An-
zahl von Symmetriemengen verallgemeinern; insbesondere der Algorithmus von Friedman
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und Supowit ldsst sich dariiber auf eine neue Weise verstehen. Wir benutzen die partiell
symmetrischen Funktionen mit zwei Symmetriemengen auch fiir die Untersuchung der Heu-
ristik fiir das Variablenordnungsproblem, die darin besteht, zusammengehorende Variablen
zusammen anzuordnen.

Wie konnen wir nun das Variablenordnungsproblem fiir partiell symmetrische Funktionen
16sen? Wie kann die OBDD-Gro8e fiir eine spezielle Variablenordnung effizient berechnet
werden? Um diese Fragen zu l6sen, wenden wir den Struktursatz fiir OBDDs an.

Zur Vereinfachung der Darstellung betrachten wir nur den Fall, dass es die zwei Sym-
metriemengen {z1,...,2,} und {y1,..., ¥y} gibt. Die Wertematrix hat also die Grofie
(n + 1) x (m + 1). Wie realisieren wir das Ersetzen einer x-Variablen durch den Wert
0? Offensichtlich ist dann die Anzahl der Einsen unter den x-Variablen aus dem Bereich
0,...,n — 1. D.h., die letzte Zeile der Wertematrix ist nicht mehr erreichbar, so dass wir sie
streichen konnen. Auf diese Weise erhalten wir die Wertematrix fiir die Subfunktionen, bei
denen eine x-Variable durch 0 ersetzt wurde; welche der z-Variablen dies ist, spielt aufgrund
der partiellen Symmetrie keine Rolle. Analog konnen wir beim Ersetzen einer z-Variablen
durch 1 die erste Zeile streichen. Bei den y-Variablen ist analog die erste bzw. letzte Spalte
zu streichen. Wenn wir mehrere Variablen konstantsetzen, werden wiederum jeweils ,erste’
oder ,letzte” Zeilen oder Spalten der verbliebenen Wertematrix gestrichen, so dass die Sub-
funktionen zusammenhéingenden Teilmatrizen der urspriinglichen Wertematrix entsprechen.
Wir erhalten also alle Subfunktionen von f, die durch Konstantsetzen von ¢ x-Variablen und
J y-Variablen entstehen, indem wir zusammenhingende Submatrizen der Wertematrix mit
der GroBe (n 4+ 1 — i) x (m + 1 — j) betrachten.

Fiir © = 2 und j = 3 erhalten wir aus der Wertematrix oben die folgenden zusammenhéngen-
den Wertematrizen bzw. Subfunktionen. Dabei haben wir mehrfach auftretende Wertematri-
zen/Subfunktionen nur einmal aufgefiihrt.

11 10 01 10 11 10
11 11 10 0 1 11 11
11 11 11 10 0 0 0 0

Die erste Matrix stellt offensichtlich die 1-Funktion dar. Die vorletzte Matrix stellt die Funk-
tion dar, die den Wert 0 annimmt, wenn alle zwei verbliebenen x-Variablen den Wert 1 haben.
Insbesondere hingt diese Funktion nicht von der letzten y-Variablen ab. Dies sehen wir dar-
an, dass alle Zeilen konstant sind. Analog hidngt eine durch eine Wertematrix dargestellte
Funktion nicht von den x-Variablen ab, wenn alle Spalten konstant sind.

Wir fassen zusammen: Wir konnen Subfunktionen zihlen, indem wir verschiedene Wertema-
trizen zdhlen. Wenn alle Zeilen einer Wertematrix konstant sind, hingt die Subfunktion nicht
von den y-Variablen ab; wenn alle Spalten konstant sind, hdangt sie nicht von den x-Variablen
ab. Wir erhalten also die folgende Variante des Struktursatzes.

Satz 5.1:  Sei f eine partiell symmetrische Funktion mit den Symmetriemengen V; und V5
und der Wertematrix . Sei eine Variablenordnung gegeben. Sei ¢ die Anzahl der Variablen
aus V7 und j die Anzahl der Variablen aus V5, die vor einer Variablen x* € V) getestet
werden. Sei T} (r, s) die Anzahl der verschiedenen zusammenhéngenden r X s-Submatrizen
von W, in denen nicht alle Spalten konstant sind. Dann enthilt das reduzierte OBDD fiir f
genau 71 (|Vi| + 1 — i, |Va| + 1 — ) Knoten, die mit z* markiert sind.
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Eine analoge Aussage gilt fiir die Variablen y* € V5, wenn wir die Anzahl der zusam-
menhingenden Submatrizen zihlen, bei denen nicht alle Zeilen konstant sind. Die Anzahl
der zusammenhingenden r X s-Submatrizen, in denen nicht alle Zeilen konstant sind, be-
zeichnen wir mit 75(r, s). Wir sehen also, dass fiir das Beispiel oben 77(3,2) = 5 und
T5(3,2) = 4 gilt. In den beiden folgenden Tabellen sind alle 7'-Werte fiir das obige Beispiel
aufgefiihrt.

To(r,s) | s =

Ti(r,s) | s = ( )5 43 9

5 4 3 21
r=5(1 2 3 3

r=51 2 3 4 4
412 4 5 5

412 4 6 6 6
313 4 4 4

3!3 55 5 4
214 4 4 4 2 2|13 333
113 3 3 2

In der ersten Tabelle fehlt die Zeile fiir r = 1, da natiirlich in allen Matrizen mit einer Zeile
alle Spalten konstant sind; analog fehlt in der zweiten Tabelle die Spalte mit s = 1.

Was haben wir bis jetzt erreicht? Wir konnen zu jeder Variablenordnung die Anzahl der
Knoten auf jeder Ebene des reduzierten OBDDs bestimmen. Wenn z.B. auf Ebene ¢ 4 5 + 1
eine x-Variable getestet wird und zuvor ¢ z-Variablen und j y-Variablen getestet wurden,
betriigt die Anzahl der Knoten auf Ebene i+j+1 genau 77 (| V4 |[+1—¢, | V2| +1—5). Wir wollen
nun alle Informationen in einem Hilfsgraphen darstellen, so dass wir die OBDD-GroBe als
Pfadlénge erhalten. Der Hilfsgraph ist ein gerichteter Gittergraph. Die Knotenmenge ist

U= {(i.j) i € (L., Vil + 1},j € {1, [Va| + 1}};

die Kantenmenge ist
E=F UE,

mit

By = {(Gg),G=17)lief2,....Vi|+ 1,5 e{L,.... [Va| + 1}},
E, = {((27])7(273_1)>|Z€{177|V1‘+17.76{277“/2|+1}}

Die Quelle des Graphen ist also (|Vi| + 1,|V4| + 1), die Senke ist (1,1). Die Kanten
((2,7),(: — 1,7)) € E; werden mit 7(7, j) markiert, die Kanten ((4, j), (i,7 — 1)) € Ej
mit 75 (i, 7). Der Gittergraph fiir das Beispiel von oben ist in Abbildung 10 gezeigt.

Sei nun eine Variablenordnung 7 gegeben. Wir iiberlegen, wie wir anhand des Gittergraphen
die OBDD-Gro8e bestimmen konnen. Sei z.B. die erste Variable von 7 eine z-Variable, z.B.
x1. Nach der Variante des Struktursatzes ergibt sich die Anzahl der x;-Knoten als 77 (|V;| +
1,|V5|+1). Diese Anzahl konnen wir an der Kante ablesen, die die Quelle des Gittergraphen
liber eine E)-Kante verldsst. Wir erreichen dann den Knoten (|V;],|V2| + 1). Wenn nun
die nédchste Variable eine y-Variable, z.B. y5 ist, ergibt sich die Anzahl der y,-Knoten als
To(|VA|, |Va| + 1), also als die Markierung der E,-Kante, die den Knoten (|V3], [Va| + 1)
verldsst. Allgemein erhalten wir zu einer Variablenordnung einen Pfad im Gittergraphen,
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(5,5) -+ - a2 === (5D

1 b) 3 4 4

2y 4 v 5. % 5%

2 4 6 6 6

3y 4 v 4 % 4

3 5 5 5 4
3V 3.7 3% 3.4

4 4 4 4 2

Y Y Y

Abbildung 10: Der Gittergraph fiir die Beispielfunktion

indem wir an der Quelle starten, fiir jede z-Variable in der Variablenordnung iiber die F'-
Kante weiterlaufen und fiir jede y-Variable iiber die £5-Kante. Der Pfad endet an der Senke
(1,1). Die Anzahl der inneren Knoten des OBDDs ist gleich der Linge des Pfades (bzgl. der
Kantenmarkierungen).

Analog entspricht auch jedem Pfad eine Variablenordnung. D.h., wenn wir einen kiirzesten
Pfad von der Quelle (|V1] + 1, |V2| + 1) zur Senke (1, 1) bestimmen (z.B. mit dynamischer
Programmierung), erhalten wir auch eine Variablenordnung mit minimaler Knotenzahl. In
dem Gittergraphen oben ist der kiirzeste Pfad durch durchgezogene Kanten gekennzeichnet,
wihrend die Kanten auflerhalb des kiirzesten Pfades gestrichelt sind. Dies bedeutet, dass
alle Variablenordnungen optimal sind, die mit drei z-Variablen beginnen, gefolgt von den
vier y-Variablen und schlieBlich der letzten z-Variablen. Da der gekennzeichnete Pfad der
einzige Pfad minimaler Lénge ist (hiervon kann man sich leicht liberzeugen, indem man fiir
jeden Knoten die Ldnge des kiirzesten Pfades zur Senke bestimmt), gibt es keine anderen
optimalen Variablenordnungen.

Wenn wir partiell symmetrische Funktionen mit zwei Symmetriemengen (oder allgemeiner
mit einer konstanten Anzahl von Symmetriemengen) betrachten, konnen wir alle zusam-
menhingenden Submatrizen in polynomieller Zeit aufzihlen und damit die 7'-Werte und
den Gittergraphen bestimmen. Auch die Berechnung kiirzester Wege geht bekanntlich in
polynomieller Zeit, so dass wir das Variablenordnungsproblem fiir diese Funktionen in po-
lynomieller Zeit 16sen konnen.

Was passiert bei Funktionen ohne Symmetrien? Die Werte,,matrix* ist dann n-dimensional
und hat die GroBe 2 x - -- x 2, ebenso der Gittergraph, dieser ist ein n-dimensionaler Hy-
perwiirfel. Da es exponentiell viele zusammenhéngende Submatrizen geben kann (z.B. der
GroBle 1 x --- x 1 x 2), erfordert auch das Aufzédhlen exponentielle Zeit (wobei natiirlich
nicht klar ist, ob das Zihlen nicht auch effizienter geht), ebenso das Aufschreiben des Git-
tergraphen und die Suche nach einem kiirzesten Weg. Andererseits arbeitet der Algorithmus
von Friedman und Supowit auf eine dhnliche Weise. Jeder Knoten (j1, . .., jn), jr € {1,2},
des Gittergraphen entspricht einer Indexmenge I = {i | j; = 2}. Der Wert min(/) entspricht
der Linge eines kiirzesten Pfades von dem betrachten Knoten zur Senke (1, ..., 1), also ei-
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nem Zwischenergebnis der dynamischen Programmierung zur Berechnung eines kiirzesten
Weges.

AbschlieBend wollen wir noch eine Heuristik fiir das Variablenordnungsproblem diskutie-
ren. Diese besagt, dass zusammengehorende Variablen auch zusammen angeordnet werden
sollten. Ein Beispiel, das diese Heuristik motiviert, ist die Funktion x125 V - - - V 29, _122,.
Man tiberlegt leicht, dass es fiir diese Funktion ein OBDD mit 27 inneren Knoten gibt und
dass diese GroBe nur erreicht wird, wenn die zusammengehorenden Variablen zo; 1 und xo;
direkt hintereinander in der Variablenordnung stehen. Diese Variablenpaare bilden auch die
Symmetriemengen. Offensichtlich gehdren Variablen aus derselben Symmetriemenge zu-
sammen. Variablenordnungen, die die Symmetriemengen zusammenlassen, bezeichnen wir
als symmetrische Variablenordnungen. Ein Beispiel fiir eine Funktion, wo die Heuristik nicht
zu einer optimalen Variablenordnung fiihrt, haben wir oben bereits gesehen. Mit einem wei-
teren Beispiel wollen wir veranschaulichen, was die Ursache fiir diesen Effekt ist.

Sei n = 3k + 1. Die Funktion f,, : {0,1}"** — {0,1} ist auf einer z-Variablen und n
y-Variablen folgendermallen definiert:

1, fallsy, +--- 4y, =k,
falzoyr, . yyn) =% x, fallsy; +---+y, =2k +1,
0, sonst.

Zur Veranschaulichung die Wertematrix fiir fq:
00010O0O0O0O0O0OQO
00010O0O0T1O0O0TO0

Die Anwendung der oben ausgefiihrten Methoden ist etwas miihselig, da wir auch geschlos-

sene Formeln fiir die OBDD-GroBe herleiten wollen; daher geben wir nur das Ergebnis an.

Sei n 0.B.d.A. gerade. Die miihseligen Rechnungen zeigen auch, dass die Variablenordnung

Yl s Ynj2, Ty Yn/2+1, - - - » Yn Optimal ist.

Variablenordnung Anzahl innerer Knoten
1,2 4 1

Yis- o5 Yny gn —|—§n+§
1,2 4 4

T, Y1s -y Yn 3N +§n—|—§
1,2 4 2

Y- Yn/2, Ly Ynj2+415 - - -5 Yn L +§TL+§

Hier unterscheidet sich die OBDD-Grof3e bei einer optimalen symmetrischen Variablen-
ordnung von der OBDD-Grofle bei einer optimalen Variablenordnung um einen Faktor,
der gegen 4/3 konvergiert. Es ist unbekannt, ob es eine nichttriviale obere Schranke fiir
diesen Faktor gibt, der ja die Qualitéit der untersuchten Heuristik beschreibt. Die Ursache
dafiir, dass symmetrische Variablenordnungen schlechter sein konnen, sehen wir in Abbil-
dung 11, das die OBDD:s fiir f;; und die beiden symmetrischen Variablenordnungen sowie
firyy, ..., v, 2, Y7, . . ., Yy zeigt. Die z-Knoten sind dabei schwarz gezeichnet, die y-Knoten
weill. Kanten ohne Endknoten fiihren zur 0-Senke; die Kanten, die einen Knoten auf der lin-
ken Seite verlassen, sind die 0-Kanten, die auf der rechten Seite die 1-Kanten. Wir sehen,
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dass in dem Fall, dass die x-Variable ganz unten angeordnet ist, Verschmelzungen von dhnli-
chen OBDD-Teilen (die im Bild durch Punkte angedeutet sind) verhindert werden; wenn die
x-Variable ganz oben angeordnet ist, muss der Wert der x-Variablen gespeichert werden, so
dass dhnliche OBDD-Teile im oberen Bereich getrennt werden. Diese Nachteile vermeiden
Variablenordnungen, wo die z-Variable in der Mitte getestet wird.
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chiedene Variablenordnungen

f und vers

Abbildung 11: OBDD:s fiir die Beispielfunktion
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6 Algorithmen auf OBDDs

Auswertung

Eingabe: Ein OBDD G fiir f € B,,, a € {0,1}".
Ausgabe: f(a).
Rechenzeit: O(n). Speicherplatz: O(|G|).

Wir durchlaufen das OBDD wie oben beschrieben von der Quelle zu einer Senke und ge-
ben die Markierung der erreichten Senke aus. Weil jede Variable hochstens einmal getestet
werden darf, ist die Rechenzeit durch O(n) beschrinkt.

Erfiillbarkeit

Eingabe: Ein OBDD G fiir f € B,,.
Ausgabe: 1, falls f ungleich der Nullfunktion ist, anderenfalls 0.
Rechenzeit: O(|G|). Speicherplatz: O(|G]|).

Durchlaufe das OBDD von der Quelle mit einem depth first search Ansatz, bis eine 1-Senke
erreicht wird. Der gefundene Pfad von der Quelle zu der 1-Senke gibt eine Eingabe a mit
f(a) = 1 an; wenn keine 1-Senke erreicht wird, gibt es auch keine derartige Eingabe.

Wenn G reduziert ist, ist der Erfiillbarkeitstest der Test, ob die Quelle von GG ungleich der
0-Senke ist. Dieses ist sogar in konstanter Zeit moglich.

Erfiillbarkeit-Anzahl

Eingabe: Ein OBDD G fiir f € B,,.
Ausgabe: |f71(1)].
Rechenzeit: O(|G|). Speicherplatz: O(|G]|).

Wir wollen fiir jede Kante und jeden Knoten von GG berechnen, fiir wieviele Eingaben diese
Kante oder dieser Knoten durchlaufen wird. Die Quelle wird offensichtlich fiir alle 2" Ein-
gaben durchlaufen, und die 1-Senken werden fiir insgesamt | f ~'(1)| Eingaben erreicht. Wir
betrachten nun einen inneren Knoten v, der mit x; markiert ist und der fiir ¢ Eingaben durch-
laufen wird. Wenn der Knoten v fiir die Eingabe a = (ay, . . ., a,) erreicht wird, wird er auch
fir o' = (a1,...,a;-1,0;,Gi11,-..,a,) erreicht, weil die Variable x; nicht vor v getestet
werden darf. Fiir a wird die a,-Kante, die v verlisst, durchlaufen, fiir «’ die a;-Kante. Die ¢
Eingaben, fiir die v erreicht wird, werden also auf die 0-Kante und die 1-Kante gleichmiBig
verteilt.

Wenn ein Knoten v die eingehenden Kanten ey, . . ., e, hat, miissen wir die Anzahl der Einga-
ben, fiir die eq, . . ., e, durchlaufen werden, addieren, um die Zahl der Eingaben zu erhalten,
fiir die v erreicht wird. Im folgenden Algorithmus vermeiden wir, auch fiir die Kanten die
Zahl der Eingaben, fiir die sie erreicht werden, zu speichern.

e Markiere die Quelle mit 2" und die iibrigen Knoten mit 0.
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e Durchlaufe GG in einer topologischen Ordnung. Wenn ein Knoten v erreicht wird, der
mit ¢ markiert ist, addiere zu den Markierungen beider Nachfolger von v den Wert ¢/2.

e Das Ergebnis ist die Markierung der 1-Senke bzw. die Summe der Markierungen der
1-Senken.

Erfiillbarkeit-Alle

Eingabe: Ein OBDD G fiir f € B,,.
Ausgabe: f1(1).
Rechenzeit: O(|G| + n|f~1(1)|). Speicherplatz: O(|G]).

Wir suchen alle Pfade, die von der Quelle zu einer 1-Senke fiihren. Wir erhalten alle erfiillen-
den Belegungen fiir die Eingabevariablen von f, wenn wir fiir jeden derartigen Pfad die
getesteten Variablen so belegen, dass der Pfad durchlaufen wird, und die nicht getesteten
Variablen auf alle moglichen Weisen belegen.

Die Pfade von der Quelle zur 1-Senke konnen wir mit einem einfachen rekursiven Algo-
rithmus berechnen, der an der Quelle beginnt. Fiir jeden erreichten inneren Knoten v rufen
wir dieselbe Prozedur nacheinander fiir den 0-Nachfolger von v und den 1-Nachfolger von
v rekursiv auf. Wenn wir eine 1-Senke erreichen, rekonstruieren wir den Pfad, auf dem wir
zu dieser Senke gelangt sind, belegen die getesteten Variablen so, dass dieser Pfad durchlau-
fen wird, und die nicht getesteten Variablen auf alle moglichen Weisen. Da die Grofe der
Ausgabe n|f~1(1)| ist, ist die Rechenzeit O(|G| + n|f~*(1)|) optimal.

Aquivalenztest

Eingabe: OBDDs G und G| fiir f, g € B,,.
Ausgabe: 1, wenn f = g, anderenfalls 0.
Rechenzeit: O(|G¢| + |G,|). Speicherplatz: O(|G¢| + |G,)|).

Da reduzierte OBDDs bei gleicher Variablenordnung bis auf Isomorphie eindeutig sind,
geniigt es, Gy und G, zu reduzieren und die reduzierten OBDDs G und G auf Isomorphie
zu testen. Die Reduktion ist mit dem oben erwihnten Algorithmus in linearer Zeit auf linea-
rem Platz moglich. Der Isomorphietest ist ebenfalls in linearer Zeit moglich, weil OBDDs
Graphen mit einer Quelle und markierten Knoten und Kanten sind. Wir durchlaufen G und
G, simultan mit depth first search beginnend bei den Quellen und testen, ob die jeweils
erreichten Knoten die gleiche Markierung haben. Wenn f und g gemeinsam in einem redu-
zierten OBDD dargestellt werden, ist der Aquivalenztest sogar in konstanter Zeit moglich,
da es geniigt zu testen, ob die Zeiger fiir f und g auf denselben Knoten zeigen.

Synthese

Eingabe: OBDDs G/ und G|, fiir f, g € B, ein Operator ® € Bs.
Ausgabe: Ein OBDD G fiir f ® g.
Rechenzeit: O(|G||G,|). Speicherplatz: O(|G/||G,)).
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Wir wollen zunichst zeigen, wie wir fiir eine Eingabe a € {0, 1}" mit einem simultanen
Durchlauf durch G und GG, die Funktionswerte f(a) und g(a) berechnen koénnen. Bei dieser
Berechnung soll jedes Eingabebit x; nur einmal abgefragt werden und dann gleichzeitig
fiir die Rechnung in Gy und G, benutzt werden. Wir benétigen dafiir, dass beide OBDDs
dieselbe Variablenordnung, 0.B.d.A. z1, ..., x,, haben. Wir beginnen in beiden OBDDs die
Rechnung an den Quellen. Wenn wir in Gy einen Knoten v; und in G, einen Knoten v,
erreicht haben, sind die folgenden Situationen moglich.

1. Fall: v; und v, sind mit x; markiert.
Wir gehen in Gy und G, gemill dem Wert von a; zum 0- oder 1-Nachfolger von vy
bzw. v,.

2. Fall: vy ist mit x; markiert, v, ist mit x; markiert, und ¢ > j.
Die Variable z; steht in der Variablenordnung vor z;, daher warten wir in Gy am
Knoten vy, gehen aber in GG, gemill dem Wert von a; zum 0- oder 1-Nachfolger von

Vg.

3. Fall: v, ist eine Senke, v, ist mit x; markiert.
Wie im 2. Fall warten wir an v; und gehen in G, gemill dem Wert von a; zum 0- oder
1-Nachfolger.

4. Fall: vy ist mit x; markiert, v, ist mit x; markiert, und ¢ < j.
Analog zum 2. Fall warten wir in G, am Knoten v, und gehen in Gy gemill dem Wert
von a; zum 0- oder 1-Nachfolger von v.

5. Fall: vy ist mit z; markiert, v, ist eine Senke.
Wir gehen gemill dem Wert von a; zum 0- oder 1-Nachfolger von v und warten an

Vg.

6. Fall: v; und v, sind Senken.
Die Markierungen von vy und v, sind die gesuchten Funktionswerte f(a) und g(a).
Wir kénnen (f ® g¢)(a) berechnen, indem wir die Markierungen der Senken mit ®
verkniipfen.

Wir konstruieren nun ein OBDD G, in dem jeder Pfad einer derartigen simultanen Rechnung
entspricht. G enthilt fiir jedes Paar von einem Knoten v aus G ¢ und v, aus G, einen Knoten
(vg,v,). Die neue Quelle ist das Paar der Quellen von Gy und G,. Die Markierung jedes
Knotens (vs,v,) und seine Nachfolger erhalten wir durch dieselbe Fallunterscheidung wie
oben.

1. Fall: v und v, sind mit x; markiert.
Der Knoten (v, v,) wird mit z; markiert, sein 0-Nachfolger ist der Knoten (v, v,,0),
sein 1-Nachfolger (vy 1, v, 1). Dabei bezeichnen v . bzw. v, . den c-Nachfolger von v
bzw. v,.

2. Fall: v ist mit z; markiert, v, ist mit x; markiert, und 7 > j.
Der Knoten (v, v,) wird mit z; markiert, seine Nachfolger sind die Knoten (v, v,0)
bzw. (vf, vy.1), da am Knoten v, gewartet wird.
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3. Fall: v, ist eine Senke, v, ist mit x; markiert.
Der Knoten (v, v,) wird mit z; markiert, seine Nachfolger sind die Knoten (v, v40)
bzw. (vf,vy1).

4. Fall: vy ist mit x; markiert, v, ist mit x; markiert, und ¢ < j.
Der Knoten (vy, v,) wird mit z; markiert, seine Nachfolger sind die Knoten (v, v,)
bzw. (vy1,vy).

5. Fall: vy ist mit z; markiert, v, ist eine Senke.
Der Knoten (vy, v,) wird mit z; markiert, seine Nachfolger sind die Knoten (v, v,)
bzw. (vy1,vy).

6. Fall: v; und v, sind Senken.
Der Knoten (vy, v,) ist eine Senke; die Markierung dieser Senke erhalten wir, indem
wir die Markierungen von vy und v, mit ® verkniipfen.

Das konstruierte OBDD wird auch Produktgraph von Gy und GG, genannt. Es simuliert die
simultane Rechnung in G und G, und ist daher ein OBDD fiir die Funktion f ® g. Der
Produktgraph enthilt in der Regel Knoten, die von der Quelle aus nicht erreichbar sind. Im
Produktgraphen in Abb. 12 sind nur die fett gezeichneten Knoten und Kanten von der Quelle
(die dem Paar der Quellen von Gy und G, entspricht) erreichbar. Nachdem die nicht erreich-
baren Knoten und Kanten entfernt sind, ist der entstandene Graph nicht notwendigerweise
ein reduziertes OBDD, auch wenn Gy und G, reduziert sind. Nachdem in dem Produktgra-
phen in Abb. 12 die nicht erreichbaren Knoten entfernt worden sind, konnen noch die Knoten
(v3,vg) und (vy, v7) verschmolzen werden.

ws) () (vpws)  (ws) (V) ()

(vpvs)  (v31) (vpys)  (Vpvy)
Abbildung 12: Beispiel fiir die Berechnung eines Produktgraphen

Der Algorithmus von Bryant (1986) vermeidet die Erzeugung von nicht erreichbaren Kno-
ten, indem er die Berechnung des OBDD:s fiir f ® g an der Quelle beginnt und nur Nachfolger
von bereits konstruierten Knoten erzeugt. Das OBDD wird in einer depth first search Ord-
nung aufgebaut. Der rekursive Algorithmus wird mit dem Paar der Quellen von Gy und G|
aufgerufen und gibt einen Zeiger auf das erzeugte OBDD zuriick. Auf einem Paar (v, v)
werden folgende Schritte ausgefiihrt:

e Erzeuge einen Knoten fiir (vy, v,).
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e Bestimme mit der Fallunterscheidung von oben die Markierung von (v, v,).

e Wenn (v, v,) ein innerer Knoten ist, bestimme mit der Fallunterscheidung von oben
die Paare, die die Nachfolger von (v, v,) sind. Teste nacheinander fiir jedes der beiden
Paare, ob bereits ein Knoten erzeugt wurde.

— Wenn ja, setze den Zeiger fiir den entsprechenden Nachfolger von (v, v,) auf
den erzeugten Knoten.

— Wenn nein, erzeuge den entsprechenden Nachfolger mit einem rekursiven Auf-
ruf, und setze den Zeiger fiir den Nachfolger von (v, v,) auf den erzeugten Kno-
ten.

e Gib an die aufrufende Prozedur einen Zeiger auf (v, v,) zuriick.

Der Test, ob fiir ein Paar bereits ein Knoten erzeugt wurde, verhindert, dass Teile des kon-
struierten OBDDs mehrfach erzeugt werden. Wir kdnnen dafiir ein spezielles Array (die so
genannte Computed Table) der GroBe |G ¢||G,| benutzen, das fiir jedes Paar von Knoten
aus Gy und G, einen Zeiger auf den eventuell erzeugten Knoten oder einen NU L L-Zeiger,
wenn noch kein Knoten erzeugt wurde, enthélt. Daher ist die Groenordnung von Rechenzeit
und Speicherplatz bei der Berechnung des Produktgraphen wie auch beim Synthesealgorith-
mus von Bryant O(|G||G,|). Aber auch wenn das erzeugte OBDD viel kleiner ist, ist die
GroBenordnung der Rechenzeit |G ¢||G,|, da das Array initialisiert werden muss. Man kann
Speicherplatz sparen, wenn man statt des Arrays eine Hashtabelle benutzt, die kleiner als
|Gf||Gy| ist. Nun kann aber nicht mehr garantiert werden, dass der Test, ob fiir ein Paar
bereits ein Knoten erzeugt wurde, in konstanter Zeit moglich ist, und damit auch nicht die
Rechenzeit O(|G¢||G,)).

Eine weitere Verfeinerung des Algorithmus von Bryant testet im 3. Fall, wenn v ¢ eine Senke
ist, (und analog im 5. Fall,) ob die Konstante c, mit der v; markiert ist, fiir den Operator ®
dominierend ist, d.h., ob ¢ ® 0 = ¢ ® 1 gilt. In diesem Fall kann die Rekursion abgebrochen
werden, und (vy, v,) ist eine Senke mit der Markierung ¢ ® 0.

Auch beim Synthesealgorithmus von Bryant ist das erzeugte OBDD in der Regel nicht re-
duziert. Die Reduktion kann aber in die Synthese integriert werden (Brace, Rudell, Bryant
(1991)). Sobald fiir einen Knoten (v, v,) beide Nachfolger berechnet worden sind, kann ge-
testet werden, ob beide Nachfolger identisch sind, also ob die Deletion Rule anwendbar ist.
In diesem Fall wird der Knoten (v, v,) wieder entfernt und ein Zeiger auf seinen Nachfol-
ger (v}, vy) an die aufrufende Prozedur zuriickgegeben. Zudem wird in der Computed Table
an der Stelle (vy, v,) gespeichert, dass der Knoten (v, v,) durch (v}, v}) représentiert wird.
Wenn dieses nicht gespeichert wiirde, miissten, wenn der Algorithmus spiter noch einmal fiir
das Paar (vy,v,) aufgerufen wird, die Nachfolger von (vy,v,) noch einmal berechnet wer-
den. Fiir die Merging Rule benotigen wir eine weitere Hashtabelle, die sog. Unique-Table.
Wenn fiir einen Knoten (v, v,) beide Nachfolger berechnet worden sind und die Deletion
Rule nicht anwendbar ist, wird mit Hilfe der Unique Table getestet, ob es bereits einen Kno-
ten (0, 0,) gibt, der mit derselben Variablen markiert ist und denselben 0- und denselben
1-Nachfolger hat. Wenn dieses der Fall ist, konnen die beiden Knoten verschmolzen werden,
d.h., der Algorithmus gibt einen Zeiger auf (0, ?,) zuriick und speichert wie eben in der

41



Computed Table, dass (v, v,) durch (0, 0,) reprasentiert wird. Anderenfalls ist der Knoten
(vg, vy) notwendig, und wir speichern in der Unique Table fiir den erzeugten Knoten das Tri-
pel aus der Markierung des Knotens (v, v,), seinem 0-Nachfolger und seinem 1-Nachfolger.

Wenn wir die Reduktion in die Synthese integrieren, ist es wichtig, dass das synthetisierte
OBDD in einer depth first search Ordnung aufgebaut wird; bei der Synthese ohne Reduktion
ist z.B. auch eine breadth first search Ordnung mdglich. Der Vorteil der depth first search
Ordnung liegt darin, dass es im erzeugten OBDD nur einen Pfad gibt, auf dem Knoten liegen,
fiir die noch nicht beide Nachfolger berechnet worden sind. Es werden daher gleichzeitig
hochstens n Knoten gespeichert, die eventuell spiter aufgrund einer Reduktionsregel wieder
geloscht werden konnen. Die Anzahl der Knoten, die insgesamt gespeichert werden miissen,
ist daher durch |G*| + n beschrinkt, wobei G* das reduzierte OBDD fiir f ® g ist. Bei einem
Aufbau mit breadth first search ist es dagegen moglich, dass viel mehr Knoten gespeichert
werden miissen, fiir die noch nicht beide Nachfolger berechnet worden sind und die damit
zu einem spiteren Zeitpunkt eventuell wieder geloscht werden.

m-dre Synthese

Die Synthese kann auch auf m-édre Operatoren erweitert werden:

Eingabe: OBDDs G, . . ., G, fiir die Funktionen fi, ..., f,, € B,, eine Funktion h € B,,.
Ausgabe: Ein OBDD fiir A(f1, ..., fim)-
Rechenzeit: O(|G4||G,| ... |G,|). Speicherplatz: O(|G1||Gs| ... |Gn|).

Der simultane Durchlauf durch m OBDDs ist genauso moglich wie der simultane Durch-
lauf durch zwei OBDDs. Dieser Durchlauf kann wiederum durch einen Produktgraphen von

G, ..., G, simuliert werden. Dieser Produktgraph enthilt fiir jedes m-Tupel (vy, ..., vy)
von Knoten aus (71, . . ., G,,, einen Knoten. Sei z; die Variable, die von den Variablen, mit de-
nen vy, . . ., v, markiert sind, als erste in der Variablenordnung steht. Dann wird am Knoten
(v1, ..., vy,) die Variable z; getestet. Die Nachfolger von (vy, ..., v,,) sind (v, ... 00 ) bzw.
(vi,...,vL), wobei vj der c-Nachfolger von v; im Graphen G; ist, falls an v; die Variable z;
getestet wird. Wenn an v; nicht x; getestet wird, miissen wir beim simultanen Durchlauf am
Knoten v; warten, daher setzen wir v]‘? auf v;. Wenn alle Knoten vy, . . ., v,, Senken sind, die
mit ¢y, . . ., ¢,, markiert sind, ist auch (vy, . .. , v, ) eine Senke, die mit h(cy, . . ., ¢,,) markiert
1st.

Wie bei der bindren Synthese kann mit dem DFS-Ansatz von Bryant die Konstruktion nicht
erreichbarer Knoten verhindert werden, und es kann auch die Reduktion integriert werden.

Ersetzung durch Konstanten

Eingabe: Ein OBDD G fiir f € B,, eine Variable z;, eine Konstante c.
Ausgabe: Ein OBDD G’ fiir f,,—..
Rechenzeit: O(|G|). Speicherplatz: O(|G]|).

Wenn die Quelle mit x; markiert ist, definieren wir den c-Nachfolger der Quelle als neue
Quelle. Anderenfalls durchlaufen wir G mit depth first search und testen fiir jeden Knoten,
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ob einer seiner Nachfolger w mit z; markiert ist. In diesem Fall wird der Zeiger auf w auf den
c-Nachfolger von w umgesetzt. Anschliefend konnen die mit z; markierten Knoten geldscht
werden. Nun sind moglicherweise nicht mehr alle Knoten des OBDDs von der Quelle aus
erreichbar, z.B. ist im OBDD in Abb. 13 nach der Ersetzung von x5 durch 0 die 1-Senke
nicht mehr erreichbar. Die nicht erreichbaren Knoten werden ebenfalls geloscht.

Auch wenn das OBDD G reduziert ist, ist das neue OBDD G’ nicht notwendigerweise re-
duziert (s. Abb. 13). Es geniigt, die Reduktion bottom-up auf den Schichten des OBDDs
durchzufiihren, die oberhalb von der Schicht der mit x; markierten Knoten liegen. Unterhalb
dieser Schicht wurden nur nicht erreichbare Knoten entfernt, aber keine Zeiger auf Nachfol-
ger veridndert. Daher gibt es dort keine Knoten, auf die die Deletion Rule oder die Merging
Rule anwendbar ist.

0]

Abbildung 13: OBDDs fiir f(z1,22) = x122 und fiz,—o

Ersetzung durch Funktionen

Eingabe: OBDDs Gy und G| fiir die Funktionen f, g € B,, eine Variable ;.
Ausgabe: Ein OBDD G fiir f|,,—,.
Rechenzeit: O(|G|?|G,|). Speicherplatz: O(|G;|*|G,)|).

Die Funktion f|;,—, kann mit der Shannon-Zerlegung geschrieben werden als
Jizi=g = G fjzi=0 V 9 fiwi=1 = ite(g, flzi=1; fiz;=0)-
Dabei ist der ternédre Operator ite (if-then-else) definiert durch
ite(a, b, c) := ac V ab.

Wir wenden daher den Synthesealgorithmus auf den ternédren Operator ite und die OBDDs
fiir die Funktionen g, f|,,—; und f},,—o an und erhalten in der Zeit O(|G|*|Gy|) ein OBDD
fiir f|,,—¢. Die OBDDs fiir f|,,—; und f|;,—o miissen nicht explizit berechnet werden, wenn
wir den Synthesealgorithmus so modifizieren, dass an mit x; markierten Knoten direkt zum
1- bzw. 0-Nachfolger weitergegangen wird.
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Quantifizierung

Eingabe: Ein OBDD ( fiir f € B,, eine Variable z;.
Ausgabe: Ein OBDD fiir (EI{L'Z . f) = f‘xi:(] V f|$i=1 bzw. (VZL’Z . f) = f|$i=0 AN f\:m:l'
Rechenzeit: O(|G|?). Speicherplatz: O(|G|?).

Wir wenden den Synthesealgorithmus auf OBDD:s fiir f|,,,—o und f|;,—; und V bzw. A an und
erhalten in der Zeit O(|G|?) ein OBDD fiir die gewiinschte Funktion. Wie bei der Ersetzung
durch Funktionen konnen wir vermeiden, dass die OBDDs fiir f|,,—o und f|,,—; berechnet
und gespeichert werden, indem wir die Konstantsetzung von z; in die Synthese integrieren.

Redundanztest

Eingabe: Ein OBDD ( fiir f € B,, eine Variable z;.
Ausgabe: 1, falls f|,,—o = f|»,—1, anderenfalls 0.
Rechenzeit: O(|G|). Speicherplatz: O(|G]).

Ein reduziertes OBDD fiir f enthélt genau dann mit x; markierte Knoten, wenn f essentiell
von x; abhingt, also f|,,—o # fiz,=1 gilt: Wenn ein OBDD fiir f keinen mit z; markierten
Knoten enthilt, wird fiir z; = 0 und z; = 1 derselbe Funktionswert berechnet, die Funktion
hingt also nicht essentiell von x; ab. Wenn f nicht essentiell von x; abhingt, gilt dieses auch
fiir alle Subfunktionen von f. Daher ist die Menge S; leer, und nach Satz 2.2 enthilt das
reduzierte OBDD fiir f keinen mit x; markierten Knoten.

Es geniigt also, mit einem Graphdurchlauf nach mit x; markierten Knoten zu suchen, nach-
dem G reduziert worden ist. Dazu geniigen lineare Rechenzeit und linearer Speicherplatz.

Worst-case Beispiele

Wir wollen diskutieren, wie grof3 die erzeugten OBDDs bei den Operationen, bei denen
OBDDs ausgegeben werden, sein konnen. Bei der Berechnung von OBDDs aus Schaltkrei-
sen wird der Synthesealgorithmus sehr oft nacheinander auf die erzeugten OBDDs ange-
wandt. Daher ist die Frage wichtig, wie stark sich OBDDs bei der Synthese vergroBern
konnen. Die GroBe des Produktgraphen von Gy und G, ist durch |G ¢|| G| beschrinkt, aber
wir haben an einem Beispiel gesehen, dass die meisten Knoten des Produktgraphen von der
Quelle aus gar nicht erreichbar sind und auf den erreichbaren Knoten noch Reduktionen
moglich sind. Wir wollen an einem Beispiel zeigen, dass ein reduziertes OBDD fiir f ® g
wirklich die GroBe ©(|Gf||G,|) haben kann.

Die Operationen Ersetzung durch Funktionen und Quantifizierung benutzen zwar den Syn-
thesealgorithmus, aber nur fiir spezielle Eingaben, némlich fiir die Funktionen f|,,—o und
zugleich f,,—;. Wir werden auch fiir diese Operationen zeigen, dass die GroBe der Aus-
gabe bei Ersetzung durch Funktionen O(|G/|?|G,|) und bei Quantifizierung O(|G|?) sein
kann. Bei Ersetzung durch Konstanten ist dagegen klar, dass sich die Anzahl der Knoten des
OBDDs nicht vergroBern kann.
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Fiir alle Beispiele benutzen wir die Funktion INDEX, die wir im Abschnitt 3 definiert haben.
Dort haben wir auch gezeigt, dass das reduzierte OBDD fiir INDEX,, und die Variablenord-
nung ax_1,...,0, Tn_1,-- ., To genau 2n — 1 innere Knoten hat.

Fiir das worst-case Beispiel fiir die Synthese benutzen wir die Variablenordnung a4, . . ., ao,
bi_1,...,bo,Tpn_1,..., 2o und berechnen ein OBDD fiir

h, = INDEX,(z, a) V INDEX,,(z, b)

aus OBDDs fiir INDEX,, (z, a) und INDEX,, (z, b). Diese OBDDs haben lineare Grofe, das
OBDD fiir h,, hat quadratische Gro8e, denn in diesem OBDD miissen die Werte von a und
b gespeichert werden, um die beiden richtigen z-Variablen auszuwihlen. Dazu sind Q(n?)
Knoten nétig. Dieses konnen wir auch formaler mit Satz 2.2 beweisen. Fiir jede Konstant-
setzung von a und b, fiir die |a| < |b| gilt, entsteht eine andere Subfunktion von h,,, weil
mindestens eine andere x-Variable ausgewdhlt wird. Jede dieser Subfunktionen hédngt von
zwei z-Variablen essentiell ab. Da es 2(n?) Konstantsetzungen fiir a und b mit |a| < |b| gibt,
gibt es im reduzierten OBDD fiir h,, auch {2(n?) Knoten, die mit einer x-Variablen markiert
sind.

Fiir die Quantifizierung betrachten wir die Funktion
fn = SINDEX, (z,a) V s INDEX,,(x,b)

mit der Variablenordnung s, ax_1,...,a9,bx_1,...,bo,Ty_1, ..., 2. Die Funktion kann von
einem OBDD mit hochstens 4n — 1 Knoten dargestellt werden. Zuerst wird die Variab-
le s getestet und dann gemiB dem Wert von s in ein OBDD fiir INDEX,,(z, a) oder fiir
INDEX,,(z,b) verzweigt. Ein OBDD fiir Js : f,, hat quadratische GroBe, denn Js : f,, ist
gleich der Funktion h,, aus dem letzten Absatz.

Fiir Ersetzung durch Funktionen benutzen wir die Funktion f,, aus dem letzten Absatz und
die Funktion g,, = INDEX,, (z, ¢) fiir die Variablenordnung

Sy Qg—15 - - -, A0, bk—la SRR bO) Ck—1y---5,C0,Tn-1,---5%0
und berechnen ein OBDD fiir f,s—,, . Es ist
fnls=g, = INDEX,,(z, ¢c) INDEX,, (2, a) V INDEX,, (z, c) INDEX, (z,b).

Wir erhalten hier fiir jede Konstantsetzung von a, b und ¢ mit |a| < |b| < |c| eine andere Sub-
funktion, die von drei der x-Variablen essentiell abhidngt. Daher ist die Groe eines OBDDs
fiir f,,5—y, kubisch in n.
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7 Operationen zur Verinderung der Variablenordnung

Neben der Operation Swap, die die Variablenordnung nur lokal verdndert und die wir bereits
weiter oben behandelt haben, gibt es noch Operationen, die auch nicht-lokale Veridnderungen
der Variablenordnung realisieren.

Die Operation Exchange

Eingabe: Ein OBDD G fiir f mit der Variablenordnung x4, ..., z,, sowie ¢ und 7 mit 1 <
1< g <n.

Ausgabe: Ein OBDD fiir f mit der Variablenordnung x1,...,z;_1, %, Tit1, ..., Tj—1, Ti,
Tjy1ye--sTpe

Rechenzeit: O(|G|?). Speicherplatz: O(|G|?).

Wir bezeichnen mit f,, .z, die Funktion, die durch Negation der Variablen z; entsteht. Auf
OBDDs lésst sich dies leicht realisieren, indem an den z;-Knoten die 0- und 1-Nachfolger
vertauscht werden.

Wir berechnen aus G ein OBDD G’ fiir J\zi—z1,0;x;- Weiterhin berechnen wir ein OBDD fiir
h(z1,...,2n) = 2; ;. AnschlieBend berechnen wir ein OBDD fiir ite(h, fiz;-z,2;02;: f)-
In diesem OBDD ist einfach die Bedeutung von x; und x; vertauscht, also ist es das Resultat

der Exchange-Operation. Da das OBDD fiir & konstante Grofe hat, ergeben sich die Schran-
ken fiir Rechenzeit und Speicherplatz aus den Schranken fiir die Synthese mit ite.

Die Operation Jump-up

Eingabe: Ein OBDD (G fiir f mit der Variablenordnung x4, ..., x,, sowie ¢ und 7 mit 1 <

J<t<n.

Ausgabe: Ein OBDD fiir f mit der Variablenordnung, in der z; an Position j springt und die
Variablen z;, . . ., x;_; eine Position nach hinten verschoben werden.

Rechenzeit: O(|G|). Speicherplatz: O(|G]|).

Seien vy, ..., v; die Knoten, die mit einer der Variablen z;, ..., x,, markiert sind und min-
destens einen Vorginger haben, der mit einer der Variablen x, ..., x;_; markiert ist, und
seien f1, ..., f; die an diesen Knoten berechneten Funktionen. Durch Kopieren erhalten wir

zwei SBDDs fiir f,..., f; und erzeugen hieraus ein SBDD G, fiir f1|,—0, . . ., fijz,—0 und
ein SBDD G fiir fij;,—1,- ., fijz;=1. Diese beiden SBDD enthalten keine z;-Knoten. In G
ersetzen wir die Knoten vy, . . ., v; durch x;-Knoten, wobei der c-Nachfolger des x;-Knotens,
der v, ersetzt, auf den Knoten von G zeigt, der f,|,,—. berechnet.

Auf diese Weise realisieren wir eine Synthese fiir ite(x;, fiz,=1, flz,=0) direkt, damit offen-
sichtlich wird, dass die konstruierten OBDDs lineare Grof3e in der Eingabe haben und lineare
Rechenzeit ausreicht.
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Die Operation Jump-down

Eingabe: Ein OBDD (G fiir f mit der Variablenordnung z1, ..., x,, sowie ¢ und 7 mit 1 <

1< j<n.
Ausgabe: Ein OBDD fiir f mit der Variablenordnung, in der z; an Position j springt und die
Variablen ;. 1, ..., x; eine Position nach vorne verschoben werden.

Rechenzeit: O(|G|?). Speicherplatz: O(|G|?).

Wir fiigen eine neue Variable y an die (j + 1)-te Position der Variablenordnung ein, so
dass alle Variablen ab x;,; um eine Position nach hinten verschoben werden. Dann erzeu-
gen wir ein OBDD fiir die Funktion h(x1,...,x,,y) = y. Mit Ersetzung durch Konstan-
ten berechnen wir OBDDs fiir f|,,—o und fj,,—; und mit der ite-Synthese ein OBDD fiir
ite(y, Slzi=1, fm:(]). In diesem OBDD kommt x; nicht vor, daher kann z; geloscht werden
und anschlieBend y in x; umbenannt werden.

Wir sehen, dass sich bei Jump-down die Groe quadrieren kann, wihrend bei Jump-up die
GroBe nur linear wachsen kann. An einem Beispiel wollen wir zeigen, dass das Quadrieren
der GroBe auch wirklich vorkommen kann. Die betrachtete Funktion ist

fn = SINDEX,,(z,a) V sINDEX,, (z, b),

mit der Variablenordnung s,a;_1,...,a9,bk_1,...,b0, Tn_1,...,xo. Wir haben bereits bei
dem worst-case Beispiel fiir Quantifizierung erwéhnt, dass die OBDD-Grofe linear ist. Wenn
nun die Variable s an die letzte Position springt, sehen wir, dass wir durch Konstantsetzen
der a- und b-Variablen auf die n? verschiedenen Weisen die n? verschiedenen Subfunktionen
5x; V sx; erhalten, also dass das OBDD mit der neuen Variablenordnung quadratische Grofe
hat.

Die Ursache fiir das verschiedene Verhalten der beiden Jump-Operationen liegt darin, dass
wir bei Jump-up die verschobene Variable nur ,,speichern” miissen, was die Breite hochstens
verdoppelt. Bei einem Jump-down dagegen miissen wir simultan beide Berechnungspfade
verfolgen, die bei den beiden Belegungen der verschobenen Variablen durchlaufen werden.
Dafiir gibt es unter Umstédnden quadratisch viele Moglichkeiten.

Mit derselben Funktion f, konnen wir zeigen, dass auch bei der Operation Exchange ein
Quadrieren der OBDD-Gr6Be moglich ist. Wir betrachten dazu die Funktion f, und ein
OBDD mit der Variablenordnung s,ay_1,...,ap,bk_1,...,b0, Tn_1,...,x0,t, d.h., gegen-
tiber der Variablenordnung oben gibt es noch die redundante Variable ¢. Beim Vertauschen
von s und ¢ ergibt sich dann dasselbe OBDD wie beim Jump-down von s.

Umordnen von OBDDs

Eingabe: Ein reduziertes OBDD G fiir f € B,, mit der Variablenordnung 7.
Ausgabe: Das reduzierte OBDD H fiir f mit der Variablenordnung x4, ..., z,.
Rechenzeit: O(|G||H|log |H|). Speicherplatz: O(|G| + |H]).

Es sollte klar sein, dass die vorgegebene Variablenordnung fiir 1 keine Einschrinkung ist, da
wir die Variablen umbenennen konnen. Wir beschreiben zunichst eine einfachere Variante
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des Algorithmus mit Speicherplatzkomplexitit O(|G||H|). O.B.d.A. sei f von allen Variab-
len essentiell abhingig. Als Datenstruktur verwenden wir Listen L(1), ..., L(n) von Paaren
von Knoten und partiellen Variablenbelegungen. Wir erzeugen zunéchst die zwei Senken fiir
H. Die inneren Knoten von /{ werden schichtweise von oben nach unten konstruiert, wobei
wir darauf achten, dass keine Knoten in H eingefiigt werden, die spiter durch Reduktionsre-
geln wieder entfernt werden miissen. In der Liste L(7) speichern wir die z;-Knoten, fiir die
wir noch entscheiden miissen, ob auf sie die Verschmelzungsregel anwendbar ist; wir wer-
den dafiir sorgen, dass keine Knoten in L(7) eingefiigt werden, auf die die Eliminationsregel
anwendbar ist. Zu jedem xz;-Knoten v in L(i) wird eine Belegung ¢y, . .., ¢;_; der Variablen
T1,...,7;—1 gespeichert, so dass die an v berechnete Funktion gleich fi,,—c, . 2, —c,_, iSt.

Zu Beginn wird der Startknoten von f erzeugt. Da f von allen Variablen essentiell abhéingt,
wird der Startknoten mit z; markiert und in L(1) eingefiigt; die zugehorige Belegung ist die
leere Belegung.

AnschlieBend werden nacheinander die Listen L(1), ..., L(n) bearbeitet. Fiir L(i) werden
dabei die folgenden Schritte ausgefiihrt:

1. In L(7) = {vy, ..., v} werden Knoten gesucht, die verschmolzen werden kénnen. Da
noch keine Nachfolger fiir diese Knoten berechnet wurden, konnen wir die Verschmel-
zungsregel nicht einfach anwenden, sondern bendétigen eine andere Methode. Zu jedem
Knoten v; ist eine Belegung o; der vorher zu testenden Variablen gespeichert, so dass
v; erreicht wird. Also konnen wir aus G OBDD:s fiir f|,, mit der Variablenordnung
7 berechnen. Wir stellen alle diese Funktionen in einem SBDD dar und reduzieren
dies. Wenn zwei Funktionen f|,, und f|,, iibereinstimmen, werden sie im SBDD an
demselben Knoten dargestellt. Dann kénnen v; und vj, verschmolzen werden. Die ver-
bliebenen Knoten werden in H bendtigt, da an ihnen verschiedene Funktionen aus
S; (siehe Struktursatz) dargestellt werden. Die Verschmelzungen fiihren wir wie beim
Reduktionsalgorithmus mit Hilfe der Knotennummern durch.

2. Fiir jeden Knoten v; € L(7) werden die beiden Nachfolger erzeugt. Fiir den c-Nach-
folger (¢ € {0,1}) wird die erste Variable x} in der Variablenordnung z1,...,x,
gesucht, von der die Funktion fvj ;= €ssentiell abhéngt, und der Knoten wird in L(k)
gespeichert. Die zugehorige Variablenbelegung ergibt sich aus der Belegung fiir v;,
aus z; = c und einer beliebigen Belegung der Variablen z; 1, ..., 7 1. Falls fy, |z,
eine konstante Funktion ist, wird kein Knoten erzeugt, sondern der Zeiger fiir den c-
Nachfolger von v; wird auf die c-Senke gesetzt. Alle diese Tests fiir f,,|,,~. konnen in
Zeit O(|G|) mit Hilfe des in Schritt 1 berechneten OBDD: fiir f,,; ausgefiihrt werden.

Fiir die Senken ist offensichtlich, dass an ihnen die konstanten Funktionen berechnet wer-
den. Mit Induktion iiber eine umgekehrte topologische Ordnung der Knoten kann man zei-
gen, dass an jedem Knoten die Subfunktion von f berechnet wird, die durch die zugehorige
partielle Variablenbelegung beschrieben wird. Fiir einen x;-Knoten v mit der partiellen Va-
riablenbelegung o ist f,,,—. entweder eine konstante Funktion, dann zeigt der Nachfolger
auf die entsprechende Senke, oder eine Funktion, fiir die ein Knoten w mit der partiellen Be-
legung 0, x; = cin L(j) eingefiigt wurde. Wenn w mit anderen Knoten verschmolzen wurde,
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kann sich die zugeordnete partielle Belegung veridndern, nicht aber die dort dargestellte Sub-
funktion. Also wird fiir ¢ € {0, 1} am c-Nachfolger von v die Funktion Jf|o,2:1=c berechnet,
was fiir die inneren Knoten nach Induktionsvoraussetzung folgt und fiir die Senken klar ist.
Damit wird an v die Funktion f, dargestellt.

Fiir die Abschitzung von Rechenzeit und Speicherplatz beachten wir, dass fiir jeden inne-
ren Knoten in A hiochstens zwei Knoten in die Listen L(1), ..., L(n) eingefiigt werden. Alle
Listen zusammen enthalten also O(| H|) viele Knoten. Das SBDD, das fiir L(j) erzeugt wird,
enthilt hochstens |L(j)||G| Knoten. Da f von allen Variablen essentiell abhingt, konnen die
Ersetzungen durch Konstanten in linearer Zeit ausgefiihrt werden. Die Rechenzeit der Re-
duktion ist ebenfalls linear, also O(|L(j)||G|). Insgesamt ergibt sich die Schranke O(|G||H|)
fiir Rechenzeit und Speicherplatz.

AbschlieBend diskutieren wir, wie wir die Speicherplatzkomplexitit verbessern konnen. Da-
zu wollen wir vermeiden, die OBDD:s fiir die Funktionen f|,, gleichzeitig zu speichern. Um
dennoch die Verschmelzungsregel anwenden zu konnen, definieren wir eine Ordnung auf
den OBDDs fiir die Funktionen f,;, und die Subfunktionen werden gemil dieser Ordnung
in einem AVL-Baum gespeichert, wobei die Subfunktionen durch die partiellen Variablenbe-
legungen reprisentiert werden. Dagegen werden die zugehorigen OBDDs nicht gespeichert,
sondern bei jedem Zugriff (z.B. bei Vergleichen fiir die AVL-Baum-Operationen) neu be-
rechnet, was in linearer Zeit moglich ist. Wir geben nun die verwendete Ordnung an: Zu
jedem OBDD wird eine Codierung der GroBe O(|G|) berechnet, indem das OBDD mit DFS
durchlaufen wird (jeweils 0-Nachfolger vor 1-Nachfolger) und zu jedem Knoten seine DFS-
Nummer, seine Markierung und die DFS-Nummern der Nachfolger angegeben werden. Die
Ordnung ist dann die lexikographische Ordnung auf den Codierungen. Diese Codierungen
konnen in linearer Zeit berechnet und verglichen werden.

Fiir die Reduktion von L(i) geniigen dann O(|L(i)|) AVL-Baum-Operationen; fiir jede da-
von sind O(log | L(7)|) Vergleiche von OBDDs ausreichend, die ihrerseits inklusive der Neu-
berechnung der jeweiligen OBDDs in Zeit O(|G|) moglich sind. Insgesamt erhélt man die
Rechenzeit O(>; | L(i)|(log | L(7)|)|G|) = O(|G||H|log|H]|), wobei wir ausnutzen, dass al-
le Listen zusammen hochstens O(|H|) Knoten enthalten. Da nur O(|H|) Knoten und nur
konstant viele OBDDs, die aus G durch Ersetzen durch Konstanten entstehen, gespeichert
werden, erhalten wir die Speicherplatzschranke O (|G| + |H]).
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8 Zero-suppressed BDDs

Wir starten mit der Definition von Zero-suppressed BDDs (ZBDDs). Anschlieend werden
wir die Anderung gegeniiber OBDDs motivieren und die verinderten Eigenschaften von
ZBDDs diskutieren.

Die den ZBDDs zugrundeliegenden Graphen sind die OBDDs, die nun allerdings auf eine
andere Weise ausgewertet werden. Die Berechnung fiir eine Eingabe a startet an der Quelle
und folgt demselben Berechnungspfad wie in einem OBDD. Es wird der Funktionswert 1
berechnet, wenn der Berechnungspfad an einer 1-Senke endet und alle Variablen, die auf
dem Berechnungspfad nicht getestet werden, den Wert 0 haben.

Als Beispiel fiir ein ZBDD betrachten wir den Graphen auf der linken Seite von Abbil-
dung 14. Wir sehen zunichst, dass es sich von einem OBDD nicht im Aussehen, sondern nur

in der Art der Funktionsauswertung unterscheidet. Fiir die Eingabe 21 = 0,29 = 1,23 = 1
berechnet das ZBDD den Wert 0; als OBDD wiirde es den Wert 1 berechnen.

Die ZBDDs wurden eingefiihrt um die charakteristischen Funktionen von Mengen von Men-
gen effizienter darzustellen. Sei S = {T},...,7;} mit 7, C {1,...,n}. Dann wird jede
Menge T; = {i1, ..., 1} durch ein Monom m, reprisentiert, das die Variablen z;,, ..., z;,
positiv und die iibrigen negiert enthélt. SchlieBlich wird .S durch die Disjunktion dieser Mo-
nome dargestellt. Wenn nun die einzelnen Mengen 7} ,,wenige Variablen enthalten, enthal-
ten die OBDDs viele Tests von Variablen auf 0, die in dem entsprechenden ZBDD wegfallen
konnen.

Wir wollen nun den Einfluss der Reduktionsregeln auf ZBDDs untersuchen. Das linke BDD
in Abbildung 14 ergibt sich aus dem mittleren durch Anwendung der Eliminationsregel.
Wenn wir die beiden Graphen als OBDDs betrachten, stellen sie offensichtlich dieselbe
Funktion dar. Wenn wir dagegen das mittlere BDD als ZBDD auffassen, ergibt sich fiir die
Eingabe 1 = 0,25 = 1,23 = 1 der Funktionswert 1. Wir schlieBen daraus, dass wir auf
ZBDDs die Eliminationsregel fiir OBDDs nicht anwenden diirfen. Wenn wir auf der Kante
zwischen dem x;- und z3-Knoten einen x,-Knoten einfiigen wollen, muss der 1-Nachfolger
zur 0-Senke zeigen; dies simuliert den Test, den die ZBDDs auf ausgelassenen Variablen
ausfithren. Das resultierende ZBDD ist auf der rechten Seite von Abbildung 14 gezeigt. Es
ist nun naheliegend, eine neue Reduktionsregel einzufiihren. Mit der Eliminationsregel fiir

Abbildung 14: Beispiele fiir ZBDDs und OBDDs
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Abbildung 15: Die Eliminationsregel fiir ZBDDs

ZBDDs konnen alle Knoten geloscht werden, deren 1-Nachfolger die 0-Senke ist. Alle ein-
gehenden Kanten werden auf den 0-Nachfolger des geloschten Knotens umgelenkt. Dies ist
in Abbildung 15 gezeigt. Dagegen sollte klar sein, dass die Verschmelzungsregel die Menge
der auf den Berechnungspfaden getesteten Variablen nicht @ndert, so dass sie gleichermal3en
fiir OBDDs und ZBDDs anwendbar ist.

Wir wollen nun einen Struktursatz fiir ZBDDs entwerfen. Dazu iiberlegen wir, welche Funk-
tionen an den Knoten eines ZBDDs dargestellt werden. Wenn wir im obigen ZBDD die
Auswertung am mit x3 markierten Knoten starten, werden die Tests von z; und x5 aus-
gelassen, so dass implizit die Konjunktion mit z; und Z, berechnet wird. Allgemein wer-
den bei der Variablenordnung x4, ..., z, an den x;-Knoten Funktionen der Form z; A - - - A
Ti—1flz1=c1,ws_1=c;_, berechnet. In OBDDs konnten die x;-Knoten entfallen, an denen
Funktionen berechnet werden, die von x; nicht essentiell abhiéngen, also auf die die Eli-
minationsregel anwendbar ist. Analog konnen in ZBDDs die x;-Knoten entfallen, auf die die
Eliminationsregel fiir ZBDDs anwendbar ist. Dies sind die Knoten, an denen eine Funktion ¢
dargestellt wird, so dass g|,,—; = 0 gilt. Insgesamt erhalten wir den Struktursatz fiir ZBDDs.

Satz 8.1: Sei f € B,, und sei

Si = {g = jl VANRRRIVA i‘i—l A f\xlzcl,...,mi71=ci71 | g|mi=1 7é 07 Cly...,C—1 S {07 1}}

Das minimale ZBDD fiir f und die Variablenordnung x4, . .., x,, ist bis auf Isomorphie ein-
deutig und enthélt genau |S;| innere Knoten, die mit x; markiert sind. Weiterhin kann das
minimale ZBDD fiir f und die Variablenordnung 1, ..., x, aus jedem ZBDD fiir f und die
Variablenordnung z1, ..., z, berechnet werden, indem die Reduktionsregeln solange wie
moglich angewendet werden.

Da der Beweis gegeniiber dem fiir OBDDs keine neuen Ideen enthilt, wollen wir hier darauf
verzichten. Auch die Ubertragung der Reduktionsalgorithmen ist einfach.

Eine wesentliche Frage fiir den Einsatz von ZBDDs ist die Frage nach der GroBenersparnis
gegeniiber OBDDs. Wir sehen, dass an den Knoten von OBDDs und ZBDDs verschiedene
Funktionen dargestellt werden. Um die Beziehung zwischen den Groflen herzuleiten, defi-
nieren wir noch eine besondere Variante von OBDDs und ZBDDs.
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Definition 8.2:  Ein OBDD oder ZBDD heil3t vollstindig (oder geschichtet), falls auf je-
dem Pfad von der Quelle zu einer Senke jede Variable genau einmal getestet wird. Falls
auflerdem die Verschmelzungsregel nicht anwendbar ist, nennen wir den Graphen quasire-
duziert.

Da sich die Semantik von OBDDs und ZBDDs nur durch die Behandlung der Variablen un-
terscheidet, die auf den Berechnungspfaden ausgelassen werden, konnen wir ein vollsténdi-
ges OBDD auch als ZBDD interpretieren und umgekehrt, wobei beide dieselbe Funktion
darstellen. Die Frage nach den Grofenunterschieden konnen wir daher 16sen, indem wir die
GroBenunterschiede zwischen reduzierten und quasireduzierten OBDDs bzw. ZBDDs unter-
suchen.

Um ein reduziertes OBDD vollstindig zu machen fiigen wir fiir jeden x;-Knoten v; eine
Kette von x;-, ..., x;—1-Knoten vy, ..., v;_; ein, so dass beide Nachfolger von v; auf v;;,
zeigen. Analog wird fiir jede Senke eine entsprechende Kette von z;-, ..., z,-Knoten er-
zeugt. Dann werden alle eingehenden Kanten zu v;, die an einem mit z; markierten Knoten
starten, zu vi1 ,,umgebogen®. Dies entspricht der umgekehrten Anwendung der Elimina-
tionsregel fiir OBDDs. AbschlieBend werden alle nicht erreichbaren Knoten entfernt. Man
sieht, dass sich die Groe um einen Faktor von hochstens n + 1 vergroflert (wobei die Sen-
ken bei der GroBe mitgezidhlt werden), da fiir jeden Knoten hochstens n Knoten hinzugefiigt
werden. Man iiberlegt auch leicht, dass der Faktor n + 1 optimal ist, er ergibt sich bei einem
OBDD, das nur aus einer Senke besteht.

In dhnlicher Weise kdonnen wir aus einem reduzierten ZBDD ein quasireduziertes ZBDD
machen; lediglich die Kette von den Knoten vy, ..., v;_; wird anders konstruiert: Alle 1-
Nachfolger zeigen zur 0-Senke; nur die 0-Nachfolger zeigen zum nichsten Knoten. Dies
entspricht der umgekehrten Anwendung der Eliminationsregel fiir ZBDDs.

Wenn wir also ein OBDD in ein ZBDD umformen wollen, wenden wir auf die eben beschrie-
bene Art die inverse Eliminationsregel fiir OBDDs an und anschlieBend die Eliminationsre-
gel fiir ZBDDs. Analoges gilt fiir die Umformung von ZBDDs in OBDDs. Ein Sonderfall ist
hierbei die Funktion z; A - - - A Z,,, deren ZBDD nur aus einer 1-Senke besteht. Bei der Um-
formung muss dann zusitzlich eine 0-Senke erzeugt werden. Wenn also OBDD( f, ) und
ZBDD( f, m) die GroBe von reduzierten OBDDs bzw. ZBDDs fiir f und 7 bezeichnen, gilt:

OBDD(f, )
ZBDD(f, )

(n+ 1)ZBDD(f, ), falls f # Ty A+ ATy,

<
< (n+ 1)OBDD(f, ).

Bei der Funktion z; A --- A Z,, wird ein ZBDD, das nur aus einer 1-Senke besteht, in ein
OBDD mit n 4+ 2 Knoten umgeformt. Insbesondere haben Funktionen mit exponentieller
OBDD-Gro68e auch exponentielle ZBDD-Grofe und auch die Eigenschaften nice, ugly, usw.
stimmen fiir OBDDs und ZBDDs iiberein. Der Faktor n + 1 erscheint recht klein, da wir bis-
her immer an exponentiellen unteren Schranken interessiert waren. In praktischen Anwen-
dungen kann er allerdings den Unterschied zwischen realisierbar und nicht mehr realisierbar
ausmachen.

Von den Operationen auf ZBDDs behandeln wir nur die Synthese und das Ersetzen durch
Konstanten, da die anderen Operationen dhnlich zu den Operationen fiir OBDDs ausgefiihrt
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werden konnen. Zunéchst wollen wir motivieren, warum die Synthese anders als bet OBDDs
ausgefiihrt werden muss. Wir betrachten dazu die Operation NAND. Das ZBDD, das nur aus
der 0-Senke besteht, berechnet die Nullfunktion. Wir wenden nun NAND auf zwei Kopien
der Nullfunktion an. Im OBDD-Fall erhalten wir wieder ein OBDD mit konstanter Grof3e
(das nur aus der 1-Senke besteht). Fiir ZBDDs benoétigt die Einsfunktion n + 1 Knoten. Also
konnen wir das ZBDD fiir das NAND von zwei Kopien der Nullfunktion nicht einfach durch
Konstruktion eines Produktgraphen erhalten.

Es hat sich herausgestellt, dass eine modifizierte Produktgraphkonstruktion fiir so genannte
0-erhaltende Operatoren moglich ist; dies sind Operatoren ®, fiir die 0 ® 0 = 0 gilt. Wir
diskutieren anschlieend, wie wir die Synthese fiir Operatoren ohne diese Eigenschaft reali-
sieren konnen.

Sei also ® ein O-erhaltender Operator und seien die ZBDDs G; = (Vi, Ey) und Gy, =
(Va, Es) fiir f; und fo mit der Variablenordnung x4, .. ., x, gegeben. Wir konstruieren wie
bei den OBDDs den Produktgraphen, allerdings mit einer Ausnahme: Seien v € V; und
w € V,, wobei v mit z; und w mit z;, 0.B.d.A. j > 4, markiert ist und v die Nachfolger
vo und v; hat. Der 0-Nachfolger von (v, w) ist dann wie vorher (vg, w), der 1-Nachfolger ist
aber (vq, 0-Senke). Mit diesem Algorithmus kann analog zu den OBDDs der Produktgraph
berechnet werden. Wir wollen nun erklédren, wie sich die modifizierte Produktgraphkonstruk-
tion ergibt.

Sei a eine Eingabe mit f;(a) = 1 oder f>(a) = 1, 0.B.d.A. fi(a) = 1. In G; werden dann auf
dem Berechnungspfad fiir @ alle Variablen mit dem Wert 1 getestet und es wird die 1-Senke
erreicht. Wenn auch f>(a) = 1, gilt fiir G5 dasselbe und damit auch fiir den Produktgraphen.
Wenn f>(a) = 0, wird in G5 die 0-Senke erreicht oder der Test einer Variablen mit dem Wert
1 wird ausgelassen; im letzteren Fall darf auch eine 1-Senke erreicht werden, obwohl der
Funktionswert 0 ist. Aufgrund der Modifikation wird in jedem Fall im Produktgraphen ein
Paar (1-Senke, 0-Senke) erreicht, und damit der korrekte Wert berechnet.

Sei nun fi(a) = fs(a) = 0. Dann wird in jedem der beiden ZBDDs die 0-Senke erreicht
oder ein Test einer Variablen mit dem Wert 1 ausgelassen. Durch die Modifikation ist sicher-
gestellt, dass im Produktgraphen das Paar (0-Senke, 0-Senke) erreicht wird. Dies ist eine
0-Senke, da ® 0-erhaltend ist.

Es bleibt die Synthese mit nicht O-erhaltenden Operatoren ®. Dann ist aber die Negation
von & 0-erhaltend, so dass wir erst die Synthese mit der Negation von ® ausfiihren und an-
schlieend die dargestellte Funktion negieren konnen. Eine Mdoglichkeit fiir die Ausfiihrung
der Negation besteht darin, das ZBDD durch Anwenden der inversen Eliminationsregel in
ein vollstandiges OBDD umzuformen, die dargestellte Funktion (durch Vertauschen der 0-
und 1-Senke) zu negieren, das entstandenen OBDD wieder als ZBDD zu interpretieren und
zu reduzieren. Dabei kann sich die Grofle hochstens um den Faktor n + 1 vergrofern; am
Beispiel der Nullfunktion haben wir bereits gesehen, dass dieser Faktor auch moglich ist.
Wir erhalten also:
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Satz 8.3: Sei h = f ® g. Falls ® 0-erhaltend ist, gilt
ZBDD(h, 7) < ZBDD(f, 7)ZBDD(g, ),

anderenfalls
ZBDD(h,w) < ZBDD(f, 7)ZBDD(g,7)(n + 1) + 1.

Der Summand +1 ist fiir den Fall A = x; A--- A x,, vorgesehen, da dann beim Negieren
eine 0-Senke erzeugt werden muss.

Als letzte Operation bleibt das Ersetzen durch Konstanten. O.B.d.A. sei x4, ..., z, die Va-
riablenordnung und sei x; die Variable, die durch c ersetzt werden soll. Am einfachsten ist
dies moglich, wenn auf jedem Berechnungspfad ein x;-Knoten vorhanden ist, dann gentigt
es, den Zeiger von den c-Nachfolgern auf den jeweiligen c-Nachfolger umzulenken. Wenn es
Berechnungspfade ohne x;-Knoten gibt, wollen wir wieder die inverse Eliminationsregel an-
wenden: Fiir jeden Knoten v, der nach der x;-Ebene getestet wird und fiir den es einen Zeiger
von Knoten oberhalb der x;-Ebene gibt, fiigen wir einen x;-Knoten ein, dessen 1-Nachfolger
die 0-Senke ist und dessen O-Nachfolger v ist, und setzen die Zeiger von oberhalb der x;-
Ebene auf den eingefiigten Knoten um.

Wenn nun ¢ = 1 ist, zeigen anschlieBend beide Nachfolger der zusitzlich eingefiigten Kno-
ten auf die 0-Senke, so dass diese Knoten wieder entfernt werden konnen. In diesem Fall
vergroflert sich das ZBDD also nicht. Dagegen ist es im Fall ¢ = 0 mdglich, dass sich das
ZBDD vergroBlert. Falls oberhalb der z;-Ebene s Knoten und unterhalb ¢ Knoten vorhan-
den sind, ist die Anzahl der eingefiigten Knoten, die nicht wieder entfernt werden, durch
min{s + 1,¢t — 1} beschrinkt; die Beschrinkung durch s + 1 ergibt sich daraus, dass es
hochstens s + 1 Kanten geben kann, die die x;-Ebene kreuzen, der Term ¢ — 1 ergibt sich,
da der fiir die 0-Senke eingefiigte z;-Knoten auf jeden Fall wieder geloscht wird. Also ist
s+t < ZBDD(f, 7) und die Anzahl hinzugefiigter Knoten ist durch min{s + 1, — 1} <
(s +1)/2 < ZBDD(f, )/2 beschrinkt. Also ist die ZBDD-Gro8e nach Ersetzen einer Vari-
ablen durch 0 durch (3/2)ZBDD( f, 7) beschrénkt.

AbschlieBend wollen wir zeigen, dass auch diese Schranke scharf ist. Dazu betrachten wir
das ZBDD in Abbildung 16, wobei die Variablenordnung x4, ..., %, Y, 21, . . ., Zm ist. Man
sieht leicht, dass bei der Ersetzung von y durch 0 insgesamt (m + 1) y-Knoten einzufiigen
sind, die nicht eliminiert werden konnen.
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Abbildung 16: Ein Beispiel fiir ein ZBDD, bei dem die Ersetzung von y durch 0 zu einer
VergroBerung um den Faktor 3/2 fiihrt
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9 Ordered Functional Decision Diagrams

In OBDDs werden an den inneren Knoten die dargestellten Funktionen gemif} der Shannon-
Zerlegung

[ =Ziflzi=o V Ti flo=1

zerlegt. Neben der Shannon-Zerlegung gibt es auch die so genannte Reed-Muller-Zerlegung
(auch positive Davio-Zerlegung genannt):

f = f|$i:0 ¥ %‘(f\xi:o ® f\xizl)-

Die Korrektheit der Zerlegung ist leicht nachzurechnen. Die Shannon- und die Reed-Muller-
Zerlegung haben als weitere gemeinsame Eigenschaft, dass die Zerlegung eindeutig ist, also
dass man fiir die Resultate f,,—o und f,,—1 bzw. fj;,—o und fj;,.—o @ fs,=1 keine Wahl-
moglichkeiten hat. Wir werden spiter auch eine Zerlegung kennenlernen, wo das nicht der
Fall ist.

Die Idee der Ordered Functional Decision Diagrams (OFDDs) besteht nun darin, an dem 0-
Nachfolger des Knotens fiir f die Funktion f,,—o und am 1-Nachfolger die Funktion f,,—o®
Jizi=1 darzustellen. Ein Beispiel dafiir zeigt Abbildung 17, wobei wieder an den Knoten
die dort berechneten Funktionen angegeben sind. Die Funktion am 1-Nachfolger der Quelle
ergibt sich als (2129 V 23) (2,20 ® (2122 V T3) [z =1-

Syntaktisch sehen OFDDs also genauso wie OBDDs aus. Die Auswertung ist allerdings
anders, wir miissen die Reed-Muller-Zerlegung auswerten: Wenn ein x;-Knoten betrachtet
wird und x; = 0 gilt, ist der Funktionswert der am 0-Nachfolger berechnete Wert; wenn
x; = 1 gilt, ist der Funktionswert das Parity der Werte, die am 0- und am 1-Nachfolger
berechnet werden. Wir sollten daher die OFDDs bottom-up auswerten und fiir jeden Knoten
den berechneten Funktionswert bestimmen und speichern. Dies ist offensichtlich in linearer
Zeit O(|G|) moglich, aber dennoch aufwindiger als bei OBDDs.

Wenn wir das obige OFDD fiir x1 = x5, = x3 = 1 auswerten wollen, durchlaufen wir die
Knoten von unten nach oben. Am linken x3-Knoten wird eine 1 berechnet (als Parity von 0
und 1), am rechten x3-Knoten eine 0 (als Parity von 1 und 1). Damit wird auch am x,-Knoten
eine 0 berechnet und an der Quelle eine 1. Also ist der Funktionswert 1.

122 V X3

xr3 D (1‘2 V x3)

Abbildung 17: Ein Beispiel fiir ein OFBDD
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Aus der Reed-Muller-Zerlegung wollen wir herleiten, welche Reduktionsregeln wir auf
OFDDs anwenden diirfen. Bei der Verschmelzungsregel ist klar, dass nur Knoten verschmol-
zen werden, die dieselbe Funktion darstellen und dass auch nach der Verschmelzung diesel-
be Funktion dargestellt wird. Fiir die Eliminationsregel iiberlegen wir, dass die an einem
x;-Knoten dargestellte Funktion f genau dann nicht von z; essentiell abhdngt, wenn in der
Zerlegung fiz,—0 @ 7( fiz;=0 ® fiz,—=1) der Term in der Klammer gleich Null ist. Dies be-
deutet, dass die 1-Kante zur 0-Senke zeigt. In diesem Fall wird an dem Knoten die Funktion
Jiz:=0 dargestellt, so dass wir die eingehenden Kanten zum 0-Nachfolger umsetzen diirfen.
Die Eliminationsregel fiir OFDDs ist also dieselbe wie fiir ZBDDs. Hier aber eine Warnung:
Die von einem ZBDD berechnete Funktion hingt von einer Variablen x; auch dann essentiell
ab, wenn es keine z;-Knoten gibt, da das ZBDD die ausgelassenen Variablen implizit auf 0
testet. In einem OFDD ohne z;-Knoten hingt die dargestellte Funktion dagegen nicht von z;
essentiell ab.

Eine weitere Variante der Auswertung ist die Folgende: Wir starten die Berechnung an der
Quelle. Wenn ein z;-Knoten mit x; = 0 erreicht wird, wird die ausgehende 0-Kante aktiv und
die Berechnung am 0-Nachfolger fortgesetzt. Wenn dagegen z; = 1 ist, werden beide ausge-
henden Kanten aktiv und die Berechnung an beiden Nachfolgern fortgesetzt. Insgesamt wird
eine 1 berechnet, wenn die 1-Senke iiber ungerade viele aktive Pfade erreicht wird. Diese
Art der Auswertung fiihrt i.A. zu exponentieller Rechenzeit, ist aber fiir das Verstdndnis des
so genannten 7-Operators niitzlich, den wir gleich untersuchen wollen.

Die Aquivalenz zu der 0.g. Auswertungsregel erhilt man mit Induktion iiber eine umgekehrte
topologische Ordnung der Knoten. Offensichtlich ergeben beide Auswertungsregeln an den
Senken dasselbe Ergebnis. Betrachte nun einen x;-Knoten v mit x; = 0. Nach der ersten
Regel ist der an v berechnete Funktionswert gleich dem Funktionswert, der am 0-Nachfolger
v berechnet wird. Dieser ist nach Induktionsvoraussetzung genau dann 1, wenn die Anzahl
aktiver Pfade von vy zur 1-Senke ungerade ist, was wiederum &dquivalent dazu ist, dass die
Anzahl aktiver Pfade von v zur 1-Senke ungerade ist. Also wird auch an v der korrekte
Funktionswert berechnet.

Der zweite Fall ist x; = 1. Nach der ersten Regel ist das Parity der Funktionswerte an den
Nachfolgern vy und v; zu bilden. Nach Induktionsvoraussetzung wird an v; genau dann eine
1 berechnet, wenn die Anzahl aktiver Pfade von v; zur 1-Senke ungerade ist. Also wird auch
an v genau dann eine 1 berechnet, wenn die Anzahl aktiver Pfade von v zur 1-Senke ungerade
ist. Insgesamt liefern also beide Arten der Auswertung denselben Funktionswert.

Wir definieren jetzt den 7-Operator 7 : B,, — B,, durch
(Tf)(a) == D f(b).
bjb<a

Hierbei ist das < koordinatenweise zu verstehen, also gilt genau dann
(a1,...,an) < (by,...,b,), wenn Vi : a; < b;.

Die Bedeutung des 7-Operators fiir das Verstidndnis von OFDDs ergibt sich aus dem folgen-
den Lemma.

Lemma 9.1:  Sei G ein vollstdndiges OBDD fiir f. Dann stellt G als OFDD interpretiert
die Funktion 7 f dar.
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Beweis: Sei a eine Eingabe. Wenn wir GG als OFDD interpretieren, sind fiir a genau die
Pfade aktiv, die im Sinne der OBDD-Auswertung fiir die Eingaben b mit b < a aktiv sind.
Der Funktionswert ist das Parity der Werte der iiber diese Pfade erreichten Senken und dies
ist auch genau das Resultat von (7f)(a). O

Anmerkung: Die Aussage gilt nicht notwendigerweise fiir unvollstindige OBDDs bzw.
OFDDs. Ein Beispiel, das dies zeigt, ist das OBDD/OFDD, das nur aus einer 1-Senke be-
steht. Offensichtlich reprisentiert dieser Graph sowohl als OBDD als auch als OFDD die
1-Funktion. Dagegen ist (71)(0,...,0,1) = 0.

Wir zeigen nun einfache Eigenschaften den 7-Operators.

Lemma 9.2:

1. Fiir alle Funktionen f,g € B, gilt 7(f ® g) = 7f ® 79g.
2. Fiir alle Funktionen f € B, gilt 77f = f.

3. 7 ist bijektiv auf B5,,.

Beweis: Die erste Eigenschaft folgt direkt daraus, dass @ assoziativ ist. Fiir den Nachweis
der zweiten Eigenschaft setzen wir zweimal die Definition ein und nutzen die erste Aussage
aus:

(r7f)(a) =7 (EB f(b)) =DENb =D D o= D [l

bjb<a blb<a blb<a c|c<b b,c|e<b<a

Wenn sich a und c an ¢ Positionen unterscheiden, ist die Anzahl der b mit ¢ < b < a gleich
2%, In diesem Fall wird f(c) 2'-mal modulo 2 addiert, so dass fiir 7 > 1 das Resultat gleich
0 ist. Also geniigt es den Fall ¢ = a zu betrachten, und dann ergibt der letzte Ausdruck der
abgesetzten Formel f(a). SchlieBlich ist 7 selbstinvers und auf B,, vollstindig definiert, also
auch bijektiv. a

Da 7 sein eigenes Inverses ist, folgt sofort die umgekehrte Aussage des ersten Lemmas.

Folgerung 9.3:  Sei G ein vollstindiges OFDD fiir f. Dann stellt G als OBDD interpretiert
die Funktion 7 f dar.

Da wir auf OFDDs dieselben Reduktionsregeln wie auf ZBDDs anwenden diirfen, gilt fiir
unvollstindige OFDDs/ZBDDs die folgende Aussage.

Folgerung 9.4:  Sei GG ein OFDD (ZBDD) fiir f. Dann stellt G als ZBDD (OFDD) inter-
pretiert die Funktion 7 f dar.
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Aus den Betrachtungen zum 7-Operator erhalten wir auch einen Struktursatz fiir OFDDs.
Sei f auf den Variablen z, ..., z, definiert und sei S C {1,...,7 — 1}. Dann bezeichnet
[i,s die Funktion, die sich als Parity aller Funktionen f|; —, 4, =q, , Mita; = 0fiirj ¢ S
und a; € {0, 1} fiir j € S ergibt.

Satz 9.5:  Es gibt bis auf Isomorphie genau ein minimales OFDD fiir die Funktion f und
die Variablenordnung 1, ..., z,. Dieses enthilt fiir jede Funktion f; 5, S C {1,...,7 —
1}, die von x; essentiell abhingt, genau einen z;-Knoten. Das minimale OFDD fiir f und
x1,...,x, erhalten wir aus jedem OFDD fiir f und z1, ..., z,, indem wir die Reduktionsre-
geln (Verschmelzungsregel, Eliminationsregel fiir ZBDDs/OFDDs) solange anwenden, wie
dies moglich ist.

Die Struktur des Beweises folgt wieder dem entsprechenden Satz fiir OBDDs, so dass wir
hier darauf verzichten wollen.

Die Begriff nice, ugly, usw. konnen wir auch fiir OFDDs definieren. Es sollte klar sein, dass
daraus, dass eine Funktion f diese Eigenschaft fiir OBDDs hat, folgt, dass die Funktion 7 f
dieselbe Eigenschaft fiir OFDDs hat. Wir wollen dennoch einige Beispielfunktionen betrach-
ten.

Lemma 9.6: Wenn f symmetrisch ist, ist auch 7f symmetrisch, und die Groe von
OFDD:s fiir f ist O(n?).

Beweis: Wenn die Eingaben a und o’ genau j Einsen enthalten, stimmt die Anzahl der
Eingaben b und b’ mit jeweils ¢ Einsen und b < a bzw. b’ < ¢’ iiberein. Hieraus folgt

7fla)= @ fb)= D f)=r1f(d),

blb<a VY <

also ist 7f symmetrisch. Wir haben gesehen, dass vollstindige OBDDs fiir symmetrische
Funktionen die GroRe O(n?) haben, also gilt dies auch fiir vollstindige OFDDs. O

Wir betrachten nun zwei Funktionen auf ungerichteten Graphen mit n Knoten. Die Eingabe
fiir diese Funktionen besteht aus N = (g) Variablen, die fiir jede Kante angeben, ob sie
vorhanden ist oder nicht. Die Funktion 1c/,, 3 entscheidet, ob der Graph aus genau einem
Dreieck besteht (und keine weiteren Kanten hat). Die Funktion ©cl,, 3 entscheidet, ob es im
Graphen eine ungerade Anzahl von Dreiecken gibt.

Es ist leicht zu zeigen, dass die Funktion 1cl, 3 fiir jede Variablenordnung (vollstindige)
OBDDs der GroBe O(N?) = O(n*) hat. Fiir die Funktion @®cl, 3 kann man die untere
Schranke 22(N) fiir die OBDD-GroBe zeigen. Der Beweis der unteren Schranke 29" —
22N ist viel einfacher und enthilt gegeniiber dem entsprechenden Beweis fiir ISA keine
wesentlichen neuen Ideen (Ubungsaufgabe). Um Schranken fiir die OFDD-GroBen dieser
Funktionen zu erhalten, geniigt uns nun die folgende einfache Aussage.

Lemma 9.7:  7(1lcl,3) = ®cl, 3.
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Beweis: 1cl, 3 entscheidet, ob ein Graph aus genau einem Dreieck besteht. Sei nun a eine
Eingabe, also ein Graph. Bei der Auswertung von 7(1cl,, 3)(a) = @yjp<, Lcln3(b), betrachten
wir alle Graphen b, die wir aus a erhalten konnen, indem wir auf alle moglichen Weisen
Kanten aus a entfernen. Die Funktion 1cl,, 3 berechnet nur auf Graphen mit 3 Kanten eine
1, und dies auch nur, wenn diese Kanten ein Dreieck bilden. Fiir jedes Dreieck in a erhalten
wir durch Entfernen von Kanten genau einen solchen Graphen. Also gibt 7(1cl,, 3)(a) an, ob
der Graph a eine ungerade Anzahl von Dreiecken enthilt. O

Folgerung 9.8:

1. Die OFDD-GroBe von 1cl,, 3 ist 2(V),

2. Die OFDD-GréBe von ¢cl,, 3 ist O(N?).

Also gibt es Funktionen mit polynomieller OBDD-Grof3e und exponentieller OFDD-Gro3e
und auch Funktionen mit polynomieller OFDD-Grofe und exponentieller OBDD-Gro3e.

Die OFDDs wurden als alternative Datenstruktur fiir boolesche Funktionen vorgeschlagen.
Daher wollen wir die Komplexitit der wichtigsten Operationen untersuchen.

Ohne Beweis erwihnen wir nur, dass das Variablenordnungsproblem und das Problem Erfiill-
barkeit-Anzahl NP-hart sind. Dagegen ist das Problem Erfiillbarkeit leicht zu 16sen: Wegen
des Struktursatzes ist eine durch ein reduziertes OFDD dargestellte Funktion erfiillbar, wenn
es nicht nur aus der 0-Senke besteht. Als weitere Operationen betrachten wir die Synthese
und das Ersetzen durch Konstanten.

Wir beginnen mit der Synthese fiir die Operation @. Hierfiir kann die Produktgraphkon-
struktion von den OBDDs iibertragen werden. Seien « und v x;-Knoten aus G ¢ bzw. GG, an
denen die Funktionen f,, bzw. g, berechnet werden. Dann soll am Knoten (u, v) die Funktion
fu ® g, berechnet werden. Seien nun f,, o = fuz,—0 Und fi1 = fujz,—0 ® fuls,=1 die an den
Nachfolgern von u berechneten Funktionen und seien g, o und g, ; analog definiert. Es gilt

fu ©® Gv = (fu,O ©® xifu,l) ©® (gv,O @ xing) = (fu,O ® gv,O) ©® xi(fu,l @ gv,1>-

D.h., wir erhalten auch den c-Nachfolger von (u,v) als Paar der c-Nachfolger von u und v.
Auch die iibrigen Fille des Synthesealgorithmus fiir OBDDs lassen sich leicht iibertragen.
Insgesamt erhalten wir, dass ein OFDD fiir f &g leicht in Zeit O(|Gf||G,|) berechnet werden
kann und auch die GroBe O(|G¢||G,|) hat.

Anders ist die Situation bei der Synthese mit der Operation A. Als Beispiel betrachten wir
die Funktionen f und g, die folgendermalen definiert sind. Die Funktion f ist die Funktion
@cl, 3, die, wie oben gezeigt, OFDDs der Grofie O(N 2) hat. Die Funktion g berechnet eine
1, wenn es hochstens 3 Einsen in der Eingabe der Linge N gibt. Dann ist g symmetrisch und
hat damit OFDDs der GroBe O(N?). Man sieht nun leicht, dass f A g gleich der Funktion
1cl,, 3 ist, also nur OFDDs exponentieller Groe hat. Also kann bei der A-Synthese die GroB3e
exponentiell wachsen. Woran liegt das?
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Wir versuchen, die A-Synthese der an den Knoten « und v berechneten Funktionen auf die
an den Nachfolgern berechneten Funktionen zuriickzufiihren:

fu NGy = (fu,O @ xz’fu,l) A (gv,O ©® xin,l)
= (fu,Ogv,O) S% xi(fu,ogv,l S¥ fu,lgv,O S¥ fu,lgv,l)

Die Berechnung von OFDDs fiir (f,, 09v,0) und (f. 19,1) konnen wir wie oben mit der Pro-
duktgraphkonstruktion durchfiihren. Allerdings miissen wir auch OFDDs fiir ( f, 0g.,1) und
(fu19v,0) bestimmen, was ebenfalls mit der Produktgraphkonstruktion moglich ist, und wir
miissen die drei Funktion mit & verkniipfen. Fiir die daraus resultierende Funktion gibt es
moglicherweise keinen Knoten im Produktgraphen; ein solcher Knoten kann aber mit der
@-Synthese berechnet werden, wobei aber wiederum viele Knoten entstehen konnen, die im
Produktgraphen nicht enthalten sind. Da diese Extra-Aufrufe der Synthese u.U. auf jeder
Rekursionsebene durchgefiihrt werden, kann man die Rechenzeit nicht mehr durch ein Po-
lynom beschriinken; dass wirklich exponentielle Rechenzeit moglich ist, zeigt das Beispiel
von oben.

Das Ersetzen von z; durch die Konstante 0 ist wieder einfach; es geniigt, die Zeiger, die
auf x;-Knoten zeigen, auf den 0-Nachfolger umzusetzen. Fiir das Ersetzen von z; durch die
Konstante 1 wollen wir die Zeiger auf z;-Knoten v auf Knoten umsetzen, die die Funktion
Julz;=1 berechnen; diese gibt es aber nicht unbedingt im OFDD. Da es Knoten fiir f,,—o und
fir fyjz,—0 @ fulz,=1 gibt, konnen wir solche Knoten mit der ©-Synthese berechnen. Dabei
kann sich aber die GroBle quadrieren. Wir zeigen nun, dass wir bei iteriertem Ersetzen von
Variablen durch die Konstante 1 sogar eine exponentielle Vergroerung erhalten konnen.

Sei N = (g) und M = [log (g)} Die betrachtete Funktion ist auf N + M Variablen
Z1,...,oy und yq, ...,y definiert. Wir beschreiben die Funktion durch ihr OFDD. Das
OFDD beginnt mit einem vollstandigen Baum der Tiefe M, in dem die y-Variablen getes-
tet werden. Die Blitter dieses Baums assoziieren wir mit den (g) dreielementigen Mengen
{i,7,k} C {1,...,n}, wobei eventuell Blitter iibrig bleiben. An dem Blatt fiir {7, j, k} tes-
ten wir, ob der durch die z-Variablen beschriebene Graph genau die Kanten {7, j}, {i, k}
und {j,k} (und sonst keine weiteren) hat. Dies ist eine UND-Verkniipfung von Litera-
len, die mit OFDDs in Grofe O(N) (linear in der Anzahl der Variablen) zu realisieren
ist. Die eventuell iibrigen Blitter des Baumes sind 0-Senken. Die OFDD-Grofe ist also

O(n®N) = O(n®) = O((N + M)>/?).

Wir ersetzen nun alle y-Variablen durch 1. Eine Funktion an den Blittern des Baumes kann
nur dann eine 1 berechnen, wenn der Graph aus genau einem Dreieck und keinen weite-
ren Kanten besteht. Damit kann hochstens eine dieser Funktionen eine 1 berechnen. Durch
die Ersetzung aller y-Variablen durch 1 erhalten wir das Parity aller dieser Funktionen, das
mit dem ODER {ibereinstimmt. Also entsteht durch die Konstantsetzung ein OFDD fiir die
Funktion 1cl,, 3, das exponentielle Gro3e hat.

Eine Variante von OFDDs sind die so genannten OKFDDs (Ordered Kronecker Functional
Decision Diagrams). Hier wird neben der Variablenordnung fiir jede Variable x; angegeben,
ob die Zerlegung an den x;-Knoten die Shannon-Zerlegung, die Reed-Muller-Zerlegung (po-
sitive Davio-Zerlegung) oder die negative Davio-Zerlegung ist. Dabei ist die negative Davio-
Zerlegung die Zerlegung f = fz,.—1 ® Ti(flz;i=0 @ fjz,=1). Die einzige neue Idee hierbei
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besteht darin, dass man fiir jede Variable die Art der Zerlegung angeben kann. Dies fiihrt
natiirlich zu dem Problem zu entscheiden, welcher Zerlegungstyp fiir die einzelnen Variab-
len der bessere ist. Da man mehr Wahlmoglichkeiten hat, ist die Annahme naheliegend und
auch leicht zu beweisen, dass man mit OKFDDs mehr Funktionen kompakt darstellen kann
als mit OBDDs und OFDDs. Andererseits kombinieren sich natiirlich auch die Nachteile der
OFDDs und OBDDs.
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10 Parity-OBDDs

Parity-OBDDs (OBDDs) sind eine Erweiterung von OBDDs und OFDDs, die helfen, ei-
nige der Nachteile von OFDDs zu vermeiden. Wir beginnen mit der Definition.

Ein ®@OBDD ist ein gerichteter azyklischer Graph, der aus inneren Knoten und einer 1-Senke
besteht. Jeder innere Knoten ist mit einer Variablen markiert und hat eine beliebige Anzahl
von 0- und 1-Nachfolgern. Weiterhin gibt es eine Quelle und die Variablenordnungsbedin-
gung wie bei OBDDs. Fiir eine Eingabe (a1, ...,a,) wird ein ®OBDD folgendermafen
ausgewertet: An den x;-Knoten werden die ausgehenden a;-Kanten aktiv. Das ©OBDD be-
rechnet den Funktionswert 1, wenn die Anzahl der Pfade von der Quelle zur 1-Senke, die
nur aus aktiven Kanten bestehen, ungerade ist.

Da wir nur die Pfade zur 1-Senke zédhlen und nicht verlangen, dass jeder Knoten ausgehen-
de 0- und 1-Kanten hat, ist eine 0-Senke iiberfliissig. Ein Beispiel fiir ein ©@OBDD ist in
Abbildung 18 gezeigt.

Abbildung 18: Ein Beispiel fiir ein Parity-OBDD

Fiir die Eingabe, die nur aus Nullen besteht, werden genau die gestrichelten Kanten aktiv. Da
es zwei Pfade von der Quelle zur 1-Senke gibt, die nur aus gestrichelten Kanten bestehen,
wird eine Null berechnet.

Da das Zihlen von Pfaden i.A. zu exponentieller Rechenzeit fiihrt, bietet es sich an wie bei
den OFDDs die Auswertung bottom-up vorzunehmen und zu den einzelnen Knoten den Wert
der dort berechneten Funktion zu speichern. An der 1-Senke wird der Wert 1 berechnet. Der
Wert an einem x;-Knoten v ergibt sich als das Parity der Werte an den a;-Nachfolgern des
Knotens. Die Korrektheit ist einfach einzusehen: Die Anzahl der Pfade von v zur 1-Senke ist
ungerade, wenn es ungerade viele Pfade von allen a;-Nachfolgern zusammen zur 1-Senke
gibt. Fiir die Eingabe, die nur aus Nullen besteht, wird dann in dem Beispiel am z3-Knoten
eine 1 berechnet, am x5-Knoten ebenfalls eine 1 und am x;-Knoten eine 0.

Die beschriebene Auswertung entspricht der folgenden Zerlegung der Funktion: Wenn der
x;-Knoten v die 0-Nachfolger u1, . . ., u; und die 1-Nachfolger wy, . . ., w, hat, wird an v die
Funktion

fv = jz(fm S D ful) vxi(fwl S---D fwr)
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berechnet. Anders als die Shannon-Zerlegung oder die Reed-Muller-Zerlegung ist diese Zer-
legung 1.A. nicht eindeutig. Dies zeigt sich auch daran, dass die Shannon-Zerlegung und
die Reed-Muller-Zerlegung als Spezialfille enthalten sind; die Shannon-Zerlegung ist der
Spezialfall [ = » = 1, die Reed-Muller-Zerlegung der Spezialfall [ = 1 und » = 2 mit der
weiteren Einschriankung, dass f,, = f.,. Wir konnen hieraus schlielen, dass wir sowohl
OBDDs als auch OFDDs in @OBDDs umwandeln konnen ohne die Anzahl der Knoten zu
vergroflern. Fiir OBDDs ist dies einfach einzusehen, es geniigt die 0-Senke und alle einge-
henden Kanten wegzulassen. Das OBDD berechnet den Funktionswert 1, wenn es einen Pfad
von der Quelle zur 0-Senke gibt. Da es auch nicht mehr als einen solchen Pfad geben kann,
ist dies dquivalent dazu, dass es ungerade viele solche Pfade gibt.

In einem OFDD ersetzen wir jeden inneren Knoten v mit den Nachfolgern vy und v; durch
einen Knoten v mit dem 0-Nachfolger vy und den 1-Nachfolgern vy und v;. Weiterhin lassen
wir die 0-Senke und ihre eingehenden Kanten weg. Wir erhalten dann ein ©@OBDD fiir die-
selbe Funktion, da wir OFDDs auch iiber das Zahlen von Pfaden von der Quelle zur 1-Senke
auswerten konnen, wobei eine Eingabe mit a; = 1 fiir z;-Knoten sowohl die ausgehende 0-
Kante als auch die ausgehende 1-Kante aktiviert. Also berechnet das konstruierte @OBDD
dieselbe Funktion wie das gegebene OFDD.

Mit der o.g. Zerlegung konnen wir fiir das obige Beispiel die dargestellte Funktion berech-
nen. Am xs3-Knoten wird 3 berechnet und am xs-Knoten Z,Z3. Wir erhalten fiir den z:-
Knoten die Funktion

fl(f:; D 1) V ‘Tl(izfg D 1) = Lflﬂf:; V SCl(.TQ V .773)
= Lil.rgg V x1x9 V T1x3

= T1X2 V xIs3.

Wir haben bereits frither ein OBDD fiir diese Funktion und dieselbe Variablenordnung gese-
hen, das ebenfalls nur 3 innere Knoten hat und anders aussah. Wir kdnnen daraus schlief3en,
dass minimale ©GOBDDs fiir eine feste Funktion und eine feste Variablenordnung i.A. nicht
bis auf Isomorphie eindeutig sind, wobei hier minimal beziiglich der Anzahl der Knoten
gemeint ist.

Ein weiteres Beispiel, das den Unterschied zu OBDDs deutlich macht, ist die Funktion
INDEX. Wir benutzen hier eine Variablenordnung, in der die Datenvariablen x, ..., z,_;
vor den Adressvariablen ay,...,a;—; angeordnet sind. Wir haben bereits gezeigt, dass
OBDDs fiir derartige Variablenordnungen exponentielle Grofle haben. Ein ©#OBDD mit der
GroBe O(nlogn) ist in Abbildung 19 gezeigt. Dieses @OBDD ist nicht knotenminimal, al-
lerdings wird so die Arbeitsweise vielleicht klarer. Der einzige Knoten, wo es mehr als eine
ausgehende 0- oder 1-Kante gibt, ist die Quelle. Insgesamt gibt es die folgenden n Moglich-
keiten, die 1-Senke von der Quelle zu erreichen: Die 0-te Moglichkeit besteht darin, den
linken Pfad zu durchlaufen, auf dem nur x, und die Adressvariablen getestet werden, die
1-te Moglichkeit (1 < ¢ < n — 1) darin, die Variable z; zu testen und anschlieBend die
Adressvariablen. Die i-te Moglichkeit fiihrt genau dann zu einem Pfad aus aktiven Kanten
zur 1-Senke, wenn x; = 1 und die Adressvariablen den Wert 7 codieren. Dies sind genau die
Fille, wo eine 1 berechnet werden muss. Da jeweils nur einer dieser Fille eintreten kann (die
Adressvariablen konnen nicht zugleich zwei verschiedene Werte codieren), gibt es genau
einen und damit ungerade viele akzeptierende Pfade. Also wird INDEX berechnet.
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Abbildung 19: Ein Parity-OBDD fiir INDEX,,

Eine andere Sichtweise besteht darin, dass das ©OBDD an der Quelle den durch die Adress-
variablen codierten Wert rdt und anschlieBend verifiziert, ob die zugehorige Datenvariable
den Wert 1 hat und der geratene Wert fiir die Adressvariablen richtig war. Wir haben hier be-
wusst die Ausdrucksweise aus GTI fiir nichtdeterministische Berechnungsmodelle gewihlt
um die Ahnlichkeit dazu deutlich zu machen. Die einzige Besonderheit besteht hier darin,
dass von den zu ratenden Werten nur genau einer richtig ist, so dass die Aussagen, dass
(mindestens) ein akzeptierender Pfad existiert und dass ungerade viele akzeptierende Pfade
existieren, dquivalent sind. Diesen Zusammenhang mit dem Nichtdeterminismus werden wir
in Abschnitt 11 noch weiter untersuchen.

Da die Anzahl der ausgehenden Kanten fiir jeden Knoten nicht notwendigerweise konstant
ist, wird der Speicherbedarf von ©@OBDDs durch die Anzahl der Kanten bestimmt. Die Frage
nach der Komplexitit der Minimierung der Zahl der Kanten in ©OBDDs ist bislang noch
offen und zwar sowohl fiir den Fall einer fest vorgegebenen Variablenordnung als auch fiir die
Situation, dass auch die Variablenordnung gewihlt werden muss. Ebenso ist die Komplexitit
der Minimierung der Knotenzahl durch Wahl der Variablenordnung noch offen. Wir werden
daher nur die Minimierung der Knotenzahl bei vorgegebener Variablenordnung behandeln.

Wie gesagt, ist die Komplexitit des Variablenordnungsproblems offen. Trotz der Ahnlichkeit
zu den OBDDs sind aber Unterschiede bekannt. Beispielsweise dndert sich weder die Anzahl
der Knoten noch die Anzahl der Kanten von vollstindigen @OBDDs, wenn man die Reihen-
folge der Variablen umdreht; der Beweis ist eine einfache Ubungsaufgabe. Bei OBDDs gilt
dies nicht; ein Gegenbeispiel ist die INDEX-Funktion. Weiterhin ist bekannt, dass es fiir
@OBDDs keine Funktionen mit den Eigenschaften almost nice und ambiguous gibt.
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Abbildung 20: Beispiele fiir Hinzufiigen und Entfernen von Linearkombinationen

Wir wollen nun zwei elementare Operationen fiir das Verdandern von ©OBDDs kennenlernen,
die wir spiter dazu benutzen, um die Anzahl der Knoten in einem ©OBDD zu minimieren.
Seien vy, . .., v, x;-Knoten eines OBDDs, und sei 1, . . ., z,, die Variablenordnung. Unter
dem Hinzufiigen von Linearkombinationen verstehen wir einen z;-Knoten v fiir die Funktion
fo,®- @ fy, zu erzeugen. Dazu markieren wir v mit x;, und die c-Nachfolger von v sind die
Knoten, die ungerade hiufig c-Nachfolger von den Knoten vy, . .., v, sind. Dann ist einfach
einzusehen, dass an v die gewiinschte Funktion f,, & --- @ f,, berechnet wird. Falls unter
den Markierungen von vy, ..., v, auch Variablen x; mit [ > ¢ vorkommen, konnen wir zu
einem solchen Knoten v; einen Dummy-Knoten v}, der mit x; markiert ist und v; als 0- und
1-Nachfolger hat, erzeugen. Dann kénnen wir, wie zuvor beschrieben, den Knoten v fiir die
Linearkombination erzeugen, wobei wir v’; statt v; beriicksichtigen. AnschlieBend kann v’
wieder geloscht werden.

Die zweite Operation ist das Entfernen von Linearkombinationen, also die inverse Operati-
on. Seien v, vq, ..., v, Knoten, wobei v mit einer Variablen markiert ist, die nicht nach den
Variablen von vy, . . ., v, in der Variablenordnung steht. Weiterhin gelte f, = f,, ®--- & f.,.
Wir wollen nun v aus dem &-OBDD entfernen. Dazu ersetzen wir jede Kante, die zu v fiihrt,
durch insgesamt r Kanten zu vy, . . ., v,. Wenn dabei die Situation auftritt, dass es von einem
Knoten w nun zwei Kanten zu v; gibt, kénnen wir natiirlich beide Kanten entfernen. Wieder
andert sich die dargestellte Funktion nicht.

Als Beispiel fiir diese Operationen (siche Abbildung 20) starten wir mit dem ©OBDD von
oben. Wir fiigen zunidchst einen x3-Knoten vs fiir die Funktion f,, = f,, & f,, ein und
entfernen dann den Knoten vs, der die Funktion f,, = f,, ® f,, darstellt. Im zweiten Schritt
fligen wir einen x,-Knoten v fiir f,, = f,, @ f,, ein und entfernen anschliefend den Knoten
fiir f,, = fus @ fu,- Wir sehen, dass wir nun das GOBDD erhalten, das wir ebenfalls auf
natiirliche Weise aus dem von friither bekannten OBDD fiir x;x, V x5 erhalten wiirden.

Wir geben nun einen Struktursatz fiir (knoten)minimale OBDDs an und beweisen ihn. Da
minimale ©@OBDDs nicht eindeutig sind, wird dieser Struktursatz ,,anders als die bisherigen
Struktursitze aussehen, aber zugleich auch erklidren, warum minimale OBDDs nicht ein-
deutig sind. Im Folgenden seien die Funktion f und die Variablenordnung x1, ..., z, fest.
Wir kénnen jede Funktion f : {0,1}" — {0,1} als Vektor aus dem Vektorraum ( Z,)?"
auffassen, indem wir einfach die Wertetabelle als Vektor interpretieren. Sei 1 < k < n + 1.
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Der Vektorraum ka ist der Vektorraum, der von den Subfunktionen fi;,—c, . 2 ,—c_, mit
k <i < n—+ 1 aufgespannt wird. Weiterhin gibt es fiir jedes @OBDD G fiir f den Vektor-
raum V,¢. Dieser Vektorraum wird von den Funktionen aufgespannt, die in G an der 1-Senke
sowie den Knoten berechnet werden, die mit xy, . . ., x,, markiert sind.

Zur Veranschaulichung betrachten wir als Beispiel wieder die Funktion f(x1,xs,z3) =
2179 V x3. In der folgenden Tabelle sind Erzeugendensysteme fiir die einzelnen Vektorrdume
ka angegeben.

mizary |V vi vl v
000 OO 0 1]0 0 1|0 1|1
001 1 11 1}1 1 1|1 1] 1
010 01 0 1(1 0 1|0 1] 1
011 1 11 1}1 1 1|1 1] 1
100 {0 O O 1|0 O 1|0 1] 1
101 1 11 1(1 1 1|1 1] 1
110 1 10 1}1 0 1|0 1] 1
111 1 11 1}1 1 1|1 1] 1

Die zweite Tabelle enthilt fiir Erzeugendensysteme fiir das angegebene ©&©OBDD. Dabei ist
jede an einem Knoten dargestellte Funktion beriicksichtigt.

T1T9T3 V*lG V'QG ‘/3G V;lG
o6oo |0 0OO0O 1T 1/00 1 1|0 1 1} 1
oor |1 110 141 1 0 1|1 0 1} 1
010 jo 101 141 01 1|0 1 1} 1
0olrr |11 10 11 10 1|1 0 1] 1
00 (0001 1{0 01 1]0 1 1|1
01 (1 1.1 0 1{1 10 1}1 0 1|1
110 |1 1 0 1 1|1 0 1 1}0 1 1| 1
111 j1 1.1 0 1|1 1 0 1}1 O 1| 1

Man kann sich davon iiberzeugen, dass in diesem Beispiel die einzelnen Vektorrdume V%
und Vl-f iibereinstimmen, wobei allerdings bei V. linear abhiingige Funktionen an den Kno-
ten berechnet werden. I.A. miissen V. und Vif auch nicht iibereinstimmen, es gilt nur eine
Teilmengenbeziehung. Dies fiihrt nun zu den folgenden Aussagen.

Lemma 10.1:  Sei G ein @OBDD fiir f. Dann gilt firalle k € {1,...,n+ 1}: ka CVE.

Satz 10.2:  Ein ©OBDD fiir f und die Variablenordnung z1, ..., z,, mit minimaler Kno-
tenzahl enthilt genau dim(V;/) — dim(V}/,,) Knoten, die mit 2; markiert sind. Insgesamt
enthilt es dim (V) Knoten (einschlieBlich der 1-Senke).
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Die Knoten eines minimalen ©@OBDDs entsprechen den Elementen einer Basis des Vektor-
raums Vfl. Aus der linearen Algebra wissen wir, dass Basen immer dieselbe Anzahl von Ele-
menten enthalten, aber i.A. nicht eindeutig bestimmt sind. Dasselbe gilt hier: Die minimale
Anzahl von Knoten ist unabhéngig von der Wahl der Basis gleich, bei verschiedenen Basen
erhdlt man aber verschiedene ®OBDDs. Das abwechselnde Hinzufiigen und Entfernen von
Linearkombinationen im Beispiel oben konnen wir auch als Basiswechsel auffassen.

Beweis des Lemmas: Sei g € ka . Dann gibt es Subfunktionen ¢, ..., g; von f, so dass
g = g1®- - -@g ist und die Subfunktionen g; durch Konstantsetzen von z, ..., x;, j > k—1,
aus f entstehen. Wenn wir in GG die partiellen Berechnungspfade fiir die Konstantsetzung fiir
g; verfolgen, erhalten wir Knoten vy, ...,v,,sodass g; = f,, & --- P f,, € VkG. Damit ist
auch das Parity aller g;, also g in V¢ enthalten und die behauptete Inklusion folgt. O

Beweis des Satzes: Wir gehen dhnlich zum Beweis des Struktursatzes fiir OBDDs vor und
konstruieren zunichst ein @OBDD. Dann zeigen wir, dass es die behaupteten Eigenschaften
hat und f berechnet.

Sei 0.B.d.A. f ungleich der Nullfunktion (in diesem Fall hat das leere ©@OBDD die geforder-
ten Eigenschaften). Wir konstruieren das ©OBDD induktiv bottom-up. Zunéchst erzeugen
wir eine 1-Senke. Der zugehorige Basisvektor ist der Vektor, der nur aus Einsen besteht
und der den Vektorraum an 41 aufspannt. Seien nun die mit z;, ..., x, markierten Kno-
ten, sowie die 1-Senke, mit den zugehorigen Basisvektoren erzeugt. Wir benutzen nun den
Basisergiinzungssatz um diese Basis von VlfH zu einer Basis von Vif ) szH Zu erginzen
(falls es moglich ist, den Vektor zu f zu wihlen, tun wir dies auf jeden Fall, da an der Quel-
le f und nicht irgendeine Linearkombination dargestellt werden soll). Fiir jeden gewihlten
Basisvektor erzeugen wir einen z;-Knoten.

Wir konstruieren nun die Kanten des ©@OBDDs. Sei v ein x;-Knoten, an dem die Funktion
g e Vif — Viil berechnet werden soll. Sei g = f1 & --- @ fi, wobei f1,.. ., f; Subfunktionen
von f sind, die durch Konstantsetzen von x,...,x, 1 mit r > ¢ entstehen (g ist nicht
notwendigerweise eine solche Subfunktion). Dann ist gj,,—c = fijg,=c @ -+ @ fijz,—. Nach
Induktionsvoraussetzung sind alle Funktionen fy;,—c,. .., fijz;— und damit auch g,,—. in
VlfH enthalten. D.h., fiir g|,,—. gibt es gewiihlte Basisvektoren, deren Parity gleich g),,—. ist.
Die c-Kanten von v zeigen dann auf die Knoten, die diesen Basisvektoren entsprechen.

Offensichtlich werden bei Anwendung des Basiserginzungssatzes dim (V;”) — dim (V. ;) mit
x; markierte Knoten erzeugt. Insgesamt werden also

1+ (dim(V;,) — dim(V,/,)) + - - - + (dim(V{) — dim(V5)) = dim (V)

Knoten erzeugt. Es bleibt zu zeigen, dass das konstruierte ©OBDD die Funktion f darstellt.
Dies geht wie iiblich dadurch, dass wir mit Induktion iiber eine umgekehrte topologische
Ordnung der Knoten zeigen, dass die an dem jeweiligen Knoten berechnete Funktion durch
den zugehorigen Basisvektor dargestellt wird. Fiir die Senke ist das offensichtlich und fiir
die z;-Knoten wurden die ausgehenden c-Kanten genau so gewihlt, dass das Parity der an
den c-Nachfolgern berechneten Funktionen gleich der Subfunktion ist, die durch Ersetzen
von x; durch c entsteht. O
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Wir kommen nun zum Algorithmus zur Minimierung der Knotenzahl bei vorgegebener Va-
riablenordnung, 0.B.d.A. x4, ..., x,. Dieser Algorithmus wird manchmal auch als Redukti-
onsalgorithmus bezeichnet. Eigentlich ist klar, was zu tun ist: Wir miissen lineare Abhéingig-
keiten im ©OBDD beseitigen, so dass die an den Knoten berechneten Funktionen den Vek-
torraum V;/ aufspannen. Allerdings sind Tricks ndtig, um dies in polynomieller Zeit aus-
zufiihren, da die Vektoren, die die Subfunktionen darstellen, exponentielle Lénge in der Zahl
der Variablen haben und daher nicht explizit gespeichert werden konnen.

Der Algorithmus besteht aus zwei Phasen, einer ersten, wo bottom-up gearbeitet wird und
einer zweiten, wo top-down gearbeitet wird. Wir gehen immer davon aus, dass es keine von
der Quelle aus nicht erreichbaren Knoten gibt.

Bottom-up-Phase: In dieser Phase wird sichergestellt, dass die an den Knoten berechneten
Funktionen linear unabhéngig sind.

Offensichtlich bildet der Vektor, der nur aus Einsen besteht und mit der 1-Senke assoziiert
ist, eine linear unabhidngige Menge. Im Folgenden gehen wir davon aus, dass die Menge der
Vektoren, die zu den mit x; 1-, ..., x,-Knoten sowie zur 1-Senke gehoren, linear unabhéngig
ist. Wir wollen nun erreichen, dass auch die Menge der Vektoren, die zu den x;-, ..., T,-
Knoten sowie zur 1-Senke gehoren, linear unabhiingig ist. Dann konnen wir dieses Verfahren
n-mal iterieren.

Seien vy, . .., v, die Knoten, die mit x;,1, . .., z,, markiert sind, sowie die 1-Senke. Wir ar-
beiten nun in einem 2r-dimensionalen Vektorraum. Dem Knoten v; ordnen wir den Vek-
tor zu, der aus zwei Kopien des j-ten Einheitsvektor der Dimension r besteht. Sei nun v
ein z;-Knoten. Auch zu v erzeugen wir einen 2r-dimensionalen Vektor. Die ersten r Ko-
ordinaten des Vektors erhalten wir als das Parity der ersten Hélfte der Vektoren zu den
0-Nachfolgern von v, die zweite Hilfte der Koordinaten als das Parity der zweiten Hilf-
te der Vektoren zu den 1-Nachfolgern von v. Mit Hilfe dieser 2r-dimensionalen Vektoren
und Gauss-Elimination konnen wir nun die linearen Abhingigkeiten bestimmen. Wir haben
bereits oben beschrieben, wie wir die linearen Abhédngigkeiten beseitigen konnen. Auf die-
se Weise erreichen wir, dass auch die Subfunktionen, die an den mit x;, . . ., x,, markierten
Knoten sowie der 1-Senke berechnet werden, linear unabhéngig sind.

AbschlieBend wollen wir dafiir sorgen, dass die Funktion f an der Quelle dargestellt wird
und nicht als Linearkombination von mehreren an Knoten berechneten Funktionen. Wenn es
Knoten vy, ..., v, gibt, sodass f = f,, & --- & f,, gilt, suchen wir unter den Markierungen
von vy, ..., v, einen Knoten mit der Variable mit dem kleinsten Index z;. Sei dies 0.B.d.A.
v1. Dann wird mit der Operation Hinzufiigen von Linearkombinationen ein x ;-Knoten fiir f
erzeugt, und anschlieend v; entfernt. Der erzeugte Knoten ist dann die Quelle.

Top-down-Phase: Wir benutzen wieder (G, um das bis jetzt berechnete ©OBDD zu be-
zeichnen. Bis jetzt ist es allerdings noch moglich, dass V,¢ ein groBerer Vektorraum als ka
ist. Daher gibt es die zweite Phase.

Wir wollen induktiv erreichen, dass an den mit x4, ..., x; markierten Knoten nur linear un-
abhingige Funktionen aus Vlf dargestellt werden. Sei 0.B.d.A. die Quelle mit z; markiert.
Dann gilt diese Forderung fiir j = 1. Sei nun j beliebig, so dass an den mit x4, ..., z; mar-
kierten Knoten nur Funktionen aus Vlf dargestellt werden. Fiir jeden Knoten v, der mit x;,
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1 < j, markiert ist und der einen c-Nachfolger hat, der mit xx, k£ > 7 + 1, markiert ist, er-
zeugen wir mit der Operation Hinzufligen von Linearkombinationen einen x ;. ;-Knoten fiir
Jojzi=c (c € {0,1}) und lassen die c-Kante von v auf diesen neuen Knoten zeigen. Die ,,alten”
2 j4+1-Knoten sind nun nicht mehr erreichbar und kénnen geldscht werden. Die an den neuen
xj+1-Knoten berechneten Funktion sind wie gefordert in Vlf enthalten, da sie Subfunktionen
von Funktionen aus Vlf sind (ndmlich von den Funktionen, die an mit z, ..., z; markier-
ten Knoten berechnet werden). Falls es unter den neu erzeugten x;;-Knoten noch lineare
Abhingigkeiten gibt, konnen diese wie in der ersten Phase entfernt werden.

Damit haben wir erreicht, dass an den Knoten des ©OBDDs nur Funktionen aus Vlf be-
rechnet werden, die aulerdem linear unabhéngig sind. Also gibt es dim(Vlf ) Knoten, d.h.,
das ©OBDD ist knotenminimal fiir die vorgegebene Variablenordnung. Die Rechenzeit wird
durch die 2n Gausseliminationen dominiert, die sich auf einfache Weise in Rechenzeit
O(|G|?) realisieren lassen, wobei |G| die Knotenanzahl bezeichnet. (Mit in der Praxis inef-
fizienten Algo