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Ordered Binary Decision Diagrams (OBDDs)

Datenstruktur fÄur f : f 0; 1gn ! f 0; 1g
mit Var. x0; : : : ; xn¡ 1 2 f 0; 1g

OBDD G ist azykl. Digraph mit
innerenKnoten and Senken.

InnereKnoten: Variablenmarkierung,
0- und 1-Kante

Senke entspricht Wert f (x0; : : : ; xn¡ 1).

Zeigerauf Quelles

Liest Var. bzgl. ¼2 § n.
1 0 1 100

(Bryant, 1985)
s

x2 x2

x0

x3 x3

x1

¼= (1; 0; 2; 3)
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OBDDs { Eigenschaften und Operationen

JedeFunktion f auf n Var. hat ein OBDD der GrÄo¼e
(2 + o(1))2n=n.

Ho®nungbei strukturierten Funktionen:OBDD-GrÄo¼epoly(n)

E±ziente OperationenfÄur OBDDs Gf und Gh:

ErfÄullbarkeit: f 6´ 0 in Zeit O(1)
ÄAquivalenztest:f = h in Zeit O(jGf j + jGhj)

Variablenersetzung:fjxi =0 =1 Zeit O(jGf j)

BinÄare Synthese:f ­ h in Zeit O(jGf j ¢jGhj)

Quanti¯zierung: (9=8xi )f in Zeit O(jGf j2)
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Implizite Darstellung mit OBDDs

FasseDaten auf als TeilmengeS µ f 0; : : : ; N ¡ 1gk mit
N = 2n.
StelleS dar durch ÂS : f 0; 1gnk ! f 0; 1g mit

ÂS(x(1) ; : : : ; x(k) ) = 1 :, (jx(1) j; : : : ; jx(k) j) 2 S

fÄur Vektoren x(1) ; : : : ; x(k) 2 f 0; 1gn.
FÄur DigraphenG = (V ; E) mit V = f v0; : : : ; vN¡ 1g:

ÂG(x; y) = 1 , (vjxj ; vjy j) 2 E

Mit Gewichten/KapazitÄaten c : E ! N:

ÂG(x; y; a) = 1 , (vjxj ; vjy j) 2 E ^ c(vjxj ; vjy j) = jaj

Daniel Sawitzki Algorithmik implizit reprÄasentierter Graphen
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Ausgangssituation

OBDDs ¯nden vieleerfolgreicheAnwendungenin CAD, Model
Checking,IntegerProgramming,RelationaleAlgebra, . . .

Algorithmen sind reineHeuristiken.

Alle Analysensind experimentelloder zu grob.

BehandelteProblemesind anwendungsspezi¯sch.

1997:Hachtel,Somenziet al. stellenOBDD-Algorithmen fÄur
bekannte Graphproblemevor.

) UntersuchepraktischenErfolg austheoretischerSicht!
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OBDD-Op erationen in Graphalgorithmen

LogischeOBDD-OperationensimulierenMengenoperationen:

A := B \ C ¼ ÂA(x) := ÂB (x) ^ ÂC (x)

Wichtig: QuantorensequenzenÄuber ­(log jV j) Bits:

ÂA(x) := (9y)ÂB (x; y); y 2 f 0; 1gn
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i := 0; R0(x) := (jxj = s)
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Operationsanzahl als grobes Laufzeitma¼

Hauptaspekte impliziter Algorithmen: Operationsanzahlund
OBDD-GrÄo¼en

KleineOBDDs nur in SpezialfÄallen,Analyseschwierig
ÄUblichesGÄutema¼:Anzahlder Operationen

Gentilini, Piazza,Policriti: Starker Zusammenhang(SODA'03)
Gentilini, Policriti: Zweizusammenhang(ISAAC'03)
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Probleme und LÄosungsansÄatze

AllgemeineBeobachtung:WenigeOperationen) Gro¼e
OBDDs

Beispiel:BFS
"
meist\ e±zienter als iterativesQuadrieren

Ziel: Analyseeinigerinterpretierbarer OBDDs

ÂG ! F1 ! F2 ! F3 ! F4 ! ¢¢¢! Fr

Bsp.: F2 und F4 sind klein; konstant vieleZwischenschritte

Problem:Quantoren Äuber ­(log jV j) Variablen

Ci +1 (x; y) := (9zn¡ 1; : : : ; z0)[Ci (x; z) ^ Ci (z; y)]
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De¯nition: OBDD-Breite

De¯nition

Die Breite einesOBDDs ist die
maximaleAnzahlKnoten mit
gleicherVar.-Markierung.
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Graphfolgen und OBDD-Breite

BetrachteGraphfolge(Gn)n und OBDD-Folge(ÂGn)n.

Breite b = O(1) ) Festparameteralgorithmen

G1 G2 G3
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OBDD-Breite als Festparameter

Satz

OBDD-Operationensowie Quantorensequenzensind
Fixed-ParameterTractablebzgl. der vollstÄandigenOBDD-Breite w.
Zeit/Platz: O(nw log(n)¯ (w)) .
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Analysewerkzeuge

Technik:ZeigeBreite O(1) fÄur interpretierbare
Zwischenergebnisse.

Baustein:Threshold-Funktionen

f
³

x(1) ; : : : ; x(k)
´

=

Ã
kX

i =1

±i ¢
¯
¯
¯x(i )

¯
¯
¯ ¸ T

!

Gitter: ÂG(x; y) = (jr (x) ¡ r (y)j = 1) © (jc(x) ¡ c(y)j = 1)

WeitereBsp.: Pfade,Kreise,Wheels,Fans,Stars

AbschlussgegenO(1) OBDD-Op. ) AbschlussgegenO(1)
Graphop.(z. B. Vereinigung,Produkt)
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Analyseresultate

Flussmaximierungauf Gittern: O(log3(jV j) ¢loglog(jV j))
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Beobachtung:Implizite Algorithmen Äahnelnparallelen
Algorithmen.
Bsp.: ÂG(x; y) ^ P(x) behandeltalle x 2 f 0; 1gn

"
parallel\ .

BeziehungzwischenbeidenKonzepten?Formalisiere
SymbolischeRAM:
ArbeitsregisterR0; R1; : : : und FunktionsregisterS0; S1; : : :
Eingabe ÂI (x) = Ijxj und Ausgabe ÂO (x) = Ojxj in S0,
N := jI j = 2n, ÂI ; ÂO : f 0; 1gn ! f 0; 1g

Satz

SRAM M mit Zeit tM (N) kann von PRAM M 0 mit Nk

Prozessoren in Zeit O(( tM (N))2 ¢log2 N) simuliert werden.
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Folgerung

P-vollstÄandigeProblemehaben keinesymbolischenAlgorithmen
mit O(logk N) logischenOperationen(es seidennP=NC).

Resultat ist unabhÄangigvon der Funktionsdatenstruktur
(OBDDs, etc.).

SimulationparallelerAlgorithmen erscheintschwierig.

O®en:0-1 Flussmaximierung2 NC?
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De¯nition

Problem¦ = (¦ 1; ¦ 2; : : : ) 2 FPT :, Jedes¦ k hat
O(N® ¢¯ (k))-Algo. fÄur konst. ® und ¯ : N ! N.

Eingabe- und/oder Ausgabe-Breiteals Festparameter

FPT-Algorithmen fÄur weitereGraphprobleme?

Satz

P 6= PSPACE) MaxFlow, APSP, SSSP, Erreichbarkeit, Trans.
Abschluss,MST, Kreisfreiheit,Bipartitheit, PlanaritÄat, . . . 62FPT
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Technik:Modi¯ziere Reduktion

L · p s{ t -Zusammenhangauf OBDD ÂG

fÄur L 2 PSPACE (Feigenbaumet al., STACS'98).
ZustandsgraphGM einerTM M hat konstanteOBDD-Breite
M pol. platzbeschrÄankt ) polynomielleKonf.-kodierung
Bsp.: MST, Eingabe ÂG(x; y; a), Ausgabe MST(x; y; a)
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Problem und Ansatz

Bisher:Problemeauf OBDDs PSPACE-hart
GewÄunscht:Unbedingteexp. untereSchranken fÄur
Ergebnis-OBDDs(also Zeit und Platz)
1) Eingabe-OBDD konstant breit

Mit Bausteinfunkt.und FPT-Operationen
2) Ausgabe-OBDDsexp. gro¼

? { bisher:Multiplikation, ISA, HWB

BetrachteFunktionenFn = (fn;1; : : : ; fn;m)
Idee: ÄUbertragebekannte Schranken fÄur fn;i auf Fn-GRAPH
mit

Fn-GRAPH(x; y) =
^

i

fi (x) = yi :

Daniel Sawitzki Algorithmik implizit reprÄasentierter Graphen



OBDDs und Motivation
Algorithmen mit wenigen OBDD-Op erationen

Analyse der Gesamtlaufzeit
HÄarteresultate

Konkrete exponentielle untere Schranken
Fazit und Ausblick

Problem und Ansatz
Resultate

Problem und Ansatz

Bisher:Problemeauf OBDDs PSPACE-hart
GewÄunscht:Unbedingteexp. untereSchranken fÄur
Ergebnis-OBDDs(also Zeit und Platz)
1) Eingabe-OBDD konstant breit

Mit Bausteinfunkt.und FPT-Operationen
2) Ausgabe-OBDDsexp. gro¼

? { bisher:Multiplikation, ISA, HWB

BetrachteFunktionenFn = (fn;1; : : : ; fn;m)
Idee: ÄUbertragebekannte Schranken fÄur fn;i auf Fn-GRAPH
mit

Fn-GRAPH(x; y) =
^

i

fi (x) = yi :

Daniel Sawitzki Algorithmik implizit reprÄasentierter Graphen



OBDDs und Motivation
Algorithmen mit wenigen OBDD-Op erationen

Analyse der Gesamtlaufzeit
HÄarteresultate

Konkrete exponentielle untere Schranken
Fazit und Ausblick

Problem und Ansatz
Resultate

Problem und Ansatz

Bisher:Problemeauf OBDDs PSPACE-hart
GewÄunscht:Unbedingteexp. untereSchranken fÄur
Ergebnis-OBDDs(also Zeit und Platz)
1) Eingabe-OBDD konstant breit

Mit Bausteinfunkt.und FPT-Operationen
2) Ausgabe-OBDDsexp. gro¼

? { bisher:Multiplikation, ISA, HWB

BetrachteFunktionenFn = (fn;1; : : : ; fn;m)
Idee: ÄUbertragebekannte Schranken fÄur fn;i auf Fn-GRAPH
mit

Fn-GRAPH(x; y) =
^

i

fi (x) = yi :

Daniel Sawitzki Algorithmik implizit reprÄasentierter Graphen



OBDDs und Motivation
Algorithmen mit wenigen OBDD-Op erationen

Analyse der Gesamtlaufzeit
HÄarteresultate

Konkrete exponentielle untere Schranken
Fazit und Ausblick

Problem und Ansatz
Resultate

Problem und Ansatz

Bisher:Problemeauf OBDDs PSPACE-hart
GewÄunscht:Unbedingteexp. untereSchranken fÄur
Ergebnis-OBDDs(also Zeit und Platz)
1) Eingabe-OBDD konstant breit

Mit Bausteinfunkt.und FPT-Operationen
2) Ausgabe-OBDDsexp. gro¼

? { bisher:Multiplikation, ISA, HWB

BetrachteFunktionenFn = (fn;1; : : : ; fn;m)
Idee: ÄUbertragebekannte Schranken fÄur fn;i auf Fn-GRAPH
mit

Fn-GRAPH(x; y) =
^

i

fi (x) = yi :

Daniel Sawitzki Algorithmik implizit reprÄasentierter Graphen



OBDDs und Motivation
Algorithmen mit wenigen OBDD-Op erationen

Analyse der Gesamtlaufzeit
HÄarteresultate

Konkrete exponentielle untere Schranken
Fazit und Ausblick

Problem und Ansatz
Resultate

Problem und Ansatz

Bisher:Problemeauf OBDDs PSPACE-hart
GewÄunscht:Unbedingteexp. untereSchranken fÄur
Ergebnis-OBDDs(also Zeit und Platz)
1) Eingabe-OBDD konstant breit

Mit Bausteinfunkt.und FPT-Operationen
2) Ausgabe-OBDDsexp. gro¼

? { bisher:Multiplikation, ISA, HWB

BetrachteFunktionenFn = (fn;1; : : : ; fn;m)
Idee: ÄUbertragebekannte Schranken fÄur fn;i auf Fn-GRAPH
mit

Fn-GRAPH(x; y) =
^

i

fi (x) = yi :

Daniel Sawitzki Algorithmik implizit reprÄasentierter Graphen



OBDDs und Motivation
Algorithmen mit wenigen OBDD-Op erationen

Analyse der Gesamtlaufzeit
HÄarteresultate

Konkrete exponentielle untere Schranken
Fazit und Ausblick

Problem und Ansatz
Resultate

Problem und Ansatz

Bisher:Problemeauf OBDDs PSPACE-hart
GewÄunscht:Unbedingteexp. untereSchranken fÄur
Ergebnis-OBDDs(also Zeit und Platz)
1) Eingabe-OBDD konstant breit

Mit Bausteinfunkt.und FPT-Operationen
2) Ausgabe-OBDDsexp. gro¼

? { bisher:Multiplikation, ISA, HWB

BetrachteFunktionenFn = (fn;1; : : : ; fn;m)
Idee: ÄUbertragebekannte Schranken fÄur fn;i auf Fn-GRAPH
mit

Fn-GRAPH(x; y) =
^

i

fi (x) = yi :

Daniel Sawitzki Algorithmik implizit reprÄasentierter Graphen



OBDDs und Motivation
Algorithmen mit wenigen OBDD-Op erationen

Analyse der Gesamtlaufzeit
HÄarteresultate

Konkrete exponentielle untere Schranken
Fazit und Ausblick

Problem und Ansatz
Resultate

Problem und Ansatz

Bisher:Problemeauf OBDDs PSPACE-hart
GewÄunscht:Unbedingteexp. untereSchranken fÄur
Ergebnis-OBDDs(also Zeit und Platz)
1) Eingabe-OBDD konstant breit

Mit Bausteinfunkt.und FPT-Operationen
2) Ausgabe-OBDDsexp. gro¼

? { bisher:Multiplikation, ISA, HWB

BetrachteFunktionenFn = (fn;1; : : : ; fn;m)
Idee: ÄUbertragebekannte Schranken fÄur fn;i auf Fn-GRAPH
mit

Fn-GRAPH(x; y) =
^

i

fi (x) = yi :

Daniel Sawitzki Algorithmik implizit reprÄasentierter Graphen



OBDDs und Motivation
Algorithmen mit wenigen OBDD-Op erationen

Analyse der Gesamtlaufzeit
HÄarteresultate

Konkrete exponentielle untere Schranken
Fazit und Ausblick

Problem und Ansatz
Resultate

Problem und Ansatz

Bisher:Problemeauf OBDDs PSPACE-hart
GewÄunscht:Unbedingteexp. untereSchranken fÄur
Ergebnis-OBDDs(also Zeit und Platz)
1) Eingabe-OBDD konstant breit

Mit Bausteinfunkt.und FPT-Operationen
2) Ausgabe-OBDDsexp. gro¼

? { bisher:Multiplikation, ISA, HWB

BetrachteFunktionenFn = (fn;1; : : : ; fn;m)
Idee: ÄUbertragebekannte Schranken fÄur fn;i auf Fn-GRAPH
mit

Fn-GRAPH(x; y) =
^

i

fi (x) = yi :

Daniel Sawitzki Algorithmik implizit reprÄasentierter Graphen



OBDDs und Motivation
Algorithmen mit wenigen OBDD-Op erationen

Analyse der Gesamtlaufzeit
HÄarteresultate

Konkrete exponentielle untere Schranken
Fazit und Ausblick

Problem und Ansatz
Resultate

Resultate

UntereSchranken fÄur fn;i geltennicht unbedingt fÄur
Fn-GRAPH.
ÄUbertragunggelingt fÄur Multiplikation, ISA und HWB (S.,
SOFSEM'05).

Konkret: MULTn-GRAPH(x; y; z) =
V

i [(jxj ¢jyj) i = zi ]

Satz

MaxFlow, SSSP, Erreichbarkeit haben exp. PlatzkomplexitÄat auf
OBDD-Eingaben konstanterBreite.
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\That's all Folks!"
Literatur: http://ls2-www.cs.uni-dortmund.de/spp1126/
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