3 Randomisierte Protokolle

3.4 Approximierende Protokolle

Wir stellen in diesem Abschnitt miaos Minimax-Prinzigin allgemeines Prinzip zum Nach-
weis von unteren Schranken fur randomisierte Protokolteweiseitigem Fehler vor, das wir
dann spater auf verschiedene Weisen zu kompletten Temailksbauen. Die Grundidee dabei
ist es, aus einem randomisierten Protokoll mit kleiner Eethhrscheinlichkeit eideterminis-
tischesProtokoll mit hochstens gleich grofRer Komplexitat ale#ein, das fur einen kleinen Teil
der Eingaben falsch rechnen darf.

Definition: Sei eine Funktionf: X x Y — Z gegeben und sei eine Wahrscheinlichkeits-
verteilung aufX x Y. Ein deterministisches Protokapproximiert f mit Fehlee beziglich u
(bzw. heil3tapproximierendes Protokollif f mit Fehlere beziglich x), wenn es hochstens auf
einems-Anteil aller Eingaben bezuglich einen vonf abweichenden Wert liefert. MDD, ()
bezeichnen wir die minimale Komplexitat eines Protokaliss f mit Fehlere bezuglichu ap-
proximiert.

Wir ersetzen also die Wahrscheinlichkeitsverteilungriden Zufallsbits von Alice und Bob
durch eine Wahrscheinlichkeitsverteilung tiber &@mgaben

Wir bezeichnen mifuniform* die Gleichverteilung auf dem jeweils betrachte(sich aus dem
Kontext ergebenden) Definitionsbereich. Wir beschreiherazhst die grundsatzliche Idee fur
den Nachweis von unteren Schranken fur den Fall der Gleitédung. Wir betrachten ein ran-
domisiertes Protokoll fur eine Funktioh: X x Y — {0, 1} mit Fehlere und insgesamt Zu-
fallsbits fur Alice und Bob als Gleichverteilung Uber dehinistischen ProtokolleRy, . . ., Px.
Wir definieren dieFehlermatrix F des Protokolls wie folgt: Fux € X undy € Y ssei
F(x,y),R) = 1,fallsP(x,y) # f(x,y) und F((x,y), B) = 0 sonst. Dann gibt es auf-
grund der Fehlerschranke des Protokolls in jeder Zgiley) von F hochstens eines-Antell
Einsen. Damit hat die Matrix auch insgesamt hochstensei#nteil von Einsen, woraus wie-
derum folgt, dass es mindestens eine Spltait hochstens einenrtAnteil von Einsen geben
muss. Also ist dieseB ein approximierendes Protokoll fifr mit Fehlere und mit hochstens
so hoher Komplexitat wie das urspringliche Protokollr Waben also gezeigt, dass

Duniforms(f) < Re(f).

Wir erhalten damit untere Schranken fur randomisiertedkadle mit zweiseitigem Fehler,
wenn wir in der Lage sind, solche Schranken fur approxiende Protokolle nachzuweisen.
Tatsachlich lasst sich sogar die randomisierte Kommatiokskomplexitat midffentlichenzu-
fallsbits genau durch die Komplexitat approximierendext&kolle charakterisieren.

Satz (Yaos Minimax-Prinzip):
(1) RP“"> max D,..(f) | u Verteilung auf Xx Y}.
(2) Furalles > 0gilt: Rfig < maxD, .(f) | u Verteilung auf Xx Y}.
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Beweis: Teil (1): Dieser Teil ergibt sich sofort aus den Voriiberlegungemota diese auch fur
randomisierte Protokolle mit 6ffentlichem Zufall funétiieren und analog auch mit beliebigen
Verteilungen anstelle der Gleichverteilung.

Teil (2): Seic := max, D, .(f). Wir betrachten folgendes Zwei-Personen-Nullsummenhspie
Alice wahlt ein deterministisches Protokdd der Komplexitatc, Bob eine Eingabéx, y).
Alice zahlt an Bob 1, fallsP auf (x, y) einen Fehler macht und sonst nichts. Aufgrund der
Definition vonc gibt es fur jede randomisierte Strategievzon Bob (die eine Wahrscheinlich-
keitsverteilung Uber den Eingaben darstellt) eine detastische Strategie von Alice (die ein
e-Fehler-Protokoll mit Komplexitat hochsteaslarstellt), fur die sie im Durchschnitt hochstens
¢ zahlen muss. Aufgrund des Minimax-Theorems der Spieltapbt es dann eine randomi-
sierte Strategie fur Alice (eine Verteilung UleBit-Protokollen), sodass sie fur jede beliebige,
insbesondere deterministische Strategie von Bob (alsgetie Eingabgx, y)) hochstens:
zahlen muss. Die randomisierte Strategie von Alice lasstdurch Runden der Wahrschein-
lichkeiten auf Binarzahlen endlicher Lange in ein randoentes Protokoll mit 6ffentlichem
Zufall umwandeln, dag mit Fehlere + ¢ fur beliebig kleined > 0 berechnet. O

Es bleibt nun die Aufgabe, untere Schranken fur approxenige Protokolle mit kleinem Fehler
nachzuweisen. In den nachsten zwei Abschnitten stelleemsprechende Techniken dafur vor.

3.5 Korruption

Die Korruptionstechnik greift die Idee der Rechteckmallrmédé zum Nachweis von unteren
Schranken fur nichtdeterministische Protokolle aus k@i auf. Dabei ging es darum, zu zei-
gen, dass jedes 1-Rechteck fir die betrachtete Funktiolklaines Gewicht bezuglich einer
geschickt gewahlten Eingabeverteilung hat, wahrene@@rdeits die 1-Eingaben der Funktion
hohes Gewicht beziiglich dieser Verteilung haben. Da digntraben bei nichtdeterministi-
schen Protokollen exakt von 1-Rechtecken tiberdeckt wemtessen, ergab sich daraus direkt
eine entsprechende untere Schranke fir die Anzahl ligabfi-Rechtecke.

Bei approximierenden Protokollen (mit zweiseitigem Fehleerden die 0- bzw. 1-Eingaben
im Allgemeinen nicht mehr exakt von entsprechend gefarliRechtecken tberdeckt. Typi-
scherweise haben wir Rechtecke, auf denen zwar gro3genatitig gerechnet wird, die aber
durch einige falsch gefarbte Eingabemrunreinigt* (englcorrupted sind.

Definition: Sei f: X x Y — {0, 1} und eine Wahrscheinlichkeitsverteilupgauf X x Y

gegeben. SeR ein Rechteck inX x Y und seic € {0, 1}. Dann heil3tR ¢-Fehler-c-Rechteck
fur f bediglich u, falls (RN f~1@©)) < ¢ - u(R).

Wir zeigen im Folgenden, dass man die Idee der RechtecknthBdeeauf diese leicht verun-
reinigten Rechtecke verallgemeinern kann.
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Satz (Korruptionstechnik): Sei f: X x Y — {0, 1} und eine Wahrscheinlichkeitsverteilung
u auf X x Y von f gegeben. Sai(f ~1(1)) > Ounde/u(f~1(1)) < ¢ < 1und seip das
groRte Gewicht eines-Fehler1-Rechtecksifr f beziglich . Dann gilt

Do (f) = log[(u(f (D) —e/e’)/p]

Beweis: Sei P ein deterministisches Protokoll, ddsmit Fehlere bezuglichu approximiert.
Seig die vonP berechnete Funktion. Dann stimmhochstens auf einemAnteil aller Einga-
ben beziiglich: nicht mit f iiberein. O.B.d. A. isp(g~1(1)) > 0, da sonst = u(f~1(1)),
¢’ = 1 und damit die untere Schranke 0 und trivialerweise d@rfaiienRy, ..., R¢ (mitk > 1)
die 1-Rechtecke voPR. Unser Ziel ist es zu zeigen, dass

k = (u(f72 Q) —e/e')/p
gilt, woraus offensichtlich die behauptete untere Schednlgt.

Definiere

k
o = > u(RNTH0) und &1 := u(fHQD)—u(f D) Ng™Q).
i=1

Dies sind die Gewichte der Eingaben, fur diedie Ausgabe 0 berechnet, das Protokell
jedoch falschlicherweise 1 ausgibt bzw. umgekehrt. Damess aufgrund der Fehlerschranke
€0+ €1 < ¢ gelten.

Furi =1,...,kseip; := u(R N f710))/u(R), d. h.p; ist der relative Fehler des Protokolls
auf dem RechtecR, . Durch Dividieren der Definition vorag durch«(g=1(1)) ergibt sich:

: #(R) 0
ép " u@ ) T u@ @)

Die Zahlenu(R)/u(g~%(1)),i = 1, ..., k, definieren offensichtlich eine Wahrscheinlichkeits-
verteilung auf{1, ..., k}. Die Gleichung oben besagt, dass der Erwartungswernbder ., px
beziglich dieser Verteilungy/u(g~1(1)) ist. Seil := {i | pi < ¢'}. GemaR Markoffunglei-
chung folgt dann, dass
pR) e 1
S @) T o) ¢

Fur allei € | gilt nun aber aufgrund der Definition vgn dassu (R;) < p ist. Also folgt

D uR) < kop.

iel

& D uR) = p@t®) -2

iel

Zusammensetzen der letzten beiden Ungleichungen undathesuss der Definitiola, ergeben-
den Abschatzung

w(@t@) = w(F*OWNgtQ) = u(F Q) — e
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liefert
k > (p(fH2) — 61— e0/e') /p.

Unter der Nebenbedingung + ¢1 < ¢ wird die rechte Seite als Funktion der Variablen
undeq minimal fureg = ¢ unde; = 0, d. h.

k = (u(f71Q) —¢/e')/p,

was zu zeigen war. O

Ein typisches Beispiel fur die Anwendung dieser Technédit die Disjunktheitsfunktion
DISJ,. Es ist nicht ganz einfach, eine passende Eingabevergedurfinden. Wir benotigen,
dass es viele 1-Eingaben gibt, aber andererseits jedesdRkcldas fast nur Einsen enthalt,
klein sein muss (bzw. aquivalent dazu jedes nicht gann&l®&®echteck durch viele Nullen
verunreinigt ist). Analog konnen wir naturlich auch (zsestiger Fehler) die 0-Eingaben be-
trachten. Wir beobachten, dass es beziglich der Gleitdilarg gro3e 0-Rechtecke gibt (es
reicht, wennx; = y; = 1 sind und die restlichen Bits beliebig belegt werden) undeagrseits
die Funktion nur wenige 1-Eingaben hat, denn fur zwei liigfgleichverteilt gewahlte Mengen
X,y C{1,...,n}qilt

Proy{xny =g} = 3"/22" "2 o,
Die Gleichverteilung ist also fur die Korruptionsmethadeht geeignet.

Wir wollen die Eingabeverteilung so wahlen, dass es sowiniein konstanten Anteil 0-Eingaben
als auch einen konstanten Anteil 1-Eingaben gibt. Wir raiisgann weiterhin noch eine gute
obere Schranke fir das Gewicht verrehler-1-Rechtecken zeigen. Wir stellen im Folgenden
zwei verschiedenen Eingabeverteilungen vor, die in deratur untersucht wurden.

e Babai-Frankl-Simon (1986). Bei dieser Verteilung werdeRr, y unabhangig voneinander
zufallig gleichverteilt unter allen Mengen der Gro(¥a gewahlt (der Einfachheit halber sei
n eine Quadratzahl). Dann gilt

(L
ProyixNy =0} = — 2 €5
(Jn)

wobei sich der Grenzwert durch Abschatzung der Binomigfkdenten mit stirlingscher
Formel ergibt. Weder der Anteil der 0-Eingaben noch der deinbaben konvergiert also
gegen 0. Damit ist allerdings noch nichts Uber die Gro3esv&ehler-Rechtecken gesagt.
Tatsachlich haben Babai, Frankl und Simon mit kombinattren Argumenten gezeigt, dass
fur eine hinreichend kleine Konstante- 0 jedes:-Fehler-1-Rechteck beztglich der soeben
definierten Verteilung: Gewicht 22&/™ hat. Damit liefert der Satz iiber die Korruptions-
technik die untere Schrank®, .(DIS},) = Q(4y/n) und zusammen mit Yaos Minimax-
Prinzip haben wir auclR(DISJ,) = Q(/n).
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Das besondere an der erhaltenen Schranke fir die appeyeingen Protokolle ist, dass
sie sogar speziell fur eine Verteilung erzielt wurde, bei dlice und Bob ihre Eingaben
unabhangig voneinander wahlen. Solche VerteilungeRerdRechteckverteilungende-
rerseits konstruieren Babai, Frankl und Simon auch fliebaje Rechteckverteilungen ap-
proximierende Protokolle, die Komplexit&i(,/nlogn) haben. Prinzipiell ist es also nicht
maoglich, mit Hilfe solcher Verteilungen wesentlich bagsals wurzelige untere Schranken
fur DISJ, zu zeigen.

e Razborov (1991). Es wurde seit den ersten Arbeiten tiber Kommunikationskexitat ver-
mutet, dass DISJlineare randomisierte Komplexitat erfordert, aber e@®1 gelang un-
abhangig voneinander Kalyanasundaram und SchnitgerRanborov der Nachweis. Raz-
borovs Beweis ist eine direkte Anwendung der Korruptiorthime@e mit einer expliziten Ein-
gabeverteilung (dies kann zwangslaufig keine Rechtetdiianmg mehr sein). Um diese zu
definieren, sen = 4¢ — 1 fur ein¢ € N. Wir wahlen zunachst zufallig gleichverteilt disjunk-
te Teilmengerily, To, {i} € {1,...,n}, wobei|T1| = |T2| = 2¢ — 1 sei. Wir wahlen dann
X C T U{i}undy C T, U {i} zufallig gleichverteilt mitx| = |y| = ¢. Es ist

20-1)2 2
1 Ga) " _ 1
HOISFIO) =~ = () -3

l

und damit aucm(DIS\.El(l)) = 3/4. Razborov hat gezeigt (siehe auch Abschnitt 4.6 im
Buch von Kushilevitz und Nisan), dass fur eine hinreich&feine Konstantee > 0 je-
dese-Fehler-1-Rechteck firr DI§beziiglichu Gewicht hochstens22(™ hat. Daraus folgt
D,..(DIS}) = Q(n) undR(DISH) = Q(n).

Wir sparen uns an dieser Stelle die entsprechenden BewetidRethteckmal3-Schranken, da
wir im Kapitel 5 noch einmal ausfuhrlich mit einer moderereMethode (basierend auf Infor-
mationskomplexitat) nachweisen werden, dass die Disheaitsfunktion lineare randomisierte
Kommunikationskomplexitat erfordert.






4 Informationstheoretische Grundlagen

4.1 Entropie

Die (Shannon-)Entropienisst intuitiv die Unsicherheit ber den Ausgang einesaliséxperi-
ments, bevor wir dessen Ergebnis kennen bzw. etwas formigéynsicherheit Uber den Wert
einer Zufallsvariablen. Dual dazu ist die Sichtweise aésMenge arinformation die wir ge-
winnen, wenn wir den Ausgang des Zufallsexperiments ezfahr

Definition 4.1: Sei X eine Zufallsvariable mit endlichem Wertebereighund furx € R sei
p(x) := Pr{X = x}. Dann ist dieEntropie von X H (X), definiert gemaf

H(X) = = > p(x)log p(x),
xeR
wobeilog den Logarithmus zur Basis 2 bezeichnet. Altewrsatinreibt man bei gegebener Wahr-
scheinlichkeitsverteilung: R — [0, 1] auchH (p) fur die Entropie vorp.

Wir erlauben in dieser Definition auch den Fplix) = 0, indem wir O- log 0 := 0 definieren
(dies kann man dadurch rechtfertigen, dass/ligx logx = 0 ist). Folgende Eigenschaften
ergeben sich direkt aus der Definition:

Fakt 4.2:
(1) Sei U die Gleichverteilung auf R. Dann gilt(H) = log |R|.
(2) Fur beliebige Zufallsvariablen X gilt IHX) > 0.

Wir werden spater auch zeigen, da$éX) < log|R| gilt mit Gleichheit genau dann, wenx
die Gleichverteilung auR ist.

Die Definition der Entropie kann man axiomatisch begrin@erhe Cover und Thomas, Chap-
ter 2, Exercise 4). Praktisch interessanter ist die Tatsatdss man formal nachweisen kann,
dass fur die erwartete LangéX) einer Codierung der Zufallsvariabletdurch Bitstrings gilt:

H(X) < £(X) < H(X)+ 1.

Dies ist der Inhalt dedloiseless-Coding-Theoremen Shannon. Anders ausgedrickt: Wenn
wir einen Strom von unabhangigen, wieverteilten Datensymbolen in binar codierter Form
uber einen fehlerfreien Kanal so ubertragen wollen, désse aus den Codewortern eindeutig
rickgewinnbar sind, dann sind dazu mindestdiiX) Bits notwendig und maximaH (X) + 1

Bits reichen aus. Die Entropie gibt also insbesondere diselate theoretische untere Schranke
fur mogliche Datenkompression vor. Fur Details dazu zimdielen weiteren Anwendungen des
Entropiebegriffs, die wir hier nicht diskutieren konnsirehe das Buch von Cover und Thomas.

Definition 4.3: Die binare Entropie H(p) ist die Entropie einer 0-1-wertigen Zufallsvaria-
blen X mit P{X = 1} = p (und damit Pf{X = 0} = 1 — p), also

Ha(p) = —plogp — (1 — p)log(l— p).



Offensichtlich istH(0) = H(1) = 0 undH(1/2) = 1. Der Funktionsgraph fur den gesamten
Definitionsbereich sieht so aus:

o
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Abbildung 4.1: Binare Entropiefunktion.
Definition 4.4: SeienX, Y Zufallsvariablen mit endlichen WertebereichenS. Dann definie-
ren wir
(1) diegemeinsame Entropie von X undal

H(X,Y) = — Z Pr{X =x,Y =y}logP{X = x,Y = y}.
xeR,yeS

(2) diebedingte Entropie von Y gegebenraks

HY[X) = D P{X=x} - H(Y|X=X).

xeR

Der AusdruckH (Y | X = Xx) bezeichnet dabei nichts weiter als die Entropie der Zufalla-
blenY unter der Bedingung = x, d. h. der Wahrscheinlichkeitsverteilupgmit

P{Y =y, X =X}
PriX =x}

Wir halten noch folgende Umformulierung der Definition fest

HIY[X) = D P{X=x} D> PY=y|X=x}logP{Y =y | X =X}

ply) = PlY =y | X=X} =

xeR yeS
= > PiX=xY=y}logPHY =y|X=x}.
xeR,yeS

Als eine einfache Anwendung der Definition zeigen wir:

Satz 4.5: Sei X eine Zufallsvariable mit endlichem Wertebereich RfSdR — S eine belie-
bige Funktion. Dann gilt Hf (X) | X) = 0.



Beweis: Anwenden der Definition liefert

H(F(X) [ X) = D PrX =x}- H(fF(X)| X =X).

xeR

Die Zufallsvariable f (X) nimmt unter Bedingung< = x den festen Wertf (x) an, d.h.
H(f(X)| X = x) = 0 fur allex. Daraus folgt die Behauptung. O

Die Begriffe der gemeinsamen und bedingten Entropie hanlyech folgende wichtige und
auch intuitiv einleuchtende Formel zusammen:

Satz 4.6 (Kettenregel fur die Entropie): H(X,Y) = H(X)+ H(Y | X) = H(Y)+ H(X|Y).

Beweis: Es reicht, die erste Gleichheit zu zeigen:

H(X,Y) = = > PriX =x,Y =y}logP{X = x,Y =y}
X,y
= — D> PAX=XY = y}log(PrX = x} PHY =y | X = x})
X,y

= —ZPr{X:x,Y:y}IogPr{X=X}

Xy = D> P{X=XY =y}logPY =y | X =x}
X,y

= —ZPr{X:x}logPr{X:x}—ZPr{X=x,Y=y}IogPr{Y:y| X =x}
X X,y
= H(X)— H(Y | X).

Wir bemerken noch, dass sich die behandelten Begriffe duf iagende Weise auf mehr als
zwei Zufallsvariablen fortsetzen, z. B. ibl(X1, ..., X;,) die Entropie der gemeinsamen Ver-
teilung der ZufallsvariablerXq, ..., X,. Auch bedingte Entropien mit mehreren Bedingun-
gen, z.B.H(X|Yy,...,Yy), sind durch die obige Definition mit erfasst: Wir interpesén
(Y1, ..., Yp) als einzelne Zufallsvariable mit der gemeinsamen VenmegikonYi, . .., Yu.

Schliel3lich bleiben die bereits hergeleiteten Gleichunged Ungleichungen fur Entropien
gultig, wenn auf beiden Seiten Uberall jeweils die glei@edingung hinzugefiuigt wird. Dies
folgt direkt durch Anwenden der Definition der bedingtenrgpte (Durchschnittsbildung auf
beiden Seiten). Z. B. erhalten wir so eine bedingte Versarkettenregel,

HX,Y|Z) = HX|Z2)+ HY | X,Z2) = HY|Z)+ H(XY, 2).
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4.2 Relative Entropie

Die relative Entropie ist eines von vielen MalR3en, mit deneahk&cheinlichkeitsverteilungen
verglichen werden konnen. Wir fihren den Begriff hier,ala sich damit einige wichtige Be-
ziehungen zwischen den Entropien von zwei (oder mehr) Bufaiiablen auf elegante Weise
herleiten lassen.

Definition 4.7: Seienp und q Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf dem endlichen Verte
reich R. Dann ist dierelative Entropie zwischen p und(guchKullback-Leibler-Divergenz von
p und ggenannt) definiert als

KL(p,q) := D p(x)log——=

xeR

pP(x)
q(x)’

Wir benutzen dabei die Konventiongd- log ~2- q00 = = 0" und, p(x) - log =5 PO — oo, Wir werden
zeigen, dass immer Klp, q) > 0 gilt mltGIelchhelt genau dann, werm g. Intuitiv ist es
hilfreich, die relative Entropie als Mal3 fur die Verscheetheit zwischen den Verteilunggn
undq aufzufassen. Allerdings ist die relative Entropie keineikeda sie weder symmetrisch
in p undq ist, noch die Dreiecksungleichung erfillt (wie man an aafifen Beispielen sehen
kann).

Beispiel: Betrachte zwei Verteilungep undq auf {0, 1} mit p(0) = p(1) = 1/2 undq(0) =
1/4,q(1) = 3/4. Dann gilt

1/2 1/2 1
KL(p,q) = (log 1§4 +lo g3§4) =3

B 1/4 3 3/4 1
KL, p) = Igl/2+ 1/2 2t3

Satz 4.8 (Nichtnegativiét der relativen Entropie): Fur belleblge Wahrscheinlichkeitsvertei-
lungen p g auf dem endlichen Wertebereich R ¢ilt (p, q) > 0 mit Gleichheit genau dann,
wenn p= q.

2
(1+Iog§) ~ 0,208 und

3
3l og3 ~ 0,189

Beweis: Wir benutzen die aus der Analysis bekannte Tatsache, daafiéx > 0 gilt: Inx <
X — 1, wobei Gleichheit genau fix = 1 eintritt. Aul3erdem ist log = '"’}’é 0O.B.d. A. nehmen
wir an, dasp(x) > O fur allex € R. Damit erhalten wir

_ a0y _ L ax
KL(p.a) = > p(X) (—Iog(—x)) = '”Zx;p(){)( In (X))

1 q(x) 1 1
- mz P(x) (1—@) = @XEZR(p(x)—q(x)) = -1 =

Damit ist die Nichtnegativitat gezeigt. Gleichheit tmitir dann ein, wenn bei den Abschatzun-
gen fur allex € R Gleichheit vorliegt, d. h. wenn fur alle € R gilt, dassq(x)/p(x) = 1.
O

Folgerung 4.9: Sei X eine Zufallsvariable mit Wertebereich R. Dann gil®Hl < log |R]|.
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Beweis: Sei p die Verteilung vonX undu die Gleichverteilung auR. Dann ist

KL(p.u) = 3 p0x)log 2 = IogIRI~ H(X),
xeR

Damit folgt die Behauptung aus Satz 4.8. O

4.3 Wechselseitige Information

Unser Ziel ist es hier, die Information (bzw. Reduktion detrgpie) zu messen, die eine Zu-
fallsvariable Uber eine andere liefert.

Definition 4.10: Fur zwei ZufallsvariableiX, Y mit endlichem Wertebereich definieren wir die
wechselseitige Information zwischen X undiYX:Y), durchl (X:Y) := H(X) + H(Y) —
H(X,Y).

Offensichtlich ist das neu definierte Mald symmetrisciXinnd Y, d. h. X liefert tberY ge-
nausoviel Information wie¥ Uber X. Mit der Kettenregel fiir die Entropie ergibt sich aus der
Definition die folgende, leichter intuitiv interpretiemgaCharakterisierung der wechselseitigen
Information:

Fakt4.11: 1 (X:Y) = H(X) — H(X|Y) = H(Y) = H(Y | X).

Die bedingte Entropiéi (X | Y) misst, wieviel Unsicherheit Ubet verbleibt, wenn wiry ken-
nen lernen. Das Maly(X :Y) gibt damit die Reduktion der Unsicherheit ub¢ran, die statt-
findet, wenn wirY kennen lernen. Analoges gilt mit vertauschten Rollen MomndY .

Weiterhin konnen wir die wechselseitige Information anahHilfe der relativen Entropie cha-
rakterisieren:

Satz 4.12: Fur zwei Zufallsvariablen X und Y seiery ppy die zugebrigen Verteilungen, es
sei p deren gemeinsame Verteilung (d. fx,py) = P{X = x, Y = y} fur alle x, y) und es sei
px ® py die Produktverteilung vonypund py ((px ® py)(X, y) = Pr{X = x} - PH{Y = y} flur
alle x, y). Dann gilt 1(X:Y) = KL(p, px ® pv).

Die wechselseitige Information misst also den Unterschwdchen der tatsachlich vorliegen-
den gemeinsamen Verteilung véhundY und der Verteilung, die im Falle von Unabhangigkeit
vorliegen wirde.

Beweis:
p(X, y)
KL (p, -
(P, PX®PY) Zp(x N9 o %
= —Z p(x, y) log px (x) — Z p(x, y) log pv(y)+Z p(x, y) log p(x, y)
X,y

= H(X)+H(Y)—H(X,Y) = 1(X:Y).
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Satz 4.12 liefert zusammen mit der Nichtnegativitat d&tieen Entropie (Satz 4.8) sofort:

Satz 4.13 (Nichtnegativiait der wechselseitigen Information): | (X, Y) > 0 mit Gleichheit
genau dann, wenn X und Y unainigig sind.

Das folgende Venn-Diagramm veranschaulicht die Bezielmwigchen den wichtigsten bisher
behandelten MalRen (wobei man dies nur als Merkhilfe benutirel nicht wortlich nehmen
sollte, da die auftauchenden Objekte gar keine Mengen.sind)

H(X,Y)
H (X) H(Y)

Abbildung 4.2: Beziehungen zwischen den grundlegenderopieimalien.

Im Rest des Abschnittes leiten wir einige weitere grundhelgeEigenschaften der jetzt bekann-
ten informationstheoretischen Begriffe her, die wir in deatwendungen brauchen.

Folgerung 4.14 (Subadditivitat der Entropie): H(X,Y) < H(X)+ H(Y) mit Gleichheitheit
genau dann, wenn X und Y unalnigig sind.

Beweis: Folgt direkt aus der Definition der wechselseitigen Infatioraund deren Nichtnega-
tivitat (Satz 4.13). O

Die Subadditivitat der Entropie gilt offensichtlich (lakition) auch fur eine beliebige endliche
Anzahl von Zufallsvariablen, d. h. fur beliebiga, . .., X, ist

H(X1,..., Xp) < H(X7) + -+ H(Xp)
AulRerdem gelten analoge Aussagen, wenn Bedingungen afimgigverden, z. B.
H(X1, ..., XnlY) < HX11Y) 4+ -+ HXn 1Y)
Dies folgt direkt aus der vorhergehenden Gleichung und @diniion der bedingten Entropie.

Folgerung 4.15 (Bedingungen reduzieren die Entropie):H (Y | X) < H(Y).

Beweis: Die Kettenregel fur die Entropig] (X, Y) = H(X)+H (Y | X), und die Subadditivitat
der Entropie liefern zusammen die Behauptung. O
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Satz 4.16 (Superadditivitit der wechselseitigen Information): Seien X, ..., Xu, Y Zufalls-
variablen mit endlichem Wertebereich, wobeij, X ., X, voneinander unalkimgig seien. Sei
X :=(Xq,..., Xp). Dann gilt

LX:Y) = DT1(Xi:Y).
i=1

Beweis:
1(X:Y) = H(Xq, ..., Xn) = H(X1, ..., Xn|Y)
= > H(X)) —H(X1...., Xa|Y)  (Unabhangigkeit deXi. . .., Xp)

|
> Z H(X;) — Z H(Xi 1Y) (Subadditivitat der Entropie)
| |

= > 1(Xi:Y).

O

Die Voraussetzung, das§, ..., X, unabhangig sind, istim obigen Satz tatsachlich notwgndi
(wie man sich anhand von Beispielen klar machen kann), ipe&fieinen ist die wechselseitige
Information weder sub- noch superadditiv.

Wechselseitige Information zwischen Zufallsvariableenw eine weitere bekannt ist, definie-
ren wir auf die nahe liegende Weise analog zur bedingteropietr

Definition 4.17 (Bedingte wechselseitige Information):SeienX, Y, Z Zufallsvariablen mit
endlichem Wertebereich und sBi der Wertebereich voZ. Die wechselseitige Information
zwischen X und Y gegebens definiert als

1(X:Y]2) == D P{Z=21(X:Y|Z=2).
zeR
Dabei benutzen wir die Ubliche abkirzende Schreibweise
I(X:Y|Z=2) = 1((X|Z=2):(Y|Z = 2).
Fakt4.18: I (X:Y|Z)=H(X|Z)—=H(X|Y,Z)=H(Y|Z) - H(Y|X, 2).

4.4 Fanos Ungleichung

Wir betrachten folgendes Szenario. Wir kennen eine ZwfatlableY, aus der wir den Wert
einer uns unbekannten Zufallsvarialdevorhersagen wollen. Sdi die Funktion, die der von
uns verwendete (deterministische) Algorithmus berecHdann iste := Pr{f(Y) # X} der
Vorhersagefehler. Man kann intuitiv vermuten, dass deh®&sagefehler zwangslaufig grof3
sein muss, wenn die verbleibende Unsicherheit Jagegebeny, d.h. H(X|Y), grol3 ist.
Fanos Ungleichung prazisiert diese Intuition.
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Satz 4.19 (Fanos Ungleichung)Seien X und Y Zufallsvariableiber den Wertebereichen
R bzw. S und sei :fR — S eine beliebige Funktion. Sei:= Pr{f(Y) # X}. Dann gilt
Hao(e) + ¢ - log(|R] — 1) > H(X|Y). Spezielliir boolesche X|R| = 2) ergibt sich B(¢) >
H(X|Y).

Beweis: Wir definieren die Indikatorzufallsvariable := [f(Y) # X], d.h.E = 1, falls
f(X) # X und E = 0 sonst. Indem wir die Kettenregel fur die Entropie auf kemibgliche
Weisen anwenden, erhalten wir:

H(X, ElY) = HX|Y)+H(E|X,Y) = H(E|Y)+ H(X]|E,Y).

Wir untersuchen nacheinander die letzten drei Terme in digreo Zeile. DaE eine Funktion
von X undY ist, folgt H(E | X, Y) = 0 mit Satz 4.5. Weiter isH (E | Y) < H(E) (Bedingun-
gen verringern die Entropie). Per Definition git(E) = Ha2(¢). Schlie3lich erhalten wir fur
den letzten Term:

H(XIE,Y) = HIXIE=0,Y) -PHE=0}+ H(X|E=1,Y) - P{E =1}.
EsistH(X|E = 0,Y) = 0, da unter der Bedingung = 0 gilt, dassX f(Y). Unter

der Bedingunge = 1 gilt X € R— {f(Y)} und damitH(X |E = 1,Y) < log(|R| — 1).
Zusammensetzen unserer Einzelergebnisse liefert dieupairay. O

Zusammenfassung

SeienX, X1, ..., Xp, Y Zufallsvariablen mit endlichem Wertebereich. Selen, Ry die Wer-
tebereiche vorX bzw.Y.

(1) H(X) = =2 ycr, P{X = x}log P{X = x}.
(2) 0< H(X) <log|Rx|, Gleichheit genau dann, wentiuniforme Verteilung auRy.
(3) H(E(X)[X)=0.
(4) H(XTY) =2 ycr, PHY = yIH(X]Y =)
B5) HX,Y)=HX)+H(Y|X)=H(®)+ H(X|Y) (Kettenregel fur die Entropie).
6) 1(X:Y)=HX)+H(Y)—H(X,Y)=H(X)—H(X|Y)=H(Y)—H(Y|X)>0.
(7) H(X,Y) < H(X)+ H(Y) (Subadditivitat der Entropie).
(8) H(X|Y) < H(X) (Bedingungen reduzieren die Entropie).
(9) Xi,..., Xypunabhangigl (X1, ..., Xn:Y) = > 1(X; 1Y)
(Superadditivitat der wechselseitigen Information).
(10) Ho(Pr{f(Y) # X}) = H(X|Y) (Fanos Ungleichung fur boolesckg.
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5 Fortgeschrittene Themen

5.1 Runden

Sei rowg ) die Anzahl verschiedener Zeilen in der Kommunikationsidifir f.

Satz 5.1: DA7B(f) = [logrowsq )] + 1,

Beweis: Die obere Schranke ist offensichtlich. Fir die untere Scke beobachten wir, dass in

einem deterministischen Einrundenrotokoll fuAlice fiur verschiedene Zeilen in der Kommu-

nikationsmatrix verschiedene Botschaften verschickessnda sonst Bob falsche Ausgaben
produziert. Damit benotigt Alice insgesamt mindestengs(d ) verschiedene Botschaften. Fur

diese Botschaften werdégiog rowq f)] Bits benotigt und 1 Bit fur die Ausgabe von BobO

Die IndexfunktionINDp: {0,1}" x {1,...,n} — {0,1} seifiurx € {0,1}",y € {1,...,n}
definiert durch INQ(X, y) := Xy.

Satz 5.2: Fir beliebiged < ¢ < 1/2 gilt: DA~B(IND) > (1 — Ha(¢))n. Insbesondere folgt
damit auch R~B(IND,)) = Q(n).

Wir fuhren den Beweis mit Hilfe von Informationstheorie.

Lemma 5.3: Betrachte ein deterministisches Einrundenprotokoll natriplexiait c. Fir eine
Eingabe x sei &) die von Alice verschickte Botschaft. Sei X eine Zufalls\de, die eine
zufallige Eingabe iir Alice beschreibt. Dann gilt & H (a(X)).

Beweis: Seim die Anzahl verschiedener Botschaften, die Alice in dem begen Protokoll
verschicken kann. Es ist darm > logm. Anderseits liefert Folgerung 4.9, dass fng>
H (a(X)). O

Beweis von Satz 5.2:Wir betrachten als Verteilung fur die approximativen Bkatlle die
Produktverteilung aus den Gleichverteilungen tUber Aliaend Bobs Eingaben. Seied =
(X1,..., Xpn) € {0,3"undY € {1,...,n} zufallig gleichverteilt. Firx € {0, 1}" seia(x)

die Botschatft, die Alice fur die Eingabean Bob schickt. Die approximative Berechnung der
Ausgabe durch Bob ist genau die Situation, die Fanos Urgleig beschreibt: Er muss aus
dem Paar aus Zufallsvariabléa(X), Y) die unbekannte Zufallsvariable INB, Y) vorher-
sagen. Sein Vorhersagefehkerst gerade die Fehlerwahrscheinlichkeit des Protokobsds
Ungleichung liefert also:

Ha(e) = H(ND(X,Y) [a(X),Y).
Wir zeigen zunachst, dass

HAND(X,Y)|a(X),Y) = Z Pr{Y = y}H(ND(X, y) | a(X)). ()



Einerseits gilt (Fakt 4.18):
I (IND(X,Y):a(X)|Y) = H(UIND(X,Y)|Y)— H(IND(X,Y)|a(X),Y),
andererseits haben wir aufgrund der Definition der bedmggechselseitigen Information

L(IND(X,Y):a(X)|Y) = > PHY =y} (IND(X,Y):a(X)|Y = y)
y

= > PrlY =y}l IND(X, y):a(X))
y

= D PrY = y}(H(IND(X, y)) — H(IND(X, y) | a(X)))
y

= HAND(X,Y)|Y) — Z PH{Y = y}H(ND(X, y) |a(X)).
y

Zusammensetzen der beiden Ergebnisse li¢fgrDa P{Y = y} = 1/nfur alley ist, erhalten
wir mit Hilfe von (x)

1
Hae) > =D HIND(X,y)[a(X)) & nHa(e) = > HIND(X,y)|a(X).
y y
Wir schatzen die rechte Seite der rechten Ungleichungewal:
ZH(IND(X, yyla(xX)) = H((Xq, ..., Xp)|a(X)) = H(X) — H(@(X)).
y

Die erste Ungleichung folgt aus der Subadditivitat der&pie und der Definition INDx, y) =
Xy. Die zweite Ungleichung erhalten wir durch Anwendung detté@regel in beiden mogli-
chen Formen. Nun idtl (X) = n, wodurch wir insgesamt

H@(X)) = n(1— Hz(e))
gezeigt haben. Die behauptete untere Schranke folgt dasiltemma 5.3. O

Im Folgenden prasentieren wir eine ausfuhrliche Besbhing des Rundenhierarchieergebnis-
ses aus dem Buch von Kushilevitz und Nisan (Abschnitt 4.2)dor

Definition 5.4: Sei D eine Verteilung aufX undS € X™. Nennei € {1,...,m} freiin S
bez. D falls esxy, ..., Xj—1 € X und eine Meng& C X gibt, sodass:

(1) D(G) = 0,9.

(2) Furjedeg € G gibtesxj11,...,Xm € X, sodas$x1, ..., X -1,9, Xj+1, ..., Xm) € S.
Lemma 5.5: Sei D eine Verteilung auf X und seicS X™ so, dass kein & {1, ..., m} frei in

S ist bez. D. Dann gilt B(S) < 0,9™.
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Seif: XxY — {0, 1} eine beliebige Funktion. Definierg™: XMxY x{1,...,m} — {0, 1}
furX = (X1, ..., Xm) € XM, yeYundi € {1,...,m} durch f*M(X, y,i) := f(x,Y).

Satz 5.6 (Rundenelimination):

k—1,B

Rk(f*m)zmin{ m ,R (f)}
100logm™ 10logm

Beweis: Sei P ein randomisiertek-Runden-Protokoll furf *™ mit KomplexitatR¥( f *™) und

Fehler hochstens/a. Wir wenden Probability-Amplification mit 10 lag Wiederholungen an,

um den Fehler auf hochsteng(20m) zu senken (geht mit passender Chernoff-Schranke, hier

ohne Rechnungsdetails). SBi das resultierende Protokoll mit Komplexitat< 10logm -

RK(f*M). O.B.d.A. istc < m/10, ansonsterc(> m/10) sind wir fertig, da daniR(f) >

m/(100 logm) folgt.

SeiD; eine beliebige Verteilung auf den Eingaben aralsoX x Y. Wir konstruieren zu dieser

Verteilung eine neue Verteilun@* auf den Eingaben vofi*™, alsoX™ x Y x {1, ..., m} wie
folgt:

e Wahle(x1, ¥1), ..., Xm, Ym) € X x Y zufallig gemalDs.

e Wahlei € {1, ..., m} zufallig gleichverteilt.

o SetzeX := (X1, ..., Xm) undy :=y;.

Die Eingabe furf *™ gemaRD* ist dann(X, y, i).

Gemal dem ersten Teil von Yaos Minimax-Prinzip erhaltenans P’ ein approximierendes
k-Runden-Protokoll furf *™ mit Fehler hochstens/2#0m bez.D* und hdchstens genauso hoher
Komplexitat, also hochstens Komplexitat

Im Folgenden seb die Randverteilung auX, die die VerteilungDs induziert, alsoD(X) :=
Zer D (x,y) fur x € X. Wir beobachten, dass fur eine zufallige Eingabg Y, 1) €

XM x VY x {1,..., m} gemaR der Verteilun®* die Komponenté? gerade gemaB™ verteilt
ist.

Behauptung. Es gibt eine MengecSX™ mit:
(1) FuralleX € S sendet Alice dieselbe Botschaft a ih P
(2) D™(S) > 0,9™.

(3) Furallex € S gilt: PP*(X, Y, ) # f*™(X,Y, 1) | X = X} < 1/20m, wobei(X, Y, 1) €
XM x VY x {1,..., m} eine zudllige Eingabe geral} D* bezeichne.

Beweis der Behauptung:
e SeiT die Menge allek € XM, sodass
PH{P*(X,Y, 1) # f*™(X,Y,1)| X =%} < 1/20m.
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Es gilt (Fehlerschranke voR* und Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit):

1 PRV, *M
aom = PHPTOGY, 1) # (XY, D)

= D> PX =%} PP (X,Y, 1) # "X, Y, 1) | X =%}

XeXm

Aus der Markoffungleichung folgt damit, dass fir mindestdie Halfte allex € X™ geman
der durchD* induzierten Verteilund®™ die Fehlerwahrscheinlichkeit hdchstens doppelt so
hoch ist wie die Schranke fiir den Durchschnitt, also hteatsl/20m. Damit gilt D™(T) >

1/2.

e Alice sendet gemaf Konstruktion hochsteng: m/10 Bits in P*, also gibt es hochstens
2M/10 verschiedene Botschaften. Mindestens eine davon, dia ménnen, wird damit bei ei-
nem(1/2™10)-Anteil aller Eingaben au$ gesendet. S&& C T die Menge dieser Eingaben.

e Esqilt
D™(T)
m —m/10-1 m
DY) = Spe = 2 > 0,9™.
Damit erfullt Salle drei Eigenschaften. O

Sei Sdie Menge aus der obigen Zwischenbehauptung wia gemal Lemma 5.5 existierender
freier Index inS bez.D™. Seienxy, ..., Xi_1 € X undG € X gemaf Definition der freien
Indizes. Wir konstruieren nun al%* ein approximierendeg& — 1)-Runden-ProtokolP” fur

f bez. der Verteilundg; wie folgt.

Protokoll P”: Eingabe(x, y) € X x Y.
Die Spieler konstruieren Eingaben fBr wie folgt:

e Alice:
— 1. Fall,x € G: Alice wahlt X(x) := (X1, ...,% -1, X, Xi+1, ..., Xm) € S, wobei sich
Xi+1, - .., Xm € X aus der Definition der freien Indizes ergeben.

— 2. Fall,x ¢ G: Alice wahltx(x) € X™ beliebig.
e Bob wahlt(y, i) als Eingabe.

Die Spieler simulieren danR* auf der Eingab&X(x), y, i). Dabei Uberspringen sie die erste
Runde, in der sie davon ausgehen, dass Alice die Botsalggdtendet hat und simulieren nur
Runden 2. .., k.

Es ist offensichtlich, das®” hochstens die Komplexitat voR*, also hochstens hat. Es
bleibt nur noch die Fehlerwahrscheinlichkeit als approgmendes Protokoll furf bez. D¢
abzuschatzen.

Sei (X, Y) eine zufallige Eingabe fuf gemaRD¢. Sei(X(X), Y, |) die vonP” fiir solch eine
Eingabe konstruierte, ebenfalls zufallige Eingabeffiif. Wir schatzen den Anteil der voR”
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bez.Ds falsch berechneten Eingaben ab:
Pr{P"(X,Y) # f(X,Y)} = P{P*(X(X),Y, 1) # f*"(X(X), Y)}
< Pr{X ¢ G} + Z Pr{X = x} - P{P*(X(X), Y, ) # f*M(X(X),Y, )| X =x]}.
xeG
Dai frei in S bez.D ist und X gemaflD verteilt, folgt P{X ¢ G} < 0,1. Es bleibt die
Wahrscheinlichkeit in der Summe abzuschatzen. Es ist
P{P*(X(x), Y, 1) # f*™(X(x), Y, 1) | X = x}
< m-Pr{P*(X(X),Y, 1) # f*MX(X),Y, 1) | X=x,1 =i}

— m-Pr{P*(X(X),Y,i) # f*™M&(X),Y,i) | X = x}.

Wir benutzen dabei, dass allgemein fur Ereigniésé, C, wo B und C unabhangig sind, die

Abschatzung

P(ANBNC)  Pr(ANBNC) - 1 Pr(AN B)
P(BNC)  Pr(B)PrC) ~ PrC) Pr(B)

1
= oy PHAIB).

gilt. Nun haben wir aber fix € G, dassX(x) € Sund damit gemaf Wahl vo&

P(A|BNC) =

Pr{P*(X(X),Y,i) # f"MX(X),Y,i) | X=x} < om’

also

1 1
Pr{P*(X(x), Y, | FMEX),Y, 1) | X = =
P (X(X), Y, 1) # F77(X(x), Y, 1) | X}<m 5am = 30
Insgesamt ist damit die Fehlerwahrscheinlichkeit ®Whdurch Q1 + 1/20 = 0,15 beschrankt.

Wir haben damit fur jede VerteilunBs auf X x Y ein approximierendes Protokdi” fur f

mit Fehler hochstens, D5 bez.Ds der Komplexitat hochstens < 10logm - RK(f*™). Das
Protokoll hatk — 1 Runden, wobei Bob beginnt. Eine Anwendung des zweiters Teih Ya-

0s Minimax-Prinzip liefert daraus ein randomisier{ks— 1)-Runden-Protokoll furf mit ge-
ringfugig grofRerem, aber noch durcpdlbeschrankten Fehler. Damit gilt in dem hier betrach-
teten FallRX(f*™) > RK-1.B(f)/(10logm). O

5.3 Informationskomplexitat

Wir haben bereits gesehen, wie wir mit Fanos Ungleichungrerchranken fur Einrundenpro-
tokolle via Informationstheorie beweisen konnen. Dabedie Idee, dass Alices’ Botschaften
fur eine Berechnung der betrachteten Funktion mit kleikahler viel Information Gber ih-
re Eingabe verraten miussen, was hohe Kommunikationslexitgd impliziert. In diesem Ab-
schnitt verallgemeinern wir diese Idee zu einer sehr migehtTechnik, die auch fir beliebige
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Kommunikationsprotokolle ohne Rundenbeschrankungeézhsr ist. Mit Informationskom-
plexitat bezeichnen wir die Menge an Information, die emtékoll zwangslaufig Uber die
Eingaben beider Spieler verraten muss, wenn es die bettadhtinktion mit kleinem Fehler
berechnet.

Um dies zu formalisieren, bezeichne fur ein determinisigs Kommunikationsprotokdf und
dafur geeignete Eingabeny fur die beiden Spieler miP (x, y) das im Protokollbaum fix, y
erreichte Blatt bzw. anschaulicher und aquivalent daezuMitschrift aller ausgetauschten Bot-
schaften (Ublicherweise ist es kein Problem, wenn wir ¢kait und Blatter mit demselben
Buchstaben bezeichnen). Fur randomisierte ProtokdlI (g, y) eine Zufallsvariable. Unter
derInformationskomplexitt von Pfur zufallige EingaberX, Y verstehen wir nun einfach den
Wert | (P(X,Y): X,Y),d.h.intuitivdie Information, die die Mitschrift des Pokolls Uber die
Eingaben preisgibt. Tatsachlich brauchen wir fur diatspg Anwendung noch die Moglichkeit,
die Verteilung der Eingaben durch eine zusatzliche Badiggzu beeinflussen. Daflir verwen-
den wir folgende allgemeinere Version der Informationsgtanxitat.

Definition 5.7: Sei P ein randomisiertes Protokoll und s&i eine Zufallsvariable, die ei-
ne zufallige Eingabe fulP (fur beide Spieler) beschreibt. S8 eine beliebige Zufallsva-
riable. Dann bezeichnen wir den WdrtP(Z): Z | D) als diebedingte Informationskomple-
xitat von P fir Eingabe Z unter der Bedingung.Fir 0 < & < 1/2 ist die e-Fehler-
Informationskomplexit von f fir Eingabe Z unter der Bedingung,BC.(f ; Z | D), definiert
als das Minimum der entsprechenden Informationskomgeiatvon randomisierten Protokol-
len, die f mit Fehlere berechnen.

Den Zusammenhang zur Kommunikationskomplexitat lidffdgender Satz.

Satz 5.8: R.(f) > IC,(f; Z| D).

Beweis: SeiP ein randomisiertes Protokoll mit InformationskomplexitC.(f ; Z | D), dasf
mit Fehlere berechnet. Sen die Anzahl verschiedener Mitschriften véh Dann gilt:

IC,(f;Z|D) = I(P(2):Z|D) = H(P(Z)|D)— H(P(2)| Z,D)
< H(P(2)|D) = H(P(2)) = logm.

Da logm eine untere Schranke fur die Kommunikationskomplexitiat P ist, folgt die Be-
hauptung. O

Wir setzen im Folgenden Informationskomplexitat ein, umene Schranken fur Direkte-Sum-
men-Probleme nachzuweisen. Eine zentrale Erkenntnis dabes, dass die bedingte Infor-
mationskomplexitat fur das Gesamtproblem nach untesHhsaskt ist durch die Summe der
bedingten Informationskomplexitaten der einzelnenprelbleme, was al®irekte-Summen-
Eigenschaft der bedingten Informationskompkxitezeichnet wird. Damit brauchen winur
noch* nachzuweisen, dass die Teilprobleme hohe Informskiomplexitat haben, um eine gute
untere Schranke fur das Gesamtproblem zu erhalten. Alkre&Anwendung zeigen wir im
nachsten Abschnitt eine lineare untere Schranke furaheomisierte Kommunikationskom-
plexitat der Disjunktheitsfunktion.
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Fur beliebige Hilfsfunktionery: {0, 1}" — {0,1} undh: A x B — {0, 1}, A, B endliche
Mengen, sei das betrachtete Direkte-Summen-ProlflelA" x B" — {0, 1} definiert durch

f((X1, ..., Xn), (Y1, .-+ Yn) == g(h(X1, Y1), ..., h(X1, Yn)).

Beispiel: Das Komplement der Disjunktheitsfunktion ergibt sich durdNVahl von
9(z1,...,2n) :=21V ---VZaundh(x, y) := AND(X, y) = x A y. Dann ist

g(h(X1, y1), ..., (X1, ¥n)) = Xa AY1) V-V (Xn A Yn)
- m‘]’]((xla ceey Xn)7 (YL L) yn))

EsseiZ = (Z1, ..., Zp) ein zufalliger Eingabevektor fuf, wobeiZ; = (X, Y;) eine Eingabe

fur diei-te Kopie vonh sei. Dabei sollerz, . .., Z, voneinander unabhangig sein. Fir unsere
Anwendung auf das Disjunktheitsproblem ist es entscheidesiss auch solchg zugelassen
sind, wo die einzelneiX;, Y; nicht unabhangig sein mussen, d. h. wir haben keine Rechteck-
verteilung. Allerdings setzen wir voraus, dass das Hingefi einer Bedingun®; = d diese
Zufallsvariablen unabhangig macht, d. h. far belietiggind (X; | Dj = d) und(Y; | Di = d)
unabhangig. Sei im Folgenddh := (D4, ..., Dy). Um einen Namen zu haben, nennen wir
einen ZufallsvektoZ mit den beschriebenen Eigenschaftenlegbar beiaglich D.

Beispiel: Wir betrachten fur die Anwendung auf das Komplement dejubigheitsfunktion
folgende zufallige Eingab& = (X, Y) € {0, 1}2 fir AND. Es seiD € {1, 2} zufallig gleich-
verteilt. FallsD = 1, sei(X,Y) = (0,U), wobeiU ein zufallig gleichverteiltes Bit ist. Falls
D = 2, seiumgekehitX, Y) = (U,0). Formal: P{X=0| D=1} =P{Y=0| D=2} =1
und PEY =0 D=1} =Pr{X =0]| D = 2} = 1/2. Die beiden Komponenten vah sind
trivialerweise unabhangig unter den Bedingun@egs:- 1 bzw.D = 2.

Weiterhin nehmen wir an, dass die zufalligen Eingabe\rektﬁ kollabierendfur das betrach-
tete Direkte-Summen-Problerin sind in folgendem Sinn: Sei irgendeme A x B gegeben.
Sei Z_i der VektorZ ohne diei-te Komponente und seéﬁ_i ,2) der Vektor, der aug durch

Ersetzen der-ten Komponente durch entsteht. Dann solf (Z_;, z) = h(z) gelten, d. h. die
Gesamtfunktion kollabiert zur Auswertung einer einzeli@pie der Teilfunktionh auf der

vorgegebenen Eingalze

Beispiel: Wir betrachten wieder das Komplement der Disjunktheitsfiom. Sei Z =
(Z1, ..., Zn), wobei jedesZ; = (X, Y;) eine unabhangige Kopie der oben konstruierten,
zufalligen Eingabe fur AND sei. DE; € {(0, 0), (0, 1), (1, 0)}, isth(Zj) = AND(X;, Y;) =0

fur allei. Damit kann aber durch Einsetzung von beliebiges (x, y) in eine der Komponen-
ten immer noch der Funktionswert festgelegt werden, eBISilq(Z i,2) =AND(X,y).

Durch die Einsetzung in einzelne Komponenten des Direkites8en-Problems auf die be-
schriebene Weise konnen wir aus einem Protokoll fur desa@éproblenm Kopien von Proto-
kollen fur die Teilprobleme erzeugen, deren Informatiamplexitat jeweils einen Beitrag zur
Gesamtkomplexitat liefert. Dies liefert folgendes Haargebnis dieses Abschnittes.
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Satz 5.9 (Direkte-Summen-Eigenschaft der bedingten Infenationskomplexitat): Fur ein
Direkte- Summen- Problem f sei ein ElngabeveIZIOt (Z1,...,2Zp) und eln \Vektor von Zu-
fallsvariablenD = (D1, ..., Dn) vorgegeben, sodass zerlegbar beixglich D und auRerdem
kollabierend @ir f ist. Dann giltIC.(f ; Z| D) > > IC.(h; Zi | Dy).

Beweis: Sei P ein randomisiertes Protokoll fifr mit Fehlere und mit
I (P(Z):Z|D) = IC,(f;Z|D).

DaZi, ..., Z, gemal Voraussetzung unabhangig voneinander sindléégeSuperadditivitat
der wechselseitigen Information:

1(P(2):Z|D) = > 1(P(2):Z|D).
i=1

Weiterhin gilt
1 (P(Z):Zi | D) = ZPr{f)_i —d}1(P(2):Z | D_j =d, D),
d

wobei sich die Summation Uber alle moglichen Werte vor- 1 Komponenten deD-
Vektors erstreckt. Es reicht damit aus, wenn wir zeigensdasallei und alled der Wert
I (P(Z) 1 Zi | f)_i = d, Dj) mit der Informationskomplexitat eines randomisiertent®kolls
mit Fehlere fur eine Kopie deh-Funktion Ubereinstimmt.

Wir konstruieren das gewiinschte Protok®llwie folgt. Seiz = (X, y) eine vorgegebene Ein-
gabe furP’. Alice und Bob generieren zunachst jeweils unabhangmgirander mit Hilfe ihrer

privaten Zufallsbits fur all§ # i ihre Halfte der zufalligen Eingab#; under der Bedingung
D; = d;. Dies ist moglich, da unter dieser Bedingung nach Vordaasg beide Halften un-
abhangig voneinander sind. Dies liefert einen zuféﬂigektorf’_i . Die Spieler simulieren nun

das urspriingliche Protokd® auf der Eingabcéi’_i ,2).

Das so erhaltene Protokoll berechhetit Fehlere, da seine Ausgabe aufgrund der Kollaps-
Eigenschaft der betrachteten Zufallseingabenmgiénau dann tibereinstimmt, wenn dasRur
gilt. Nun wenden wirP” auf Z; anstelle vorz an und betrachten die Informationskomplexitat
von P’ fur die EingabeZ; unter der Bedingund; = d’ fur irgendeind’. Da Z’; genauso
verteilt ist wie Z_; unter der Bedingunﬁ)_i = d, gilt aufgrund der Definition vorr’:

| (P(Z):Zi |Dj =d) = I1(P(Z';,Z):Z | D =d)

= I(P(2):Z |D-j =d, D =d).

Indem wir auf beiden Seiten Durchschnitte Uber alle Wakiend’ bilden, erhalten wir

|(P'(Z)):Zi D)) = D PADi =d}1(P'(Z):Z|Di =d)
d/
= > P{D =d}1(P(Z):Z|D_i =d, D =d)
= I(P(Z):Z|D_i =d, D).
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Damit haben wirl (P(Z) 2 Zi | f)_i = d, Dj) wie gewinscht als Informationskomplexitat des
ProtokollsP’ fur h ausgedriickt und insgesamt den Satz bewiesen. O

5.4 Untere Schranke fur die Disjunktheitsfunktion

Wie schon im letzten Abschnitt ist es hier giinstiger, dasnlementDISJ der Disjunktion-
heitsfunktion zu betrachten. Mit den Vorbereitungen reehnun zu zeigen, dass die Informa-
tionskomplexitat der AND-Funktion auf nur zwei Bits dureme positive Konstante (!) nach
unten beschrankt ist.

SeienZ = (X,Y) und D Zufallsvariablen, die wie im letzten Abschnitt beschriekene
zufallige Eingabe fur AND liefern, d.h.PX =0 | D =1} =Py =0| D =2} =1
und PY =0| D=1} =Pr{X =0]| D =2} = 1/2. Fur diese Eingaben gilt:

Lemma 5.10: IC,(AND ; Z | D) > (1/4)(1 — 2./%).

Damit erhalten wir mit Hilfe der Direkten-Summen-Eigenaftider bedingten Informations-
komplexitat bereits unser Hauptergebnis:

Satz 5.11: Ry/16(DIS)) > n/8 und damit RDISJ,) = Q(n).

Beweis: Wir betracbten randomisierte Protokolle DtSJ, mit Fehler hochstens := 1116.
Den Eingabevekto?Z = (Z1, ..., Zn) € {0, 1}?" und den Vektor aus Zufallsvariabldh =
(Dq, ..., Dn) € {1,2}" konstruieren wir so, dass di&, D; unabhangige Kopien der oqben
beschriebenen zufalligen Eingabe fur AND sind. Wie wis bereits Uberlegt haben, ist dazn
zerlegbar beziiglic® und kollabierend filDISJ,. Damit liefern Satz 5.8, die Direkte-Summen-
Eigenschaft der bedingten Informationskomplexitat%a®) sowie das obige Lemma 5.10 die
Behauptung:

IC,(DIS},: Z| D) > n-IC,(AND : Z| D)
> n- (14 (1-2/1/16) = n/8.

R;(DISHh)

v

\Y

O

Es bleibt Lemma 5.10 zu zeigen. Wir bereiten den Beweis danecé Definition und weitere
Lemmas vor. Wir benotigen die folgenden gangigen Abstaral3e fur Wahrscheinlichkeitsver-
teilungen. Im Unterschied zur relativen Entropie handekieh bei beiden um Metriken (ohne
Beweis).

Definition 5.12: Seienp, q: Q — [0, 1] Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf dem endlichen
UniversumQ. Definiere den

(1) Totalvariationsabstand von p und ¥ (p, q), durchV(p, q) := %erg Ip(X) — q(X)|;
1/2
(2) denHellingerabstand von p und,&p(p, q), durchh(p, q) := (1—erg Vi p(x)q(x)) .
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In diesen Definitionen erlauben wir auch Zufallsvariabl@stalle von Wahrscheinlichkeits-
verteilungen mit der nahe liegenden Interpretation. DealVariationsabstand ist bis auf den
Vorfaktor 1/2 nichts anderes als die;-Metrik fur Vektoren imR" mit n = |Q|. Die beiden
Abstandsmalde stehen (unter anderem) durch folgende afasety, die wir hier ohne Beweis
benutzen, zueinander in Beziehung.

Lemma 5.13: Fur beliebige Wahrscheinlichkeitsverteilungen p und q amhdelben endlichen
Universum gilt B(p, q) > 1 — (1 - V?(p, q))l/z.

Wir benutzen den Totalvariationsabstand, um Untersclaedechen den Verteilungen der Mit-
schriften eines randomisierten Protokolls auf Eingabemessen, die verschiedene Werte der
berechneten Funktion liefern.

Lemma 5.14: Sei P ein randomisiertes Protokoll, das die boolesche Rankf mit Feh-
ler ¢ berechnet und seien z unt Eingaben @ir f mit f(z) = Ound f(Z) = 1. Dann gilt
V(P(2),P(Z)) >1- 2.

Beweis: Furc € {0, 1} seiT; die Menge der Mitschriften voR, fur die das Protokolt ausgibt
(bzw. die Menge det-Rechtecke). Sei zur Abkiurzunm(t) := Pr{P(z) = t}. Dann gilt

VP@. P@) = 5(3 10— o1+ 3 1palt) — P 0))

teTy teTy
e 1((2 pi) = 3 pett] [ 0= 3 )
teTo teTy
>1—¢ <& <& >1—¢
1

> 521-2) = 1-2s.

O

Der Hellingerabstand andererseits ist fir uns wichtigl &rees durch seine multiplikative Form
erlaubt, Teile eines Rechtecks in einem randomisiertetoRob zu vertauschen, ohne das sich
der Abstand andert. Das ist der Inhalt des folgenden Lemmas

Lemma 5.15 (Cut-and-Paste-Lemma):Sei P ein randomisiertes Protokoll. Dann gilirfalle
Eingaben(x, y) und (X', y): h(P(x, y), P(X', ¥)) = h(P(x, y), P(X', ¥)).

Beweis: Wir Uberlegen uns zunachst, dass sich in randomisientetokbllen die Wahrschein-
lichkeitsverteilungen tiber Mitschriften bzw. Rechteakéolgender Weise schreiben lassen.

Behauptung. Es gibt Funktionen ggg auf den Eingaben von Alice und den Mitschriften von P
bzw. den Eingaben von Bob und den Mitschriften, sodasalfe Eingaben(x, y) und alle
Mitschriftent von P giltPr{P(x,y) =t} = qa(X,t) - gs(y, t).
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Achtung: Auch wenn es so aussieht — die Behauptung bedecitetaass BP (X, y) = t} eine
Rechteckverteilung ist (Produkt unabhangiger Vertgjemfir Alice bzw. Bob), d&a, gg im
Allgemeinen keine Wahrscheinlichkeitsverteilungen seémden!

Beweis der Behauptung: Wir betrachten die deterministische Version des ProtgkBll bei
der die Gesamteingabe von Alice axisowie ihrem Zufallsbitstringa besteht, analog hat
Bob y und einen Zufallsbitstringg. O. B. d. A. benutzen Alice und Bob die festen Anzahlen
ra bzw.rg von Zufallsbits. SeR; = Ri, o x R g das zut korrespondierende Rechteck (dabei
enthaltR; o Paare der Fornix, za) und R g Paare(y, zg)).

Dann gilt:

PHP(x,y) =t} = > 27"""8[(X,Za, Y, 2p) € R]

ZA.ZB

— Z 27"A7"B[(x, za) € R All(Y, ZB) € R B]

ZA,ZB

= (D 27"x za) € Real) (322710, 28) € Rsl).
Za ZB

Die beiden Faktoren in der letzten Zeile liefern die Defangn fur die gewinschten Funktionen
qa(x, t) bzw.qgs(y, t). O

Wir kdnnen dies nun direkt anwenden, um die Hellingerathd¢ im Lemma ineinander umzu-
rechnen:

1-h%(P(x,y), P(K.y) = > (PHP(x.y) = t} - PHP(X, y) = 1})
t

= > (galx. HAe(y. ) - ga(x, Daa(y. 1) ? = > (Aax. Das(y. ) - gax’, Has(y. 1)
t

t

1/2

= > (PHP(x. ¥) =t} - PHP(X, y) = t}))/? = 1— h2(P(x, ¥, P(X. y)).
t
O

Das folgende letzte und zentrale Lemma fur den Beweis demrationstheoretischen Schran-
ke fur AND erlaubt es, wechselseitige Information mit itfes Hellingerabstandes nach unten
abzuschatzen. Wir haben dabei folgendes Szenario. Gegeltbzwei ZufallsvariableRy, Ry
und wir wahlen eine mit einem zufallig gleichverteilteit B aus, was durch die Zufallsvariable
Ry beschrieben wird. Intuitiv gilt: Je verschiederd®@rund Ry sind, desto leichter sollte es sein,
aus gegebeneiRy das BitU zu rekonstruieren, d. h. desto mehr Information ibdiefert Ry .

Wir ersparen uns hier den erstaunlich technischen Beweisaenalisierung dieser Intuition,
der mehrere weitere Abstandsmalfie fur Wahrscheinlichleziteilungen als Zwischenstationen
verwendet.

Lemma 5.16: Seien R, Ry Zufallsvariablen und sei U ein zifig gleichverteiltes Bit. Dann
gilt 1 (Ry :U) > h?(Ro, Ry).
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Beweis von Lemma 5.10:Sei P ein ¢-Fehler-Protokoll fuir AND mit minimaler Informations-
komplexitat IG(AND ; Z | D). Aus der Definition der bedingten wechselseitigen Inforamat
und der Definition der betrachteten Eingabeverteilungtfmlgachst

1
| (P(Z):Z|D) = E(|(P(Z):Z| D=1 +1(P(Z):Z|D =2)
1
= E(I(P(O,U):U)+I(P(U,O):U)).
Dabei selJ wieder ein zufallig gleichverteiltes Bit. Die auftauclim Informationswerte sind
nun genau von der Form, fur die die Abschatzung durch higdiiabstande aus Lemma 5.16
anwendbar ist. Damit erhalten wir:
1
§(| (P(O,U):U)+ 1(P(U,0):U)
1

> S(h*(P(0,0), P(0, 1)) +h*(P(0,0), P(1,0)).

1(P(Z):Z|D) =

Dabei sind die auftauchend@h(0, 0) usw. als Verteilungen tber Mitschriften zu lesen. An die-
ser Stelle scheint nicht viel gewonnen zu sein, da auf deareBlick nichts dafur spricht, dass
sich die Verteilunge® (0, 0) und P (0, 1) bzw. P (0, 0) und P (1, 0) nennenswert unterscheiden,
da fur die betreffenden Eingaben korrekte Protokolle imdie Ausgabe O liefern. Allerdings
stellt die Rechteckstruktur der Protokolle eine starkesg&limankung dar, die wir noch nicht
ausgenutzt haben.

Dazu halten wir zunachst folgende Abschatzung fest, idle mit Hilfe der Cauchy-Schwarz-
Ungleichung fur beliebige, y € R ergibt:

1 1
X+y < V2/x2+y? & é(x2+y2) > J(X+y).

Zusammen mit der Tatsache, dass fur den Hellingerabstauiedrik die Dreiecksungleichung
gilt sowie dem Cut-and-Paste-Lemma erhalten wir nun:

| (P(2):Z|D) > %(hZ(P(O, 0), P(0, 1)) + h?(P(0, 0), P(1,0)))
> %(h(P(O, 0), P(0, 1)) + h(P(0, 0), P(1,0)))* (Cauchy-Schwarz)
> %hZ(P(O, 1), P(1, 0)) (A-Ungleichung)
— %hz(P(O, 0), P(1, 1)). (Cut-and-Paste)

Dies sind nun zwei Verteilungen, von denen wir sehr wohl anmen konnen, dass sie fur
Protokolle, die AND mit kleinem Fehler berechnen, hinreictl verschieden sind: Lemma 5.14
liefert fur Protokolle mit Fehlet, dass

V(P(0,0), P(1,1)) > 1— 2.
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Nun brauchen wir nur noch mit Hilfe von Lemma 5.13 den Helirabstand durch den Total-
variationsabstand abzuschatzen:

1 1
ZP(P.0, P 1) = J[1- (1-V2(P(0,0), P(1,1)))"’]
= M- (027" = Jla- wan0)
> 21-2/0).
4
Damit haben wir insgesamt die Behauptung gezeigt. O

5.5 Rechteckreduktionen

Wenn wir bekannte untere Schranken auf neue Problemeragent wollen, konnen wir dies
formal elegant mit einem fir 2-Parteien-Kommunikatiaigpkolle passenden Reduktionskon-
zept beschreiben, das wir hier vorstellen.

Definition: Seienf: X x Y — Z undg: X' x Y — Z gegeben. Dann heifdt auf g recht-
eckreduzierbarf <rect g, falls es Abbildungema: X — X' undhg: Y — Y’ gibt, sodass
fur alle Eingabern(x, y) € X x Y gilt: f(x,y) = g(ha(x), hg(y)). Das Paar der Abbildungen
(ha, hg) nennen wir aucliRechteckreduktion

Lemma: Es gelte f <.ect g. Dann folgt O(f) < D(g). Analoge Aussagen gelteirrfalle
anderen hier behandelten Malig 2-Parteien-Kommunikationskomplexit

Beweis: Wir erhalten aus einem Protokoll fgroffensichtlich ein Protokoll furf mit hochstens
derselben Komplexitat wie folgt: Alice und Bob berechneinat jeweilsha(a) bzw.hg(b) und
simulieren auf den Ergebnissen dann das gegebene Prdiakgll O

Ein Spezialfall von Rechteckreduktionen sind offenbar #tantsetzungen von Variablen in der
Eingabe fiir das Zielproblem. In diesem Fall istf einfach eine Subfunktion vog.
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7 Variable Eingabepartitionen

In den bisherigen Kapiteln haben wir immer mit einer festerftéilung der Eingabe zwischen

den Spielern gearbeitet, die durch die Definition der bateten Funktion festgelegt war. In

Anwendungen fur andere Berechnungsmodelle missen eiraibdamit klarkommen, dass in

beliebiger Reihenfolge auf die Eingabebits zugegrifferdwsodass in den zugehorigen Kom-
munikationsproblemen die Aufteilung vorab nicht mehr f@ahlbar ist. Wir stellen hier eine

Variante unseres Standardmodells vor, die auf diese &ituatigeschnitten ist, und Uberlegen
uns, wie man untere Schranken dafur beweisen kann.

Wir machen zunachst die Aufteilung der Eingabe in Kommatidnsprotokollen explizit. Dazu
beschreiben wir Eingabebits durch boolesche Variablen.

Definition: Sei X eine endliche Menge, deren Elemente wir als boolescheblarianterpre-
tieren, undIl = (X1, X2) eine Partition vonX, d.h. X = X; U X2 und X1 N X2 = @. Ein

IT-Protokollist ein Kommunikationsprotokoll, bei dem Alice eine Belegwx der Variablen in
X1 erhalt und Bob eine Belegungder Variablen inX,, formal Abbildungernx: X; — {0, 1}

bzw.y: Xo — {0, 1}. Mit D( f) bezeichnen wir die minimale Komplexitat eingsProtokolls
far f.

Hier und bei nachfolgenden Definitionen ergeben sich analadn entsprechende Varianten
von anderen Maf3en fur Kommunikationskomplexitat, ohagsavir das explizit erwahnen, wie
z. B. fur nichtdeterministische und randomisierte Prottek

Wir wahlen nun fur ein gegebenes Problem die Partifibso, dass die Kommunikationskom-
plexitat minimal wird. Es ist klar, dass es keine nichialen unteren Schranken gibt, wenn wir
beliebigeWahlen von Partitionen erlauben. Wir miissen uns alsowaudi€ jeweiligen Anwen-
dungen sinnvolle Teilklassen einschranken.

Wir betrachten hier folgende zwei Typen von Partitionen:

e PartitionenIl = (X1, X2) von X, bei denen Alice und Bob jeweils eine feste Anzahl von
Variablen aus einer Teilmeng®' € X von ,wichtigen* Variablen erhalten, d. hX1| = k
und|Xs| = |W| — k fur ein festek.

e Partitionenll = (X1, X2) von X, bei denen beide Spieler hochstgiid/| /2] der Variablen
aus der Meng®V der wichtigen Variablen erhalten. Diese nennenhailanciert beiaglich W
bzw. furW = X nurbalanciert

Die Komplexitat einer Funktion voifi in diesem neuen Szenario ergibt sich jeweils als das Mi-
nimum der Komplexitat voD ' ( f) tiber alle erlaubtefl. Wir verzichten darauf, eine Notation
fur die entsprechenden Komplexitatsmal3e einzufiuihren.

Es ist zu erwarteten, dass der Nachweis von unteren Schrahkeh die neuen Freiheiten
schwieriger wird. Tatsachlich ist es leicht zu sehen, @hsaneisten unserer bisherigen Bei-
spielfunktionen fur Protokolle, bei denen eine beliebigdancierte Partition der kompletten
Variablenmenge gewahlt werden darf, trivial berechemEnden.
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Wir erhalten allerdings auf kiinstliche Weise Variantenlikkannten Funktionen, die auch bei
variabler Partition schwierig sind. Dies ist aaskentechnikekannt. Wir definieren z. B. die
,maskierte" Version der Equality-Funktion EQuie folgt auf Eingaberx, X', y,y" € {0, 1}".
Es seix* der Teilvektor, der genau aus den Biitt x besteht, fur dies’ = 1 ist, analogy*.
(Die Vektorenx’, y' haben die Funktion von Bitmasken, mit denen Teile alw. y ausge-
schnitten werden.) Wir setzen EQ, X', y, y') := EQuy(X*, y*), falls [x*| = |y*| = m und
EQi (X, X', y,Y) := 0 sonst. SeieiX, Y die Variablen in den Vektoren, y.

Satz: Seill eine beiaglich XU Y balancierte Partition. Dann gilt R"(EQ) > [n/2] + 1.

Beweis: Sei Il eine Partition, bei der Alice und Bob jeweils genaw/ariablen ausX U Y
besitzen. Dann hat einer der beiden, 0.B. d. A. Alice, eingriBangeU von [n/2] Variablen
aus X und Bob eine Teilmeng¥ von [n/2] Variablen ausy. Wir fixieren die Bitmaskerx’
undy’ so, dass jeweils di&J- bzw. V-Variablen ausgewahlt werden. Alice und Bob miissen
damit EQ,,2; bezuglich der PartitiorfU, V) losen, die der durch die Definition gegebenen
Standardpartition entspricht. O

Wir stellen noch ein etwas natiirlicheres Beispiel vor.18ei 2™ undk = m — [logm]. Die

Funktion ISA, (indirect storage acce$sst auf Variablenvektorer = (Xo, ..., Xp—1) undy =
(Yo, - .., Yk—1) definiert. Furi = 0, ..., [n/m] — 1 seix(i) := (Xim, - - - » Xim+m—1), genannt
i-ter x-Block Falls|y| =i € {0,...,[n/m] — 1}, dann setzen wir ISKX, Y) := Xix()[»»

sonst sei ISA(X, y) := 0. SeienX, Y die Mengen der Variablen in den Vektorgrbzw. y.

Satz: Seill = (X3, X2) eine Partition der Eingabevariablen vdB8A,,, bei der|X; N X| =
m — 1ist. Dann gilt R~B-I(ISA,) = Q(n/logn).

Beweis: Wir zeigen, dass INR_1 bezuglich der Standardpartition der Eingabe auf JSA
bezuglichIl rechteckreduzierbar ist. Daraus ergibt sich die Behagpaws der linearen unte-

ren Schranke fur die randomisierte 1-Runden-Kommurokeatiomplexitat der Indexfunktion

aus Kapitel 5.

Sei eine Eingabéu, v) € {0, 1}™ 1 x {1,..., m — 1} fir INDm_1 gegeben. Wir konstruieren
dazu eine Eingabéx, y) fur ISA,. Da| X1 N X| = m — 1 und damit kleiner als die Anzahl von
x-Blocken ist, enthalX, einen kompletten Block, sagen wi(i). Wir setzen diey-Variablen
in der Eingabe von ISAso konstant, dagy|> = i ist. Diem — 1 x-Variablen in X1 belegen
wir mit dem Vektoru und die Variablen inx(i) belegen wir so, das(i)|, = v ist. Alle
restlichen Variablen werden irgendwie beliebig fixiertfédbar konnen die Belegungerund

y unabhangig voneinander vorgenommen werden und es gilt

ISAn(X, Y) = Xjxi), = Uy = INDm_1(U,v).
Damit haben wir die gewiinschte Rechteckreduktion korestru O
Unser letztes Beispiel ist eine Funktion, die schwierigdf@lancierte Partitionen der kompletten
Variablenmenge ist. Die Funktion 1IROW-OR-1G@t aufn x n-Matrizen X = (X j)1<i,j<n

von booleschen Variablen definiert und 1, falls es eine Zmler Spalte aus lauter Einsen gibt
und 0 sonst.
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Satz: Seill eine balancierte Partition der Eingabevariablen von 1IROQR-1CO},. Dann gilt
N3 (1ROW-OR-1COly) > n/2 + 1 und R'(1IROW-OR-1COl,) = Q(n).

Beweis: Der Einfachheit halber sei? und damitn gerade. Unser Ziel ist es, ein passendes
bekanntes Problem auf 1IROW-OR-1COL zu reduzieren.

Nenne eine Zeile oder Spalte vhgeteilt wenn in der gegebenen Partitibinjeder der beiden
Spieler mindestens eine Variablen dieser Zeile bzw. Spelte Wir Gberlegen uns zunachst,
dass es fir jede balancierte Partition mindestggyeteilte Zeilen oder mindesteng2 geteil-
te Spalten gibt. Falls jeder der beiden Spieler eine \aiditje Zeile besitzt, sind offensichtlich
n Spalten geteilt und wir sind fertig. O. B. d. A. habe nur Alicgistandige Zeilen. Die Anzahl
dieser Zeilen ist aber hochstem&, da sie insgesamt naf/2 Variablen hat. Damit sind min-
destens/2 Zeilen geteilt. (Genaueres Zahlen zeigt Uibrigens, dasogar immer mindestens
|n/+/2] geteilte Zeilen bzw. Spalten gibt.)

0O.B.d. A. seien die ersten/2 Zeilen vonX beziiglich der gegebenen Partition geteilt. Wir
konstruieren nun eine Rechteckreduktion von Rgauf IROW-OR-1COL. Sei(X,y) €

{0, 1}"/2 x {0, 1}"/2 eine Eingabe fur DIS)),. Furi = 1,...,n/2 belegen wir in Zeilé von X
eine Alice-Variable mitx; und eine Bob-Variable mi; und alle restlichen Variablen der Zeile
mit 1. Die Variablen in den letzten/2 Zeilen setzen wir alle auf 0. Dann hat die so konstru-
ierte Matrix X genau dann eine Zeile aus lauter Einsen, wenn es miit x; = y; = 1 gibt.
Andererseits gibt es keine Spalten aus lauter Einsen. Opltnit

1ROW-OR-1COlx(X) = DIS4, 2(X, y)

und wir haben die gewiinschte Rechteckreduktion konstridamit kdnnen wir alle bekannten
unteren Schranken fur die Disjunktheitsfunktion anwendesbesondere die fur nichtdetermi-
nistische und randomisierte Komplexitat. O
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8 Anwendungen flr Branchingprogramme

8.1 Branchingprogramme — Das Modell

Branchingprogramme sind eine sehr viel allgemeinere Yegiader OBDDs ¢rdered binary
decision diagramsaus dem Grundstudium. Wahrend OBDDs in der Praxis alsri3ataktur
fur boolesche Funktionen eingesetzt werden, sind Brawgginogramme eins der wichtigsten
nichtuniformen Standardmodelle der Komplexitatstheddieses Modell ist vor allem durch
den Wunsch motiviert, die zur Verfugung stehenden Ted@mikum Nachweis von unteren
Schranken fur den Speicherplatzverbrauch bzw. von ZatzHA radeoff-Schranken zu verbes-
sern.

Definition: Ein Branchingprogramm (BPijiber der Variablenmenge X {X1, ..., Xn} ist ein
gerichteter, azyklischer Multigraph. Innere Knoten sinidl Vlariablen ausX markiert und ha-
ben genau zwei ausgehende Kanten, die mit O bzw. 1 markrett(and oft gestrichelt bzw.
durchgezogen gezeichnet werden). Senken sind ebenfdl® adier 1 markiert. Es gibt einen
ausgezeichneten Startknoten. Das BP berechnet eing dafinierte boolesche Funktion wie
folgt. FUr eine Belegung der Variablen= (ag, ..., an) € {0, 1}" verfolgen wir den eindeutig
definiertenRechenwegom Startknoten zu einer Senke, derx@fKnoten derg; -Kante folgt.
Der Wert der erreichten Senke ist der Ausgabewert des Biragymtogrammes.

Definition: Wir betrachten folgende Parameter von BPs:

e GrofRe Anzahl von Knoten im Graphen, fur BB mit |G| bezeichnet;

e Lange maximale Lange eines Weges vom Startknoten zu einer Senke

e Rechenzeitmaximale Lange eindRechenwegegm Startknoten zu einer Senke.

Die Branchingprogrammgif3e von f BP(f) ist die minimale Grof3e eines BPs fiir Analog
sindBranchingprogramn@nge von fundBranchingprogrammrechenzeit vondéfiniert.

Wie bei Schaltkreisen betrachten wir genaugenommen Fdigen( f,,) von booleschen Funk-
tionen, f,: {0, 1}" — {0, 1} firn € N, die durch Folgen von BRG = (G) dargestellt werden,
wobei firn € N jeweils G, die Funktion f, berechnetUblicherweise reden wir aber in Be-
weisen immer Uber eine bestimmte, vorab fixierte Eingaingdi, was das Modell sehr einfach
handhabbar macht (nur eine endliche Menge von moglichgarAhmen).

Offensichtlich hat jede boolesche Funktion au¥/ariablen ein BP der GroRe€'2+- 1 und der
Lange sowie Rechenzeit(benutze ein entsprechendes OBDD). Die Rechenzeit kastctaich
kiirzer als die Lange sein, d@konsistente Wegait Kanten, die zi; = 0 undx; = 1 gehoren,
vorkommen kdnnen. Solche Wege sind fur keine Eingabe &egblg. Allerdings kdnnen wir
erstaunlicherweise trotzdem ganz allgemein Rechenhegisken in angenehmere (weil syn-
taktisch direkt am Graphen ablesbare) Langenschrankevandeln, wenn wir einen polyno-
miellen Blowup in der Grof3e in Kauf nehmen.

33



Satz: Zu jedem BP G mit Gif3e s und Rechenzeit T gibt es ein BFfi@ dieselbe Funktion
mit Grol3e fochstengT + 1) - poly(s), in dem jeder Weg vom Startknoten zu einer Seakgée
exakt T hat. Insbesondere ist @ich in Ebenen eingeteilt (d. h. Kanten verlaufen nur voerein
Ebene zur jeweilsachsten).

Beweis: Wir konstruieren das gewiinschte B wie folgt. Zunachst erzeugen wir disjunkte

KopienGy, ..., Gt vonG. Furi =0, ..., T—1 verbiegen wir dann is; fur jeden Knoten die
ausgehenden Kanten auf die zu den Nachfolgern korrespendiaoten inG; 1. Schliel3lich
werdenfun =0, ..., T — 1 die Senken ii5; durch Dummyknoten ersetzt, die mitirgendeiner

Variablen markiert sind und deren ausgehende Kanten baidedummyknoten fur die Senke
desselben Typs i1 (bzw. zur Senke desselben TypsGr ) fuhren. Offensichtlich ist dann
|G’| < (T +1)-sund jeder Weg irG’ hat Lange exakT . O

Die Bedeutung von BPs ergibt sich aus der Tatsache, dassodgarithmus der BP-Grof3e im
Wesentlichen den Platzbedarf sequentieller Algorithmiearakterisiert und zudem die BP-
Rechenzeit eine untere Schranke fir deren RechenzetetiialBassend zum nichtuniformen
Modell der BPs betrachten wir ein entsprechendes niclditmigs Maschinenmodell, hier Re-
gistermaschinen (RAMsandom access machinesehe GTI). Dieses erhalten wir aus gewohn-
lichen Registermaschinen, indem wir ein Nur-Lese-Zusatgdbeband erganzen, genaHiifs-
informationsbandDieses Band darf vor der Rechnung instantan (ohne Recitenmdeeiner
beliebigen, von der Eingabelange abhangigen Zeichangefullt werden und es wird der Lo-
garithmus der Lange der Hilfsinformation zum Gesamtdpeiglatz addiert (dies ist die Anzahl
der zur Speicherung der Kopfposition notwendigen Bits).

Es ergibt sich folgender genaue Zusammenhang zwischenateplixitatsmalf3en fur BPs und
nichtuniformen Registermaschinen.

Satz: Sei eine Folge f= (f,) von booleschen Funktionen gegeben.

(1) Sei eine Folge G= (Gy) von BPsiir f = (fy) gegeben, wobeilf n € N das BP G
Grol3e gn) > n habe. Dann gibt es einen Algorithmiis hichtuniforme Registermaschine
mit Standardbefehlssatz, der die Funktionenfolge mitc®eeplatz Qlogs(n)) berechnet.

(2) Sei ein Algorithmudgir f = (f,) auf einer nichtuniformen Registermaschine mit beliebi-
gem Befehlssatz, Speicherplatn)s= Q(logn) und Rechenzeit(h) gegeben. Dann gibt
es eine Folge G= (Gn) von BPs, die die Funktionenfolge berechnet uno®x2°sM)
sowie Rechenzeiblkehstens tn) besitzt.

Beweisskizze:BPs— nichtuniforme Registermaschingls Hilfsinformation fur die nichtuni-
forme Registermaschine wahlen wir eine Codierung des@Rsvobei wir fur jeden Knoten
Typ (innerer Knoten bzw. Senke), Variablenindex und diedléeiNachfolger notieren. Dann
kann auf die nahe liegende Weise der Auswertungsalgorghana der Definition der BPs auf
der Registermaschine programmiert werden. Dieser kgn®tilogs(n)) Arbeitsspeicher fir
die Nummer des aktuell erreichten Knotens, zusatzlicareBeitragO (log s(n)) fur das Hilfs-
informationsband (die Hilfsinformation hat Lang@) - O(logs(n))).
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Nichtuniforme Registermaschine BPs: Die Registermaschine hat bei Speicherplstz)
hochstens 9(M) Konfigurationen (verschiedene Kopfpositionen fiir Eingratnd Hilfsinfor-
mationsband sowie verschiedene Speicherinhalte auf deeit8band). Jede Konfiguration bil-
den wir auf einen Knoten im BP ab, die Startkonfiguration vded Startknoten, terminierende
Konfigurationen Senken. Bei Konfigurationsiibergangeml \as aktuell unter dem Eingabe-
kopf befindliche Zeichen der Eingabe gelesen und davonreifp@ine Nachfolgekonfigurati-
on erreicht, dies bilden wir durch passende Kanten im BP .nkafer Konfigurationsiibergang
entspricht damit einer Kante auf einem Rechenweg, sodaksasich die Aussage Uber die
Rechenzeit ergibt. O

Mit Hilfe dieser Aussage erhalten wir insbesondere ausrant&chranken fur BP-Grof3e und

BP-Rechenzeit untere Schranken fur SpeicherplatzbbdatrfRechenzeit von Algorithmen auf

nichtuniformen Registermaschinen (sogar mit beliebigefeBlssatz!). Da uniforme Register-

maschinen hochstens eingeschrankter sind, gelten 8@sanken erst recht fur den vertraute-
ren, uniformen Fall.

Ein wichtiges, offenes Problem der Komplexitatsthe@ies, superpolynomielle untere Schran-
ken fur die BP-GrofRe und damit superlogarithmische Bitranken z. B. fur Probleme in P
oder NP zu zeigen. Damit wirde sich eine Trennung der méridtgmischem Platz berechen-
baren Probleme von denen in P bzw. NP ergeben. Das Fernzwetiierhin, solche superpo-
lynomiellen oder besser sogar exponentiellen unterera®&kn fir, naturliche”,, realistische”
(nicht konstruierte) Probleme zu zeigen, wie wir sie z. Bs ®arlesungen wigEffiziente Al-
gorithmen® kennen. Es ist klar, dass dies noch schwiergjexls das erstgenannte Problem.

Was fur Aussagen Uiber die Rechenzeit kdnnen wir uns fenidZunachst beobachten wir, dass
wir keine nichttrivialen absoluten Zeitschranken auf demvieg tiber BPs beweisen konnen,
da jede boolesche Funktion aui/ariablen ein BP der Rechenzeit hochstarsat. Interessant
wird es allerdings wieder, wenn wir Speicherplatz und Rezk# gleichzeitig betrachten. Zum
einen konnen wir versuchen, superlineare untere Schnafikedie Rechenzeit bei sublinea-
rem (z.B. logarithmischem) Speicherplatz zu zeigen. Zuessn sind Zeit-Platz-Tradeoff-
Schranken interessant, wie z.B(n) - S(n) = Q(n?), wobeiT (n) und S(n) Rechenzeit bzw.
Speicherplatz des betrachteten Problems seien. Die liehbebenen Ziele sind typischerwei-
se einfacher zu erreichen als absolute untere Schrankethtatséchlich konnen solche Ergeb-
nisse bereits heute mit den fortgeschrittensten TechrfikeBPs und damit sehr allgemeine
Registermaschinen-Algorithmen gezeigt werden!

Abschlie3end bemerken wir noch, dass sihdomisierte BP$und damit aucmichtdetermi-
nistische BPsrandomisierte BPs mit unbeschranktem einseitigen Feald die nahe liegen-
de Weise definieren lassen. Ein solches BP darf zusatalidten bisher gewohnten Knoten,
die jetzt Entscheidungsknotemeif3en, auclmandomisierte Knotemmhne Variablenmarkierung
enthalten. An solchen Knoten wird bei einer Berechnung dachifblger durch einen fairen
Munzwurf bestimmt. Der fur eine Eingabebelegung berethnVert des BPs ist dann eine
Zufallsvariable. Mit Hilfe dieser Zufallsvariablen lagsgich die Ublichen Fehlertypen (einseiti-
ger, beschrankter und unbeschrankter zweiseitigeefFebiv.) definieren. Man kann dann auch
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wieder zeigen, dass die solchermal3en definierten randateisiBP-Modelle sich analog zum
obigen Satz durch die zugehorigen Maschinenmodelle senewl lassen und umgekehrt.

Im Unterschied zum deterministischen Fall kann es auclvslhsein, Kreise in randomisierten
BPs zuzulassen. Wir beschranken uns hier im Folgendenaaibelie azyklische Variante, da
fir uns sowieso BP-Modelle mit polynomiell in der Eingaele beschrankter Rechenzeit am
wichtigsten sind und aus diesen Kreise bei nur polynomidléexgrofierung entfernt werden
konnen (ohne Beweis).

Da fur das allgemeine BP-Modell Techniken zum Nachweis sigperpolynomiellen unteren
Schranken fehlen (und vermutlich auch noch langer niclitahen sein werden), verfolgt man
in der BP-Theorie den Weg, solche Techniken fur immer wemé@ngeschrankte Varianten zu
entwickeln. Die bekannten Techniken bedienen sich entiéidekt MalRen fur Kommunika-
tionskomplexitat oder zumindest kombinatorischen MafterRechteckiuiberdeckungen. Wir
stellen im Folgenden einige Meilensteine dieser Entwicgluor.

8.2 OBDDs

OBDDs sind eine der eingeschranktesten BP-Variantergud@ihrlich untersucht wurden. Wir
wiederholen zunachst die Definition (siehe auch Rechntstren und DAP 2).

Definition: Sei X eine endliche Variablenmenge umdeine Permutation voX. Ein z-OBDD
ist ein BP, bei dem die Variablen auf jedem Weg vom Startkmateeiner Senke eine Teilfol-
ge der Folge(Xz (1), - - ., Xzm)) sind. Die Permutatior nennen wirVariablenreihenfolgeles
OBDDs. EinOBDD st ein BP, dasc-OBDD fur geeignetes ist.

OBDDs sind fur die Praxis als Datenstrukturen fur bodhesEunktionen wichtig, da sie viele
grundlegende Operationen auf booleschen Funktionen dMigatrithmen mit polynomieller
Rechenzeit in der Darstellungsgrof3e unterstitzen, wile 3ynthese und Erfullbarkeitstest.
Viele in der Praxis auftretenden Funktionen haben auRep@ymomiell grolRe OBDDs, aber
es ist naturlich klar, dass wir dies nicht fiur alle Funkin erwarten konnen.

Wir Uberlegen uns hier als Aufwarmibung fir die folgendAbschnitte, wie man kann auf
einfache Weise mit Hilfe von Kommunikationskomplexitditere Schranken fur die OBDD-
Grol3e zeigen kann.

Satz (Untere-Schranken-Technik fur OBDDs): Sei G ein OBDD ir f mit durch
(Xz(1), - - - » Xz(n)) 9egebener Variablenreihenfolge, Permutation von(1, ..., n}. Sei X :=
Xz @), -+ > Xz} UNd Xo 1= {Xz(r41), .- Xy} Mit 1 < £ < n — 1. Dann gilt fur die
1-Runden-Kommunikationskompléxivon f be#glich der Eingabepartitiodl = (X3, X2)
zwischen Alice und Bob:

DA~BI(f) < [log|G|] + 1.

Analoge Aussagen gelten audir fandomisierte und nichtdeterministische OBDDs und die
entsprechenden Mal3érf1-Runden-Kommunikationskompléxit
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Beweis: Wir geben ein passendes Kommunikationsprotokoll fian, in dem beide Spieler
das vorgegebene OBDD benutzen. 8eiy) eine Eingabe fur das Protokoll, wobeiund y
Belegungen der Variablen i1 bzw. X5 seien.

e Alice verfolgt den Anfang des Rechenweg fix;, y) in G, beginnend mit dem Startknoten,
bis zum ersten Knoten, der nicht mehr mit einer VariableXimarkiert ist. Sie sendet die
Nummer dieses Knotens an Bob.

e Bob verfolgt den Rest des Rechenweges, beginnend mit demh@merhaltenen Knoten,
bis zu einer Senke. Die Variablen an den entsprechendereKmethoren alle zX». Seine
Ausgabe ist der Wert der erreichten Senke.

Dieses Protokoll hat offensichtlich Komplexitat hodss[log |G|] + 1. O

Damit wir diesen Satz fur beliebige Permutatiomeand die resultierenden Partitionen anwen-
den kdnnen, brauchen wir offensichtlich untere SchrariteKommunikationskomplexitatim
Modell mit variablen Partitionen. Unsere entsprechendgelihisse aus Kapitel 7 liefern:

Satz:
(1) Jedes nichtdeterministische OBDD, d&g; berechnet, hat Gike2*™,

(2) Jedes randomisierte OBDD mit bes&hktem zweiseitigen Fehler, d&®A,, berechnet, hat
GroRe2(/logn)

(2) Jedes nichtdeterministische OBDD und jedes randongs@BDD mit zweiseitigem be-
schiankten Fehler, dasROW-OR-1COl, berechnet, hat Gi3e22™ .

Beweis: Wir schreiben die Variablen als Liste gemald der Varialddgranfolge des vorgege-

benen OBDDs auf und zerschneiden die Liste so, dass derT@isigenau die fur die beiden

Beispiele jeweils erforderliche Anzahl wichtiger Variablenthalt. Fur die entstehenden Parti-

tionen sind dann die unteren Schranken aus Kapitel 7 undatbexgehende Satz anwendbar.
O

Im Hinblick auf die nachfolgenden, weiterfuhrenden Takkn stellen wir noch eine alternative
Sichtweise der Beweistechnik fur OBDDs vor. Hier und imdasiden gehen wir (0.B.d.A.)
davon aus, das die untersuchten BPs genau eine 0- bzw. &8abkn. EirSchnittin einem
OBDD ist eine Menge von Knoten, sodass auf jedem Startkr®erken-Weg genau ein Kno-
ten des Schnitts liegt. Wir definieren den Sch@itin einem gegebenen OBDD als die Menge
der Knoten, bei der Bob gemal dem Beweis des Satzes Ub@BM®-Beweistechnik die Be-
rechnung fortsetzt. Fur einen Knotere C definieren wirR, als die Menge der Eingaben, de-
ren Rechenweg vom Startknoten Ubetur (einzigen) 1-Senke verlauft. Offensichtlich handelt
es sich dabei um ein 1-Rechteck, da wir die Teileingaberguaen Wegabschnittestartkno-
ten— 0" und ,o — 1-Senke" gehoren, unabhangig voneinander wahlenddmind naturlich
nur 1-Eingaben iR, liegen konnen. Die MengeR, fur die Knotenv € C korrespondieren in
eindeutiger Weise zu den 1-Rechtecken im oben konstraoié&oenmunikationsprotokoll und
bilden insgesamt eine Partition der 1-Eingaben der daliest Funktion. Analoges gilt fur die
0-Eingaben. Wir haben damit eine rein kombinatorische &ktarisierung der OBDD-Struktur
fur die Untere-Schranken-Technik erreicht.

37



8.3 Read-once-Branchingprogramme

Ein stereotypes BRst ein BP, bei dem gefordert wird, dass die Zugriffsreilodgé auf die
Variablen nur von der Eingabelange, aber nicht vom Inhait Eingabe abhangt, analog zu
stereotypen Turingmaschinen. Zusammen mit Langenhéskhingen ist diese technisch moti-
vierte Eigenschatft sehr hilfreich fur den Nachweis voreven Schranken. OBDDs stellen den
Spezialfall von stereotypen BPs mit Langear.

Wenn wir fur praxisnahere Berechnungsmodelle neue @rfiehranken-Techniken entwickeln
wollen, besteht eine wesentliche Herausforderung dauich aichtstereotypélodelle behan-
deln zu kénnen. Eins der einfachsten nichtstereotypeiviBBelle sind die in diesem Abschnitt
untersuchten Read-once-BPs.

Definition: Ein Read-once-BRst ein BP, in dem auf jedem Weg vom Startknoten zu einer
Senke jede Variable hochstens einmal auftaucht.

Offensichtlich sind OBDDs spezielle Read-once-BPs. Auf desten Blick sieht die Abande-
rung in der Definition auch relativ harmlos aus. Tatsathlieten aber viele grundlegende
Probleme bei der Behandlung von allgemeineren nichtstgsen BP-Modellen mit Unteren-
Schranken-Techniken bereits bei Read-once-BPs auf,endhias Modell andererseits kom-
binatorisch noch relativ elegant handhabbar ist. Wir b&esrenoch, dass Read-once-BPs wie
OBDDs die Eigenschaft haben, dass jeder Weg vom Startkzateimer Senke tatsachlich auch
Rechenweg fur eine Eingabe ist, d. h. es gibt keine inktersisn Wege.

Wir Giberlegen uns im Folgenden, wie wir untere Schrankeid&s Modell nachweisen konnen.
Zunachst vereinfachen wir die Struktur der Read-once-8&Rss, wie in folgendem Lemma
beschrieben.

Lemma und Definition: Ein beliebiges Read-once-BP @Gskt sich in ein Read-once-BP G
fur dieselbe Funktion umwandeln, sodass folgende Eigeftsecherfillt sind:

e Fir jeden Knoterv kommen auf jedem Weg vom Startknotem zieselben Variablen vor
(im Allgemeinen allerdings in verschiedenen Reihenfgtgen

e auf jedem Weg vom Startknoten zu einer Senke kommen akdoMarivor; und
e |G| <2n|G|.
Wir nennen Read-once-BPs mit den ersten beiden Eigensnhedjular

Beweis: Wir konstruieren induktiv das neue BFP aus dem gegebenen. Fur den Knaotesei
die zweite Eigenschatft bereits an allen Vorgangern krfséi X, die Vereinigung der Mengen
von Variablen, die auf irgendwelchen Wegen vom Startknetenvorkommen. Jede Kante von
einem Vorgangeu zu v ersetzen wir durch eine Kette aus Dummy-Knoten mit den Ydeia
die in X, vorkommen, aber weder auf den Wegeruzmoch aru selbst vorkommen. Damit ist
genauer eine Folge von Knotdg = u, d1, ..., dk_1, dk = v gemeint ,wofui =0, ..., k—1
die 0- und 1-Kanten vod; zud; 1 fuhren unddy, ..., dx_1 mit den fehlenden Variablen mar-
kiert sind. Auf dieselbe Weise erganzen wir fur jede Seadleenoch fehlenden Variablen durch
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Ersetzen der zu ihr fuhrenden Kanten. Aufgrund der Rea-&igenschaft wissen wir, dass
auf Wegen von zu einer Senke, inklusive selbst, keine Variablen au§, mehr vorkommen,
sodass diese Konstruktion wieder ein korrektes Read-Bickefert. Es ist auch klar, dass wir
die dargestellte Funktion nicht verandern. Da die Anzahlkhnten inG durch 2G| nach oben
abgeschatzt werden kann und fur jede Kante hochstend Dummy-Knoten erganzt werden,
stimmt die Abschatzung der Grol3e. O

Wir kdnnen uns also bei der Entwicklung einer Unteren-8cken-Technik auf regulare Read-
once-BPs beschranken, da fuir uns hier polynomielle Faktbei der Grof3e nicht wichtig sind.
Ein guter Ausgangspunkt ist die kombinatorische Sichtevelisr Beweistechnik fir OBDDs.
Wir definieren hier einen Schni@ durch ein gegebenes regulares Read-oncésBBer aus
den Knoten besteht, die nach Lesen von geméiVariablen auf den Rechenwegen erreicht
werden. Sei wiedeR, die MengeR, von Eingaben, deren Rechenweg vom Startknotenaiber
zur (einzigen) 1-Senke fuhrt. Da auf allen Teilwegen vom ;J$tartknoten— »" dieselbe Va-
riablenmenge vorkommt, analog auf allen Teilwegen vom Jiyp—> 1-Senke", erweist sich
R, genauso wie bei OBDDs als 1-Rechteck (hier haben wir die Retiat vonG ausgenutzt).
AuRerdem bilden alle 1-Rechtecke zusammen eine PartiioNlénge der 1-Eingaben der dar-
gestellten Funktion. Der grof3e Unterschied zu OBDDs ists ledes Rechteck zu einer anderen
Aufteilung der Eingabe gehoren kann, da die Menge der Wauf den Anfangsstiicken der
Wege (bzw. analog auf den Endstiicken) je nach Knotenterscheiden konnen. Wir haben al-
so kein Kommunikationsprotokoll beziglich einer festant®ion mehr, das zu den Rechtecken
korrespondiert.

Wir beschreiben zunachst die auftretenden Rechteckeugenad halten den Zusammenhang
zu Read-once-BPs dann in einem Satz fest.

Definition: Seill = (X3, X2) eine Partition der endlichen VariablenmengeEin (kombina-
torisches) Rechteck bigglich IT (IT-Rechteckwird beschrieben durch eine charakteristische
Funktion R auf den VariablerX, die sich in der FornrR = R; A Ry schreiben lasst, wobei fur

i =1, 2 die FunktionR; nur von den Variablen iRy abhangt.

Satz: Jedes Read-once-BP @rfeine Funktion f liefert eine Partition der Eingabemenge i
hochsten2n|G| Rechtecke, wobei jedes Rechteck seine eigene balancetitéeoR der Einga-
bevariablen haben darf.

Beweis: Wir wandelnG in ein regulares Read-once-BP der Grol3e hochste|2im und
definieren dann die Rechteckzerlegung wie vorab beschri€eees hochstensiZs| Schnitt-
knoten gibt, folgt auch die Aussage Uber die Anzahl der Rebte. O

Wir kdnnen mit Hilfe dieses Satzes untere Schranken®)jrzeigen, wenn wir nachweisen
konnen, dass jede Rechteckiberdeckung fur die gewim&cinktion mit variablen Partitionen
der Eingabe viele Rechtecke bendtigt. Solche Schrankeiten wir gemali einer nahe liegen-
den Verallgemeinerung der Rechteckmal3methode, wenn igerz&odnnen, dass 1-Rechtecke
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fur die betrachteten Funktioh mit einerbeliebigen balancierten Partitionur wenige Einga-
ben enthalten konnen, wahrend andererseits die ZahtBergaben vonf grol3 ist. Typischer-
weise sind die entsprechenden Argumente natirlich aokpvoller als fur eine feste, fur den
Nachweis von unteren Schranken gut geeignete Partition.

Wir halten aul3erdem fest, dass wir aus unteren SchranketiditAnzahl von Rechtecken in
Rechteckuberdeckungen analog zur obigen Konstruktteadhlich sogar untere Schranken fir
nichtdeterministische Read-once-BPs erhalten. Aul3ekdam man mit entsprechende Verall-
gemeinerungen von Korruptions- und Diskrepanztechnilh autere Schranken fur randomi-
sierete Read-once-BPs nachweisen (hier ohne Details).

Wir betrachten als konkretes Beispiel einer unteren Sdleréiir Read-once-BPs charakteristi-
sche Funktionen von Codes. Hininarer) Code der Bnge nist eine Teilmengé& < {0, 1)".

Der Minimalabstand von Gst definiert als Minimum des Hammingabstandes zwischen zwe
verschiedenen Codewortern. Falls= 2t + 1 der Minimalabstand ist und ein Codewort Uber
einen unsicheren Kanal Ubertragen wird, dann kann manibeiud fehlerhaften Bits immer
noch das urspriingliche Codewort eindeutig rekonstraiere

Wir beobachten, dass sich durch den Minimalabstand eineed@&hranke fur die Bepackung
von {0, 1}" durch Codeworter mit folgendem einfachen Volumenargureegibt. Fir je zwei
verschiedene Codeworter y € C eines solchen Codes gilt, dass die Kugeln xiny mit
Radiust bezuglich des Hammingabstandes sich nicht schneiderGidige einer solchen Kugel
ist genau>", (7). Damit erhalten wir:

Lemma (Hammingschranke): Sei C ein Code derdnge n mit Minimalabstand & 2t + 1.
Dann gilt|C| < 2"/B(n, t), wobei Bn, t) := > _, (7).

Fur Anwendungen ist es gut, Codes mit hohem Minimalabstartigleichzeitig vielen Co-
dewortern zu haben. Wir zeigen hier, dass es fur Read-BRseschwer ist, zu Uberprifen, ob
ein Wort zu solch einem Code gehort.

Lemma: Sei C ein Code derdnge n mit Minimalabstangt + 1. Sei & die charakteristische
Funktion von C. Dann hat jedes Read-once-BP fc GroRe mindesten&l/2n) - |C|/2" -
B(ln/2], t)%.

Beweis: Nach unseren Voriiberlegungen reicht es aus, wenn wir zeidgss jeddJberde-
ckung der 1-Eingaben voific durch 1-Rechtecke mit variabler Eingabepartition minelest
IC|/2" - B(|n/2], t)? solcher Rechtecke enthalt. Dazu wenden wir die verallgeent Recht-
eckmal3imethode an. Zunachst halten wir fest, dass r&kth@l(l) = |C]| gilt. Wir zeigen nun,
dass jedes 1-Rechteck fifig bezuglich einer beliebigem Partition der Eingabevagaion fc
hochstens® B(|n/2], t)2 Eingaben enthalt. Dann folgt die behauptete untere Sklran

Sei alsoR = R; A Ry ein 1-Rechteck furfc beziglich einer balancierten Partitidh =
(X1, X2) dern Eingabevariablen. Also gilt insbesonddRel(1) C fc‘l(l). SeiR(a,b) =1
fur Belegungera, b von X3 bzw. X,. Dann gilt fur jede Belegunty’ von X, mit b’ # b und
R(a, b") = 1, dass ihr Hammingabstandzmindestensl betragt. Also stellen alle Belegungen
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in Rz‘l(l) einen Code der LangeXz| mit Minimalabtand hochsters dar, woraus gemalf der
Hammingschranke

IR;M(D)] < 2%/B(1Xal,t) < 2%2l/B(In/2], 1)
folgt. Analog erhalten witR; *(1)| < 2%11/B(|n/2], t). Insgesamt gilt also
IR @) < 2"/B(In/2], 1%

O

Es bleibt nun, das Lemma auf konkrete Codes anzuwenden tvadinten BCH-Codes (Bose-
Chaudhuri-Hocquenghem-Codes), von denen wir nur dietigget Eigenschaften zitieren. Fur
n = 2" —1undt € N gibt es Codes dieses Typs mit LangeMinimalabstand mindesteils=

2t +1 und mindestens™2(n+ 1)! Codewortern. Sei BCkidie charakteristische Funktion eines
solchen Codes mit=t(n) = |n%2]. Dann folgt:

Satz: Jedes Read-once-BBIfBCH, hat GroRe22™"?).

Beweis: Es ist zunachst

t

B(ln/2).1) = Z(Lni/ZJ) < (t+1)(Ln{2J).

i=0

Mit Hilfe der stirlingschen Formel erhalten wir auf3erdemr(sparen uns hier die etwas hafli-
chen Rechnungsdetails) fur eine geeignete Konstamé O < a < log(e/2) und hinreichend
grof3en:

Ln/ZJ) 1 1 1/2nL/2 N2 (1/2)nb2
= ——— (2n"H"" . (1£o(1) = 2" . nF2ANT,
t ev2zr nb4

Damit ergibt sich insgesamt:

1 1 172 1/2 172
ICl/2" - B(In/2],1)* > TR AT L p2antE e 2ant® (g 4 (1))

und damit zusammen mit dem vorhergehenden Lemma die Balrapges Satzes. O

8.4 Langenbeschankte Branchingprogramme

Das Ziel in diesem Abschnitt ist es, einen kleinen Einblicklie fortgeschrittenste Beweistech-
nik fur BPs zu geben, mit deren Hilfe sich insbesonderevaatst superlineare Zeitschranken
bei sublinear beschranktem Speicherplatz fur allgemBiegistermaschinen-Algorithmen zei-
gen liel3en, die boolesche Funktionen berechnen bzw. Eithoigsprobleme losen.
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Wir stellen hier eine einfache Version der Technik vor, dig filr Eingaben funktioniert,
die durch Variablen aus einem Wertebere{€h. .., d} mit grol3em, von der Eingabelange
abhangigerd codiert werden — also insbesondere nicht fir booleschiaban. Ein Beispiel
fur ein Problem, das sich auf natirrliche Weise so codi&sst, ist dagklement-Distinctness-
Problem bei dem fur Eingabeny, ..., X, € {0, ..., d} entschieden werden soll, ob alle Zahlen
X1, ..., Xy paarweise verschieden sind.

Fur die Beweistechnik ist es einfacher, dual zum eigamtjiewiinschten Ergebnis vorzugehen
und untere Schranken fur den Platzverbrauch bei beskie@Rechenzeit zu zeigen. Wie wir
aus dem Einleitungsabschnitt wissen, konnen wir aul3eRlechenzeitschranken durch gleich
grol3e Zeitschranken ersetzen, wenn wir einen polynomi@l®Ren-Blowup tolerieren. Damit
konnen wir uns im Folgenden auf die Untersuchung von labhgschrankten BPs zuriickziehen,
wobei die Langenschranken fur die hier betrachtete Ti&kalon der Formn - poly(log n) sind.

Die Technik ist wiederum eine Variante der Rechteckmaf3bid¢ und eine deutliche Verall-
gemeinerung der Ideen fur Read-once-BPs. Wir verwendareime neue Art von Rechtecken,
die die ublichen kombinatorischen Rechtecke als Spediahthalt. Wir werden nachweisen,
dass ein allgemeines BP eiktberdeckung der 1-Eingaben der betrachteten Funktionit
nicht zu vielen solcher Rechtecke liefert.

Der Beweis dieser Aussage besteht aus zwei Schritten. li@ne8chritt zeigen wir, dass das
BP einfacher strukturierte Teil-BPs liefert, die den Eipgaum partitionieren, so gennafiet-
scheidungs@lder. Im zweiten Schritt Uberdecken wir die Eingaben von Erggilngswaldern
durch passende Rechtecke.

Wir betrachten wir im Folgenden Funktionen der BaulartD" — {0, 1}, die Uber Variablen
ausX = {Xq, ..., Xn} mit Werten audD = {0, ..., d} definiert sind.

Definition 8.1: Ein Entscheidungsbaumst ein BP, in dem jeder Knoten Eingangsgrad 1 hat.
Wir bezeichnen die von einem Entscheidungsbaurberechnete Funktion ebenfalls niit

Ein (r, K)-Entscheidungswali$t eine Mengd= = {T4, ..., T;} von Entscheidungsbaumen, wo
fur jede Eingabe und jedesT; die Anzahl der Variablen auf dem fiarin T; durchlaufenen
Rechenweg durchkn/r7 nach oben beschrankt ist. Die vénberechnete Funktion sé&i :=
N1<i< Ti. Wir sagen, dass fir eine Eingabeeine Variable von einem Entscheidungsbaum
(oder Entscheidungswaldeleserwird, wenn sie auf dem Rechenweg fi(bzw. auf einem
der Rechenwege in den im Entscheidungswald enthaltenectgitlungsbaumen) vorkommit.

Wir missen im Folgenden darauf achten, dass wir tatséchier immer nur Rechenwege bzw.
bei Rechnungen gelesene Variablen betrachten — andergia®BDDs und Read-once-BPs
konnen hier jetzt inkonsistente Wege vorkommen. Der &sleitt der Zerlegung von BPs wird
nun in folgendem Lemma beschrieben. Die verlangte Vordmnsisg tiber die Lange erhalten wir
aus dem bereits erwahnten Lemma im Einfuhrungsabschmittiem wir Rechenzeitschranken
in Langenschranken tibersetzen.
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Lemma 8.2 (Zerlegung von BPs in Entscheidungsialder): Seienrk € N mitr < kn. Sei
G einBP fir f: D" — {0, 1}, in dem jeder Wegdnge genaud < kn hat (insbesondere ist
G in Ebenen eingeteilt, d. h. Kanten verlaufen nur von eirtsgrte zur &chsten). Dann gibt es
eine Kollektion aus ichstengG|" —* (r, k)-Entscheidungsitdern, sodass die Mengen der von
diesen akzeptierten Eingaben eine Partition vort(fl) bilden.

Beweis: Der Beweis funktioniert ahnlich wie die Beweistechnikrimas fur OBDDs und
Read-once-BPs, nur benutzen wir diesmal 1 Schnitte im Graphen anstatt nur einem ein-
zigen. Wir beginnen mit einigen Definitionen. Fur zwei \aniedene Knotem, w in G defi-
nieren wir die boolesche Funktiofly ,, auf den Eingabevariablen wie folgt. Fur eine Eingabe
sei f, ,(a) := 1, falls ein am Knoten gestarteter Rechenweg gemafd der BP-Semantik den
Knotenw erreicht, undf, ,(a) := 0 sonst. Seien die gemaf’ Voraussetzung gegebenen Ebe-
neninG mit 0, ..., ¢ durchnummeriert. Fir = 1,...,r — 1 definiere den Schnif€; als

die Menge aller Knoten der Ebeng’/r]. Seivg der Startknoten vos undo, die 1-Senke.
Dann ist f offenbar die Disjunktion der Funktione®,,, ., , = Ag<i<r_1 o0, Gber alle
Schnittknotenfolgerioy, ..., vr—1) € C1 x --- x Cr_1. Weiterhin sind die Mengen der von
diesen Funktionen akzeptierten Eingaben disjunkt (jedgd&be durchlauft genau eine Knoten-
folge). Die Anzahl der Funktionen kann durf@y| - - - |C,_1] < |G|" ! nach oben abgeschatzt
werden. SchlieRlich wird jede der Funktionég ., von einem Entscheidungsbaum der Tie-
fe [kn/r] berechnet, den wir durch Expandieren des Teil-BPs aus ®Wegen vono; nach

vj+1 zU einem Baum erhalten, wobei alle zu ; korrespondierenden Senken 1-Senken wer-
den und alle restlichen Senken 0-Senken. Damit wird auchfeshktionF,,  , , von einem

(r, k)-Entscheidungswald berechnet und wir haben insgesamtetasia gezeigt. O

Der zweite Schritt ist nun, jedem Entscheidungswald einghRekiiberdeckung der Eingaben
zuzuordnen (bei OBDDs und Read-once-BPs hatten wir anrdsteke nur genau ein zugeord-
netes Rechteck und der Schritt war trivial). In Analogie Kommunikationskomplexitat und
den Techniken fur OBDDs und Read-once-BPs wirden wir absten Teilgraphen im BP fin-
den, sodass wir die dort auf den Rechenwegen auftaucherdiMn wieder exklusiv einem
der zwei Spieler Alice und Bob zuordnen konnen. Unsere istetaher, zunachst auf irgendei-
ne Weise jeden der Entscheidungsbaume in einem Entscigsidiald einem der beiden Spieler
zuzuordnen. Allerdings wird es dann typischerweise (ieeiallgemeinen BP) viele Variablen
geben, die sowohl in Alices’ als auch in Bobs Baumen gelegnden und wir erhalten keine
disjunkte Partition der Variablen.

Trotzdem besteht die Hoffnung, dass es zumindest einigablan gibt, die exklusiv nur bei
Berechnungen in Alices’ Baumen vorkommen und einige nuBbeechnungen in Bobs Baum-
en. Alle anderen Variablen missen wir dann irgendwie gekttlurch Konstantsetzungen eli-
minieren. Der Grund fur diese Hoffnung liegt darin, dassBaume nicht sehr tief sind und es
daher nicht zu viele Variablenpaare gibt, deren Bestaledgeimeinsam in einem festen Baum
vorkommen. Im Folgenden werden wir diese Intuition pri&zen. Dazu definieren wir zunachst
die Mengen der uns interessierenden, exklusiv gelesermablén.
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Definition 8.3: Fir einen Entscheidungswaklund einen Teilwald=" C F, sei derF’-Kern
fur a, core=(a, F’), die Menge der Variablen, die bei der Berechnungdiexklusivin den
Baumen inF’ gelesen werden (d. h. nur ' und nicht inF — F’).

Im Folgenden lassen wir Ublicherweise den Indekei dieser Notation weg, da wir sowieso
immer nur Uber einen festen Entscheidungswald reden. &ieh bereits festgelegt, dass wir
die Menge der Entscheidungsbaumewischen den Spielern aufteilen wollen. &g, Fg € F
eine Partition vorF, wobei Alice die Baume irFa erhalt und Bob die ifFg. Unser Ziel ist
es, zu zeigen, dass sowohl i als auch inFg viele Variable exklusiv gelesen werden, also
formal mit der obigen Definition, dass cdee Fa) und corda, Fg) grol3 sind.

Wir haben allerdings keine Ahnung, wie m&na und Fg geschickt wahlen sollte, damit das

gilt. Wir verwenden daher die probabilistische Methode Auswahl. Wir vergeben jeden der

Baume unabhangig und zufallig mit einem fairen Munzeur einen der beiden Spieler. Damit
erhalten wir eine zufallige Patrtitioffa, Fg) von F. Wir zeigen nun, dass tatsachlich dann mit
hoher Wahrscheinlichkeit cof@ Fa) und coréa, Fg) grof3 sind.

Lemma 8.4: Sei F ein(r, k)-Entscheidungswald, wobei £ n ist. Sei ac {0, 1}" eine Ein-
gabe fir F. Sei(Fa, Fp) eine zudllige, wie oben beschrieben erzeugte Partition von F. Dann
habencorga, Fa) und corga, Fg) die gleiche erwartete Gf3eu(a) > n/2k+1 und es gilt

|| core(a, Fa)l — u(a)| > u(a)/2 mit Wahrscheinlichkeitéchstensi(k + 1)222k+D /v Eine
analoge Aussage erhalten wirrfFg.

Beweis: Wegen Symmetrie reicht es aus, nbj zu betrachten. Sei(i) die Anzahl von
Baumen inF, die die Variablex; wahrend der Berechnung farlesen. SeiZ; die Indikator-
Zufallsvariable fur das Ereignig € corga, Fa) und seiZ := Z1 + --- + Z,. Dann ist of-
fensichtlichu(a) = E(Z). Aufgrund der Definition der zufalligen Partitidira, Fg) gilt fur
allei, dass Pfz; = 1} = 27t® jst. Damit haben wir

u@ = E@Z) = > 27'0.

i=1

DaF ein(r, k)-Entscheidungswald ist, haben wir weiterhin

t(d)+---+t(n) < rikn/r] < rkn/r + @ —1)/r) B (k+ Dn.

Wir wollen die Summe>; 2710 nach unten beschranken und berechnen daher ihr Minimum
als Funktion von reellen Variabldiil), . . ., t(n) unter der Nebenbedingun@l)+- - -+t(n) <

(k + 1)n. Es ist aufgrund der Symmetrie der Funktion in den Varialklan dass das maximal
mogliche Gesamtgewicht vak + 1)n moglichst gleichmaldig auf die Variablen verteilt werden
sollte, d. h. das Minimum wird fir(1) = -- - = t(n) = k + 1 angenommen und betragt damit
n/2k+1. Damit haben wir den ersten Teil des Lemmas gezeigt.

44



Fur den zweiten Teil benutzen wir die tschebyscheffschglélohung. Dazu leiten wir zunachst
eine obere Schranke fiur die Varianz varher. Es ist aufgrund der Definition der Varianz und
von Z zunachst

V(Z) = E(Z)-(E2)* = > EZiZ)- > (EZ)EZ)
1<i,j=<n 1<i,j<n
= > (PMZinZj=1)-PrZ =1} -P{Z; =1)).

1<i,j=<n

Falls es keinen Baum iR gibt, in dem beiden Variabler undx; gelesen werden, dann sind
Zi undZ; unabhangige Zufallsvariablen und fir dieses Raayr) ist der entsprechende Term in
der obigen Summe 0. Wir schatzen die restlichen Terme lbnitd nach oben ab und zahlen,
wieviele wir davon haben. Fur ein festeglibt es hochstens(i) - [kn/r] Variablenx;, die
zusammen mik; in einem der Baume gelesen werden. Damit gibt es in der abggenme
insgesamt hochstens

D tirkn/r] < (K+1)%n?/r
i=1

von 0 verschiedene Terme. Dies ist also auch eine oberer@ehiiar V (Z). Gemal der Tsche-
byscheff-Ungleichung erhalten wir nun

PIZ - E(2)| = E(2)/2} < 4V(2)/E(2)? < 4k + 1222k r,

wie behauptet. O

Sei F ein fester Entscheidungswald. Wir setzen im obigen Lemma 16(k + 1)222k+D,
Dann erhalten wir fir eine feste Eingadenit Wahrscheinlichkeit mindesteng2 eine Partition
(Fa, F) von F, sodass fuXy := corga, Fa) und X, := corea, Fg) gilt, dass| X1, | X2| >

m mit m = n/2%t2. Damit kénnen wir eine solche Partition fixieren. Wir habham die
gewunschten Mengen der exklusiv in Alice- bzw. Bob-Baunrgelesenen Variablen gefunden.
Wir mussen nun noch tberlegen, wie wir die restlichenalden inX — (X1 U X») behandeln.

Dazu fassen wir zunachst die Eingaben zusammen, fur dididselben Menge(X1, X») als
Kerne auftreten. (Bei OBDDs hatten wir an dieser Stelle me éeste Wahl fur alle Eingaben.)
Fur zwei disjunkte TeilmengeK1, X2 der Variablen seP := P(X1, X2, Fa, Fg) die Menge
aller Eingabera € F~1(1) mit X1 C corg@a, Fa) und X, C corda, Fg). GemaR dem letzten
Lemma ist jede Eingabe € F~1(1) in mindestens einer solchen Menge K, X, mit | X1| =
|X2] = m enthalten. Beachte, dass es im Allgemeinen mehr als RiMenge gibt, die eine
Eingabe uberdeckt. Seieine partielle Belegung allgnicht erwiinschten® Variablen iX —
(X1 U X2) und seiP; die Menge aller partiellen Belegungen vida U X», die zusammen mit
eine Belegung ergeben, die fhenthalten ist.

Lemma: Fur beliebige z ist die Menge;Fein (eventuell leeres) kombinatorisches Rechteck
beZiglich der Partition(X1, X2).
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Fur Belegungem undo von disjunkten Variablenmenge bezeichnen wir im Folgendéno
die ausu und» zusammengesetzte Belegung von allen Variablen in der ngreig dieser
Mengen.

Beweis: Seienxp und yp beliebige Belegungen der Variablen Xy bzw. X,. Sei P, A die
Menge aller Belegunger der Variablen inX1 mit Fa(Xypz) = 1 und X1 C core(Xypz). Sei
analogP; g die Menge aller Belegungeynvon Xz mit Fg(Xoyz) = 1 andXz C coreXoy2).
Wir behaupten, dass dann

P, = PZ,A X PZ,B,

womit das Lemma gezeigt ist, da die Menge auf der rechtere $&#nsichtlich ein Rechteck
bezuglich(X1, X») ist. Dazu beobachten wir, dass gemal DefiniBpgenau aus den Eingaben
xyzbesteht, wox eine Belegung voiX1 undy eine Belegung voiXs ist, sodass

Xyze FA_l(l) A X1 C coreXyz Fa) A
xyze Fg(1) A Xz C corexyz Fg).

Da Xy C corgxyz Fp) ist, konnen wir in den Bedingungen der ersten Zgildurch eine
beliebige Belegungp von X, ersetzen (diese Bedingungen hangen nicht von den nkgin
Baumen gelesenexy,-Variablen ab), analog fur die zweite Zeile und eine beafjetBelegungg
von X1. Die resultierenden Bedingungen sind dann aber offer&ibliquivalent dazu, dad®
von der oben angegebenen Form ist. O

GemalR unserer bisherigen Erkenntnisse konnen wir als&nd(1) durch Mengen der Bauart
P (X1, X2, Fa, Fg) Uberdecken (im Allgemeinen nicht disjunkt) und letzteesiol wiederum
durch Fixieren der Variablen iX — (X1 U X») auf alle moglichen Weisen in kombinatorische
Rechtecke bezuglicbX1, X2) zerlegen. Wir missen uns nur noch tiberlegen, wievieldéfeec
cke auf diese Weise entstehen.

Zunachst fuhren wir einen Namen fur die ObjelR€X1, X2, Fa, Fg) €in, wobei es sich um
verallgemeinerte Rechtecke handelt, bei denen es eifemtlith fixierten Eingabeteil gibt, der
beiden Spielern bekannt ist.

Definition 8.5: Seien X1, X2 € X disjunkte Variablenmengen mjX1| = |[X2] = m.
Eine Eingabemeng® heil3t m-Rechteck béglich (X1, X»), falls es eine Belegung von
X — (X1 U X2) sowie Mengen von BelegungelRy und Rg von X; bzw. X5 gibt, sodass
R = Ra x Rg x {z}. Eine EingabemengPk heilstm-Pseudorechteck higglich (X1, X>), falls
fur jede Belegung von X — (X1 U X2) die MengeP; x {z} einm-Rechteck bezuglicbX1, X2)
ist.

Damit konnen wir nun den zweiten Schritt der Beweisteclai&h quantitativ beschreiben:

Lemma 8.6:Sei k < n, r = 16(k + 1)222ktD < n und m = n/2*t2, Sei F
ein (r, k)-Entscheidungswald. Dann gibt es eine Kollektion varchstens24kt2m+ m.
Pseudorechtecken, die (1) ilberdecken.
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Beweis: Wir brauchen nur noch die Anzahl der Pseudorechtecke Zerzadtie in unserer be-
reits beschriebenen Konstruktion vorkommen. Jede EingabeF —1(1) gehort gemalk Lem-
ma 8.4 zu (mindestens) einer MenBéX1, X2, Fa, Fg) mit | X1] = |X2| = m. Offensichtlich

gibt es hochstens 2;‘1)2 solcher Mengen. Gemal einer uiblichen Abschatzung ifiwmialko-
effizienten gilt (siehe z. B,Extremal Combinatorics®, S. Jukna):

n < 2H2(m/n)n,
m) =

wobei H, die binare Entropiefunktion ist (siehe Kapitel 4). Weltier erhalt man mit Hilfe der
Taylorreihe fur Il — x) fur x < 1/2 die Abschatzung

H(x) < —2xlogx.

Insgesamt gilt damit

2
Zr(”) - . (22.2—<k+2>~(k+2)~n)2 — 2. (22m(k+2))2 = Ak2mir,
o) =

O

Analog zur Rechteckmaflimethode fur die Gleichverteilusigit uns die hier hergeleitete Be-
weistechnik folgenden Zusammenhang zwischen dem Mal3 \Rechtecken und der Grolde
von allgemeinen Branchingprogrammen:

Satz 8.7:Sei2 < k < n, r = 16(k + 1)222k+tD) < n und m= n/2k*2. Sei G ein Bran-
chingprogrammiir f: D" — {0, 1} der Lange lochstens kn. Dann gibt es ein m-Rechteck
R c f~1(1), sodass
-1
|R| Z 2—4(k+2)m—|’ . |G|—|’ . |f (1)|
|DJ2m |DI"

Beweis: Gemald dem Zerlegungslemma 8.2 und dem Lemma 8.6 Uiber dighAwon Pseu-
dorechtecken bei désberdeckung eines Entscheidungswaldes erhalten wirldteedeckung
von f ~1(1) mit hdchstens #<+D™ . |G|" m-Pseudorechtecken. Damit gibt es mindestens ein
solches RechtecR mit einer Partition( X1, X2) mit | X1| = | X2| = mund

IP| > 274kF2am-T G171 £ ().

Durch Fixieren der Variablen iX — (X1 U X») kdnnen wirP in genau/D|"~2™ m-Rechtecke
partitionieren. Dann gibt es mindestens ein solahdechtechkR mit

|P| > 2—4(k+2)m—r X |G|—r . |f_1(1)| X

2m
|D|n—2m |D|” |D| ’

IR| >

Dividieren durch/D|2™ liefert die Behauptung. O
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Beame, Saks, Sun und Vee (2001) haben diesen Satz auf Fuekamgewendet, die aus qua-
dratischen Formen uber endlichen Korpern konstruied.sWir betrachten ein einfaches Bei-
spiel. Sein = 29 und seiH, die n x n-Hadamardmatrix mitn(x, y) = (—1)%-¥) mod 2 iy
X,y € {0, 1}". Sei H; die Matrix, die ausH, entsteht, indem wir die Diagonale durch lauter
Nullen ersetzen. Fir jede ungerade Primzahlpoteaad x Zg sei let SQR ,(x) = 1, wenn

xTH#x = 0 modq und SQFR »(x) = 0 sonst.

Die HadamardmatrixH, hat die bemerkenswerte Eigenschaft, dass jede ihrer Stibemat
grol3en Rang hat verglichen mit ihrer Anzahl von Eintraggéeame, Saks, Sun und Vee ha-
ben eine entsprechende untere Schranke fur den SubraatyixonH,, und elementare lineare
Algebra benutzt, um zu zeigen dass fur jedeRechteckR C SQF&}I(l) gilt:

IRI/ID|?" < |D|~™/,

Weiterhin kann man sich leicht Giberlegen, dass selbst Raglren vonn — 2 Eintragen im
Variablenvektox die Funktionx — x'S*x immer noch jeden moglichen Wert ity annehmen
kann. Damit folgt| SQF(T}](l)| > g"~2. Wenn wir diese beiden Fakten in Satz 8.7 einsetzen,
erhalten wir:

Satz 8.8: Fur jede Konstante > 0 gibt es eine Konstante ¢ 0, sodassiir k, n, g mit
loglogg > ck und n> 8(k + 1)222+D gilt, dass jedes Branchingprogramiir fSQF, , der

Lange fochstens kn Gife mindester®'°9" ™ P perptigt.

Um dieses Ergebnis besser interpretieren zu konnen,ewahir g als die kleinste ungera-
de Primzahlpotenz grof3er oder gleichund setzerk auf einen Wert von der GroRenordnung
log logn. Dann ergibt sich aus dem Zusammenhang zwischen Langenif@@on Branching-
programmen und Rechenzeit bzw. Speicherplatz fur Registgchinen (siehe den Einleitungs-
abschnitt):

Folgerung 8.9: Fur jede Konstante > 0 gibt es eine Konstanté ¢ 0, sodass jeder Algorith-
mus, deiSQF, ,, auf einer Registermaschine mit Speicherplati— n berechnet, mindestens
Rechenzeit'alog logn berotigt.

Wir erwahnen abschliel3end noch, dass sich die hier gdsctéh Argumente direkt auch auf
nichtdeterministische Branchingprogramme anwenderetaaad damit die obigen Aussagen
tatsachlich sogar fur dieses allgemeinere Modell bzehtdieterministische Algorithmen gel-
ten. Schlie3lich haben Beame, Saks, Sun und Vee auch naekveitaus kompliziertere) Va-
riante der Technik vorgestellt, die untere Schrankeniéhet Bauart auch fur allgemeine ran-
domisierte Branchingprogramme doboleschernvariablen liefert und diese (unter anderem)
wiederum auf Funktionen angewendet, die auf quadratisEbemen basieren.
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