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2. Motivation . .
Motivation ¥
Adjazenzmatrix | Adjazenzliste | Inzidenzmatrix OBDDs
Platzbedarf O (N?) O(N+ M) ©(NM) ?
Adjazenzabfrage O (1) O (N) O (1) O (log N)

e Implizite Darstellung von Graphen erméglicht Speicherung sehr groer Graphen.

e Implizite Algorithmen konnen Strukturinformationen direkt nutzen.
P g
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3. Grundlagen

<
)

o5

Grundlagen

e OBDDs reprasentieren boolesche Funk-
tionen durch einen Graphen.

e OBDDs sind gerichtete kreisfreier Gra-
phen mit Quelle und Senken, innere Kno-
ten haben zwei ausgehende Kanten.

e OBDD in Abbildung reprasentiert Gleich-
heitstest: Fiir 2,y € {0,1}" ist die Funk-
tion EQUAL(z,y) € Ba, definiert als:

EQUAL(xz,y) =1 <= x =y.
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3. Grundlagen

Grundlagen

\ Definition 1 Graph G wird implizit durch
” OBDD dargestellt, wenn das OBDD die cha-
rakteristische Funktion der Kanten von GG

XE(@) U x U —{0,1} fir U DV (G)

reprasentiert:

<
)

p XE(G) (v,w) =1 <= {v,w} € E(G).

O

Die Knoten werden dazu binar kodiert.
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4. Ergebnisse

o5

Ergebnisse

e Daniel Sawitzki ([Saw02]): Obere Schranke fiir die GroRe einer impliziten Darstellung fir
quadratische Gitter mit xy = 1 von

211log N — 12.

Abbildung 1: Beispiel eines quadratischen Gitters

e Philipp Walfel ([Wo5l03]): Obere Schranke fur die GroRe einer impliziten Darstellung fir
Cographen von
4N log N + 8N.
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5. Eigene Ergebnisse

Eigene Ergebnisse

o5

Graphklasse Obere Schranke OBDD-GréBe Untere Schranke w.c.
(K konst.)

rEic;:e;fd;mlensmnale Gitter 14log N Clé(;glé\ng firalle > 2
i?lli)fczlzlmlen5|onale for 22log N Clé‘;gli;N fur alle ¢ > 2
Beliebigdimensionale Gitter | 21,04 log N Cklfégkg;N fir alle ¢ > 2
Beliebigdimensionale Tori 28,25log N Clé(;glé\g]N fur alle ¢ > 2
Cograph (Py-frei) (3N —1)log N +2N + 3,5 1 ~ flrallec > gm
Py-reduzierbar (3,25N —2)log N +2N +2,5 ClogN fur alle ¢ > logm
Py-sparlich (3,5N —1,5)log N+2N+3,5 o furalle ¢ > oz
Py-erweiterbar (3,25N —2)log N+2N+2,5 | 2 g ~ furalle c > g/ﬁ
Einheitsintervallgraphen 10N +1 clé\gf fir alle ¢ > 5
Intervallgraphen (%N — %) VN + 3N + % ﬂ fir alle ¢ > 1
Bipartite Graphen (44 0(1)) 101;3\7 le)v fur alle ¢ > 8
Ungerichtete Graphen (44 0(1)) lojgi\f ClogN fir alle ¢ > 4
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5. Eigene Ergebnisse

Eigene Ergebnisse

e Untere Schranken im worst-case mit Einschrankungen von
- % fir Cographen, Py-reduzierte, Py-sparliche und Py-erweiterbare Graphen,

— (2—-0(1)) Jg—i\, fir bipartite Graphen.

lo

e Allgemeine Methoden zum Beweis von oberen und unteren Schranken.
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5. Eigene Ergebnisse

Berechnung unterer Schranken mit Abzahlargumenten

Lemma 2 ([Weg00]) Es kinnen hichstens
sn®(s+ 1) ()"

verschiedene Funktionen f € B, durch BDDs der Grofie s reprasentiert werden.

Notation 3 Ng (N) bezeichnet die Anzahl verschiedener nicht-isomorpher Graphen mit N
Knoten einer Graphklasse G. O

Korollar 4 Ist fiir eine Graphklasse G, ein N € IN und eine Schranke sy : N — R

Ng (N) SN!

N —o0

SN 28N
lim (sN(QlogN) (sy +1) )O,

dann qibt es Graphen in G, deren implitzite Darstellung mit einem OBDD mindestens
Groffe sy benotigt.
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5. Eigene Ergebnisse
Berechnung unterer Schranken mit Abzahlargumenten

Definition 5 Ein Graph ist indiziert, wenn die N Knoten voneinander durch Namen unter-

schieden werden. O
;I. 1 1 ;I. 1 1 1 1
2° 2e 2/ 2'\' 24 2< 2{ ZQ
3 3 3 3 3 3 3 3

Abbildung 2: Die acht verschiedenen indizierten Graphen mit drei Knoten.

Satz 6 ([PoI37]) Es gibt
2(2)

verschiedene indizierte Graphen mit N Knoten.
Beweis Es gibt (g]) mogliche verschiedene indizierte Knotenpaare, zwischen denen entweder
eine Kante oder keine Kante ist. [
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5. Eigene Ergebnisse
Berechnung unterer Schranken mit Abzahlargumenten

Satz 7 ([HPRG67]) Sei A die Klasse der ungerichteten Graphen, dann ist

Satz 8 Es qibt ungerichtete Graphen, deren implizite Darstellung mit einem OBDD min-

destens Grife CIJOV;N fiir alle ¢ > 4 bendtigt.

Beweis Es ist firc > 4

2 2
i QCIQZN) (210gN)(cggN) ((cljjgzz\f) i 1) <%) N!\
]\;E)noo N22—N( N2 ') <...=0
clog N*

\

[]
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5. Eigene Ergebnisse

o5

Gitter und Tori 4
Definition 9 Sei G = (V, F) ein Graph.

1. G heibt r-dimensionales Gitter (Gr™), falls V.=V x Vo x ... x V,. und
E(GTT)_{{(Ul,’l)g,...,’l)r),(11]1,’11)2,... )} € Pa(V |Z|UZ wz—l}

2. G heilt r-dimensionaler Torus (To"), falls G ein Gitter mit zusitzlichen Kanten ist:

E(To") = E(Gr")U

U{{(Ul,...,w),(wl,...,wr)} e Py (V)| |v; —ws| =|Vi| — 1

¢
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5. Eigene Ergebnisse

Gitter und Tori

GroRe: 7Tn — 4 Grole: 11n — 10
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5. Eigene Ergebnisse

ENDA =

Teste v?{/ und w3 Teste v%/und w3
O —w=b-y L 0-u-k-y

Teste vy und wy Teste vy und wyr

Zur impliziten Darstellung von Graphen durch OBDDs Folie 13/42




5. Eigene Ergebnisse

o5

Gitter und Tori y

Da wir fiir den ersten Test nur einen OBDD-Abschnitt bendtigen, testen wir dort die Dimension

mit der hochsten Knotenzahl. Der OBDD-Abschnitt hat also GréBe 7 max {log |V;|} — 4.

1<:<r
Fiir alle weiteren Tests einer Dimension ¢ mit 1 < ¢ < r benotigen wir zwei OBDD-Abschnitte
der Groke 7log |V;| — 4. Dazu kommen noch zwei Senken:

> 2(7log|V;| — 4)— (7 max {log |V;|} — 4) +2 =14 log|Vi|—7 max log |Vi|—8r+6

; 1<i:<r , 1<:<r
1=1 1=1

Im Verhiltnis zur Knotenzahl N = [[._, |Vi| ist dies:

14> "log|V;| — 7max log|V;| —8r+6 = 14log N — 7 max log|V;| — 8r + 6
=1

1<:<r 1<:<r

< l4log N
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Graphen mit wenigen FP,s - Cographen ¥

2N

Abbildung 3: Beispiel eines Cographen.

5. Eigene Ergebnisse

Definition 10 Ein Graph ist genau dann ein Cograph, wenn er keinen P, als induzierten
Teilgraphen enthalt. O

e Aus Einzelknotengraphen durch Anwendung zweier Operationen konstruierbar ([Ler72]):

Vereinigung:

GiUGy = (V(G) UV (G2),E(G1) UE(G2))

x*-Produkt:

G1xGo = (V (G1)UV (G2) , E (G1)UE (Go)U{{v,w}|v e V(Gy),w € V (G2)})

e Eindeutig durch einen Baum darstellbar ([Ler71])
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5. Eigene Ergebnisse

Cobaume

011

010/

AR -

100
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5. Eigene Ergebnisse

Cobaume

001
[ ]

010'/
001 @ @ 110 Lo1
VA _—
010 011100 101

100 110

011
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5. Eigene Ergebnisse

Cobaume

001
011

000 111 010
111

‘ . 000
TONO}

100 110
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5. Eigene Ergebnisse

Algorithmus zur Berechnung von xgq) (z,y)

o Tiefster gemeinsamer Vorgangerknoten
zweier Blatter gibt an, ob die zugehdrigen
Knoten des Cographen adjazent sind

e Kodierung der Knoten gemall Preorder-
Traversierung des Cobaums

! 1. Volles Lesen von x
000 i Kosten: 2N — 2[10% + [log N| +1

o @ @ » (Abschatzung fiir nggm [%b

ofo 011700 101 2. Bei jedem Leseschritt von y muss tiefster
moglicher gemeinsamer Vorgangerknoten
und * < y, x > y oder z = y
gespeichert werden

Kosten: ([log N1 —1) (N +2(N — 1))
Gesamt: 3N log N + 2N —log N + 3,5
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5. Eigene Ergebnisse #

Graphen mit wenigen P;s ([JO89, Hoa85, JO91])

Definition 11

—M— 1. Ein Gist Py-reduzierbar, wenn jeder Kno-
ten zu hochstens einem Py des G gehort.
Abbildung 4: Ein P4-reduzierbarer Graph.
2. Ein Graph ist Py-sparlich, wenn jede be-
._Z_. liebige Menge von fiinf Knoten des Gra-
phen hochstens einen Py induziert.

Abbildung 5: Ein Py-sparlicher Graph.

3. Ein Graph ist Py-erweiterbar, wenn es
t I zu jedem induzierten P, hochstens einen
weiteren Knoten gibt, der mit drei Knoten

des P,s ebenfalls einen Py induziert.
Abbildung 6: Ein Py-erweiterbarer Graph.
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5. Eigene Ergebnisse
Ps-reduzierbare Graphen

Werden durch eine zusatzliche Operation erzeugt:
Definition 12 ([JO89]) Seien G; = (V1, E71) und Gy = (Va, E5) Graphen mit disjunk-
ten Knotenmengen und den Eigenschaften:

I Vl — {CL,CZ},El — (Z)
2. Es gibt Knoten b, c € Vo mit {{b,v} |[v € Va,v # b} U{{c,v}|v e Va,v # c} C Es.

Dann ist

G1(2) Gy := (ViU Vs, {{a,b},{c,d} UE5}).

Diese Operation ist unhandlich fiir den Algorithmus.
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5. Eigene Ergebnisse

Ps-reduzierbare Graphen
Definition 13

1. Seien G1 = ({a},0), G = ({b},0), Gs = ({c},0) und G4 = ({d}, D) vier Graphen

mit disjunkten Knotenmengen. Dann ist die Operation Py-Erzeugung 25 definiert als:
2o (G1,Ga,G3,Gy) = ({a,b,¢,d} , {{a, b}, {b,c}, {c, d}})

2. Seien Gy = (Vi :={a,b,c,d}, Fy:={{a,b},{b,c},{c,d}}) ein Py und Gy =
(Va, Es) ein beliebiger Graph (Vo = E5 = () mdglich) mit disjunkten Knotenmengen.
Dann ist die Operation Fliigel-Addition Y defiiert als:

Gl Y GQ = (Vl U VQ, El U E2 U {{b, U} |U - VQ} U {{C, UJ} |’U - VQ})

¢

Neben tiefstem moglichen gemeinsamen Vorgangerknoten und * < y, > y oder x = y
muss noch zwischenzeitlich ,,c-ter Knoten P4, ,innerer Knoten P,°, ,aullerer Knoten P,
gespeichert werden. — Geschieht durch Wahl eines isomorphen Operationsbaums.
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5. Eigene Ergebnisse
Intervallgraphen

Definition 14 ([Haj57, Rob69])

1. Sei M eine Menge von Objekten, fiir
I I die eine Schnittoperation N definiert ist,
dann ist der Schnittgraph Gy = (V, F)
definiert durch:
Abbildung 7: Beispiel eines Intervallgraphen.

13 4 V.= M
2 5 6 E = {{v,w}|lv,we M,vnw#0}.

Abbildung 8: Beispiel fiir die Intervalle des

Graphen aus Abbildung 7. 2. Ein Intervallgraph ist ein Schnittgraph auf
einer endlichen Menge von Intervallen in

)\ den reellen Zahlen.

3. Ein Einheitsintervallgraph ist ein Intervall-

Abbildung 9: Klaue. graph, dessen Intervalle alle geschlossen
sind und Lange 1 haben. O
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5. Eigene Ergebnisse
Einheitsintervallgraphen

Satz 15 Sei M eine endliche Menge von
geschlossenen Intervallen der Linge 1 und
G der entsprechende Einheitsintervall-

graph. Der Graph Gar, = (Var,, Enry) mit

12 3 4 0 Vi, = Aalla;b] € V(Gu)}
Abbildung 10: Beispiel eines Einheitsinter- Eyvy, = Hovw}|v,we Vi, |lv—w[ <1}
vallgraphen.
ist isomorph zu Gy
13— Wahle mit n = [log|Vas || die bindren
> 4 Kodierungen © = x,xp_1...21 und y =

YnYn—1---Y1 zweier Knoten v,w € Vjy,
Abbildung 11: Beispiel fiir die Intervalle des o dass gilt:

Graphen aus Abbildung 10.
bin, (0) < 2,y <bin, (|Var,| — 1)
<w

(%

xr <.
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5. Eigene Ergebnisse

Algorithmus zur Berechnung von xgq) (z,y)

1. Abwechselndes Lesen der Bits von x und y

2. Bestimmung der Menge V,, bzw. V), aller Knoten, deren Kodierung mit dem gelesenen Teil

von x bzw. y beginnt.

(a) Es gibt keine Kante zwischen einem Knoten in V, und einem Knoten in V,,. Dann gebe

0 aus.
(b) Jeder Knoten in V,, hat eine Kante zu jedem Knoten in V,,. Dann gebe 1 aus.

(c) Es existiert sowohl ein Knotenpaar aus V,, x V,,, zwischen dem eine Kante ist, als auch
eins, zwischen dem keine Kante ist. Dann: Speichere bisher gelesene Bits von x und v,

gehe zu 1.

Platzbedarf: 10N + 1
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5. Eigene Ergebnisse

o5

Beweis der Platzbedarfsschranke

Sei Ni, := {2%;\]@1_,{] . dann ergibt die Abstandsbestimmung von 125 ... 2 und y1ys ...y,

hochstens )
1 , falls N, =1
2 Cfalls N =2, =k —1
< 4 ,falls N =2, [ =k
2N +2Ngy1 —4  falls Ny > 2, =k —1
| 4Ny — 4 ,falls Np > 2, Il=k—1

Mal einen unsicheren Wert. Insgesamt kann der Algorithmus so hochstens

[log N [log N1—1

N N N
Z (2 [2flogN1—i—‘ +2 |72flog]\ﬂ—7j—|—1—‘ - 4) - Z (4 |72flogN1—7j—‘ N 4) +9

i=2 i=2
< 10N +1

Knoten erzeugen.
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5. Eigene Ergebnisse

Intervallgraphen

Abbildung 12: Beispiel eines Intervallgraphen.

11
4 7 13 12 10
1 6 8 9
0 3 5 14 15

Abbildung 13: Beispiel einer Intervallreprasentation des Graphen aus Abbildung 12.
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5. Eigene Ergebnisse
Kodierung der Knoten

11

4 7 13 12 10

Abbildung 14: Beispiel einer Intervallreprasentation.

e o [ ] L]
7 8 10 11 12 9 13 14 15

Abbildung 15: Identifikationsbaum zur Kodierung der Intervallreprasentation aus Abbildung

14,
v eV | Kodierung || v € V | Kodierung || v € V | Kodierung || v € V | Kodierung
0 0000 4 0011 8 1000 12 1011
1 0001 5 0100 9 1100 13 1101
2 0101 6 0110 10 1001 14 1110
3 0010 7 0111 11 1010 15 1111
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5. Eigene Ergebnisse

Algorithmus zur Berechnung von xgq) (z,y)

1. Abwechselndes Lesen der Bits von x und y

2. Bestimmung der Menge V,, bzw. V), aller Knoten, deren Kodierung mit dem gelesenen Teil

von x bzw. y beginnt.

(a) Es gibt keine Kante zwischen einem Knoten in V, und einem Knoten in V,,. Dann gebe

0 aus.
(b) Jeder Knoten in V,, hat eine Kante zu jedem Knoten in V,,. Dann gebe 1 aus.

(c) Es existiert sowohl ein Knotenpaar aus V,, x V,,, zwischen dem eine Kante ist, als auch
eins, zwischen dem keine Kante ist. Dann: Speichere bisher gelesene Bits von x und v,

gehe zu 1.

Platzbedarf: LNV N — 2/ N + 3N + 2
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Wir beweisen 476\/§N\/N — %N + 3L dafiir aber mit einem einfacheren Beweis und ohne

14
Einschrankung auf Zweierpotenzen:

5. Eigene Ergebnisse
Beweis der Platzbedarfsschranke

e Wir mussen das Auftreten von Fall 2c abschatzen.

e Betrachte lexikographisch geordnete Liste aller Quadrupel (yg4, Ty, x4, yy) fir die Fall 2¢
eintritt (gerade, ungerade).

e Nehme 0.B.d.A. x < y und der Einfachheit halber an, dass wir von x und y gleich viele
Bits gelesen haben und dass Fall 2c fir alle Quadrupel mit Beginn r;, s; eintritt, wenn er
fir ein Quadrupel (r;, s;, t;, u;) eintritt.

Behauptung Sei (r1,s1,t1,u1),. .., (rp, Sp, tp, up) die Liste der Quadrupel, dann gilt fiir
zwei benachbarte Quadrupel (7;, s, 5, u;) und (7341, Sit1, tiv1, Wit1) Si < Sit1.
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5. Eigene Ergebnisse
Beweis der Platzbedarfsschranke

Beweis Sei r; < r;11 (sonst trivial).

e Da x < y angenommen ist und Fall 2c eintritt, muss das am weitesten rechts liegende
Intervall, dessen Kodierung mit x beginnt das am weitesten links liegende Intervall, dessen
Kodierung mit y beginnt, schneiden.

Abbildung 16: Beispiel fir die Lage der Intervalle in Fall 2¢c bei x < .

o Fir alle Quadrupel mit grolerem ersten Wert als r; und kleinerem zweiten Wert als s;
muss Fall 2b eintreten (,spaterer Start als y, fritheres Ende als x").
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5. Eigene Ergebnisse

o5

Beweis der Platzbedarfsschranke

Da in der Liste der Quadrupel (71, s1,t1,u1), ..., (7p, Sp, tp, up) entweder r;41 > r; oder
Sig1 > s; fir 1 < ¢ < p—1gilt, folgt (x = y eingeschlossen):

p < (2L%J +ols] — 1) ol3]+[3]

Fir gerade Eingabeliange n ergibt sich mit dem analogen Fall > y und zwei Senken fiir den
letzten Schritt des Algorithmus:

n n—1

7 3k 9 3k 3 3n

— .22 —2.9F V227 —Z .9k ) 2.2 4242 = .. =
) (2 )+ ) <4f > ) + 2" +

k=2 k=1
k gerade k ungerade

46 9 31
—V2NVN — N 4 —.
7 V2 2 i 14

Da ungerades n zu %N\/N — %\/ﬁN — %N + 1—70\@ + 2 fiihrt, folgt die Behauptung.
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5. Eigene Ergebnisse

Bipartite Graphen

Definition 16 Ein Graph G = (V1| Vo =: V, E) heit bipartit, wenn sich die Knoten-
menge V' disjunkt in zwei Teile V7, V5 teilen ldsst, so dass jede Kante zwischen einem Knoten
in V1 und einem Knoten V5 verlauft. O

<

<

Abbildung 17: Beispiel eines bipartiten Graphen.
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5. Eigene Ergebnisse
Bipartiter Graph zu einer Funktion

Definition 17 Sei f € B, eine boolesche Funktion. Der bipartite Graph Gy =
(V1 U Vs, E) ist definiert durch:

Vi = {’U < IN0|U < 2%}
Vo = {U e Ng[22 < v < Z%H}
E = {{v,w} v e Vi,we Ve, f (bin% (v) bing (w _ 2%)) - 1} . o

Wir wahlen die Knotenkodierung so, dass ¥ (v) = bing, 11 (v).

000 100
omX 101
010/#‘ 110
011 °111

Abbildung 18: Beispiel des bipartiten Graphen zur Funktion f = Z123 V V 2174,
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Satz 18 Fir jede Funktion f € By, ¢ibt es einen bipartiten Graphen G ¢ mit festgelegter
Knotenkodierung, der nicht durch ein kleineres OBDD dargestellt werden kann als f.

5. Eigene Ergebnisse
Untere Schranken fiir feste Knotenkodierung

Beweis Nehmen wir an, es gibe ein OBDD O fir XE(c)) mit geringerer Grole. Sei
{:1:1, e TR YT, ,y%Jrl} die Variablenmenge von XE(c,):

Aus Definition 17 folgt direkt

f (x%' .- ,$%+1,y2,. 3 7y%—|—1) — XE(Gf) (O,ZC%. X 7$%+1717y27° K 7y%—|—1> .

Wir kénnen ein OBDD von f aus O konstruieren, indem wir alle Kanten, die zu Knoten,
die mit a1 oder y; beschriftet sind, in den O-Nachfolger bzw. 1-Nachfolger dieser Knoten
umleiten. Das entstehende OBDD hat hochstens die gleiche GroRe wie O. Widerspruch! [
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Wir betrachten hierzu zunachst indizierte 2-gefarbte Graphen, fiir die verschiedene Farbungen
eines indizierten 2-farbbaren (bipartiten) Graphen zu nicht-isomorphen Graphen fiihren.

5. Eigene Ergebnisse
Untere Schranken durch ein Abzahlargument

1 1 1 1 1 1 1 1
[ ] / [ ]

2° 2° [ 2 2'\ 24 2< 2\{ ZQ
[ ] [ ]
3 3 3 3 3 3 3 3

Abbildung 19: Die acht verschiedenen indizierten Graphen mit drei Knoten.

{ IR IR G

Abbildung 20: Die sieben verschiedenen indizierten bipartiten Graphen mit drei Knoten.

Ll

Abbildung 21: Die vier verschiedenen 2-Farbungen des zweiten Graphen aus Abbildung 20.
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5. Eigene Ergebnisse
Untere Schranken durch ein Abzahlargument

o

Das asymptotische Verhaltnis von indizierten 2-gefarbten zu indizierten 2-farbbaren Graphen
haben Promel und Steger angegeben:

Satz 19 ([PS95]) Fiir die Klasse der indizierten 2-gefirbten Graphen Z; und die Klas-
se der indizierten 2-farbbaren Graphen B; gilt:

Nz (N
lim ZZ()

= 2.

Fir indizierte 2-gefarbte Graphen gibt es ein asymptotisches Ergebnis von Wright:

Satz 20 ([Wri6l, RW70]|) Sei Z; die Klasse der indizierten 2-gefirbten Graphen. Mit
der Konstante k = 1 £ 0.0000013097 ... gilt:

N2 2
Nz (N) ~ g2 792N .
Zz( ) 4 \/(N1n2>
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5. Eigene Ergebnisse

Untere Schranken durch ein Abzahlargument

o

Promel hat in [Pr687] bewiesen, dass das Verhdltnis zwischen indizierten und nicht-indizierten
bipartiten Graphen durch N! beschrankt ist. Insgesamt gilt also:
Korollar 21 Sei B die Klasse der bipartiten Graphen. Es qilt:

2(N!)Ng (N
lim Ng N5 (N) .
TR TN ()

Satz 22 Es qibt bipartite Graphen, deren implizite Darstellung mit einem OBDD min-

destens Grifse CIQI;N fiir alle ¢ > 8 bendtigt.
Beweis Es ist fiir ¢ > 8

() o () () 40)(F) o)
N—o0 K RQNT22N\/@(CIJO\:N!> )
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6. Ausblick

o5

Ausblick v

1. Betrachtung homogen reprasentierbarer Intervallgraphen.

2. Betrachtung weiterer Py-beschrankter Graphen mit eindeutiger Baumdarstellung.
3. Betrachtung reduzierter OBDDs fiir Intervallgraphen.

4. Untere Schranken fiir konkrete Graphen.

5. Anwendungen.
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