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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Motivation

Nicht nur in sehr vielen Bereichen der Wirtschafts- und lngarwissenschaften, sondern auch
in vielen Naturwissenschaften und nicht zuletzt bei dera@igation des taglichen Lebens sind
Optimierungsaufgaben zu lI6sen. Sei es die moglichst viatftliche Nutzung der vorhandenen
Ressourcen, wie z. B. die von LKWSs und Fahrern in einem Sjpedinternehmen, oder aber
die Grol3en- und Gewichtoptimierung bei Fertigungspraaeamter den in der Regel sehr vielen
Lésungen fur das entsprechende Problem soll méglichsogtimale Lésung gefunden werden.

Fur viele Optimierungsaufgaben ist das Finden, d. h. dasd@en, einer optimalen L6-
sung sehr schwierig (NP-hart). Das heil3t, eine exakte Lgigurberechnen, kann bei tblichen
Problemgrof3en sehr lange dauern — unter Umstanden so ldagge kein Mensch genug Zeit
haben wird, auf die Losung zu warten. Dies ist jedoch keinn@ralas Problem als ,praktisch
unlésbar” abzustempeln und nicht weiter zu untersucheniellen Fallen ist das exakte Losen
einer Optimierungsaufgabe gar nicht nétig, sondern eimaghernd optimale® Lésung reicht
fur den jeweiligen Zweck vollkommen aus. Der zeitliche Aspist bei der Lésung von Op-
timierungsaufgaben also wichtig. Lieber eine mafRig gutsund nach finf Minuten, als eine
Woche auf eine optimale Losung warten, wird sich beispielsevder Routen-Planer in einem
Speditionsunternehmen denken.

Bei der Losung von Optimierungsaufgaben bietet sich urdgar deitaspekt als heuristische
Vorgehensweise eine schrittweise Optimierung an. Ausgetkien einer trivialen, in der Regel
unbefriedigenden, aber schnell zu berechnenden Losundewesukzessive bessere Losungen
entwickelt, so dass sich — hoffentlich — nach und nach denn@pt genéhert wird. Eine sol-
che Optimierungsheuristik als Vorgehensweise erinnedi@tvolution in der Natur. Dort pas-
sen sich im Laufe der Generationen die Vertreter einer $pammer besser an ihre Umwelt
an. Optimierungsverfahren bzw. -heuristiken, die sichairtichen Prozessen orientieren bzw.



2 1. Kapitel — Einleitung

versuchen, diese zu simulieren, werden ,naturanalog“gana

Naturanaloge Optimierungsverfahren werden heute in ded®tatsachlich angewendet. In
manchen Fallen mit gro3em Erfolg, in machen eher ohne Efgmeisten Erkenntnisse Uber
solche Verfahren und Heuristiken sind experimentelleruNat. h. es wird versucht, diese an
ein konkretes Problem anzupassen, und dann ausprobiegiiteboder schlechte Ergebnisse
resp. Losungen erzielt werden. Theoretisch fundierterifritesse, warum welches naturanaloge
Verfahren welches Problem gut oder schlecht optimiert simer noch Mangelware, da sich
eine theoretische, mathematische Analyse der Ablaufeibenesolchen Verfahren meist als
schwierig erweist.

1.2 Die Evolution als Vorbild

Wie schon erwéhnt wurde, bietet sich flr eine schrittweipéir@erung ein Vorgehen analog
der Evolution in der Natur an. Diese Idee entstand in den 88ereh, nachdem schon zuvor
.entdeckt* worden war, dass in Algorithmen ein Zufallsmarndazu genutzt werden kann, um
Verbesserungen in der (erwarteten) Laufzeit erzielen zuin&b. Als Untergruppe der randomi-
sierten Algorithmen — ,randomisiert* heif3t, dass Zufaliwendet wird — bildete sich somit die
Gruppe der evolutiondren Algorithmen. Zu dieser Gruppderéalle Algorithmen, meist Opti-
mierungsheuristiken, die die natirliche Evolution alsbitat haben. Die anfanglichen Erfolge
fihrten dazu, dass in sehr vielen Bereichen versucht wpasende evolutionare Algorithmen
zu entwerfen und zu verwenden. Unter anderem wurden gehetslgorithmen [Gol89] und
die genetische Programmierung [BNKF98] entwickelt. Degaven zahlen Evolutionsstrategien
[Sch95] und die evolutionare Programmierung zu den ewaniétien Algorithmen. Ein Uberblick
Uber die verschiedenen Anwendungsmaglichkeiten und e¢eelobn evolutionéren Algorithmen
ist in [B&c94] zu finden. Im Bereich der Informatik beschgdi sich vor allem die Robotik,
die Muster-Erkennung und -Verarbeitung und die kinstliclhelligenz mit evolutionaren Algo-
rithmen. Haufig angewendet werden evolutiondre Algorithimeute aul3erdem im Bereich des
Operations Research und bei der Optimierung von Bauteilen.

Ebendiese Optimierung von Bauteilen, genauer die Miniamgrvon Strémungsverlusten,
fihrte zu der Entwicklung der Evolutionsstrategien. BrénRechenberg und Schwefel gingen
dabei von der Erkenntnis aus, dass die Natur im Laufe derdaierst stromungsgunstige For-
men ,entwickelt* hat, so dass ein evolutiondrer Algoritrsimoglicherweise bei der Verbesse-
rung der Bauteil-Form, d. h. bei der Verringerung der Strigaverluste, von Nutzen sein kénnte
(vgl. [Sch95] und [Rec94]). Tatsachlich wurde eine besBeren gefunden, die Uberraschender-
weise intuitiv bzw. ,augenscheinlich” nicht fir besondst®mungsgunstig gehalten wurde. Ein

des vorigen, 20. Jahrhunderts
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Bauteil-Designer ware also wohl nie auf die Idee gekommie, ®olche Form zu wahlen.

Bei einer Evolutionsstrategie wird eine konkrete LosungesiOptimierungsproblems als
Individuum aufgefasst. Die Glte einer Losung bestimmt ddienFitness des entsprechenden
Individuums. Eine Population besteht wiederum aus einetsgen Anzahl von Individuen. Die
fir einen evolutiondren Algorithmus typische schrittvee@@ptimierung besteht nun darin, dass
aus einer Population eine nachste Population erzeugt Wiklneue Generation sollte dabei
maoglichst bessere Individuen enthalten als diejenigedausie hervorgegangen ist. Wie bei der
naturlichen Evolution, werden bei der Erzeugung der n&ch&eneration Mutation, Rekombi-
nation und Selektion verwendet. Eine Mutation erzeugt ldeioe zufallige Veranderung eines
Individuums ein neues Individuum. Bei der Rekombinationdwaus zwei oder mehr Individu-
en mindestens ein neues Individuum erzeugt. Innerhalb elekon wird anhand der Fitness
entschieden, welche der alten und welche der neu erzeugdenduen die nachste Generation
bilden. Hat in der Natur neben der Fitness der Individuernaler Zufall Einfluss auf den Se-
lektionsprozess, so werden bei EvolutionsstrategienelekBonsentscheidungen (in der Regel)
deterministisch, d. h. ausschlie3lich auf der Fitnessebasd, getroffen.

Evolutionsstrategien wurden von Schwefel danach klagsifjzvie viele Individuen eine Po-
pulation bilden und ob ,alte* Individuen tiberhaupt an dele&gon teilnehmen, oder nur unter
den neu erzeugten Individuen selektiert wird: Bei eifjer\)-Strategie besteht eine Population
ausy Individuen. Aus denu Individuen einer Population werden durch Mutation und Rekib
nation\ neue erzeugt und von diesen neuen werden wiedersetektiert, die dann die nachste
Generation bilden. Eing:+ \)-Strategie unterscheidet sich von eifyer)\)-Strategie genau dar-
in, dass neben denneu erzeugten auch dielndividuen, aus denen die neuen erzeugt wurden,
an der Selektion teilnehmen.

1.3 Der (1+1)-EA

Bei dem in dieser Arbeit betrachteten naturanalogen Optimigsverfahren handelt es sich um
eine (1+1)-Evolutionsstrategie. Da also eine Populatjgifse von eins verwendet wird, kann
offensichtlich keine (sinnvolle) Rekombination stattiémd Die simulierte Evolution beruht folg-
lich ausschlieBlich auf Mutationen. Die Individuen sindk¥&en bzw. Bit-Sequenzen a{$, 1}"
und deren jeweilige Fitness wird durch eine Fitness-Foankfi: {0,1}" — R bestimmt.

Da Evolutionsstrategien im Allgemeinen eine Fitness-Fonky : R” — R optimieren, d. h.
die betrachteten Individuen sind nicht ajis 1}", sondern au®”, wurde fir den hier betrach-
teten Algorithmus die Bezeichnung ,(1+1)-Evolutiondfdgorithmus® (,(1+1)-EA*) gewahlt.

2Der ,Lotos-Effekt* und die ,Hai-Haut" sind weitere Beispé bei denen sich ,augenscheinlich optimale L6-
sungen* als suboptimal herausgestellt haben.
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Das Ziel beim (1+1)-EA ist natirlich, ein Individuum mit apaler Fitness zu finden. Im
Folgenden wird davon ausgegangen, dass die Fitness (t6npkiaximiert werden soll, da an-
derenfalls die Funktior- f betrachtet werden kann.

Definition 1.3.1. [Statischer (1+1)-EA]Seif : {0,1}" — R furn > 3 (damitl/n < 1/2
gilt) die zu maximierende Fitness-Funktion use) € [1/n;1/2) die zu verwendende Mutati-
onswahrscheinlichkeit. Ein Ablauf des statischen (1+A&)rkit der Mutationswahrscheinlichkeit
p(n) auf der Funktionf besteht dann in der Ausfihrung der folgenden Anweisungen:

1. Wahlez € {0, 1}" zufallig mit Gleichverteilung.

2. Erzeuge’, indem jedes Bit in: mit Wahrscheinlichkeijt(n) negiert wird.
3. Setze: := 2’/ genau dann, wenifi(z') > f(x) gilt.

4. Weiter bei 2.

Das in Zeile 1 erzeugte Individuum wird , Start-Individuurgénannt. Eine Ausfiihrung der An-
weisung in Zeile 2 wird ,Mutationsschritt“ genannt und eiAasfihrung der Anweisung in Zei-
le 3 ,Selektionsschritt. Ein Mutationsschritt und der dit folgende Selektionsschritt werden
zusammen ,Schritt“ bzw. ,Mutation-Selektion-Zyklus* gamt. Das Individuum, das im Muta-
tionsschritt eines Mutation-Selektion-Zyklus mutierywvird ,das (in diesem Schritt) aktuelle
Individuum® genannt.

Der (1+1)-EA erzeugt eine unendliche Folge von Individues €0, 1}", da in Zeile 4 ein
Abbruch-Kriterium fehlt und er somit offensichtlich nictérminiert. Es handelt sich streng ge-
nommen also nicht um einen Algorithmus. Fir die theoretisghalyse stellt dies jedoch kein
Problem dar. Als Laufzeit wird die Anzahl der Mutation-Seien-Zyklen betrachtet, bis das ak-
tuelle Individuum eine bestimmte Eigenschaft besitzt, zdiB, bezlglichf optimal zu sein. In
der praktischen Anwendung von naturanalogen Optimieneréshren spielt die Festlegung des
Abbruch-Kriteriums hingegen eine wichtige Rolle. Ein zitfer Abbruch der Evolution wird
zu einem unnotig schlechten Individuum fihren und ein zgésnWarten wird nur die Laufzeit
unnotig erhdhen, ohne dass eine weitere Verbesserundteintr

Da evolutionare Algorithmen oft dann angewendet werdemnwke zu optimierende Funk-
tion nicht bekannt ist, ist a priori nicht klar, welche Mutatswahrscheinlichkeip(n) zu ei-
ner moglichst schnellen bzw. guten Optimierung fuhrt. BEpdansen und Wegener haben in
[DIW99] gezeigt, dass es Funktionen gibt, bei denen sogaWaliation der Mutationswabhr-
scheinlichkeit wahrend der Optimierung noétig ist, um eikeeptable Laufzeit erzielen zu kon-
nen. Dazu wurde der (1+1)-EA um eine einfache dynamischerkla der Mutationswahr-
scheinlichkeit erweitert:
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Definition 1.3.2. [Dynamischer (1+1)-EA]Seif : {0,1}" — R fur n > 3 die zu maximierende
Fitness-Funktion. Ein Ablauf des dynamischen (1+1)-EAdmufFunktionf besteht dann in der
Ausfuihrung der folgenden Anweisungen:

1. Wabhlez € {0, 1}" zufallig mit GleichverteilungSetze p := 1/n.
2. Erzeuger’, indem jedes Bit im mit Wahrscheinlichkeit negiert wird.

3. Setzer := 2’ genau dann, wenyi(z') > f(z) gilt.

IN

. Fallsp < 1/4 gilt, setzep := 2 . p, sonst setzep : = 1/n.
5. Weiter bei 2.

Die Begriffe ,Mutationsschritt*, ,Selektionsschritt* us. werden analog zur statischen Variante
des (1+1)-EA verwendet.

Wahrend eines Ablaufs des dynamischen (1+1)-EA wird mitMetationswahrscheinlichkeit
1/n begonnen und diese nach jedem Schritt verdoppelt, solaeddeter als1 /2 bleibt. An-
schlieBend wird die Mutationswahrscheinlichkeit ayif. zurtickgesetzt und das Vorgehen wie-
derholt. Es werden also Mutationswahrscheinlichkeit fus= 2'/n |0 < i < [logn] — 2}
verwendet. Auch der dynamische (1+1)-EA terminiert offelmgich nicht, sodass fur die Lauf-
zeit dasselbe zutrifft wie bei der statischen Variante.

1.4 Theoretische Analyse des (1+1)-EA

Evolutionére Algorithmen werden h&ufig dann angewendatyvze einer gegebenen Losung ei-
nes Optimierungsproblems leicht deren Gute bestimmt wekdan, jedoch der Zusammenhang
zwischen einer Losung und ihrer Gute entweder derart komplger auch nur ,unerforscht*
ist, dass eine exakte Optimierung inakzeptabel lange damérde, oder aber kein exaktes Op-
timierungsverfahren zur Verfigung steht. Das heil3t, dizige Mdglichkeit, an Informationen
Uber die zu optimierende ,Gite-Funktion* zu gelangen, & Auswerten dieser Funktion auf
konkreten Lésungen des Optimierungsproblems. Nutzt eitn@grungsverfahren ausschliel3-
lich die Mdglichkeit, die zu optimierende Funktion ausveertzu kénnen, ohne die Funktion
selbst zu kennen, so wird von einer ,Black-Box-Optimieriggsprochen. Denn fir das Opti-
mierungsverfahren bleibt dann ,im Dunklen®, wie der Zusaemfmang zwischen einer Losung
und ihrer Glte ist.

Der (1+1)-EA ist ein ,Black-Box-Optimierungsverfahrentidi so bietet sich als Malf3 ftr
die Laufzeit die Anzahl der Auswertungen der zu optimiesméunktion an. Da in einem
Schritt des (1+1)-EA die zu optimierende Funktion genaunainfir den erzeugten Mutanten
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ausgewertet wird — vorausgesetzt, neben dem jeweils &tueldividuum wird auch dessen je-
weilige Fitness gespeichert —, wird die Laufzeit des (1EA);anschaulich® in der Anzahl der
durchlaufenen Mutation-Selektion-Zyklen gemessen. Binalyse der Laufzeit des (1+1)-EA
ist nur dann (sinnvoll) mdglich, wenn die Funktion bekarstf die maximiert werden soll. Die
Optimierung ist beendet bzw. gilt als beendet, wenn dase#iktindividuum erstmals optimal
ist, d. h. ein Individuum mit maximaler Fitness erzeugt vaurBa im Mutationsschritt Zufall
verwendet wird, handelt es sich bei einem Ablauf des (1+A B einen stochastischen Pro-
zess, sodass uber den Erwartungswert der Laufzeit, kuezemvartete Laufzeit” argumentiert
werden muss. Die daflr notwendige Analyse dieses stoskhsti Prozess gestaltet sich meist
schwierig. Hilfreich dabei kann manchmal der folgende Sadmalt sein. Da der (1+1)-EA ein
Black-Box-Optimierungsverfahren ist und er anhand degleahes der Fitness zweier Indivi-
duen selektiert, ist nicht die absolute Fitness, sondexmadative Fitness eines Individuums (in
Relation zu den tbrigen Individuen) entscheidend fir delaué der Optimierung.

Definition 1.4.1. Zwei Funktionery, ¢ : {0,1}" — R sind fir den (1+1)-EA genau dann &qui-
valent, wenn

(Vz,y € {0,1}") f(z) < fly) & g(x) < g(y)

gilt. Dies wird durch ,,f =g, ¢“ ausgedrtickt.

Aus f =g, g folgt fir z,y € {0,1}™

9(y) & g(x) =gy

Gilt f =g g, SO existiert also eine streng monoton wachsende FunktiolR — R, sodass
f =1 o g gilt. Der zuvor angedeutete Sachverhalt kann nun wie falghtiliert werden:

Proposition 1.4.2. Ein® (1+1)-EA besitzt fur zwei Funktiofy g : {0,1}" — R, fUrdie f =g4 ¢
gilt, dieselbe erwartete Laufzeit.

Soll die Laufzeit fur eine Funktiori untersucht werden, so kann also statt dessen eine Funktion
g, fur die f =g4 ¢ qilt, analysiert werde. AuRerdem gelten die gewonnen Hrkesse dann

fir alle Funktionen der Aquivalenzklasse vgmeziiglich=y 4, zu der auchf gehort. Auch der
folgende Sachverhalt kann eine Analyse unter Umstandeicletérn:

Lemma 1.4.3. Seienw € {0,1}" und f : {0,1}" — R fest gewahlt. Ferner sei die Funktion
@y : {0,1}" — {0, 1}" definiert durcha,, (z) := = & w, durch die bitweise XOR-Verkniipfung

3d. h. der statische, unabhangig von der gewahlten Mutatiamsscheinlichkeit, und der dynamische



1.4 Theoretische Analyse des (1+1)-EA 7

der Individuenz undw. Ein (1+1)-EA besitzt dann fur die beiden Funktionéond f o &,, die
gleiche erwartete Laufzeit.

Beweis:Die XOR-Verknupfung ist kommutativ und assoziativ. iy € {0,1}" gilt
rdy = wdxdydw = (Wbz)d(Yow),

d. h. z und y unterscheiden sich genau an den Positionen, an denerpgict) und &, (y)
unterscheiden. Dass,, o ®,, die Identitat auf0, 1}" ist, hat ferner zu Folge, dass

flz) < fly) & fo®u(®u(®)) < fo®u(Buly))

gilt. Wenn ein (1+1)-EA die Funktiorf maximiert, dabeir® als Start-Individuum erzeugt und
die zufalligen Entscheidungen im Mutationsschritt zu detiiduen-Folgez?, z*, . .. fuhren,
so wurden ebendiese Entscheidungen bei der Maximierun§wsttion f o ¢, durch eben-
diesen (1+1)-EA zu der Individuen-Folge, (z°), @, (z'), ... fuhren, wennd,, (z°) als Start-
Individuum erzeugt wirde. Wenn® gleichverteilt zufallig aus{0, 1} gewahlt wird, so ist
aucha,, (2°) gleichverteilt zufallig auq0, 1}". Dass ein (1+1)-EA zur Maximierung vghdie
Individuen-Folger?, 2!, . .. erzeugt, ist also genauso wahrscheinlich, wie dass digsé)-EA
zur Maximierung vonf o &,, die Individuen-Folgep,, (z°), &, (x!), ... erzeugt. O

Soll eine Funktionf analysiert werden, so kann also statt dessen immer eindibaoranalysiert
werden, fir die das Individuurt” optimal ist. Seiy ein Individuum, sodasg(y) maximal ist,
undy bezeichne das bitweise Komplement worDann ist namlich”™ (= y @ 7) ein optimales
Individuum fur die Funktionf o & .

In den Anfangen der theoretischen Analyse des (1+1)-EA watthachst die statische Va-
riante mit der Mutationswahrscheinlichkeitn) = 1/n untersucht. Diese wird im Folgen-
den ,Standard-(1+1)-EA" genannt, da die ,Standard-Muotaivahrscheinlichkeit!' /n verwen-
det wird. Zu den ersten Ergebnissen im Rahmen der thedmetistintersuchung der Lauf-
zeit des Standard-(1+1)-EA gehort die Analyse der Funk@aeMAX : {0,1}" — IN mit
ONEMAX (x) = 1+ - -+x,, durch Back [B&c92] und Mihlenbein [Mih92]. Diese Analysewu
de spéter von Rudolph in [Rud97] Gberarbeitet. Darin wirte€?(n log n)-Laufzeit-Schranke
anhand der Analyse des zugrunde liegenden stochastisobeesB, den der Standard-(1+1)-EA
auf der Funktion @eEMAX darstellt, ausfiihrlich bewiesen. Droste, Jansen und Végdemn-
ten in [DJW98] zeigen, dass die Laufzeit des Standard-(EALjur jede lineare Funktion — eine
Definition von ,linear" folgt spater — durct(n log n) beschrankt ist. AuRerdem werden Funk-
tionen angegeben, die der Standard-(1+1)-EA nicht effimptimiert, d. h. die erwartete Lauf-
zeitist fur diese Funktionen exponentiell. Als ein Grunddiine schlechte, d. h. grol3e, erwartete
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Laufzeit wird die ,kleine* Mutationswahrscheinlichkeiom 1/n erkannt. Jansen und Wegener
untersuchen in [JWO0Ob] die Auswirkung der verwendeten katawahrscheinlichkeit auf die
Laufzeit des (1+1)-EA genauer. Fir die FunktioxTRToJuMP wird u. a. gezeigt, dass der stati-
sche (1+1)-EA diese fur jede Mutationswahrscheinlichkeit,sehr hoher* Wahrscheinlichkeit
nicht effizient optimiert, d. h. superpolynomiell viele $itte zur Optimierung nétig sind, der dy-
namische (1+1)-EA sie jedoch mit ,liberwéltigender* Wahealichkeit inO(n? log n) Schrit-
ten optimiert. In [JWO0O0a] betrachten Jansen und Wegenedygleamischen (1+1)-EA und zeigen
Laufzeit-Schranken fur weitere Funktionen und Funktidd@ssen. Insbesondere wird mit einer
»=anschaulichen®, ,relativ einfachen* Methode fur die Ksasder linearen Funktionen gezeigt,
dass die Laufzeit des dynamischen (1+1)-EA dup¢h? log n) beschrénkt ist. Fir die beiden li-
nearen Funktionen EMAX und BINVALUE wird jeweils eineO(n log® n)-Laufzeit-Schranke
bewiesen, wobei die Schranke fUmB/ALUE ungleich aufwandiger bzw. ,Trick-reicher” ist als
die fur ONEMAX.

Die Vermutung liegt somit nahe, dass der dynamische (1-#ALjtE jede lineare Funktion,
die von allen Bits ,essentiell* abhangt, eine erwartetefkait von O(n log” n) hat. Diese Ver-
mutung ,ein wenig zu erhérten®, ist das Thema dieser Arbeit.

1.5 Sprachgebrauch und Notation

,Offene Intervallgrenzen* werden durcl*,bzw. )" ausgedriickt und ,abgeschlossene Intervall-
grenzen“ durch [ bzw. ,]“. Beispielsweise sind in dem Intervdll,1; 2,2] alle reellen Zahlen
enthalten, die grol3er alsl, aber nicht grol3er as2 sind.

Wird im Folgenden von einer ,Phase” im Ablauf des dynamiscfie-1)-EA gesprochen, so
ist damit eine Folge von Mutation-Selektion-Zyklen gemigimder jede der verschiedenen Mu-
tationswahrscheinlichkeiten alis/n ; 1/2), beginnend mit /n, genau einmal verwendet wird.
Eine Phase besteht also dlisg n| — 2 Schritten, wobei mitlpg“ immer ,log," gemeint ist.

Soll ein Zusammenhang sowohl fir den (1+1)-EA — womit detisthe gemeint ist — als
auch fur den dynamischen (1+1)-EA gelten, so wird dies deatige Klammern wie im nach-
folgenden Satz ausgedruckt.

Wird in einem Schritt des [dynamischen] (1+1)-EA der erzeugutant selektiert, so wird
genau dieser Sachverhalt auch durch ,der Mutant wird alepbder ,die Mutation wird ak-
zeptiert” ausgedruckt. Wird in einem Schritt der erzeugtgadnt nicht selektiert, so wird dieser
Mutant ,verworfen“. Genauso wird auch eine Mutation, diehtiakzeptiert wird, ,verworfen®.
In diesem Zusammenhang ist ,verwerfen* also die Negation,azeptieren®.

Ein Schritt des [dynamischen] (1+1)-EA ist ein ,erfolgregr Schritt“, wenn der darin er-
zeugte Mutant eine echt bessere, hier also gro3ere Fites#ztbals sein Eltern-Individuum.
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Die Mutation innerhalb eines erfolgreichen Schritts wiedfplgreiche Mutation* genannt. Eine
erfolgreiche Mutation wird also immer akzeptiert, abeleenkzeptierte Mutation muss nicht un-
bedingt erfolgreich gewesen sein — Mutanten gleicher Bgveerden ja akzeptiert. Eine Phase
des dynamischen (1+1)-EA ist eine ,erfolgreiche Phasehhwmindestens einer ihrer Schritte
erfolgreich war.

Das ,Fitness-Defizit“ eines betrachteten Individuums ist Qifferenz zwischen der opti-
malen Fitness, also dem bestmoglichen, hier groRtmdoglidhert, den die Fitness-Funktion
annehmen kann, und seiner eigenen Fitness.

Bei linearen Funktionen (vgl. Definition 2.1.2 (auf Seite)liat das Flippen eines Bits auf
die Anderung der Fitness unabhangig von der Belegung atlegén Bits immer die gleiche
Wirkung, ndmlich die Erh6hung bzw. Verminderung der Fithesn den Wert des zugehdrigen
Koeffizienten. In diesem Sinn kann bei linearen Funktionem dem ,Wert eines Bits” gespro-
chen werden.

In diesem Text gillN = {1, 2,...} undN, = NU{0}. Ferner giltZ* = NundZ~ = Z\N,.
Ebenso enthalR* alle positiven reellen Zahlen usw. Die Null ist weder pasitioch negativ.
Soll die Null enthalten sein, so wird dies dur#lj, Ry usw. ausgedriickt. Fur eine endliche
MengeM bezeichnet# M*" die Anzahl der enthaltenen Elemente.

Die Lange einer Bit-Sequerize {0, 1}* wird durch die Anzahl der Bits gegeben und mit
»|b|" bezeichnet. Die Anzahl der Einsentinvird mit,, |b|;“ und die der Nullen mit [p|,“ bezeich-
net. Fir zwei Individuer, b € {0,1}" bezeichnet H (a,b)* die Hamming-Distanz zwischen
diesen beiden Bit-Sequenzen, d. h. esHilt, b)) = #{i|1 <i<nAa; b} = |a® b|;.
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Kapitel 2

Die lineare Funktion BLIC ;.

2.1 Lineare Funktionen

Da der (1+1)-EA eine Funktiorf : {0,1}" — R maximiert, missen fur solche Funktionen
zunéachst einige Begriffe definiert bzw. erlautert werdesydo die spezielle Funktion BLIC
definiert und untersucht werden kann. Der Definitionsbéréit; 1}" einer solchen ,pseudo-
booleschen® Funktiory ist diskret und endlich. Jede pseudo-boolsche Funktiom ledso als
Polynom dargestellt werden. Wie reelle Polynome kdnnemigisdoolesche Funktionen nach
ihrem Grad unterschieden bzw. klassifiziert werden.

Definition 2.1.1. Eine Funktionf : {0,1}" — R sei furN > 0 durch

fla)y=>" wi-[]=

1<i<N jeg;

dargestellt, wobeiv; € R\{0} sowieJ; C {1,...,n} fur 1 < i < N gelte. Diese Funktion
besitzt dann den Gradd := maxJ, ., v {# i} U {0} .}

Fir.J; = 0 nimmt das entsprechende, leere Produkt den (beziiglich diiphikation neutralen)
Wert 1 an, sodass dann ein konstanter, d. h. vamabh&ngiger, Summand vorliegt. Lineare
Funktionen sind — wie Ublich — Funktionen vom Grad eins:

Definition 2.1.2. Eine Funktionf : {0, 1} — R heif3t genau dann ,linear”, wenn sie den Grad
k = 1 besitzt, d. h. es gilt

i=1

IFur N = 0 liegt also die konstante Funktigi{z) = 0 mit dem Gradk = max{0} = 0 vor.
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fir entsprechende, wy, ... ,w, € R, wobei fur mindestens einc {1,... ,n} w; # 0 gilt.
Jedes Bitr; ,besitzt bei einer linearen Funktion ,einen Wert* (,ein Geicht”) in der GréRe
des ihm zugeordneten Koeffizienten

Angenommen, ein (1+1)-EA wiirde fir eine fest gewéahlte Fonkf : {0,1}" — R im Er-
wartungsfalb(2") Schritte fir deren Maximierung bendétigen. Da insbesondéest gewahltist,
liegt also eine konstante erwartete Laufzeit vor. Gena@ige eine konstante erwartete Laufzeit
vor, wenn die erwartete Anzahl von Schritten bis zur Optiomg vonf durchf(n?) beschrankt
ware. Wenn also die Laufzeit beziglighder Anzahl der Bits im Individuum, analysiert werden
soll, so sollten variabel sein, die Funktioyi also ,sinnvoll” in n skalierbar sein. Zum Beispiel
so wie die Funktion QEMAX, die die Anzahl der Einsen im Individuum ,zahlt“.NBMAX ist
also furn € IN skalierbar. Denkbar ist auch, dass eine Funktion fur eirstaries: € IN nur
fir n € kN skalierbar ist, oder Ahnliches. Um die Laufzeit bezuglic{sinnvoll) abzuschéatzen,
ist also eine Funktionenfolge zu betrachten. Eine ,wemgwolle* Skalierung wirde beispiels-
weise die Funktionenfolge, : {0,1}" — R, n € N, mit g,(z) := z; darstellen. Egal wie
viele Bits das Individuum hat, die Fitness hangt nur von déemereBit z; ab. Wie an diesem
Beispiel zu sehen ist, ist es (in der Regel) nicht sinnvadl,Llcaufzeit beziglich der Anzahl der
Bits im Individuum abzuschétzen, wenn die Funktion gar nicn allen Bits, d. h. von dieser
Anzahl, abhangt. In der Praxis wirden in einem Individuuas dine Losung eines Optimie-
rungsproblems beschreibt, ja auch nur Informationen kodiee Einfluss auf die Auspréagung
einer Losung haben. Im Folgenden wird deshalb davon ausgegadass eine lineare Funktion
.essenziell“ von allen Bits abhéngt, d. 4y, ... , w, € R\ {0} gilt.

Fur eine Funktionf(x) und die Funktionf(z) — 7, 7 € R, gilt offensichtlich f(z) =ga
f(z) — 7. Werden im Folgenden lineare Funktionen analysiert, sd @liso angenommen, dass
diese die Forny(z) = Y_" | w; - x; mitwy, ... ,w, € R\ {0} haben. Fir eine solche Funktion
ist das optimale Individuum eindeutig. Im optimalen Indwum ist namlich das Bit; auf 1
gesetzt, wenm; > 0 gilt, und anderenfalls auf. Da statt einer solchen Funktion wiederum eine
Funktion betrachtet werden kann, fur die das Individutfnoptimal ist, kann bei der Argumen-
tation tUber lineare Funktion angenommen werde, dass eldeesdie Formf(z) = Y, w; - x;
mit wq,... ,w, € R* hat. Sollen Aussagen Uber den (1+1)-EA auf linearen Fun&tic- die
essenziell von allen Bits abhangen — getroffen werden, so kdso 0. B. d. A. Uber lineare
Funktion mit ausschlief3lich positiven Koeffizienten arguntiert werden.

2.2 Motivation und Definition von BLIC ,

Im Folgenden wird der Ablauf des dynamischen (1+1)-EA auwédiren Funktionen betrachtet,
da, wie schon oben erwéahnt wurde, zwar eine relativ leictteigende) (n? - log n)-Schranke
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existiert, jedoch vermutet wird, dass die erwartete Latiies dynamischen (1+1)-EA auf einer
linearen Funktion sogar dure(n - log” n) beschrankt ist. Dass die erwartete Laufzeit des dyna-
mischen (1+1)-EA sowohl auf der Funktion®M AX, die als Funktionswert jeweils die Anzahl
der Einsen im aktuellen Individuum liefert, als auch auf Benktion BNVALUE, die das Indi-
viduum als binar kodierte Zahl interpretie(n log” n) betragt, wurde bereits von Jansen und
Wegener in [JWO00a] gezeigt. Diese zwei lineare Funktioned & gewissem Sinn ,Extreme*:
Bei ONEMAX sind die einzelnen Bits ,extrem gleich* gewichtet und beNBALUE ,extrem
ungleich” gewichtet. In beiden Féllen erleichtert dies Arealyse der Laufzeit, wenngleich die
Analyse von BNVALUE sehr viel schwieriger bzw. , Trick-reicher* ist als die voneM AX .

Um das Verhalten des dynamischen (1+1)-EA auf weitereratere Funktionen zu untersu-
chen, wird die nun folgende Funktionenfamilie betractdet,, weniger extreme* lineare Funk-
tionen enthalt:

Definition 2.2.1. [BLIC ] Fur z € {0, 1}™ ist die FunktionBLIC (,Block-ly Linear Increa-
sing Coefficients*) folgendermaf3en definiert, wénn gilt: Die n Bits werden ik gleich lange
Blocke der Langé = n/k geteilt und die Bits desten Blocks bekommen jeweils den Koeffizi-
enten; zugeordnet. Es gilt also

BLIC,(z) =1(x1 4+ ...+ 2) +2(xpp1+ ... +xo) + ...+ k(zp 1+ ..o+ 24)

Fir £ = 1 ergibt sich somit die Funktion KEMAX. Was &ndert sich fuk > 1 gegenuber

ONEMAX? Der entscheidende Unterschied ist, dass mit einer Vezhess der Fitness nicht
mehr zwingend eine Erhdhung der Anzahl der Einsen im Indiwd einhergehen muss. Fur
.Kleine® k sollte dieser Effekt aber noch ziemlich gering sein, sodassArgumentation ahnlich
der bei NEMAX mdglich sein kénnte.

2.3 Laufzeit-Analyse fur BLIC; mit £ = O(1)

Als nachstes soll deshalb — sozusagen zum Aufwarmen — eare &chranke fur die erwartete
Laufzeit des dynamischen (1+1)-EA auf BL{@ezeigt werden.

Lemma 2.3.1. Die erwartete Anzahl Schritte, bis der dynamische (1+1)eis®unktionBLIC ,
optimiert hat, ist durchO(n log” n) beschrénkt.

Beweis:Per Definition von BLIG gilt 2|n. Der Funktionswert des optimalen Individuuffsist
n/2+2-n/2 = 3n/2, sodass nur Fitness-Werte ais 1,2, ... ,3n/2} angenommen werden
kdnnen.

Da ein Bit hochstes den Wetthat, besitzt ein Individuum € {0,1}" mit BLIC,(x) = f,
das folglich ein Fitness-Defizit votn /2 — f hat, mindesten§(3n/2 — f)/2] auf Null gesetzte
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Bits. BezeichneF das Ereignis, dass in einer Phase des dynamischen (1+k)Zfeinema’
mit BLIC,(z') > f mutiert, diese also erfolgreich ist. Dann gilt

Prob(E) > [(3n/2—f)/2]-p-(1—p)"!

fir jede vorkommende Mutationswahrscheinlichie& {1/n,2/n,4/n,...} mitp < 1/2. Fur
p = 1/n gilt demnach:

Prob(E) > f(3n/2—f)/21-%<1—%>n > [Bnj2— f)j2] -nt e

Die erwartete Anzahl von Phasen, Wiseintritt, ist also sicherlich durch-n/[(3n/2 — f)/2]
nach oben beschrankt. Durch die pessimistische Annahrag dihdem ,schlechtesten” Indivi-
duum, dem mit Fitnes8, gestartet wird, lasst sich die erwartete GesamtanzahPbasen, die
zur Optimierung von BLIG nétig sind, durch

3n/2—1 3n/2

Z e-n/[(3n/2 —1i)/2] = e-n-zﬁ/lﬂ <emn-2- Z - = O(nlogn)

1=0 =1

nach oben abschéatzen. Da eine Phaseégls; n) Schritten besteht, folgt die Behauptung]
Der obige Beweis lasst sich fur beliebiges, fest gewaliltmspassen:

Lemma 2.3.2. Die erwartete Laufzeit des dynamischen (1+1)-EA auf derlkdion BLIC, ist
durchO(k - n - log® n) beschréankt.

Beweis:Der optimale Funktionswert fur BLICist, dak|n gilt, gleich

k

Zzn/k = n/k-(k(k+1)/2) = n(k+1)/2.

=1

Die Anzahl der Nullen in einem Individuum mit BLIC,(x) = f betragt also mindestens
[(n(k 4+ 1)/2 — f)/k]. Die Wahrscheinlichkeit, dass der erste Schritt einer @hiasdem die
Mutationswahrscheinlichkeit = 1/n verwendet wird, erfolgreich ist, lasst sich somit durch

[(n(k+1)/2=f)/k1-p-(L=p)" " = [((k+1)/2=f)/k]-n " e

nach unten abschétzen. Analog zum Beweis des vorigen Len@sstssich die erwartete Ge-
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samtanzahl von Phasen durch

n(k+1)/2—1 7 -1 n(k+1)/2
n(k+1)/2—1 :
e-n- ; [ p -‘ = e-n- Zzzl 1/[i/k]
[n(k+1)/2k]
< en-k- Z 1/i
i=1
< en-k-(Inn+06(1))
nach oben abschatzen, woraus die Behauptung folgt. O

Fir einige ,einfache” lineare Funktionen konnte somit demuteteO(n - log” n)-Laufzeit-
Schranke gezeigt werden:

Korollar 2.3.3. Fir jedes festgewéahltec IN, d. h. furk = ©(1), hat der dynamische (1+1)-EA
auf der FunktiorBLIC,, eine erwartete Laufzeit vod(n - log” n).

2.4 Laufzeit-Schranken fur weitere lineare Funktionen

Da die spezielle Struktur von BLICnicht in die vorige Beweisflihrung eingeht, ist diese auch
fur weitere lineare Funktionen anwendbar. Mit ihr lasshsieigen, dass folgender Sachverhalt

gilt:

Lemma 2.4.1. Fir eine lineare FunktiorF'(z) = Y"" | a; - z;, fir die0 < a; < ... < a, gilt,
ist die erwartete Laufzeit des dynamischen (1+1)-EA d@¢tu,, /a,) - nlog” n) beschrankt.

n *

Beweis: Es wird die FunktionF™*(z) = Y 7  af - ; mit a] := a;/a; betrachtet. Fir diese
Funktion gilt offensichtlich

(Vz,y € {0,1}") F(z) < F(y) & F*(z) < F*(y),

d.h.F =g, F*,undl = a} < ... < a}. Dadie Selektion im (1+1)-EA ausschlie3lich auf dem
Vergleich der Fitness-Werte einzelner Individuen berulntg fiir beide Funktionen die gleiche
Laufzeit erwartet. Es gilF}; ., := max{F*(z) |z € {0,1}} < a} - n. Flr die Anzahl der Nullen

in einem Individuumz € {0,1}" qilt |z|y > [(F},.. — F*(2))/a’]. Eine 1-Bit-Mutation, die
genau eine Null flippt, erhdht die Fitness mindestensa{irs: 1. Eine solche Mutation tritt mit
der Wahrscheinlichkei([“”;l‘o) -p- (1 —p)" ! auf. Fur die Mutationswahrscheinlichkgit= 1/n,
die im ersten Schritt einer Phase verwendet wird, ist dieabrg¢heinlichkeit durche|,/ (e - n)

nach unten beschrankt. Die erwartete Anzahl von Phaserjri®ssolche Mutation auftritt, die
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die Fitness um mindestens eins erhoht, ist somit dgech)/|z|, nach oben beschréankt. Die
erwartete Anzahl von Phasen, bis der dynamische (1+1)-EBAogémale Individuum erzeugt
hat, lasst sich also nach oben durch

F*

maz_l Frax

2 [(Frnaz — 0)/a3] e'"'zzz;l/ﬁ/aﬂ

1=0

[Fonas /03]
cay s Y 1/
i=1

= e-n-a H([Fmax/ajz—l)

n

< e-n-(ay/ar) - H(n)

N
™
3
s

abschéatzen. D& (n) = Y., 1/i = In(n) + ©(1) gilt, folgt die Behauptung. O

Da eineO(n? log n)-Laufzeit-Schranke fir lineare Funktionen existiert (J@W00a)), stellt die-
ses Ergebnis nur fur einen kleinen Teil der Klasse lineatetkkonen eine Verbesserung der
bisherigen Laufzeit-Schranken dar — namlich &jya; = o(n/logn). Fur Funktionenfolgen
folgt aus diesem Lemma

Korollar 2.4.2. Fur eine FolgeF,(z) = Y. ,ai(n) - z; von linearen Funktionen, bei der
a;(n) > 0 fur 1 < ¢ < n qilt, ist die erwartete Laufzeit des dynamischen (1+1)-EA f
k(n) = max{a;(n)/a;(n)|i,j € {1,...,n}} durchO(k(n) - n-log® n) beschrankt. Ist(n) fiir
jedesn durch eine Konstante beschrénkt, so ist die erwartet Létifidiglich durchO(n - 1og” n)
beschrankt.

2.5 Erkenntnisse fur BLIC,,

Nun aber zuriick zu der Funktion BL}CFurk = w(1) sind die zuvor im Text gezeigten Schran-
ken sicherlich nicht optimal. Um Ansatzpunkte fur eine leessSchranke zu finden, wird hier
das bisherigen Vorgehen bei der Beweisfiihrung nochmahzunsagefasst:

1. Die Erfolgswahrscheinlichkeit einer Phase wird durcé Wahrscheinlichkeit, dass der
Schritt mit Mutationswahrscheinlichkeifn erfolgreich ist, nach unten abgeschatzt.

2. Die Erfolgswahrscheinlichkeit eines Schritts, in dee Miutationswahrscheinlichkeliyn
verwendet wird, wird nach unten abgeschéatzt mit Hilfe ejmessimistischen Schéatzung
der Anzahl der Nullen im jeweils aktuellen Individuum.

3. Die Abschatzung der Anzahl der Nullen hangt ausschtiBf®ion der aktuellen Fitness und
k bzw. dem gré3ten vorkommenden Koeffizienten ab.
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4. Bei jedem Erfolg wird von einer Erh6hung der Fitness unigliéch 1 bzw. um den klein-
sten Wert eines Koeffizienten ausgegangen, obwohl eirOveech1 flippendes, ,durch-
schnittliches” Bit bei BLIG, eine Fitness-Zunahme vdh + 1)/2 verursacht.

Was kann an dieser Vorgehensweise verbessert werden, 2. ave Blocke konstante Lange
I = n/k € N haben, als& = ©(n) gilt? Um diese Frage zu beantworten, wird im Folgenden
die Funktion BLIG,(z) = >_1" | i - z; genauer betrachtet.

Seik € {1,...,n}. Das Individuum0"~*1%, bei dem genau dié geringstwertigen Bits
gesetzt sind, besitzt die Fitnelsg: + 1) /2. Eine Fitness, die kleiner akg% + 1) /2 ist, impliziert
somit weniger alg Einsen bzw. mehr als — & Nullen im Individuum. Fir Fitness-Werte &us
[(k—1)k/2; k(k +1)/2) sind alson — k + 1 Nullen sichergestellt. Wenn — & + 1 auf Null
gesetzte Bits existieren, so habenfix : < n — k£ + 1 mindestens dieser Bits einen Wert von
mindestens — k + 2 — i bzw. mindestens — k£ + 2 — i Bits einen Wert von mindestensSei
deshalb furk € {1,...,n} die Menge von Individuen

Ag = {z € {0,137 (k — 1)k/2 < BLIC,(z) < k(k +1)/2}

definiert. Einem Individuum: € A, reicht ein Fitness-Zuwachs vdn um A, ,zu verlassen®.
Genauso reichen aber aucke IN Verbesserungen urik/c]. Nach der obigen Argumentation
besitztr mindestens + 2 — (k + [k/c]) auf Null gesetzte Bits mit einem jeweiligen Wert von
mindestensk/c|. Aber Vorsicht: Aush + 2 — (k + [k/c]) > 1 folgt, dass diese Argumentation
nur far A, mitk < chLl -n gilt.

Furz € Ay mitk < & -nsind mindestens+2— (k+[k/c]) 1-Bit-Mutationen mdglich, von
denen jede die Fitness um mindestéhéc| erhoht. Damit aus ein Mutant ausd; . U. ..U A,
entsteht, reichen alsoderartige Mutationen aus. Die Wahrscheinlichkeit fur esokehe 1-Bit-
Mutation innerhalb einer Phase des dynamischen (1+1)-Eg¢ kich fir den Schritt, in dem die
Mutationswahrscheinlichkejt = 1/n verwendet wird, durch/n - 1/e- (n+2 — (k + [k/c]))
nach unten abschéatzen. Die erwartete Laufzeit fir die Ipgedtc Verbesserungen lasst sich
somit durchnec/(n + 2 — (k + [k/c])) nach oben abschatzen. Rar+ 1)|n gilt:

ne/(c+1) n

Y n-ec/n+2—(k+[k/c]) < noe-c-> 1]k

) = n-e-c-(l_nn—l—@(l))
= O(n-logn)

2bzw. aus{(k — )k/2,... ,k(k+1)/2 =1} C Ny
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Fir jedes feste. < 1 kannc passend festgesetzt werden, sodass n¥eh- log n) Phasen ei-
ne Fitness von\ - F,,,,, erreicht ist. Die Vermutung liegt nahe, dass auch zur ,vatidigen®
Optimierung von BLIG, O(n - log? n) Schritte ausreichen. Warum kann dies mit obiger Argu-
mentation nicht gezeigt werden?

Um diese Frage zu beantworten, wird im Folgenden der FitWess F,,,.. — n, d. h. ein
Fitness-Defizit vom, exemplarisch betrachtet. Da bei der Funktion BJ, kKin Bit mit dem Wert
n existiert, kann fur diese Fitness nur die Existenz von et sicher angenommen werden.
Bei der obigen Vorgehensweise wird aus einer sichergestdixistenz vor Nullen gefolgert,
dass (mindestens) eine dieser Nullen im betrachtetenithdimn mindestens den Werbesitzt.
Bei dem hier betrachteten Fitness-Defizit vowlrde also fur die eine ,sichergestellte” Null nur
ein Wert von (mindesteng)angenommen. Fir die Abschatzung des groldten gesicherie@sWe
eines auf Null gesetzten Bits wird die Fitness bzw. das Bgrefizit also nicht (noch einmal)
beriicksichtigt, was zu einer schlechten Abschétzung fihetdie folgenden Uberlegungen zei-
gen.

Schon weiter oben wurde erwéhnt, dass bei der Funktion BIdi€: geringstwertigen Bits
zusammen einen Wert vaii + 1)/2 besitzen. Da > 0 gelten muss, besitzt die Gleichung
i(i + 1)/2 = n nur die Lésung = /2n + 1/4 — 1/2. Ein Individuum mit der Fitness besitzt
also — egal wie diese Fitness dargestellt wird — (mindejteimsauf Eins gesetztes Bit, das
mindestens den Weft,/2n + 1/4 — 1/2] hat. Auf komplementére Weise besitzt demnach ein
Individuum mit einem Fitness-Defizit vom (mindestens) ein auf Null gesetztes Bit mit einem
Wert von ebenfalls mindestefig/2n + 1/4 — 1/2].

Bei einem Fitness-Defizit von kann bei der Funktion BLIE fur das héchstwertige 0-Bit
also ein Wert von ungefahy2n — statt des bisherigen Wertes vbr sicher angenommen wer-
den, was gegeniber der bisherigen Abschatzung eine deuferbesserung darstellt. Um ein
Individuum mit dem Fitness-Defizit zu optimieren, mussten bei der bisherigen Vorgehens-
weisen 1-Bit-Mutationen mit einer jeweiligen Wahrscheinlichkdies Auftretens von /(ne)
veranschlagt werden. Dies wiirde wiederum zu einem Beitoamgev n? in der Abschatzung
der Anzahl der Phasen bis zur (endgultigen) OptimierunggitinAus diesem Grund konnte mit
der oben verwendeten Argumentation di¢n - log n)-Schranke fur die erwartete Anzahl von
Phasen, die zur Optimierung von BL}I@06tig sind, nicht gezeigt werden. Hilft nun die bessere
Abschatzung des gro3ten sicheren Wertes eines auf Nulizgesd&its? Leider nur in MalRen.

Bisher wurde bei einem Fitness-Defizit vanangenommen, dass eine erfolgreiche 1-Bit-
Mutation dieses um eins auf— 1 reduziert. Mit der besseren Abschétzung reduziert eirhsolc
Mutation das Fitness-Defizit jetzt auf ungefahe/2n. Die bisher zur Optimierung eines Indivi-
duums mit dem Fitness-Defizit vonfur nétig gehaltene Anzahl erfolgreicher 1-Bit-Mutatione
reduzieren sich also vom auf eine Anzahl in der GréRenordnufj/n). Dies wiirde zwar zu
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einer besseren Schranke V@i - \/n) — statt bishef) (n?) — fur die erwartete Anzahl von Pha-
sen, die der dynamische (1+1)-EA fir die Optimierung von 8}.bendétigt, fihren, nicht aber
zur vermuteten und erhofftefi(n - logn)-Schranke. Der einfache Grund: Wird das betrachte-
te Fitness-Defizit vom tatsé&chlich nur von einer einzigen Null verursacht, so flgnsichtlich
auch nur noch eine erfolgreiche 1-Bit-Mutation zur Optiraigg notig. Wie gezeigt wurde, fuhrt
auch das bessere Schéatzen des gesicherten Hochstweete8-@its in diesem Fall immer noch
zu ©(y/n) ,nodtigen” Erfolgen. Die bisher zur Beweisfuhrung benutart der ,sicheren® Ab-
schétzung ist also ausgereizt; es missen andere, ,stischgstazisere” Wege gesucht werden.
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Kapitel 3

Strukturelle Erkenntnisse fur lineare
Funktionen

3.1 Warum grol3e Mutationswahrscheinlichkeiten ,eher un-
glnstig*“ sind

Betrachtet wird eine zu maximierende lineare Funktfon {0,1}" — R mit ausschlieflich
positiven Koeffizienteh wobei im Folgendett,,,, := max{F(z) |z € {0,1}"} gelte.

Lemma 3.1.1. Das zuféllige Start-Individuum hat eine erwartete Fitness )., /2.

Beweis: Die n Bits des Individuums haben zusammen einen Wert ¥gp,. Da bei linearen
Funktionen der Wert jedes einzelnen Bits von den Ubriges Biabhangig ist und beim Erzeu-
gen des Start-Individuums mit WahrscheinlichKei ,aktiviert* wird, ergibt sich die ,,erwartete
Start-Fitness". O

In einem Schritt mit der Mutationswahrscheinlichkeitvird fir ein Individuumz von den flip-
penden Einsen eine Verminderung der Fitnesgurix) erwartet und von den flippenden Nullen
ein Fitness-Zuwachs van: (F,,., — F(z)). Zusammen wird also eine Veranderung der Fitness
ump- (Fp.. —2- F(x)) erwartet. Ist einmal ein Fitness-Niveau groerfals, /2, der erwarteten
Fitness des Start-Individuums, erreicht, so werden furjelasils aktuelle Individuunx in den
folgenden Schritten ausschlieBlich Verschlechterungeantet. FUrF' (z) > (1+¢): Fia, /2 Mit

¢ > 0 haben diese Verschlechterungen die Gro3enord@ui#gz) - p). Fur ein festes Fitness-
Niveau wachst die erwartete (absolute) Fitness-Wert-Abrelinear inp. Beim dynamischen
(1+1)-EA wird bei der Verdoppelung der Mutationswahrsaoliehkeit also auch der erwartete

olglich ist R der Bildbereich vorF
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(absolute) Fitness-Verlust verdoppelt — wenn eine lin€amgktion mit ausschliel3lich positiven
Koeffizienten maximiert wird.

Fir die erwartete relative Veranderung der Fitness ergihtesn erwarteter (relativer) Anteil
vonp - (Finax/F () — 2). FUr F(x) — F,,., Strebt der Anteil folglich gegerp. Fir F(z) >
(14 ¢) - Fha/2 mite > 0 hat der erwartete relative Fitness-Verlust die GréRenard® (p).

Mit wachsendenp nimmt die ,Konzentration um den Erwartungswert” zu, d. le Anzahl
tatsachlich flippender Nullen und die Anzahl tatséachlighpéinder Einsen werden ,wahrschein-
lich* nahe der jeweils erwarteten Anzahl liegen. Also ninmmit wachsendenp nicht nur die
erwartete Verschlechterung der Fitness zu, sondern aecWalnrscheinlichkeit, dass eine sol-
che von einer Mutation auch wirklich realisiert wird.

Ist eine Phase erfolgreich, so besitzt der Schritt mit deirfkten) Mutationswahrschein-
lichkeit 1/n demnach unter allen Schritten der Phase die grof3te Walméchkeit, der Grund
daflr zu sein. Natirlich wirde eine noch kleinere Mutatvweetsrscheinlichkeit auch den erwar-
teten Verlust noch weiter verkleinern, jedoch wiirde danm @mer Mutation nicht einmal ein
flippendes Bit erwartet. Keine Veranderung im Individuumhwedert zwar einen Verlust, jedoch
auch eine (erwlinschte) Verbesserung. In der Erwartunig sddlo zumindest ein Bit flippen, was
durch die Wahl vori /n als kleinstmégliche Mutationswahrscheinlichkeit gesitlist.

3.2 Konkretisierung fur BLIC ,,

Fir die Funktion BLIG, lasst sich dieser Sachverhalt konkretisieren. Wenn z. B2lfiii ein
Individuumz = z,,...2, € {0,1}" mindestens),9n Einsen enthélt, so befinden sich davon
mindesten$,4n 1-Bits in der linken Halfter,, . . . z(,/2)4.1, haben also jeweils einen Wert gro3er
alsn/2. Da hochsten8,1n Nullen vorhanden sind, deren jeweiliger Wert hdchsterss, betragt
der von den flippenden Einsen erwartete Fitness-Verlust ralshdas Doppelte des von den
flippenden Nullen erwarteten Fitness-Gewinns. Insgesanat &also eine Verschlechterung der
Fitness erwartet, die betragsmallig sogar grof3er als dartetes\Wert der flippenden Nullen ist.

Da die Werte der hier betrachteten Bits durch das Betractiéeriinken Halfte des Indi-
viduums um weniger als den Fakt®rvariieren, ist das Akzeptieren einer Mutation nur dann
maoglich, wenn die Anzahl der flippenden Einsen und/oder dieahl der flippenden Nullen in
die jeweils ,guinstige” Richtung von der Erwartung abweithien Gegensatz zu der erwarteten
Fitness-Wert-Anderung, kann auf diese die Tschernoff@dte angewendet werden.

Die Wahrscheinlichkeit dafir, dass eine Mutation in dekdim Halfte (mindestens) doppelt
so viele Einsen flippt wie insgesamt Nullen, ist eine untexier&nke fir die Wahrscheinlichkeit,
dass sie verworfen wird. Dieser Sachverhalt wird im Bewess fdlgenden Satzes benutzt.

Lemma 3.2.1. Fir die FunktionBLIC,, existiert eins > 0, sodass fur Individuen, die minde-
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stens0,9n Einsen enthalten, die Wahrscheinlichkeit, dass in einenatun-Selektion-Zyklus
der erzeugte Mutant akzeptiert wird, durch— £)"? nach oben beschrénkt ist. Dabei bezeichnet
p die in diesem Mutation-Selektion-Zyklus verwendete Naratvahrscheinlichkeit.

Beweis:Bei einem Individuum mi0,9n Einsen gibt es mindestefisin 1-Bits mit einem jewei-
ligen Wert grof3er als /2. Sei B definiert als die Menge genau der Positionen, an denen solche
Einsen stehen. Insgesamt gibt es héchstensNullen. SeiA definiert als die Menge genau der
Positionen, an denen sich Nullen befinden. Es gilt gésb< #B/4.

Angenommen in einem Schritt mit der Mutationswahrscheinileitp ,Janden®: Mutations-
positionen inAUB. Dann wird von diesen i3 ein Anteil von mindestens/5 erwartet. Damit
in diesem Schritt iberhaupt die Chance besteht, dass drrgtezMutant akzeptiert wird, muss
dieser Anteil aber kleiner as/3 sein. Es darf also nur weniger ag6 = (2/3)/(4/5) des Er-
wartungswertes erreicht werden. Eine Mutationspositita,in AUB ,landet®, liegt mit einer
Wahrscheinlichkeit von mindesterdg5 in B (und damit nicht inA4). Die Wahrscheinlichkeit
dafir, dass vom Erwartungswert von mindestens$ )i Mutationspositionen irB anteilig mehr
als1/6 nach unten abgewichen wird, ist nach Tschernoff exporiekién (vgl. Anhang A resp.
Abschnitt 4.1 in [MR95]):

Prob( relative Abweichung> |—1/6]) < < 0,9854(4/%i

Da die fur B erwarteten(4/5): Positionen insgesamt mindestéh$pn Positionen entsprechen,
gilt schlieBlich:

Prob( Mutation wird akzeptierf < 0,9854%%" < 0,995

Mit e =1 — 0,995 = 0,005 ist der behauptete Sachverhalt damit bewiesen. O

Fir Schritte mit einer Mutationswahrscheinlichkeit von= w(1/n), d. h.np = w(1), strebt
die Erfolgswahrscheinlichkeit mit — oc folglich gegen Null. Eine Verdoppelung der Mutati-
onswahrscheinlichkeit beim dynamischen (1+1)-EA hat itndwdteten Fall ein Quadrieren der
Erfolgswahrscheinlichkeit zur Folge.

Dass der dynamische (1+1)-EA bei der Maximierung der FonkBLIC,, im Erwartungs-
fall O(n - log® n) Schritte bendtigt, um ein Individuum mit 90% Einsen zu egasy wurde in
Abschnitt 2.5 (auf Seite 16) gezeigt. In diesem Abschnittdeugezeigt, dass ,anschliel3end”
Schritte, in denen eine groRe Mutationswahrscheinlighkei w(1/n) verwendet wird, keinen
Schaden im Sinne eines Einsen-Verlusts anrichten kénnemindest asymptotisch fir — oc.
Dies bestarkt, neben der Argumentation in Abschnitt 2.5%aite 16), die Vermutung, dass dem
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dynamischen (1+1)-EA im Erwartungsfél(n - log n) Phasen reichen sollten, um BLJGuch
vollstandig zu optimieren.

3.3 Intuitive Uberlegungen zum dynamischen (1+1)-EA

Im Start-Individuum werdem /2 Einsen erwartet, da jedes Bit in diesem mit Wahrscheinlich-
keit 1/2 auf Eins resp. Null gesetzt wird. Bei ungeradenkann ein Individuum nicht gleich
viele Eisen wie Nullen enthalten, sodass in diesem Fallsclas Start-Individuum (aus Sym-
metriegrinden) mit Wahrscheinlichke&it2 mehr Einsen als Nullen enthélt. Sei= |z|; — [z]o
die Differenz zwischen der Anzahl der Einsen und der AnzahnlNullen in einem Individu-
umz € {0,1}". Von einer Mutation mit der Mutationswahrscheinlichkeivird dann erwartet,
dass diesd um —2dp andert. Jede Mutation neigt also dazu, die Anzahl der Einsdrdie der
Nullen anzugleichen bzw. beide dem Weyt2 anzun&hern. Diese Tendenz ist um so stérker, je
groRRer die verwendete Mutationswahrscheinlichkeit igtisBielsweise wird von einer Mutati-
on eines Individuums mit,9n Einsen, d. h. einer Differenz vah= 0,8n, eine Verminderung
dieser Differenz um ,6np erwartet. Dieser Sachverhalt gilt unabhangig von der zinmopten-
den Funktion. Im Folgenden wird nur noch tber lineare Fumidn mit ausschlief3lich positiven
Koeffizienten argumentiert.

Fur lineare Funktionen, bei denen jedes Bit einen ,,unabigg&mng Wert in der Gré3e des ihm
zugeordneten Koeffizienten hat, drangt sich folgendetiotuauf. Werden verschiedene Indivi-
duen desselben Fitness-Niveaus betrachtet, so sind zvreinkx moglich, wenn nicht alle Bits
gleich gewichtet sind: Die Darstellung mit maximal vielemn&en, die mit dem kleinstmdglichen
Durchschnittswert der Einsen — d. h. der auf Eins gesetzi@sn-Beinhergeht, und andererseits
die mit minimal vielen Einsen, die zum gré3tmdglichen Dwatimittswert fir die Einsen flhrt.
Besitzen dabei alle Individuen eines betrachteten Fithidgsaus jeweils mehr als/2 Einsen,
so erscheint eine Darstellung der Fitness mit relativ niedder niederwertigen Einsen unwahr-
scheinlich, da Mutationen — von Individuen mit mehr a2 Einsen — eben nicht dazu neigen,
Jreiwillig“ die Anzahl der Einsen zu erhéhen.

Eine Erhéhung der Anzahl der Einsen durch eine Mutation imeine bestimmten Fitness-
Niveau ist um so wahrscheinlicher, je weniger Einsen zusi2Hung der Fitness benutzt werden.
Im zweiten oben genannten Extremfall ist die Wahrschekkdt fir eine Erhdhung der Anzahl
der Einsen am grof3ten, unter Umstdnden muss sogar in eirfelgreichen Schritt die Anzahl
der Einsen wachsen.

Dies fuhrt zu der Intuition, dass auf lange Sicht Einsentgerade auf geringwertigen Po-
sitionen im Individuum zu finden sein werden. Eine formalenfalierung dieser Vermutung
konnte wie folgt lauten:
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Vermutung 3.3.1. Wenn der [dynamische] (1+1)-EA eine lineare Funktifr) = >  a;-x;
mita, > ... > a; > 0 maximiert, so gilt im gesamten Verlauf, d. h. in jedem SgHtit das
jeweils aktuelle Individuum = z,, ... z; € {0,1}": Prob(x, =1) > ... > Prob(z; =1).

Dass diese Vermutung uber die Verteilung der Einsen im #ktuéndividuum tatsachlich be-
wiesen werden kann, wird im folgenden Abschnitt gezeigt.

3.4 Uber die Verteilung der Einsen im Individuum

Die Aussage Prob(z, = 1) > Prob(z; = 1)“ist fur {z,,z,;} € {0,1} aquivalent zu der
Aussage Prob(z,x; = 10) > Prob(xz,z; = 01)“. Da die Ereignisses,z;, = 10, , xpz; = 01"
und ,z,z; = 11 paarweise disjunkt sirfd gelten namlich die beiden folgenden Gleichungen:

Prob(xz, =1) = Prob(zz; = 10) + Prob(z,z; = 11)
Prob(z; =1) = Prob(z,x; = 01) + Prob(z,z, = 11)

Die Vermutung 3.3.1 kann also bewiesen werden, indem furjelasils aktuelle Individuum
x € {0,1}" gezeigt wird, dass fir jedes Paar benachbarter Bits, dr h &0, ... ,n — 2}, gilt:

> Prob(z = X10Y) > > Prob(z = X01Y)

Xe{0,1}1, Xe{0,1}1,
YE{O,I}n_Q_i YE{O,I}n—Q—i

Aquivalent konnen diese — 1 Ungleichungen durch die Aussage

(Vie{0,...,n=2}) Y (Prob(z = X10Y) — Prob(z = X01Y)) > 0

Xe{0,1}1,
ye{o,1}n—2-i

formuliert werden. Im Weiteren gelte die folgende, verldinde Schreibweise:
Definition 3.4.1. XY € {0,1} & X, Y € {0,1}* A [X|+|Y|=

Um die Nicht-Negativitat jeder det — 1 Summen zu beweisen, ist es hinreichend zu zeigen,
dass alle vorkommenden, aufsummierten Differenzen mielgtiv sind, d. h.

(VXY € {0,1}"?) Prob(z = X10Y) — Prob(z = X01Y) > 0

gilt. Entsprechend der vorangegangenen Definition istrhigl/ XY € {0, 1}"~2)“ eine verkr-

2d. h. es giltProb(zjz; = 01 | zp2; = 11) = 0 usw.
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zende, dennoch aquivalente Schreibweise flr
(Vi € {0,...,n—2}) (VX € {0,1}) (VY € {0,1}" %)

und ist nicht mit (VX,Y € {0,1}"~2)* zu verwechselh Beide Ausdriicke erzeugen also ex-
akt die gleichen Belegungen fi¥ undY. Der zuvor formulierte hinreichende Sachverhalt ist
wiederum aquivalent zu der folgenden Aussage:

(VXY € {0,1}"7?) Prob(z = X10Y) > Prob(z = X01Y))

Bevor der formale Beweis dieser ,hinreichenden Vermutuagfetreten wird, wird zunachst ein
Sachverhalt gezeigt, der dabei hilfreich sein wird.

Lemma 3.4.2. In einem Mutationsschritt des [dynamischen] (1+1)-EA, enddie Mutations-
wahrscheinlichkeip verwendet wird (d. h. es gilt/n < p < 1/2),istfir0 < i < j < n
die Wahrscheinlichkeit, dass eine bestimmit-Mutation auftritt, groRer als die, dass eine
bestimmte -Bit-Mutation auftritt.

Beweis:p'(1 —p)" "> pl(1—p)" 7 & (1—-p)i>p 't & 0<p<1/2 O

Um eine Aussage zu beweisen, die wahrend des gesamten &\dksifdynamischen] (1+1)-EA
gultig sein soll, bietet sich eine Induktion Uber die Anzdét (bis zu einem Zeitpunkt durchlau-
fenen) Mutation-Selektion-Zyklen an. Es wird also die Falf), 2!, ', . . . von den in den Schrit-
ten0, 1,2, ... selektierten Individuen betrachtet, wobdidas Start-Individuum bezeichne. Als
Start-Individuum wird jedes Individuum akzeptiert, da esimkeinen ,Selektionskonkurrenten®
gibt. Da das Start-Individuum nach Gleichverteilung Zigédus{0, 1}" gewahlt wird, gilt

Proposition 3.4.3. Fir das Start-Individuum?® € {0, 1}" beim [dynamischen] (1+1)-EA gelten
die beiden folgenden Aussagen:

(Vy € {0,1}") Prob(2° = y) = 2"
(Vy € {0,1}") (V2 € {0,1}") Prob(z® = y) = Prob(2° = 2)

Dieser Sachverhalt wird spater fir den Induktionsanfangv@adung finden. Wird der Ablauf
des [dynamischen] (1+1)-EA als Markoff-Prozess betrachkteergibt sich die Menge der mog-
lichen Zustande als die Mend#, 1}" der moglichen Individuen. Fur die Ubergangswahrschein-
lichkeiten zwischen zwei aufeinander folgenden Zustafiddividuenz’ und z**! gelten die
folgenden Sachverhalte, wenn die Funktifx) maximiert wird:

3was Ublicherweise(YX € {0,1}"2) (VY € {0, 1}"~2)* abkurzt
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o F(z'') < F(x")
Daimmer das bessere Individuum selektiert wird, ist einlsed Ubergang ausgeschlossen.
In diesem Fall gilt alsoProb(z'—z+1) = 0.

o F(z™) > F(z%) N z't' #£ 2!
Da ein Mutant gleicher oder besserer Fitness immer akzepdieh. selektiert, wird, gilt
hier Prob(z* — 2*t1) = Prob(H (z¢, 2'*!)-Bit-Mutation), wobei H (-, -) die Hamming-
Distanz zweier Bit-Sequenzen bezeichne.

o 7l =gt
Dieser Ubergang findet immer genau dann statt, wenn einggiieMutation erzeugt wird
oder der aus’ erzeugte Mutant eine geringere Fitness aufweist, sodassrdverworfen
wird bzw. z* selektiert wird. Folglich gilt in diesem Fall:

Prob(z'—2'"") = Prob(0-Bit-Mutation) 4+ Prob (F(Mut(z')) < F(z"))
Dabei bezeichnétlut(x?) den zufalligen, aus’ erzeugten Mutanten.

Die gerade benutzte Wahrscheinlichkeit, (in einem bestenrschritt) eine Mutation zu erzeu-
gen, die verworfen wird, wird nun néher betrachtet.

Proposition 3.4.4. In einem Schritt des [dynamischen] (1+1)-EA, in dem dasvialdiumy €
{0, 1} mutiert wird, um eine Funktiod" : {0,1}"—R zu maximieren, gilt fir die Wahrschein-
lichkeit, dass diese Mutation verworfen wird:

Prob(F(Mut(y)) < F(y)) = ) Prob(bestimmte (y, w)-Bit-Mutation)

we{0,1}7
F(w)<F(y)

Dabei bezeichne wiedéf (-, -) die Hamming-Distanz zweier Bit-Sequenzen thd (y) den
zufalligen, in diesem Schritt agserzeugten Mutanteh.

Zusammenfassend ergibt sich fir den betrachteten MaRwofitess, den der Ablauf des [dyna-
mischen] (1+1)-EA darstellt, die folgende

Proposition 3.4.5. Es wird der Ablauf des [dynamischen] (1+1)-EA auf einer zximméerenden
Funktion F' betrachtet. Es bezeichnefl das Start-Individuumf (-, -) die Hamming-Distanz
zweier Bit-Sequenzen updh) = p"(1 — p)" " die Wahrscheinlichkeit einer bestimmtesBit-

Mutation, wenn die Mutationswahrscheinlichkeiterwendet wird. Wenn' das imi-ten Schritt

“Die Verteilung vonMut (y) tiber{0, 1} hangt von der verwendeten Mutationswahrscheinlichkeit ab
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aus{z~' Mut(z*~")} selektierte Individuum bezeichnet, so gilt fir 1 undy € {0, 1}":

Prob(z' =y) = Prob(z" ' =y)- Z p(H(y, w))
?fy{)ig(nu;)

+ Z Prob(z' ' = u) - p(H (u, y))

uwe{0,1}7,
F(u)<F(y)

Diese ldentitat fur die Wahrscheinlichkeit eines bestiemiZustands zu einem bestimmten Zeit-
punkt im Markoff-Prozess, den der Ablauf des [dynamisclig])-EA darstellt, wird beim In-
duktionsschritt verwendet werden. Zuvor soll aber die Briteis Uber die Wahrscheinlichkeit,
mit der eine Mutation auftritt, die verworfen wird, fur liaee Funktionen konkretisiert wer-
den. Werden zwei verschiedene Individuen betrachtet, snédnun die beiden entsprechenden
Wahrscheinlichkeiten verglichen werden.

Lemma 3.4.6. Eine lineare FunktionF'(z) = "  a; - ; mita, > ... > a; > 0 soll fur
r = x,...11 € {0,1}" maximiert werden. Der Operatavlut : {0,1}" — {0, 1}" realisiere
genau die Funktionalitat eines Mutationsschrittes desyfayischen] (1+1)-EA mit der Mutati-
onswahrscheinlichkejt. Dann gilt fir AB € {0,1}" %

Prob(F (Mut(A10B)) < F(A10B)) > Prob(F(Mut(A01B)) < F(A01B))

Bei ein und derselben Mutationswahrscheinlichkeit istllfahrscheinlichkeit, dass eine Mutati-
on des Individuumsl10 B verworfen wird, also mindestens so grof3 wie die Wahrscicbikgit,
dass eine Mutation des Individuum$81 B verworfen wird.

Beweis:Es muss gezeigt werden, dass

Swi= Y p(H(AL0B,u)) > > p(H(A01B,w)) =: Sy

71?%;)%1}7(121103) ?(exgr(limw)
gilt, wobei H (-, -) die Hamming-Distanz zweier Bit-Sequenzen wig) die Wahrscheinlichkeit
fur eine bestimmteg-Bit-Mutation in dem betrachteten Schritt bezeichneneBa&mn Folgenden
A" € {0,1} und B’ € {0,1}Bl. Die Wertigkeit der Bits nimmt nach Voraussetzung von links
nach rechts monoton ab. Fur die moglichen Fitness-WerieAntyen, die durch eine Mutati-
on bzw. einen Zustandsubergang;z; B — A'zlx) | B’ verursacht werden, gilt fir die vier
moglichen Belegungen des Bit-Paargs; ;:

F(A'01B') < F(A01B) = F(A'10B') < F(A10B)
F(A'00B') < F(A01B) = F(A'00B') < F(A10B)
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F(A'10B') < F(A01B) = F(A'01B') < F(A10B)
F(A'11B') < F(A01B) = F(A'11B') < F(A10B)

Der durch die Mutation vont und B verursachte Anteil der Fitness-Wert-Anderung ist jeweils
fir A10B und A01B gleich. Die erste Implikation gilt offensichtlich. Die zite gilt, da der
Anteil der Fitness-Wert-Anderung durch die Mutation deggiigen Bit-Paares fiirl01 B genau
—a;_1 betrdgt und furd10B genau—a; (< —a;_1). Die dritte Implikation gilt, da der Anteil der
Fitness-Wert-Anderung durch die Mutation des jeweiligénfares fiird01 B genau+a; —
a; 1 betragt und furA10B genau—a; + a; 1 (< +a; — a;_1). Die vierte gilt schlief3lich, da
der Anteil der Fitness-Wert-Anderung durch die Mutatios gveiligen Bit-Paares fiid01 B
genau+a; betragt und fird10B genau+a,_1 (< +a;). Einer moglichen Mutation vorl01 B
wird also immer eine Mutation vorl10B gegenubergestellt, die eine nicht-gréRere Fitness-
Wert-Anderung verursacht. Wirde die Mutation véa1 B verworfen, d. h. sie verursacht eine
negative Fitness-Wert-Anderung, so verursacht die gdggmgéstellte Mutation vod10B eine
,mindestens so negative“ Fitness-Wert-Anderung, sie wialdo ebenfalls verworfen.

Wird jedemw, Gber das irby; summiert wird, genau das diesen Implikationen entspretden
u, Uber das in5;; summiert wird, durch

w=A01B" — A10B'=u
w=A00B" — A00B ' =u
w=A10B" — A01B'=u
w=A11B" — A11B'=u

zugeordnet, so handelt es sich dabei offensichtlich um @mlkehrbar eindeutige Abbildung.
Jedem Summanden 1), kann somit umkehrbar eindeutig ein gleich groRer Summari]yn
zugeordnet werden, da die jeweils gegenibergestellteatMoen jeweils gleich viele Einsen
und gleich viele Nullen flippen. Die Sumntg,, die der Wahrscheinlichkeit gleicht, dass eine
Mutation von A10B verworfen wird, kann somit — bei gleicher Mutationswahesolichkeit —
nie einen kleineren Wert annehmen als die Sunsijedie der Wahrscheinlichkeit gleicht, dass
eine Mutation von401 B verworfen wird. ]

Soweit die Vorarbeiten, nun zur angekiindigten Induktion:

Theorem 3.4.7.Wenn der [dynamische] (1+1)-EA eine lineare Funktibfz) = "7, a; - z;
mita, > ... > a; > 0 maximiert, so gilt im gesamten Ablauf der Optimierung, dnhjedem
Schritt, fur das (im jeweiligen Schritt) aktuelle Individaz = x,, ...z, € {0,1}™

(VXY € {0,1}"?) Prob(z = X10Y) > Prob(z = X01Y))
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Beweis: Durch Induktion Uber die Anzahl der (bis zu einem bestimn#ernpunkt) durchlau-
fenen Mutation-Selektion-Zyklen im Ablauf des [dynamisoh(1+1)-EA aufF. Fur das Start-
Individuumz? gilt:

(VXY € {0,1}"7?) Prob(z° = X10Y) = Prob(z° = X01Y)

Die Behauptung trifft also fuir® zu und der Induktionsanfang ist damit gezeigt.

Die Induktionsannahme lautet jetzt, dass flir 1 nachi — 1 Mutation-Selektion-Zyklen
die Verteilung des Individuums' ! tber {0, 1}" die behauptete Eigenschaft besitzt. Fir den
Induktionsschritt ist somit zu zeigen, dass unter dieseaMssetzung die Behauptung auch fir
das Individuumz? bzw. dessen Verteilung Ubéf, 1} zutrifft, also die Eigenschaft durch den
i-ten Mutation-Selektion-Zyklus nicht zerstort wird.

Fur den Induktionsschritt seiekY” € {0,1}" 2 beliebig, aber im Folgenden fest gewahit.
Im 4-ten Schritt wirdz*~* entweder durch den erzeugten Mutankémt (z° 1) ersetzt — namlich
genau dann, wenn dieser mindestens so fitavié ist —, oder aber die Mutation wird verworfen
und furz® bleibt das Individuumx’~! erhalten. Es gilt also:

Prob(z’ = X01Y) = Prob(z’ ' =X01Y)- > p(H(X01Y,w))

we{0,1}7,
F(X01Y)> F(w)

+ Z Prob(z' ' = u) - p(H(u, X01Y))

uve{0,1}7,
F(u)<F(X01Y)

Dabei bezeichnen wieder(h) die Wahrscheinlichkeit fur eine bestimmieBit-Mutation in
dem betrachteten;ten Schritt undH (-, -) die Hamming-Distanz zweier Individuen. Es gilt al-
sop(h) = p"(1 — p)" ", wobeip die imi-ten Schritt verwendete Mutationswahrscheinlichkeit
bezeichnet. Die Argumentation in diesem Induktionsstlsttfir jedesp € [1/n;1/2) glltig.
Der durch die Induktion gezeigte Sachverhalt gilt damit jéten (1+1)-EA, der ausschliel3-
lich Mutationswahrscheinlichkeiten alis/n ; 1/2) verwendet, also (insbesondere) fur den sta-
tischen (1+1)-EA — unabhéangig von der fest gewahlten Momativahrscheinlichkeit — und den
dynamischen (1+1)-EADie gewichtete Summe von Mutationswahrscheinlichkeitesher obi-
gen Darstellung vorProb(z! = X01Y) deckt dabei genau die Mutationen des Individuums
'~ = X01Y ab, die verworfen werden und so zti = X01Y fiihren. Die Summe der ge-
wichteten Mutationswahrscheinlichkeiten deckt andeiesgenau die Mutation ab, bei denen
ein Akzeptieren des MutanteXi01Y zuz’ = X01Y fihrt. Fir das IndividuunX 10Y bzw. die

SDer gezeigte Sachverhalt wiirde aber beispielsweise an@infén (1+1)-EA gelten, der von Schritt zu Schritt
zwischen den Mutationswahrscheinlichkeitem und1/,/n hin und her wechselt — wengn > 2 gilt.
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Wahrscheinlichkeit, mit der es iten Schritt erzeugt wird, ergibt sich analog:

Prob(z' = X10Y) = Prob(z' ' =X10Y)- > p(H(X10Y,w))

we{0,1}7,
F(X10Y)>F(w)

+ Z Prob(z' ' = u) - p(H(u, X10Y))

ue{0,1}7,
F(u)<F(X10Y)

In die fUr den Induktionsschritt zu zeigende Ungleichung
Prob(z" = X10Y) > Prob(s' = X01Y)
konnen nun diese beiden ldentitaten eingesetzt werdern Mdaktionsvoraussetzung gilt:
Prob(z'~" = X10Y) > Prob(z'"' = X01Y)
Ferner gilt nach Lemma 3.4.6 (auf Seite 28):

Yoo opEEWY.W) > Y p(H(X01Y,w))

we{0,1}7, we{0,1}7,
F(X10Y)>F(w) F(X01Y)>F(w)

Zusammen folgt also:

Prob(z'™' = X10Y)- Y p(H(X10Y,w))

we{0,1}7,
F(X10Y)>F(w)

> Prob(z' ' =X01Y)- Y p(H(X01Y,w))

we{0,1}7,

F(A01B)>F(w)
Um ,Prob(z‘ = X10Y) > Prob(z* = X 10Y)“ zu zeigen, ist es folglich hinreichend zu zeigen,
dass fur die ,restlichen* Summanden in den Summen-Daustgdn dieser beiden verglichenen
Wahrscheinlichkeiten die folgende Ungleichung gilt:

Z Prob(z'™' = u) - p(H(u,X10Y)) =: Sy

uwe{0,1}7,
F(u)<F(X10Y)

v

Z Prob(z'~' = w) - p(H(w, X01Y)) =: Sy

we{0,1}71,
F(w)<F(X01Y)

Um diese Ungleichung zu zeigen, werden nun die einzelnem@unden dieser beiden Summen
S10 und Sy, vergleichen.



32 3. Kapitel — Strukturelle Erkenntnisse fiir lineare Funkéo

Da F(X01Y) < F(X10Y) gilt, wird uber jedes Individuum, tber das #y summiert
wird, auch inS;o summiert. Wenn furd € {0,1}X1, B € {0,1}/"1'in Sy, tiber das Individuum
w = A00B summiert wird, so verursacht00B = u einen gleich groRen Summanden auch in
S10, da jeweilsH (AB, XY') + 1 Bits flippen mussen. Gleiches qilt far = A11B = w. Fur
die potenziellen Eltern-Individued01B und A10B verdeutlicht die folgende Abbildung die
Zusammenhange, wobki= H (AB, XY') gelte.

h-Bit-Mutation
A01B = X01Y

(h+2)-Bit-M.

(h+2)-Bit-M.

Al10B » X10Y

h-Bit-Mutation

Im Fall ,F'(A01B), F(A10B) > F(X01Y)"“ist nichts zu zeigen. D&'(A01B) < F(A10B)
gilt, ist F(A01B) > F(X01Y) > F(A10B) ausgeschlossen — dassdp Uberw = A10B
summiert wird, nicht aber Uber = A01B, ist also unmaoglich.

Fur den ,umgekehrten und méglichen Fall, dd#ssA10B) > F(X01Y) > F(A01B) gilt,
wird in Sy; Uberw = A01B, nicht aber Gbetrs = A10B summiert. In diesem Fall gilt jedoch
auchF(A10B) < F(X10Y). Also verursachtt = A10B in Sy, einen mindestens so grof3en
Summanden wiev = A01B in Sy, da jeweilsh = H(AB, XY') Bits flippen mussen und nach
Induktionsvoraussetzurigyob(z'~' = A10B) > Prob(z"~' = A01B) gilt.

Gilt schlieBlichF(A01B), F(A10B) < F(X01Y) (< F(X10Y)), so wiirden alle vier in
der Grafik gezeigten Mutationen (bei einem Auftreten) akieefp Da nach Lemma 3.4.2 (auf
Seite 26)p(h) — p(h + 2) > 0 gilt, gilt in diesem Fall:

Prob(z'~' = A01B) - p(h) + } < { Prob(z'~' = A10B) - p(h) +
) .

Prob(z'~! = A10B) - p(h + 2) Prob(z'~! = A01B) - p(h + 2)
& Prob(z'™' = A01B) - (p(h) — p(h+2)) < Prob(z'~' = A10B) - (p(h) — p(h + 2))
“= Prob(z'~' = A01B) < Prob(z"~!' = A10B)

Die unterste Zeile/Ungleichung gilt nach Induktionsvarsetzung. Damit folgt in diesem Fall,
dass die beiden zd01B und zuA10B gehdrenden Summanden Sk, zusammen einen min-
destens so groRen Wert haben, wie die zwei Summanden, die bigden Individuen %y,
verursachen.

In Sy gibt es also mindestens so viele Summanden mit einem martkeso grol3en Gesamt-
wert wie in Sy;. Damit bleibt die zu zeigende Eigenschaft wahrendigies Schritts erhalten.
Dies war fiir den Induktionsschritt zu zeigen, da die Behangtamit auch fuxg* gilt. O
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Dieses Theorem lasst die Vermutung 3.3.1 (auf Seite 25) nu@ewissheit werden:

Korollar 3.4.8. Wenn der [dynamische] (1+1)-EA eine lineare Funktibi) = Y, a; - z;
mita, > ... > a; > 0 maximiert, so gilt im gesamten Verlauf der Optimierung fés geweils
aktuelle Individuunx = z,, ...z, € {0,1}": Prob(z, =1) > ... > Prob(z; =1).

3.5 Die Wahrscheinlichkeit bestimmter Mutationen

In der Formulierung des obigen Korollars eignet sich diemgene Struktur-Erkenntnis jedoch
wenig zur weiteren Verwendung. Fur die angestrebte Argaatiem Uber den Ablauf des [dyna-
mischen] (1+1)-EA auf linearen Funktionen ist das folgeRésultat besser geeignet.

Korollar 3.5.1. Wenn der [dynamische] (1+1)-EA eine lineare Funktibi) = ", a; - z;
mita, > ... > a; > 0 maximiert, so giltim gesamten Ablauf fiir das jeweils akéueidividuum
r=x,...2; € {0,1}™

(VFGH € {0,1}"*) Prob(z = F1GOH) > Prob(z = FOG1H)

Dieses Resultat folgt zwar nicht (unmittelbar) aus TheoBn7 (auf Seite 29), jedoch lassen
sich dessen Beweis und auch Lemma 3.4.6 (auf Seite 28) unkmie dessen Beweis entspre-
chend anpassen. Unter anderem wurde beispielsweisedtslgelass ein und derselbe Muta-
tion-Selektion-Zyklus den Zustandsubergamtf)) B — X 10Y*“ mindestens so wahrscheinlich
realisiert wie den Ubergang4p0B— X01Y*“. Genauso ist leicht einzusehen, dass ein und der-
selbe Schritt filC' € {0,1}71, D € {0,1}/¢, B € {0,1}/¥I mindestens so wahrscheinlich den
Zustandsubergang’ 0 DO E—F1G0H* wie den Ubergang ;0 D0E—F0G1H* realisiert usw.

Mit Hilfe dieser Erkenntnis tUber die Verteilung der Einsemaktuellen Individuum kann nun
eine Aussage daruber formuliert werden, wie wahrschéimas Auftreten von bestimmten Mu-
tationen im Ablauf der Maximierung einer linearen Funkttmch den [dynamischen] (1+1)-EA
ist. Diese kénnte wiederum dabei helfen, die Wahrschdikéden fir bestimmte Veranderungen
der Anzahl der Einsen durch einen Mutation-Selektion-dgkbesser als bisher abschatzen zu
kénnen. Tritt beispielsweise die 2-Bit-Mutation auf, dieginem Individuunx die beiden Bits
an den Positionehund j flippt, wobeij > i gelte, so folgt n&mlich aus dem vorangegangenen
Korollar (daa; > a; > 0 vorausgesetzt ist):

Prob(z; =1Az; =0) > Prob(z; =0Az; =1)

Dies qilt fur beliebigel, j (solangen > j > ¢ > 1 gilt). Wenn also im Verlauf der Optimierung
eine 2-Bit-Mutation auftritt, so ist sicher, dass der Fallz;; = 10" mindestens so wahrscheinlich
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auftritt wie der Fall z;z, = 01". Die Schreibweise 3;z;“ bedeutet dabei nicht, dass undz;
zwangslaufig benachbarte Bits sind.

Tritt in einem Mutation-Selektion-Zyklus eine 2-Bit-Muian auf, so wird die Anzahl der
Einsen im Individuum durch diesen Schritt sicher nicht merert, da dies nur dann méglich wa-
re, wenn die Mutation zwei Einsen flippt. Eine solche Mutatiard aber, da lineare Funktionen
mit ausschlief3lich positiven Koeffizienten betrachtetdeer, sicher verworfen. Flippt eine Mu-
tation in einem Mutation-Selektion-Zyklus mehr als zweisBiso wird die Anzahl der Einsen
durch diesen Schritt unter Umstanden verringert: Flipjgfelsweise eine 3-Bit-Mutation eine
Null und zwei Einsen, so kann der Fitness-Gewinn durch dig@dénde Null gré3er sein als der
Fitness-Verlust durch die beiden flippenden Einsen. Dieatilon wirde in diesem Fall akzep-
tiert und die Anzahl der Einsen uin— 2 = —1 verandert. Dafur musste der flippenden Null
allerdings ein Koeffizient zugeordnet sein, der mindessengrol3 ist wie die Summe der beiden
Koeffizienten, die den zwei flippenden Einsen zugeordnet. $ime flippende Null misste also
auf einer relativ héherwertigen Position im Individuumista als beide flippenden Einsen. Das
Struktur-Resultat tber die Verteilung der Einsen im akéreindividuum besagt nun jedoch, dass
sich im Verlauf der Optimierung auf héherwertigen Posigéioneher” Einsen als Nullen befin-
den, sodass eine 3-Bit-Mutation, die eine Null und zwei &m8ippt, ,eher unwahrscheinlich”
zu einer Verbesserung, d. h. Erh6hung, der Fitness fuhreh Witt in einem Mutation-Selek-
tion-Zyklus eine Mutation auf, die zu einer Verringerung éd@zahl der Einsen fihren kénnte,
da sie mehr Einsen als Nullen flippt, ist also zu vermutens désse ,wahrscheinlich” eine Ver-
schlechterung der Fitness verursacht und im Selektionisebmit verworfen wird, sodass der
Mutation-Selektion-Zyklus das Individuum nicht veréanger also insbesondere die Anzahl der
Einsen im Individuum nicht verringert.

Fur die folgende Argumentation, die diese Vermutung forkaikretisieren soll, missen
zunéchst einige Begriffe eingefuhrt und erlautert werdgne:-Bit-Mutation flippt genau Bits
des aktuellen Individuums € {0,1}". Es sind alsd) verschiedene-Bit-Mutationen eines
Individuums moglich. Bestimmt wird eingBit-Mutation durch einei-elementige Teilmenge
I C{1,...,n}, die genau die Indizes der Bits enthélt, die durch die Maratiegiert werden.

Wird ein bestimmter Schritt im Ablauf des [dynamischen] I}-EA betrachtet, so wird
auch ein konkretes aktuelles Individuum= z,...z; € {0,1}" betrachtet, das in diesem
Schritt mutiert wird. Einer bestimmtenrBit-Mutation, reprasentiert durch die entsprecheirde
elementige Index-Menge C {1, ... ,n}, kann dann die Bit-Sequenz = x;, ... x;, € {0,1}’
mit {j1,...,j;} = L undj; > ... > j; zugeordnet werden. Bei dieser Bit-Sequéhhandelt es
sich also genau um die Sub-Bit-Sequenz wpdurch deren (bitweise) Negation der Mutant von
x erzeugt wird. Werden z. B. in dem Individuunh1000 die beiden Uiberstrichenen Bits geflippt,
so liegt eine bestimmte 2-Bit-Mutation vor. In diesem Falt § = {3,5}, da das dritte und
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das flinfte Bit (von rechts) geflippt werden. Da das konkratividuumz = zg...2, = 130°
betrachtet wird, negiert diese bestimmte 2-Bit-Mutatios Sub-Bit-Sequen® = z5x3 = 10

in z, d. h. eine Sub-Bit-Sequenz der Foit Die gleiche (durchl = {3, 5} bestimmte) 2-Bit-
Mutation negiert in dem Individuurfi00000 die beiden Uberstrichenen Nullen, also eine Sub-
Bit-Sequenz der Formn. Offensichtlich wird bei dem Individuurd® durch jede 2-Bit-Mutation
eine Sub-Bit-Sequenz der For@h negiert. Um derartige Sachverhalte kirzer ausdricken und
einfacher verwenden zu kénnen, wird nun der Begiifflylutation“ eingefuhrt:

Definition 3.5.2. [B-Mutation, B € {0,1}*] Es wird eine bestimmteBit-Mutation eines be-
stimmten Individuums betrachtet. SeB € {0, 1}* die durch diese Mutation im (bitweise)
negierte Sub-Bit-Sequenz (vgl. oben). Die vorliegenBe-Mutation des Individuums wird
dann (und nur dann) B-Mutation“ genannt.

In dem obigen Beispiel, bei dem im Individuum= 111000 die beiden Uberstrichenen Bits
geflippt werden, handelt es sich also um eifieVlutation. Flippt eine andere (durdh= {1,6})
bestimmte 2-Bit-Mutation in diesem Individuum das gankdinind das ganz rechte Bitl(1000),
so handelt es sich ebenfalls um eirfeMutation des Individuums303. Fur das schon betrach-
tete Individuumo® lasst sich der oben beschriebene, beispielhafte Saclitverhawie folgt
ausdriicken: ,Jede 2-Bit-Mutation des Individuudisst eine00-Mutation.*

Insbesondere erméglicht dieser neue Begriff, Aussageneiben Mutation-Selektion-Zy-
klus deutlich kirzer formulieren zu kdnnen. Zum Beispiatkalie Aussage

-Wenn in einem Schritt eine 3-Bit-Mutation auftritt, die iaktuellen Individuum ei-
ne Null und zwei Einsen flippt, wobei die flippende Null re¥atu beiden flippenden
Einsen links im Individuum steht, dann. “

nun deutlich kiirzer formuliert werden:
,Wenn in einem Schritt ein@11-Mutation auftritt, dann..

Weitere ,Erweiterungen” des Begriffeg-Bit-Mutation”, die die Argumentation vereinfachen
bzw. die Formulierung von Aussagen verkirzen sollen, sind:

Definition 3.5.3. [z-Nullen-k-Einsen-Mutation] Mit,, z-Nullen£-Einsen-Mutation* wird eine
(z + k)-Bit-Mutation eines bestimmten Individuums genau daneibkret, wenn sie genau
Nullen und genad Einsen flippt.

Definition 3.5.4. [z-Nullen-Mutation] Mit ,, z-Nullen-Mutation“ wird eine:-Bit-Mutation ei-
nes bestimmten Individuums genau dann bezeichnet, wesindemi > 2 flippenden Bits genau
z Nullen sind.
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Definition 3.5.5. [k-Einsen-Mutation] Mit ,, k-Einsen-Mutation* wird eine-Bit-Mutation ei-
nes bestimmten Individuums genau dann bezeichnet, wesmdami > £ flippenden Bits genau
k Einsen sind.

Zum Beispiel ist ein@0-Mutation folglich auch eine 1-Eins-1-Null-Mutation, ed-Eins-Muta-
tion und eine 1-Null-Mutation. Werden im Folgenden Indivih oder Bit-Sequenzen betrachtet,
so wird weiterhin davon ausgegangen, dass die WertigkeBitie von links nach rechts mono-
ton abnimmt. Wenn fuB € {0,1}" eine B-Mutation des Individuums € {0, 1}" vorliegt, so
nimmt (wie inx) auch inB die Wertigkeit der Bits monoton von links nach rechts abtt Tei-
spielsweise eine 1-Null-1-Eins-Mutation auf, so handglsieh entweder um ein)-Mutation,
oder um einé1-Mutation. Im Fall derl 0-Mutation ist der Wert der flippenden Eins mindestens
so grofl3 wie der Wert der flippenden Null. Im Fall darMutation ist der Wert der flippenden
Eins hingegen hdchstens so grol3 wie der Wert der flippendénBie 01-Mutation wird folg-
lich immer akzeptiert, wahrend ein8-Mutation nur dann akzeptiert wird, wenn beide flippende
Bits den gleichen Wert besitzen.

Werden zum Beispiel die moglichérNull-2-Einsen-Mutationen eines bestimmten Individu-
ums betrachtet, so kommen nelidn -Mutationen nur noch01- und 110-Mutationen in Frage.
Mutationen, die zu den beiden letzteren Kategorien gehéverden in einem Mutation-Selekti-
on-Zyklus mit Sicherheit verworfen (wenn eine lineare Riorkmit ausschlief3lich positiven Ko-
effizienten maximiert wird und die Wertigkeit der Bits vonks nach rechts monoton abnimmt).
Ein hinreichendes Kriterium dafir ist (in diesem Fall) n&tmlbei Mutationen, die mehr Einsen
als Nullen flippen, das folgende: Jeder flippenden Null kamkehrbar eindeutig eine minde-
stens so wertige flippende Eins zugeordnet werden. JederiljgoNull bildet also mit einer
flippenden Eins ein Paar mit nicht-positivem Anteil an desagaten Fitness-Wert-Anderung,
die eine solche Mutation verursacht. Da mehr Einsen alseNdlippen, verursacht eine solche
Mutation insgesamt mit Sicherheit eine negative Fitnesst\Wnderung, was das Akzeptieren
einer solchen Mutation ausschlief3t. Also gilt bei der Marimng einer linearen Funktion mit
ausschlieflich positiven Koeffizienten

Proposition 3.5.6. Wenn bei einer Mutation, die mehr Einsen als Nullen flipgtejelippenden
Null umkehrbar eindeutig eine mindestens gleichwertigpéinde Eins zugeordnet werden kann,
so ist ein Akzeptieren dieser Mutation ausgeschlossen.

Da der Ubersichtlichkeit halber immer vorausgesetzt wieds die Wertigkeit der Bits von links
nach rechts monoton abnimmt, wird hier jedoch eine andefmiden gewahlt, um spéater ein-
facher bzw. anschaulicher argumentieren zu kénnen:

Definition 3.5.7. [sicher inakzeptable Mutation]Eine Mutation eines bestimmten Individuums
wird genau dann ,sicher inakzeptabel“ genannt, wenn sie imsdm mehr Einsen als Nullen
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flippt und jeder flippenden Null umkehrbar eindeutig einatigl(zu der jeweiligen Null) links
im Individuum stehende flippende Eins zugeordnet werdem. kan

Damit auch nicht sicher inakzeptable Mutationen einen Nahaben:

Definition 3.5.8. [potenziell akzeptable Mutation]Eine Mutation (eines bestimmten Individu-
ums) wird genau dann ,potenziell akzeptabel“ genannt, weiemicht sicher inakzeptabel ist.

Offensichtlich gilt mit diesen Definitionen

Proposition 3.5.9. Entsteht im Ablauf des [dynamischen] (1+1)-EA, der einedire Funktion
mit ausschliel3lich positiven Koeffizienten maximiert, evolee Wertigkeit der Bits von links nach
rechts monoton abnehme, ein Mutant durch eine sicher ind&iake Mutation, so wird dieser nie
selektiert/akzeptiert.

Auch der folgende Sachverhalt gilt per Definition:

Proposition 3.5.10. Fur eine potenziell akzeptable Mutation (eines bestimneividuums)
existiert keine Abbildung, die jeder flippenden Null umbkeahreindeutig eine relativ (zu der
jeweiligen Null) links stehende flippende Eins zuordnet.

Sind alle Koeffizienten einer linearen Funktion paarweisesehieden, so sind diese ,geo-
graphischen* Definitionen aquivalent zu den oben angetlrui&oeffizienten-basierten®. Eine
passende Bijektion muss in diesem Fall jede flippende N@iksne hoherwertige flippende Eins
abbilden, welche sicher relativ links steht. Besitzen ggdeerschiedene Bits Koeffizienten glei-
chen Wertes, so kann sich eine gleichwertige flippende Eials eechts von einer Null befinden.
Durch die geographische Definition werden somit u. U. Motan als potenziell akzeptabel an-
gesehen, fur die eine auf den tatséchlichen Koeffizientemfen) basierende Bijektion definiert
werden konnte, deren Akzeptanz also mit Sicherheit aubgessen ist. Da die Definitionen aber
so gewahlt wurden, dass sie fir alle betrachteten lineanaktfonen sinnvoll sind, werden in
der Regel fur eine konkrete lineare Funktion aber sowiestadbnen als potenziell akzepta-
bel eingestuft, die niemals akzeptiert werden wiirden. Add3a liegt mein besonderes Interesse
nicht auf linearen Funktionen mit gleich gewichteten Bsisndern der Ausgangspunkt war mit
BLIC,, ja gerade eine mit paarweise verschiedenen Koeffizienten.

Die Hoffnung ist jetzt, dass das Ausschliel3en der Akzeptanzein paar schlechten® Muta-
tionen nach dieser einfachen Regel ausreicht, um eine et@a@unahme der Anzahl der Einsen
im Individuum durch einen Mutation-Selektion-Zyklus delyijamischen] (1+1)-EA ,einfach”
zeigen zu konnen. Uber die erwartete Zunahme der Anzahlidse& lieRe sich dann wiederum
die erwartete Laufzeit abschatzen.

Zuruck zum Beispiel, in dem 1-Null-2-Einsen-Mutationerirbehtet wurden: Auch wenn
sicherist, dass voil 1-, 101- und110-Mutationen alleine erstere Uberhaupt potenziell akzegita
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sind, so sagt dies noch nichts dartber aus, mit welcher \G/adirdichkeit eine solche im Ablauf
des [dynamischen] (1+1)-EA auftritt. Eine Aussage wie

Prob(011-Mutation| £') < Prob(101-Mutation| £') < Prob(110-Mutation| E) ,

wobei E das Ereignis bezeichne, dass es sich bei der betrachtetetidduum einel-Null-2-
Einsen-Mutation handelt, ware hilfreich. Aus der Glltigkkeser Aussage wirde namlich

Prob(011-Mutation| E) > 1/3 = Prob(E|E) > 1

und im Umkehr-SchlusBrob(011-Mutation £) < 1/3 folgen. Dies wirde bedeuten, dass eine
Mutation im Ablauf des [dynamischen] (1+1)-EA, deren Akidepen die Anzahl der Einsen im
Individuum um eins verringern wirde, da sie genau eine Nodl genau zwei Einsen flippt,
héchstens mit einer Wahrscheinlichkeit vbf8 akzeptiert wirde.

Ein Zusammenhang, der fir einen Beweis des angedeuteténeshalts in allgemeinerer
Form, d. h. furz-Nullen-k-Einsen-Mutationen und nicht nur fiir 1-Null-2-Einsen-Mitibnen,
verwendet werden kann, wird nun mit Hilfe der Struktur-Enkinis Uber die Verteilung der
Einsen im Individuum bewiesen.

Lemma 3.5.11. Es wird deri-te Mutation-Selektion-Zyklus in einem Ablauf des [dyrsaimen]
(1+1)-EA auf einer linearen, zu maximierenden Funktionamgschlie3lich positiven Koeffizient
betrachtet, wobei die Wertigkeit der Bits im Individuum Yiaks nach rechts monoton abnimmt.
Bezeichné/ die betrachtete Mutation. Dann gilt fif, K, L € {0, 1}*:

Prob(M ist eineJ1K0L-Mutation) > Prob(M ist eineJ0K1L-Mutation)

Beweis:Seib := |JKL| + 2. Damit es sich bel\/ Gberhaupt um eind1K 0L-Mutation oder
eine JOK1L-Mutation handeln kann, mus¥ offensichtlich eineb-Bit-Mutation sein. In ein
und demselben Schritt treten abldBit-Mutationen offensichtlich jeweils mit der gleichenai-
scheinlichkeit auf. Sei(b) wieder die Wahrscheinlichkeit fur eine bestimmiBit-Mutation im
betrachteten Mutation-Selektion-Zyklus, d. h. es gfilt) = p°(1 — p)"*, wenn die Mutations-
wahrscheinlichkeip verwendet wird. Eine bestimmteBit-Mutation wird reprasentiert durch
eineb-elementige Teilmengé C {1,...,n}, die genau die Indizes der flippenden Bits enthalt.
Seil die Menge alleb-elementigen Teilmengen vdn, ... ,n}. T reprasentiert (fur Individuen
aus aug0, 1}") dann genau di¢}) moglichen-Bit-Mutationen.

Fur ein bestimmtes Individuum € {0, 1}" und eine durch € I' bestimmte-Bit-Mutation
bezeichneB, ; € {0, 1}" die von dieser Mutation in negierte Sub-Bit-Sequenz, sodass es sich
um eineB, ;-Mutation handelt. Wird vord/ das bestimmte Individuum mutiert — d. h.x wird
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als das imi-ten Schritt aktuelle Individuum angenommen —, so ist didni&heinlichkeit, dass
es sich beiV/ um eineJ0K1L-Mutation handelt, gleich

> " Prob(M flippt in  genau die Bits:; mit j € I und ist eine/0K 1 L-Mutation)

Iel’

= ) Prob(M ist eine bestimmté-Bit-Mutation) - [B, ; = JOK1L]
Iel

= > p(b)-[Bs; = JOK1L].
Iel

Das Préadikat (in den eckigen Klammern) liefert dabei dentWewenn es erflllt ist, und sonst
den Wert). Fiir den betrachteterten Mutation-Selektion-Zyklus bezeichnét ! die Zufallsva-
riable, die die Verteilung des in diesem Schritt mutiertaividuums tibef0, 1}™ beschreibt. Da
die zuféllige Auswahl der Bits, die eine Mutation flippt, td&ngig vom mutierten Individuum
ist, gilt somit:

Prob(M isteineJOK1L-Mut) = > Prob(z" ' =uz)- (Z p(b) - [Bag = JOKlL})
z€{0,1}" Ier

_ Z Prob(z' ' = z) - p(b) - [Bys = JOK1L]

IerT,
z€{0,1}7

Es wird also Uber alle méglichenBit-Mutationen aller mdglichen Individuen summiert. ,,Ge
z&hlt" wird eine Mutation aber nur dann, wenn es sich um ding 1 L-Mutation handelt — und
zwar gewichtet mit der Wahrscheinlichkeit, mit der die Kandtion aus bestimmtem Individu-
um und bestimmter Mutation auftritt, die diesBrK'1 L-Mutation zugrunde liegt. Analog gilt:

Prob(M ist eineJ1K0L-Mutation) = Z Prob(z' ' = 2) - p(b) - [By; = JIKOL]

Ier,
z€{0,1}7"

Bezeichnel;, k11, die erste undP;; ko7, die zweite der beiden oben betrachteten Wahrscheinlich-
keiten. Mit Hilfe der in Korollar 3.5.1 (auf Seite 33) formeiten Eigenschaft der Zufallsvariable
21 wird nun gezeigt, dass jedem Summanden in der Darstellung?ygx;, umkehrbar ein-
deutig ein jeweils mindestens so groRer Summand in der &ansty von Pj; ko7, Zugeordnet
werden kann.

B, ist die durch!/ bestimmte Sub-Bit-Sequenz des Individuums: z,, ...z, € {0,1}".
FurB,; = JOK1L € {0,1}’giltalsoJOK1L = zj, ...zj mit] = {j,...,jifundj, > ... >
j1. Insbesondere gilt;, ., = 1undz;,, ., = 0. Fur jede Kombination vor und I, die zu

B, = JOK1L fuhrt, giltdemnach fur eindeutig, v, 7 € {0,1}*:z = Xz; ., ., YV, 7=
X0Y1Z. Beidem inX0Y1Z herausgestellten Null-Eins-Paar handelt es sich also uenRits
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in z, die von der durcli festgelegten Mutation geflippt werden. Ferner bilden gelese beiden
flippenden Bits das i3, ; = JOK1L herausgestellte Null-Eins-Paar. Fur das Individuptes-
X1Y0Z € {0,1}" fahrt die durch/ bestimmteb-Bit-Mutation dann zuB, ; = J1KO0L. Aus
Korollar 3.5.1 (auf Seite 33) folgt nuRrob(z'~! = X1Y0Z) > Prob(z'! = X0Y1Z7). Fur
x=X0Y1Z undy = X1Y0Z gilt somit:

Prob(z" ' =y) - p(b) - [B,s = JIKOL] > Prob(z" ' =2) p(b) - [Bss = JOK1L]

Fir beliebige, aber fest gewahlie K, . € {0,1}* und eine durchl € T festgelegte Mutati-
on kann folglich jedem Individuum, das zuB,; = JOK1L fihrt, umkehrbar eindeutig ein
Individuum y zugeordnet werden, das 28, ; = J1KO0L fuhrt und auf3erdem mindestens so
wahrscheinlich das imi-ten Schritt aktuelle Individuum ist wie. Jedem Summanden in der
Darstellung vonP;q k11, in dem das Pradikat erfullt ist, lasst sich somit umkehddadeutig ein
mindestens so groRer Summand in der DarstellungR@R,;, zuordnen. Da ein Summand, bei
dem das Pradikat nicht erfillt ist, offensichtlich gleichINst, nimmt P, x¢;, schlief3lich einen
mindestens so grofien Wert an Wig .. O

Der gerade bewiesene Sachverhalt lasst sich auch wie isdgtiacken:

Korollar 3.5.12. Im gesamten Ablauf des [dynamischen] (1+1)-EA auf einedmen, zu maxi-
mierenden Funktion mit ausschliel3lich positiven Koefiiae, wobei die Wertigkeit der Bits im
Individuum von links nach rechts monoton abnimmt, giltfiK, L € {0,1}*: In ein und dem-
selben Mutation-Selektion-Zyklus findet mindestens sasehéinlich eineJ1K0L-Mutation
statt wie eineJOK 1 L-Mutation.

Um diese neue Erkenntnis Uber die Wahrscheinlichkeit dgg&tans bestimmter Mutationen
einfacher verwenden zu konnen, wird nun auf der Menge deatituten, die in einem bestimm-
ten Schritt auftreten kdnnen, die RelatiBrdefiniert:

Definition 3.5.13. [die RelationR] Fur A, B € {0,1}}, 2 < i < n, sei die Relation? wie
folgt definiert:

R(A-Mutation, B-Mutation) :& (3J,K,L € {0,1}") A= JOK1L A B= J1KOL

» R(A-Mutation B-Mutation“ wird auch durch ,, A-Mutation <y B-Mutation* ausgedruckt.

Fir diese Relatiom? gilt namlich mit dem vorangegangenen Korollar 3.5.12 bzw. lrem-
ma 3.5.11 (auf Seite 38):

Proposition 3.5.14.Fur A, B € {0,1}%,2 < i < n, giltin jedem Schritt S im Ablauf des [dyna-
mischen] (1+1)-EA auf einer linearen Funktion, die zu magnen ist und deren Koeffizienten
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ausschlieRlich positiv sind, wobei die Wertigkeit der Bitsindividuum von links nach rechts
monoton abnimmt, die folgende Implikation:

A-Mutation <p B-Mutation
= Prob(in S tritt eineA-Mutation auf) < Prob(in S tritt eine B-Mutation auf)

Fur das obige Beispiel, in dem 1-Null-2-Einsen-Mutatiometrachtet wurden, bzw. fir Mu-
tationen, die genau eine Null und mindestens zwei Einsepétipkann nun mit Hilfe vorR
der zu Beginn dieses Abschnitts vermutete Sachverhaltigfemerden. Vermutet wurde, dass
eine solche ,schlechte Mutation®, die die Anzahl der Eingemingern kdnnte (da sie mehr Ein-
sen als Nullen flippt), im Ablauf des [dynamischen] (1+1)-BAf einer linearen Funktion mit
ausschlief3lich positiven Koeffizienten ,wahrscheinlisiegtworfen wird, der drohende ,Einsen-
Verlust* also im Selektionsschritt ,eher nicht* realidigrird.

Lemma 3.5.15. Es wird der Ablauf des [dynamischen] (1+1)-EA auf einer &ren, zu maxi-
mierenden Funktion mit ausschlie3lich positiven Koeffige betrachtet. Dann gilt fik > 2:
Tritt im Mutationsschritt eines Mutation-Selektion-Zykleine 1-Nullk-Einsen-Mutation auf,
so wird der entstehende Mutant im anschlieRenden Selsktbritt hdchstens mit einer Wahr-
scheinlichkeit vori /(k + 1) selektiert. Die 1-Nullk-Einsen-Mutation wird also mit einer Wahr-
scheinlichkeit von mindestehg(k + 1) verworfen.

Beweis:Die Wertigkeit der Bits im Individuum nehme o. B. d. A. vonksnach rechts monoton
ab. Furk > 1 ist R*, die transitive Hulle der oben definierten RelatiBnauf der Menge der
1-Null-k-Einsen-Mutationen eine totale Ordnung, denn es gilt:

01*-Mutation < 101*~'-Mutation < 1101*~2-Mutation <j ... < 1*0-Mutation

Eine 1-Null%-Einsen-Mutation ist fli > 2 nur dann potenziell akzeptabel, wenn es sich um
eine 01*-Mutation handelt. Da die tbrigeh der (’“Tl) = k + 1 mdglichen Mutationstypen

ausschlieflich sicher inakzeptable Mutationen charaskéeen und jede diesés, wie zuvor mit
Hilfe von R* resp. Lemma 3.5.11 (auf Seite 38) bewiesen, mindestenstsseteeinlich auftritt

wie eine01*-Mutation, folgt:

. , : 1
Prob( 01*-Mutation| 1-Null-k-Einsen-Mutation < 1

Daraus folgt der behauptete Sachverhalt. O

Die Struktur-Erkenntnis tiber die Verteilung der Einsen @wgils aktuellen Individuum wurde
dazu verwendet, die Wahrscheinlichkeit des Auftretenshastimmten Mutationen in Relation
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setzen zu kdnnen. Mit Hilfe einer Aussage darlber, fur welutationstypen ein Akzeptieren
ausgeschlossen werden kann, konnte dies wiederum béisfhighzu genutzt werden, die Wahr-
scheinlichkeit fir den ,Verlust voh— 1 Einsen® beim Auftreten einer 1-Nul-Einsen-Mutation

im Ablauf des [dynamischen] (1+1)-EA auf einer linearen lion mit ausschliel3lich positiven
Koeffizienten nach oben durdh (k£ + 1) zu beschranken. Wie diese neue strukturelle Erkenntnis
Uber die Wahrscheinlichkeit des Auftretens von bestimnMertationen wiederum angewendet
werden kann, um (obere) Laufzeit-Schranken zu zeigen, mndchsten Kapitel behandelt.



Kapitel 4

Anwendung der strukturellen Erkenntnisse

4.1 Die erwartete Veranderung der Anzahl der Einsen

Eine b-Bit-Mutation wird durch einé-elementige Teilmenge vofi, ... ,n} bestimmt, die ge-
nau die Indizes der flippenden Bits enthalt. Selie Potenzmenge vofl, ... ,n}. Wird das
Individuumz = z,, ...z, € {0,1}" mutiert, so ist die fir den auserzeugten Mutanten erwar-
tete Veranderung der Anzahl der Einsen gleich

> " Prob(genau dier; miti € T flippen) - (#{i € I'|z; =0} — #{i € I|z; =1}).

Iel
Soll nun die erwartete Veranderung der Anzahl der Einsemitividuum ftir einen Mutation-
Selektion-Zyklus bestimmt werden, so muss beachtet wenthss ein aus erzeugter Mutant
nur dann akzeptiert/selektiert wird, wenn er mindesterfg &1 wie x. Es bezeichng(b) wieder
die Wahrscheinlichkeit fur eine bestimmieBit-Mutation in einem betrachteten Mutation-Se-
lektion-Zyklus, d. h. es gilp(b) = p’(1 — p)"~*, wobeip die in diesem Schritt verwendete
Mutationswahrscheinlichkeit ist. Ferner s€i: {0,1}" — R die zu maximierende Fitness-
Funktion undMut(x, I') bezeichne den Mutanten van der durch die Mutation entsteht, die
durchl bestimmt ist. Wird in einem Mutation-Selektion-Zyklus wéhd der Maximierung von
F durch den [dynamischen] (1+1)-EA das Individuunmutiert, so ist die von diesem Schritt
erwartete Veranderung der Anzahl der Einsen im Individulaich

Zp(#[) c(#lie Iz =0} —#{ieI|x; =1}) [F(Mut(z, 1)) > F(z)]. (%)
Iel
Besitzt namlich der im betrachteten Schritt ausrzeugte Mutant eine geringere Fitnessaals
so wird er verworfen (d. he wird selektiert) und die Anzahl der Einsen im Individuum evin
diesem Fall nicht (bzw. um Null) verandert.
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Die #I' = 2" Summanden in der Summen-Darstellung der durch einen Mut&elekti-
on-Zyklus erwarteten Veranderung der Anzahl der Einsemutividuum kénnen nun (beliebig)
gruppiert werden, sodass dieser Erwartungswert moglhghistbgeschatzt werden kann. Im Fol-
genden werden die Summanden danach gruppiert, wie vielemMeihe betrachtete Mutation im
aktuellen Individuum flippt. Das heif3t fir< z < n werden jeweils alle Summanden(in), bei
denen die jeweils durchbestimmte Mutation des Individuumseine z-Nullen-Mutation ist, in
einer Gruppe zusammengefasst und gemeinsam abgeschéatzt.

Das Akzeptieren einer-Nullen-.-Einsen-Mutation in einem Mutation-Selektion-Zyklusver
andert die Anzahl der Einsen um- k, daz Nullen zu Einsen uné& Einsen zu Nullen flippen.
Fur die Wahrscheinlichkeit des Auftretens einer solchenatlon gilt unabhéngig von der be-
trachteten Funktion

Proposition 4.1.1. Die Wahrscheinlichkeit, dass eine Mutation des Individsunmit der Mu-
tationswahrscheinlichkeji genauz Nullen und genawk Einsen flippt — es sich also um eine
z-Nullen%-Einsen-Mutation handelt — betragt

xr xr
Pp,x(za k) — ( |0> . < k|1> _pz—l-k . (1 _p)n—(z-i—k) :

z

wobei die Indizep undz bei Eindeutigkeit auch entfallen kdnnen.

Wenn nun die erwartete Veranderung der Anzahl der Einserhdtinen Mutation-Selektion-Zy-
klus nach unten abgeschatzt werden soll, so mussen alleeghtan” Mutationen, durch deren
Akzeptieren die Anzahl der Einsen verringert wirde, begtolverden. Von den ,guten” Muta-
tionen, durch deren Akzeptieren die Anzahl der Einsen drhdinde, kénnen dagegen welche
unbeachtet bleiben. Neben der oben bestimmten Wahrsuindigit des Auftretens ist die Ak-
zeptanzwahrscheinlichkeit eineiNullen-k-Einsen-Mutation entscheidend daflr, welchen Ein-
fluss eine solche auf die erwartete Veranderung der Anzalidideen durch einen Mutation-Se-
lektion-Zyklus hat. Es gelte deshalb

Notation 4.1.2. [A, ,(z, k)] Es wird der Ablauf des [dynamischen] (1+1)-EA auf einer be-
stimmten Funktion betrachtet. Fér> > > 1 bezeichned, ,(z, k) eine obere Schranke fiir die
Akzeptanzwahrscheinlichkeit einelNullen«-Einsen-Mutation, die in einem Mutation-Selekti-
on-Zyklus auftritt, in dem die Mutationswahrscheinlidhkeserwendet wird und das Individuum
x mutiert wird. Bei Eindeutigkeit kdnnen die Indizeandz auch entfallen.

Im Folgenden wird ein Mutation-Selektion-Zyklus im Abladés [dynamischen] (1+1)-EA auf
einer linearen Funktion mit ausschliel3lich positiven Kiaegnten betrachtet, in dem die Mutati-
onswahrscheinlichkejt verwendet wird und das Individuummutiert wird.
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Seiz > 1 fest gewahlt. FUk > z tritt eine z-Nullen-k-Einsen-Mutation mit der Wahrschein-
lichkeit P(z, k) auf, wird hochstens mit der Wahrscheinlichkéitz, k) akzeptiert und veréandert
dann die Anzahl der Einsen um— k&, d. h. er verringert diese dann uin— z > 1. Wird sie
nicht akzeptiert, so bleibt das Individuum (und damit auigh&hzahl der Einsen) unverandert.
Alle Summanden in der Summen-Darstellung der erwartetesinderung der Anzahl der Einsen
(%) (auf Seite 43), bei denen die jeweils dutbestimmte Mutation des Individuumseine z-
Nullen-k-Einsen-Mutation ist, haben also zusammen einen nichtip@&s Wert von mindestens
P(z,k) - A(z,k) - (z — k).

Einez-Nullen-0-Einsen-Mutation tritt mit der Wahrscheinlichkétz, 0) auf, wird, da keine
Einsen flippen, mit Sicherheit akzeptiert und erhoht dieakizler Einsen um. Alle Summan-
den in der Summen-Darstellung der erwarteten Veranderanéuizahl der Einsef), bei de-
nen die jeweils durcth bestimmte Mutation des Individuumseinez-Nullen-0-Einsen-Mutation
ist, haben folglich zusammen einen Wert von geRdu., 0) - =

Alle zuvor betrachteten Summanden haben (fur das fest gewglzusammen einen Wert
von mindestens

Nop(2) = Pop(2,0)-2+ Y Poplz.k)- Agylz, k) (2= k).

2<k<|z|1

Bei Eindeutigkeit vonz und p werden diese Indizes wieder fortgelassen. Bei dieser Atisch
zung wird (fur das fest gewahltg die Akzeptanzwahrscheinlichkeit eineiNullen-k-Einsen-
Mutation fir1 < k < z nach unten durch Null abgeschatzt, da eine solche (bei eindtreten)
zwar die Anzahl der Einsen moglicherweise erhoht, jedoelbdiherigen, in diesem Text gezeig-
ten Erkenntnisse die Abschatzung der Akzeptanzwahrdattgieit einer solchen Mutation nach
unten nicht ermdglichen. Da aber zum Ende der Optimierungrives interessant wird — das
Individuum sehr viel mehr Einsen als Nullen enthalt, istmdanhon die Wahrscheinlichkeit des
Auftretens einer Mutation, die mehr Nullen als Einsen fljgethr gering, sodass das Abschatzen
dieser Akzeptanzwahrscheinlichkeiten durch Null danmtnhau einer schlechten Abschatzung
von (x) fihrt. A(z) ist also eine untere Schranke fiir die Summe aller Summamde), iin der
Summen-Darstellung der erwarteten Ver&nderung der ArdahEinsen im Individuum durch
den betrachteten Mutation-Selektion-Zyklus, bei denerjelveils durch/ festgelegte Mutation
des Individuums: einez-Nullen-Mutation ist.

Da eine Mutation potenziell € {0, ... ,|z|o} Nullen flippen kann, wird vom betrachteten
Mutation-Selektion-Zyklus insgesamt eine Veranderungfdezahl der Einsen um mindestens

|z[o

Z Ay p(2)

erwartet. Bei Eindeutigkeit vom undp entfallen diese Indizes wieder.
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Nun wird die Summe

Ay(2) = P(2.0)-2+ Y Pzk) A(zk)- (2 — k)

2<k<|z|1
genauer betrachtet. Féir= 0 gilt folglich:

|z]1

A(0) = =D Plzk)-Alz k) k < 0

Da bei den hier betrachteten linearen Funktionen mit alisftich positiven Koeffizienten ein
Mutation-Selektion-Zyklus, in dessen Mutationsschiie Null flippt, zu einem unverénderten
Individuum fuihrt, gilt bei einer solchen FunktioA (0) = 0. Firz > 0 lasst sich die Formel fur
A(z) folgendermaRen umformen. Das Ausklammern yamgibt:

z—k

z

Ap(z) = z- [ P(2,0)+ Y Plzk)- Az k)

2<k<|z|1

Weiterhin kann(‘xz‘(’) ausgeklammert werden, da es in all(x, -) vorkommt:

Alz) = z-<|x°>- pl-p)"T 4 Y <|"ZI>.pz+'f.(1_p)n—(z+k).A(z,k).Z"f

4 z
2<k<|z|1

Schlief3lich kann nocp?(1 — p)"~# ,heraus gezogen” werden, sodassA£Ur 0 gilt:

Alz) = Z-<z|o>-pz(1—p)"‘z- 1+ Y <|’21>.<17'%p>k.,4(z,k).'2;k

2<k<|z)

Fur1l < z < |z|o nimmt dieses Produkt das gleiche Vorzeichen an wie der estitin der
grofl3en Klammer stehende Faktor.

Es bezeichng das in dem betrachteten Mutation-Selektion-Zyklus sedeietIndividuum. In
diesem Mutation-Selektion-Zyklus, in dem das Individuamutiert wird und dafir die Mutati-
onswahrscheinlichkejt verwendet wird, gilt folglich fir die erwartete Verandeguater Anzahl
der Einsen:

lz]o

Ellyh —leh] = Ay = D Ag,(3)

2=0

lentweder wird die Mutation verworfen, oder die 0-Bit-Miugatwird akzeptiert
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Diese Abschatzung gilt nicht nur bei linearen Funktionenamsschliel3lich positiven Koeffizien-
ten, sondern fur alle Funktionen, bei denen Mutationenadgschlief3lich Nullen flippen, mit Si-
cherheit akzeptiert werden. Zur Abschéatzung von Laufadienn sie dann (sinnvoll) eingesetzt
werden, wenn der erwartete Fortschritt anhand der Poldnirgktion ONEM AX bestimmt wer-
den kann bzw. soll. Fir lineare Funktionen mit ausschlediositiven Koeffizienten drangt sich
diese Vorgehensweise formlich auf. Um gute, d. h. moglikleshe, obere Laufzeit-Schranken
zu erhalten, sollté\, , nicht nur positiv, sondern auch noch mdéglichst grof3 s&iy, muss al-
so moglichst gut nach unten abgeschéatzt werden. Dass diesder kompliziert aussehenden
Formel flrA, ,(z) tatséchlich bewerkstelligt werden kann, wird im nachstéschnitt gezeigt.

4.2 Die Laufzeit des Standard-(1+1)-EA auf linearen Funk-
tionen

Wie schon erwahnt wurde, gilt fir lineare Funktionen mitsaldiel3lich positiven Koeffizien-
ten A(0) = 0, da — unabhangig vom mutierten Individuunund der verwendeten Mutations-
wahrscheinlichkeip — eine Mutation, die keine Null flippt, nur dann akzeptiertdyiwenn sie
auch keine Eins flippt. Entweder wird also ein ,Clone* akiept oder aber der Mutant wird
verworfen. In beiden Fallen bleibt das Individuum — und daawich die Anzahl der Einsen —
unverandert. Um fie > 1

Begle) = = (M) ew-pr (14 X (f;€|1>.<1r%p>’“.A(z,k).z;k

2<k<|z|1

nach unten abzuschéatzen, wird im Folgenden zunachst dienSumder grof3en Klammer fur
die beim Standard-(1+1)-EA verwendete Mutationswahiisdicbkeit p = 1/n nach unten ab-
geschatzt.

Lemma 4.2.1. Unabhéngig vom betrachteten Individuume {0, 1}" gilt fur p = 1/n und
1 < z < |z|o bei linearen Funktionen mit ausschlief3lich positiven Kaeten:A, ,(z) > 0

Beweis:Offensichtlich giltz - (”°) - p?(1 — p)"~* > 0. Es reicht also zu zeigen, dass

1+ Y <z|1>-<1p%p>k-fl(z,k)-z;k > 0

2<k<|z|1

gilt. A(z, k) := 1istsicher eine obere Schranke fur die Akzeptanzwahrshtiekeit einer jeden
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Mutation, sodass die folgende Ungleichung zu zeigen atldréAnm.: —(z — k) = k — 2):

S ()

2<k<|z|1

Die Summe auf der linken Seite wird im Folgenden genauernbketet. Es gilt

k 1 k
p . _ 1\-k
(1—]7) - <n(1_%)> (TL 1)
und, dajz|; = n—|zlp = n—2z < n—1gqilt, ferner

() = 52

Die betrachtete Summe lasst sich somit durch

S

z2<k<|zh 2<k<|zh

z<k<|zh

nach oben abschéatzen. P& 1 vorausgesetzt ist, ist der Wert der rechten Summe hier $in
maximal, sodass diese weiter abgeschatzt werden kann:

k— 2 k—1 1 1 1
2. wn S Xw < Z((k—l)!_ﬂ> = eon - !

2<k<|z|i k>2 k>2

Daraus folgt der behauptete Sachverhalt. O

Da, wie bereits mehrfach erwéhnt, fir lineare Funktionenamsschlie3lich positiven Koeffizi-
entenA(0) = 0 gilt, wurde damit gezeigt, dass fur jede mdgliche Anzahp#ipder Nuller,

d. h. furz € {0,...|z]p}, A(z) > 0 gilt. Es gilt also insbesonder&, = ZL@%A(z) > 0.
Um aber Uberhaupt eine Laufzeit-Schranke mit Hilfe der RieaeFunktion QNEMAX zeigen
zu kbnnen, musa > 0 gelten und fir kleine obere Laufzeit-Schranken salltdartiberhinaus
maoglichst groR3 sein. Da bei einer Mutationswahrscheikkitvon 1 /n im Erwartungsfall eine
Mutation nur genau ein Bit flippt und Mutation-Selektionkfgn, in denen keine Null flippt, die
Anzahl der Einsen nicht verdndern, ist zu vermuten, dasslEENEinsen-Mutationen am hau-
figsten zu einer Erhéhung der Anzahl der Einsen durch eineatidn-Selektion-Zyklus fihren.
Aus diesem Grund wird nun die Abschatzung vafl) noch einmal genauer betrachtet und
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verbessert. In der Formel fir

Segle) = =+ () - (10 X (f;€|1>.<1r%p>’“.14(z,k).z;k

2<k<|z|1

wurde die Summe, in der Ubérsummiert wird, im vorangegangen Lemma fiie= 1 mit der
trivialen, sicheren Annahme(z, k) = 1 durch der Wert-1 nach unten abgeschatzt. Es wurde
also lediglich ausgeschlossen, dass der rechteste, irrgiKiBmmern stehende Faktor einen ne-
gativen Wert annimmt. Mit Hilfe der Struktur-Erkenntnis@iger den Ablauf des [dynamischen]
(1+1)-EA auf linearen Funktionen mit ausschlief3lich pesit Koeffizienten konnte in Lem-
ma 3.5.15 (auf Seite 41) gezeigt werden, dass eine 1/MNHIiksen-Mutation flrk > 2 nur
mit einer Wahrscheinlichkeit von héchstehgk + 1) akzeptiert wird. Furk > 2 kann also
A(1,k) = 1/(k + 1) als obere Schranke fur die Akzeptanzwahrscheinlichkegrel-Null+-
Einsen-Mutation gewahlt werden. Die besagte Summe kaworbalsser abgeschatzt werden:

Lemma4.2.2.Furz € {0,1}",z=1,p=1/nund A4, ,(1, k) = 1/(k + 1) gilt:

T (z|1>,<1?%p>k.14(z,k).k;z < 0,282

z2<k<|z1

Beweis: Wie schon im Beweis des vorigen Lemmas gezeigt wurde, kaarSdmme auf der
linken Seite nach oben durch

1 k—=z
> 7 Al k)

z
2<k<|z|1
abgeschéatzt werden. Das Einsetzen der festgelegten Wgithé gann:

1 k—z 1 1 k1
2 AR T < D g 6t = XgT

z<k<|z|i k>2 E>2

Die rechte Reihe kann weiter umgeformt werden:

k—1 k—2 1 2
k>2 k>3 k>2 k>3
Da(e —2) —2(e—2,5) = 3—e < 0,282 gilt, folgt die Behauptung. O

Dies verbessert die Abschéatzung (il ) entscheidend. Aus den beiden vorangegangenen Lem-
mata folgt ndmlich nun
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Korollar 4.2.3. Maximiert der Standard-(1+1)-EA eine lineare Funktion muitsschlief3lich po-
sitiven Koeffizienten, so gilt fir die von einem MutatioteB®on-Zyklus erwartete Veranderung
der Anzahl der Einsen:

n n

‘I‘O n—1
1 1
Apam = > Damz) = Apau(l) > ("7”10)-—(1——) (1 —0,282)
2=0

Dabei bezeichnet das (zu Beginn dieses Mutation-Selektion-Zyklus) aktuedividuum.
Aus diesem Sachverhalt folgt wiederum direkt

Korollar 4.2.4. Maximiert der statischen (1+1)-EA mit der Standard-Mutaswahrscheinlich-
keitp = 1/n eine lineare Funktion, deren Koeffizienten ausschlief@wsitiv sind, so gilt: Wird
im 4-ten Schritt das suboptimale Individuum= z=' € {0, 1}™\{1"} mutiert und das selektierte
Individuum mitz? bezeichnet, so lasst sidH{|z?|, — |zi~!|], die erwartete Anderung der Anzahl
der Einsen durch diesen Schritt, durch

. ! 0,718
<:E|0> i (1__> -(1—0,282) > @ ! > @-0,264 = Q(|x‘0/n)
n

1 n n n e

nach unten abschatzen.

In jedem Mutation-Selektion-Zyklus wird also (mindesteeme Erhohung der Anzahl der Ein-
sen in der GréfRenordnung des (relativen) Nullen-AnteilsEiltern-Individuum erwartet. Um
dieses Ergebnis in eine Laufzeit-Schranke ,ummuinzen” zinkd, muss gezeigt werden, dass
aus der erwarteten Erh6hung der Anzahl der Einsen\um Q(|z|,/n) folgt, dass eine solche
im Erwartungsfall naclv(1/A) = O(n/|z|o) Schritten eintritt. Die Anwendung der Wald’schen
Identitat, die genau eine solche Aussage beinhaltet, éstdnis zwei Grinden nicht méglich:
Erstens ist der erwartete Fortschritt nicht unabhangig ¥eitpunkt, da die erwartete Erhéhung
der Anzahl der Einsen von, dem aktuellen Individuum abh&ngt. Zweitens ist ein Fwtisic

d. h. eine Erhéhung der Anzahl der Einsen, von mehr als eirggiohd Gleichwohl ist nattrlich
zu vermuten, dass der obige Zusammenhang dennoch gilt.

Theorem 4.2.5.Die erwartete Anzahl von Schritten, bis der Standard-(1ER) eine lineare
Funktion FF = Y""  a; - ; mitay,...,a, € R\ {0} maximiert hat, ist durct8,8 - n - H(n)
beschrankt. Die erwartete Laufzeit ist also duf@tw. - log n) beschréankt.

Beweis: Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kamn> ... > a; > 0 angenommen wer-
den. Sei als@ eine Funktion, deren Koeffizienten ausschlie3lich positnd. Im Verlauf der
Optimierung vonF' wird bei einem Individuum mit Einsen erwartet, dass ein Mutation-Selek-
tion-Zyklus die Anzahl der Einsen um mindesté64 - (n — i) /n erhéht. Ware die erwartete
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Anzahl von Schritten, bis aus einem Individuum miinsen erstmals ein aktuelles Individuum
mit mehr alsi Einsen erzeugt wird, nach oben durch den Kehrwert dieseargzten Einsen-
Zunahme beschrankt, so wirde fir die erwartete Laufzeit
1
FElLaufzei < < 38 n-H

n—1)/n

n>1>0

gelten. Hierbei wird pessimistischerweise angenommess das schlechteste Individuuit
als Start-Individuum erzeugt wird. Da fur diete harmonische Zahlf (n) = >  1/i =
Inn 4+ ©(1) gilt, wirde somit die Behauptung folgen.

Um diese Laufzeit-Schranke zu zeigen, wird nun ein stowstr Prozess, genauer ein
zsandom walk“, definiert und analysiert, der (im Erwartufad® nicht schneller fortschreitet
als die Optimierung vorf’ durch den Standard-(1+1)-EA. Bei dem neuen Prozess sindudie
stande), 1, ... ,» mdglich, da ein Individuum genau diese Anzahlen von Einssitben kann.
Abhangig vom Zustand tritt in einem Schritt des neuen Prozesses eine (Zustakdsinde-
rung umd(i) € Z mit einer bestimmten, noch zu definierenden Wahrschekditlauf. Wichtig
flr eine spatere Argumentation analog des Beweises der'dbh&h Identitat ist, dass hierbei
Prob(d(i) > 1) = 0 gilt — im Gegensatz zum Ablauf des (1+1)-EA alif bei dem eine Er-
hoéhung der Anzahl der Einsen durch einen Mutation-Selakfigklus um mehr als eins nicht
ausgeschlossen ist. Deshalb wird beim neuen Prozegs*i2: Prob(d(i) = d) := 0 gewahlt
undProb(d(7) = 1) gleich der Wahrscheinlichkeit gesetzt, mit der bei der @@rung vonF' in
einem Mutation-Selektion-Zyklus, in dem ein IndividuunmtrkEinsen mutiert wird, die Anzahl
der Einsen um eins oder mehr wachst. #it 0 wird Prob(d(i) = d) gleich der Wahrscheinlich-
keit gesetzt, mit der in einem solchen Mutation-Selekfyhkius eine Verdnderung der Anzahl
der Einsen una, d. h. eine Verringerung umd > 0, eintritt.

Im Folgenden wird verdeutlicht, warum der so definierte Bsgzim Erwartungsfall nicht
schneller fortschreitet als die Optimierung vBrdurch den Standard-(1+1)-EA. Bezeichsje!
die erwartete Anzahl Schritte, die beim (1+1)-EA einem &thn dem aus einem Individuum,
das nicht genau Einsen enthélt, eines mit genalinsen erzeugt wurde, folgen, bis erstmals
nach diesem Schritt ein Individuum mit mehr alEinsen erzeugt wirdS? bezeichne die er-
wartete Anzahl Schritte, die beim neuen Prozd3sdinem Schritt, in dem der Zustard/on
einem Zustand ungleicherreicht wurde, folgen, bis erstmals nach diesem SchntZdstand
i+ 1 (der nicht ,ubersprungen® werden kann) erreicht wird. @éfiehtlich giltS4 = SZ. Wird
fir eine Induktion angenommen, dass fig {0,... ,k — 1} mit 0 < k& < n die Ungleichung
SEA < SP gilt, so kannSFA < SF gefolgert werdenProb(§(k) = 1) ist so groR wie die
Wahrscheinlichkeit, dass in einem Mutation-Selektionddg aus einem Individuum mit genau
k Einsen eines mit mehr alsEinsen erzeugt wird. Ferner iBtob(d(k) = d) fur d < 0 gleich
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der Wahrscheinlichkeit, dass in einem Mutation-Selek#gklus aus einem Individuum mit ge-
nauk Einsen eines mit genaki+ d < k Einsen erzeugt wird. Der neue Prozess benotigt im
Zustandk + d im Erwartungsfally", . ,,, Sf* Schritte, um wieder den Zustaidzu erreichen.
Der (1+1)-EA benbtigt im Erwartungsfall héchstens, , ..., SF4 Schritte, um aus einem In-
dividuum mitk + d Einsen wieder eine Individuum mit oder mehr Einsen zu erzeugen. Da
mit der Induktionsvoraussetzug, . s, S5 < 3y 4cick Si 9ilt, folgt fir den Induktions-
schritt somitSE4 < SP. Folglich gilt SP4 < SP fiir 0 < i < n. Die erwartete Anzahl Schritte,
bis der neue Prozess, gestartet im Zustanefstmals den Zustanide {1,... ,n} erreicht, ist
gleichT,” := %", ..., S’ Die erwartete Anzahl Schritte, bis der (1+1)-EA erstmals @em In-
dividuumo® ein Individuum mit mindestensEinsen erzeugt hat, ist dur@’* := 3, _,_, S/
nach oben beschrankt. Da, wie oben gezeigt wusgte!, < SF fur 0 < i < n gilt, gil{folglich
TEA < TF fur 1 < i < n. Werden die beiden Prozesse im Zustarzzw. mit dem Individuum
0" gestartet, so ist also zu erwarten, dass wahrend der Optingg@onF' mindestens so schnell
erstmals ein Individuum mitoder mehr Einsen erzeugt wird, wie der neue Prozess erstieals
Zustand: erreicht.

Interessant wird es nun bei der Abschatzung #9é(i)]. Durch einen Mutation-Selektion-
Zyklus, indem ein Individuum mit Einsen bzwn — i Nullen mutiert wird, wird bei der Optimie-
rung vonF' eine Erhéhung der Anzahl der Einsen um mindestets!- (n—i) /n erwartet. Damit
die behauptete Laufzeit-Schranke zutrifft, muss demnéctén neuen Prozess gezeigt werden,
dass aucl&[o(i)] > 0,264 - (n — i) /n gilt. Die erwartete Zunahme der Anzahl der Einsen durch
eine Mutation-Selektion-Zyklus wurde fir ein IndividuungdurchA, = 37, |, A.(2) nach
unten abgeschatzt (vgl. Seite 45), wobei dufch{z) genau die Summanden zusammengefasst
und abgeschatzt werden, die adNullen-Mutationen zuriickzufiihren sind. Eine Erhéhung de
Anzahl der Einsen durch einen Mutation-Selektion-Zyklosmehr als eins ist nur dann mog-
lich, wenn in dessen Mutationsschritt mindestens zweidtullippen. Fir: > 2 gelte deshalb:

AL(z) = Pylz,0)- (+1) + Y Pulz.k) - Az k) (z = k)

2<k<|zh

Denn wéhrend beim zugrunde liegenden (1+1)-EAAir 2 das Auftreten einet-Nullen-0-
Einsen-Mutation die Anzahl der Einsen sicher urerhdht, kann beim neuen Prozess nur ein
Fortschritt von ;1“ mit der entsprechenden Wahrscheinlichkeit verzeichrerten. Sei.;(z)

furi = |z|, eine untere Schranke filx’(z). Da bei der Abschétzung der erwarteten Zunahme der
Anzahl der Einsen durch einen Schitt, (2), ..., A,(|z|o) fur allez € {0,1}" jeweils durch
Null abgeschatzt wurden (vgl. Lemma 4.2.1 (auf Seite 47)dgnn fir0 <i < n:

n—i

E[B@)] > 0264 (n—i)/n+ Y u(2)
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Konnte alsaA* (z), genau wieA,(z), fir z > 2 undz € {0,1}" nach unten durch Null abge-
schatzt werden (d. h;(z) := 0), so wiirdeE[6(i)] > 0,264 - (n — i) /n folgen. Die Formel fiir
A% (z) lasst sich umformen (vgl. Seite 46), sodass

w0 = (M) e (10 2 (M) (7) Ak e on

2<k<|z|1

gilt. Die enthaltene Summe, in der Ubesummiert wird, kann fir die beim Standard-(1+1)-EA
verwendete Mutationswahrscheinlichkgit= 1/n mit den Abschétzungen aus dem Beweis zu
Lemma 4.2.1 (auf Seite 47) wie folgt abgeschatzt werden:

Z<;II<2|1>_<%>’“_(,€_Z) : <; (n;!l)k (n—=1)" (k-2
< ;k;z

Der Wert der rechten Reihe fallt fiar> 2 streng monoton in, sodasglC>2 % <1 zu zeigen

ausreicht, um\?(z) > 0 fiir z > 2 zu zeigen. Das¥", ., &2 = 3 — e < 1 gilt, wurde bereits
im Beweis zu Lemma 4.2.2 (auf Seite 49) gezeigt. Fiir den nBueress gilt also tatsachlich,
dass im Zustand € {0, ... ,n} der erwartete Fortschriff[¢(i)] ebenfalls mindesteng; (i) :=
0,264 - (n — i) /n betragt und auBerdeRrob(4(i) > 1) = 0 gilt.

Nun muss ,nur noch* gezeigt werden, dass beim neuen Pr¢égdie erwartete Anzahl
Schritte, bis vom Zustandder Zustand+1 erreicht wird, vgl. oben) nach oben durgh(:) ! be-
schrankt ist. Da der erwartete Fortschritt vom aktuellestZad abhéngt, lasst sich die Wald'sche
Identitat nicht anwenden, jedoch lasst sich deren Beweaisanpassen (vgl. [DJW98]). Der Be-
weis wird durch eine Induktion tUber die Zustanide {0, ... ,n — 1} gefuhrt.

Fur den Induktionsanfang wird der Zustand= 0 betrachtet. Im Zustand ist die Wahr-
scheinlichkeit, in einem Schritt den Zustahadu erreichen, per Definition voi{0) mindestens
so grol3 wie die Wahrscheinlichkeit, dass auf dem Individotreine 1-Null-0-Einsen-Mutation
stattfindet. Sie istalso dureh1/n-(1—1/n)""! > ¢! nach unten beschrankt, da per Definition
des (1+1)-EAn > 3 gilt. S/” ist somit durche nach oben beschrénkt. Behauptet wurde fiir diesen
Fall, dass im Erwartungsfall hochstehg0)~! > 3,7 > e Schritte nétig sind. Der Induktionsan-
fang ist somit gezeigt. Die Induktionsvoraussetzung laute wie folgt: Firi € {0,... & —1}
und0 < k < nist S nach oben durchy (i) ! beschrankt. Fur den Induktionsschritt ist zu zei-
gen, dass dann aud{’ < §(k)~" gilt. Im Folgenden wird also der Zustahdyenauer betrachtet.

Ein Schrittim Zustand hat eine Zustandsanderung draur Folge, sodass der Zustaiet d
erreicht wird. Falls? < 0 gilt, so reichen im Erwartungsfall’, ., , S/ Schritte, um erneut
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den Zustand: zu erreichen. Da hierbei nach Induktionsvoraussetzifhg< 6x(i)~" gilt und
4z () in i monoton abnimmt, ist diese Summe (da< 0 gilt) nicht gréBer als—d - 6z (k).
Nachdem der Zustandwieder erreicht ist, werden weitef8” Schritte erwartet, um schlie3lich
den Zustand + 1 zu erreichen. Es gilt also:

St < 1+Prob(s(k) <0)-57 + Y Prob(d(k) =d)- (—d) - dp(k)™"

d<0

= 1+ Prob(6(k) <0)-SF —6g(k)~"- (Z Prob(6(k) = d) - d)

— 1+ Prob(6(k) <0)-SP — 6p(k)"- (E[é(k)} — S Prob(5(k) = d) - d)

E[o(k)]
0p (k)
< Prob(d(k) <0)-S{ +r(k)™" - Prob(d(k) = 1)

= 1+ Prob(3(k) < 0)-SF — +op(k) L (Z Prob(5(k) = d) - d)

d>1

Die letzte Abschatzung gilt, d&[5(k)] > dr(k) > 0 undProb(é(k) > 1) = 0 gilt. Ferner gilt
SP — Prob(8(k) < 0)- S = (1 - Prob(d(k) <0))-S” = Prob(6(k)=1) 5",
sodass insgesamt folgt:
Prob(8(k) = 1) - S < dg(k)~" - Prob(3(k) = 1)

Fur den Zustand < n gilt offensichtlich Prob(5(k) = 1) > 0, sodassS}” < dz(k)~! schlieR-
lich sichergestellt ist. Dies war fur den Induktionssdimit zeigen. O

Diese Laufzeit-Schranke stellt eine Verbesserung deebisbékannten, von Droste, Jansen und
Wegener in [DJW98] gezeigten Schranke fiir die Klasse vazalien Funktionen dar. Im bisheri-
gen Beweis def) (n log n)-Schranke wird namlich uber ein das ,grof3 genug* ist, argumentiert.
AulRerdem wird der durch di@-Notation ,versteckte” konstante Faktor von Droste, Jans&l
Wegener erst gar nicht quantifiziert — er wéare deutlich gr@ke3,8. Ermoglicht wurde diese
Verbesserung durch die in dieser Arbeit gewonnene strelk¢uErkenntnis Uber die Verteilung
der Einsen im Individuum, wahrend ein (1+1)-EA eine linekwektion optimiert. Mit Hilfe
der gezeigten Eigenschaft der Verteilung der Individueeridl, 1}" (fir n > 1), konnte die
von einem Mutation-Selektion-Zyklus erwartete Verandegrder Anzahl der Einsen im Indivi-
duum deutlich besser als bisher abgeschéatzt werden. Digsgéchte schliel3lich die gezeigte
Verbesserung der Laufzeit-Schranke.
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4.3 Uberlegungen zum dynamischen (1+1)-EA auf linearen
Funktionen

Im Folgenden wird Uber lineare Funktionen mit ausschlafitiositiven Koeffizienten argumen-
tiert. Die erwartete Veranderung der Anzahl der Einsen t®fiir den Standard-(1+1)-EA des-
halb so gut abgeschéatzt werden, weil die (in jedem Schetiyendete Mutationswahrscheinlich-
keitp = 1/n dazu fihrt, dass in einem Mutationsschritt ,héchstwatesdith” ,sehr wenige*®
Bits flippen. Die Anzahl der flippenden Bits ist n&mlich binaiaerteilt zu den Parametern der
Anzahl der Versuche, unty/n, der Erfolgswahrscheinlichkeit eines Versuchs. Von eMatati-
on wird folglich genau ein flippendes Bit erwartet. Fir Mudagn, die sehr wenige Bits flippen,
konnte sehr gut abgeschéatzt werden, welchen Einfluss digsBeaerwartete Veranderung der
Anzahl der Einsen durch einen Mutation-Selektion-Zyklabdén. So war — und ist natirlich
weiterhin — klar, dass Mutationen, die ausschlief3lich &mBlippen, immer verworfen werden
und somit die Anzahl der Einsen nicht verandern. AulRerdemmieomit der Struktur-Erkenntnis
Uber die Verteilung der Einsen im (jeweils) aktuellen Indwum die Akzeptanzwahrscheinlich-
keit einer im Ablauf eines (1+1)-EA auftretenden 1-Nk#Einsen-Mutationen fik > 2 durch
1/(k+1) nach oben beschrankt werden. Gerade zum Ende der Optirgieiner linearen Funk-
tion mit ausschlief3lich positiven Koeffizienten, wenn daative Nullen-Anteil im Individuum
sehr klein ist, ist es sehr unwahrscheinlich, dass eine t\atadie im Erwartungsfall nur ein
Bit flippt, mehr als eine Null flippt. Genau die entscheidemdeahrscheinlich auftretenden Mu-
tationen konnten demnach beziiglich ihres Einflusses awdrdiartete Veranderung der Anzahl
der Einsen sehr gut abgeschatzt werden.

In einem Schritt des dynamischen (1+1)-EA ist die Anzahp#ipder Bits binomialverteilt
zu den Parametenn und p, wobeip die im jeweiligen Mutationsschritt verwendete Mutations-
wahrscheinlichkeit bezeichnet. Insbesondere ist die Ainder flippenden Nullen bzw. die der
flippenden Einsen binomialverteilt zu den Parametefnbzw. |z|; undp. Von einer Mutation
werden|z|, - p flippende Nullen undz|; - p flippende Einsen erwartet. Fur die Analyse des
dynamischen (1+1)-EA auf linearen Funktionen ist es slattewichtig, die Auswirkung der
~erwarteten Mutationen” gut abzuschéatzen.

Tritt im Ablauf des dynamischen (1+1)-EA auf einer lineafimktion mit ausschlie3lich
positiven Koeffizienten eine 1-Nul-Einsen-Mutation auf, so gilt — unabhangig von der Muta-
tionswahrscheinlichkeit, die zum Auftreten dieser Mwatgefuhrt hat (vgl. Lemma 3.5.15 (auf
Seite 41) und fir dessen Beweis Lemma 3.5.11 (auf Seite 3&juirlich weiterhin, dass diese
fir £ > 2 hochstens mit einer Wahrscheinlichkeit vof(k + 1) akzeptiert wird. Ebenso gilt
weiterhin, dass von einem Mutation-Selektion-Zyklus, @amddie Mutationswahrscheinlichkeit
p = 1/n verwendet wird, eine Zunahme der Anzahl der Einsen um miede8,264 - |z|,/n
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zu erwartet ist, wobet das in diesem Schritt aktuelle, mutierte Individuum beze&t (vgl.
Lemma 4.2.2 (auf Seite 49)). Bleiben die restlichen Sahather Phase.

Im Resultat fur die 1-Nulk-Einsen-Mutationen (Lemma 3.5.15 (auf Seite 41)) wurde aus
genutzt, dass unter diesen rxif-Mutationen potenziell akzeptabel sind und alle tbrigeter
(*+1) Mutationstypen sicher inakzeptable Mutationen charésitzen. Von derk + 1 méglichen
B-Mutationen,B € {0,1}**! und|B|, = 1, die 1-Null%-Einsen-Mutationen charakterisieren,
charakterisiert also nur ein (relativer) Anteil varii(k + 1) potenziell akzeptable Mutationen.
Allgemeiner kann fuk > 2 > 1 gezeigt werden, dass die potenziell akzeptalsdledMutationen,

B € {0,1}" und|B|, = z, unter allenz-Nullen-k-Einsen-Mutationen hdchstens einen (relati-
ven) Anteil vonz/(k + 1) stellen:

Lemma 4.3.1. Unter allen Bit-Sequenzen mit genau> 1 Nullen und genak > z Einsen
betragt der (relative) Anteil der Sequenzen, fur die keibbillung existiert, die jeder Null
umkehrbar eindeutig eine relativ weiter links stehendesEumordnet, hochsteng (k + 1).

Beweis: Eine Bit-Sequenz habe genau dann die Eigenschaft E, wehhjade darin vorkom-
mende Null umkehrbar eindeutig auf eine relativ weiter siskehende Eins abgebildet werden
kann. Es gilt:

(5) 2 2

(Z;“k) T (z+k)—(2—1)  k+1

Es gibt(**) Bit-Sequenzen mit genauNullen und genad Einsen. Es reicht somit zu zeigen
aus, dass hbchste(@sf’f) dieser Bit-Sequenzen die Eigenschaft E besitzen. Um diegigen,
reicht es wiederum aus, jede solche Bit-Sequenz, die dienShaft E besitzt, umkehrbar ein-
deutig auf eine Bit-Sequenz der (gleichen) Langek abzubilden, die genau— 1 Nullen (und
genaukt + 1 Einsen) enthélt. Eine solche Abbildungvird nun angegeben.

Daz > 1 vorausgesetzt ist, gilt fir jede Bit-Sequenze {0, 1}***, die die Eigenschaft E
besitzt,,m = a0b, sodass: gleich viele Nullen wie Einsen enthélt und aul3erdem einekaipn
existiert, die jede Null iw auf eine relativ links stehende Einsdmbbildet. Wird inm —von links
nach rechts — der ersten Null die erste Eins zugeordnet sigwst leicht einzusehen, dass durch
die Eigenschaft E das Prafi¥ vonm eindeutig bestimmt ist. Die vamundb eingerahmte Null
ist namlich genau die Null, der bei obiger Vorgehensweisesadte eine relativ rechts stehende
Eins zugeordnet wird, sie ist damit eindeutig ,die entsdbede Null” fir die Eigenschaft E.

Die Abbildung: : a0b — @ 1b (mit a0b wie im vorigen Absatz) wird die geforderte Eigen-
schaft haben, wobe&i das (bitweise) Komplement vanbezeichnet. Da, genau wie, gleich
viele Nullen wie Einsen enthalt, enthalt b folglich genau eine Null weniger at€b (namlich
genauz — 1), wie von: gefordert wurde. Genau wie irdb die entscheidende Null, bzw. das Pra-
fix a0, eindeutig bestimmt ist, ist auf ,komplementare Weise" Hies ina 15, bzw. das Préafix
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a 1, eindeutig bestimmt. Jede Einsdrkann (analog der auf existierenden Bijektion) bijektiv
auf eine relativ links stehende Null inabgebildet werden. Aus dem Biidlb = +(a0b) kann
somit eindeutig das Urbild0b rekonstruiert werden, womiteindeutig umkehrbar ist.

Folglich kdnnen hochster§™") der (**) Bit-Sequenzen die Eigenschaft E besitzen; deren
(relativer) Anteil ist also nach oben dureli(k + 1) beschrankt. O

Analog zum Resultat tiber die 1-NuHeinsen-Mutationen (Lemma 3.5.15 (auf Seite 41)), ware
dann entsprechend zu vermuten, dass der folgende Sachggitha

Vermutung 4.3.2. FUr k£ > z > 1 gilt: Tritt im Ablauf des [dynamischen] (1+1)-EA auf einer
linearen Funktion mit ausschlie3lich positiven Koeffizgeneinez-Nullen#-Einsen-Mutation
auf, so wird der durch sie entstandene Mutant mit einer Watemlichkeit nicht grol3er als
z/(k + 1) selektiert/akzeptiert.

.Leider*ist R* fur = > 2 undk > z auf der Menge det-Nullen-k-Einsen-Mutation nur eine
partielle Ordnung: Zum Beispiel sind

10 1 01 -Mutation und
01 1 10 -Mutation

unvergleichbar, wobei0101-Mutationen sicher inakzeptabel und110-Mutationen potenziell
akzeptabel sind. Um die eine Bit-Sequenz in die andere ztfiiliyen, sind namlich sowohl
»10—01-Operationen* als auch)] —10-Operationen” nétig, sodags bzw. Lemma 3.5.11 (auf
Seite 38) keine Aussage uber das Verhaltnis der beidenrentggnden Wahrscheinlichkeiten des
Auftretens in einem (bestimmten) Schritt erlaubt. Der Bievee Lemma 3.5.15 (auf Seite 41)
l&sst sich also nicht so einfach anpassen. Dennoch kdnmd sallte meiner Meinung nach —
R bzw. die partielle Ordnung* auf der Menge det-Nullen-k-Einsen-Mutationen ausreichen,
um den vermuteten Sachverhalt zeigen zu kénnen.

Damit der behauptete ZusammenhangAUs 1 gilt — fir z = 1 ist er ja bewiesen —, ist es
nicht (unbedingt) notwendig, dass (in einem bestimmteniggfede sicher inakzeptable Muta-
tion mindestens so wahrscheinlich auftritt wie jede poighakzeptable. Fur das oben genannte
Beispiel kann dem Auftreten einer (potenziell akzeptapldn 10-Mutation beispielsweise das
Auftreten einer (sicher inakzeptableit)l 10-Mutation gegenuibergestellt werden. Da die beiden
Bit-Sequenzen durch das Flippen der zwei vordersten Beisamder Uberfihrt werden kénnen,
gilt fir diese namliclo1110-Mutation<g 10110-Mutation. Furz = 2 undk = 3 muss gezeigt
werden, dass beim Auftreten eineNullen-3-Einsen-Mutation diese hochstens mit einer Wahr-

2

scheinlichkeit vonz; = = = 1 akzeptiert wird. Lemma 4.3.1 (auf der vorherigen Seite} sag

zumindest aus, dass von d(szrf) = 10 mdglichen Mutationstypen nuf - g =10+ % =5
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potenziell akzeptabel sind. In diesem Fall gilt beispiese:

01110-Mutation <p- 10110-Mutation
01101-Mutation <p- 10101-Mutation
01011-Mutation <p- 11001-Mutation
00111-Mutation <p- 11100-Mutation
10011-Mutation <p- 11010-Mutation

Jedem der fiinf moglichen potenziell akzeptablen Mutatigren (jeweils auf der linken Seite)
kann also umkehrbar eindeutig ein mindestens so wahrdidieauftretender sicher inakzepta-
bler Mutationstyp (jeweils auf der rechten Seite) zugeetdaverden. Insgesamt ergibt sich so die
Behauptung, dass namlich eine auftretepddullen-3-Einsen-Mutation mit einer Wahrschein-
lichkeit von héchstens/2 akzeptiert wird.

Bei einem Beweis der obigen Vermutung kénnten die folger@erhverhalte nitzlich sein.
Dabei wird wieder davon ausgegangen, dass eine lineardibanmkit ausschlief3lich positiven
Koeffizienten vorliegt, deren Wertigkeit von links nachliesscmonoton abnimmit.

Proposition 4.3.3. Eine B-Mutation,B € {0, 1}, ist genau dann sicher inakzeptabel, wenn fir
B qilt: Links der ersten Null (von links) steht mindestensdtins, links der zweiten Null stehen
mindestens zwei Einsen usw.

Proposition 4.3.4. Wenn eineB-Mutation, B € {0,1}* und|B|, = z, eine potenziell akzepta-
ble z-Nullen-Mutation ist, kann die entscheidende Null (vghtgheidende Null“ im Beweis zu
Lemma 4.3.1 (auf Seite 56)) i nur an denz Positionenl, 3, ... ,2z — 1 (von links) stehen.
Steht die entscheidende Nullhan Position2; — 1 (von links), so befinden sich genauije 1
Nullen und Einsen links von dieser und genad 7 Nullen (und genaé — ¢ + 1 Einsen) rechts
von dieser.

Proposition 4.3.5. Ist fir A € {0,1}* eine A-Mutation sicher inakzeptabel und gilt fiB €
{0, 1}/ A-Mutation< B-Mutation, so ist auch einB-Mutation sicher inakzeptabel. Gleiches
gilt dann auch fur <z “ statt ,, <"

Unter der Voraussetzung, dass Vermutung 4.3.2 (auf deevigdn Seite) zutrifft, |asst sich

Nop(2) = Popl(2,0) 2+ Y Puylz k) Agy(z,k) - (2 — k)

2<k<|z|1

fur z > 1 mit A, ,(2, k) := z/(k + 1) abschéatzen (vgl. Seite 45f).
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Fark > z > 0 gilt dann:

z k—z
A (2 — = (2 — - .
(2,k) - (2 — k) T (z — k) A
Furz = 1undk =2 giltalso—=z - ﬁ—jrj = —Z und aul3erdem gilt fir € IN:
) k—z
lim —z - = —z
k—oo k+1

Es kdnnte also wie folgt abgeschétzt werden:

App(z) > z- (Px,p(z,o) -y Px,p(z,k))

z2<k<|z

Die Summe}_, ;. Pup(z, k) ist dabei gleich der Wahrscheinlichkeit, dass eine Mutatio
mit der Mutationswahrscheinlichkeitin dem Individuumz genauz Nullen und mehr Einsen
als Nullen flippt. Zum Ende der Optimierung — wenn es inteaaessvird — besitzt das aktuelle
Individuum deutlich mehr Einsen als Nullen, d. h. es giltdpéélsweisex|, /|z|o = w(1). Vor
allem fur groBep, d. h. beispielsweise figr = w(1/n), nimmt die Wahrscheinlichkeit, dass dann
mehr Einsen als Nullen flippen stark zu, sodass die Abschgtzu

Aup(2) > z-(Pyp(z,0) — Prob(z-Nullen-Mutation)

| ((ﬂo)pzu e (ﬂo)pzu _p)w>

o <|«T0> -pz(l o p>\x\o—z . ((1 - p)n—\x\o . 1)

N

N

V4
- Prob(z-Nullen-Mutation - ((1 — p)"" — 1)
- Prob(z-Nullen-Mutatior) - (—1)

N

>

N

eine gute Naherung darstellt. Damit wirde dann die folgeklusehétzung gelten:

|zlo
App = ZAfc,p(z)
z=0

2|0
> Y (—2) - Prob(2-Nullen-Mutatior)
2=0

= —E[#flippende Nullen

= —p- \$|0
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Die von einer Mutation des Individuums erwartete Verdnderung der Anzahl der Einsen ist
gleichp - |z|o —p - |z|1 = —p(|z|1 — |x|o). FUr|z|y — |z|o > |z|0 & |x|o < n/3 istalso die von
einem Mutation-Selektion-Zyklus erwartete VerdnderuaegAhzahl der Einsen gréf3er, d. h. die
erwartete Verringerung kleiner, als die in dessen Mutaschritt — grof3er kann sie ja nie sein.
Interessant ist dieses Ergebnis fur den Fall, dass die @ptimg schon so weit fortgeschritten
ist, dassz|p = o(n) gilt. Denn obwohl in einem Mutationsschritt dann eine Vel@mng der
Anzahl der Einsen vorp - (n — o(n)) erwartet wird, ist die von dem zugehdrigen Mutation-Se-
lektion-Zyklus erwartete Veranderung der Anzahl der Birgennoch durch-p- ||y = —p-o(n)
beschrankt.

Dies ist darauf zurtickzufiihren, dass filr= o(k) bzw. £ = w(z) die durchz/(k + 1)
nach oben abgeschétzte Akzeptanzwahrscheinlichkeit eiNeillen-k-Einsen-Mutation durch
o(1) beschrankt ist. Die Wahrscheinlichkeit, dass eindlyllen-v(z)-Einsen-Mutation® auftritt,
wenn|z|y = o(n) gilt, nimmt mit wachsendem stark zu. Es werden dannja |z|, = p - o(n)
flippende Nullen ung - |x|; = p - (n — o(n)) flippenden Einsen erwartet und dass von diesen
Erwartungswerten jeweils um einen konstanten Faktor alogpen wird, ist exponentiell klein
im (jeweiligen) Erwartungswert.

Fir einen Schritt, in demp = w(1/n) und|z|y = o(n) gilt, wirde die Wahrscheinlichkeit,
mit der der erzeugte Mutant akzeptiert wird, folglich mit— oo gegen Null streben — wenn
Vermutung 4.3.2 (auf Seite 57) zutrifft. Zum Ende der Opéraing einer linearen Funktion mit
ausschlief3lich positiven Koeffizienten, wenn das aktudielividuum deutlich mehr Einsen als
Nullen enthalt, wiirden dann die Schritte einer Phase, iedleme grol3e Mutationswahrschein-
lichkeit p = w(1/n) verwendet wird, fim — oo nicht (mehr) zu einem Verlust von Einsen
fuhren kdnnen. Dies bestarkt wiederum die Vermutung, desgiginamische Erweiterung” des
(1+1)-EA bei linearen Funktionen zwar nicht hilft, aber ungcht schadet. Das heil3t, sie verur-
sacht lediglich einen ,Verlustfaktor” vofi(log n), einen ,Verlustfaktor in der Gréf3enordnung
der Anzahl von Schritten in einer Phase des dynamischen-#Al

4.4 Zusammenfassung

In Kapitel 2 wurde fir einige ,leichte” lineare Funktioneredereits vermutete Schranke von
O(n - log® n) fur die erwartete Laufzeit des dynamischen (1+1)-EA gdz&gzu wurde eine
einfache Methode angewendet, die sichere Annahmen Gbé&ndehl der Einsen (bzw. die der
Nullen) im aktuellen Individuum bei einer gegeben Fitnemswendet. Aulerdem wurde gezeigt,
dass diese Methode nicht dazu geeignet ist, fur jede linéan&tion die vermutete Laufzeit-
Schranke zu zeigen. Dazu wurde beispielhaft die Funktioh®BIr) = Y7, i - z; betrachtet.
Fir die Funktion BLIG, wurde dann in Kapitel 3 gezeigt, dass zum Ende der Optimgerun
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durch den dynamischen (1+1)-EA — hier ,versagte” die Methads Kapitel 2 — Mutation-Se-
lektion-Zyklen, in denen eine groRe Mutationswahrschehfkitp = w(1/n) verwendet wird,
die Anzahl der Einsen im aktuellen Individuum mit ,,tibervigdinder® Wahrscheinlichkeit nicht
verringern werden. Dies stlitzte die Vermutung, dass dieaDyk zwar bei linearen Funktionen
nicht hilft, aber — viel wichtiger — vor allem nicht schadet.

Um diesen bzw. einen ahnlichen Sachverhalt fir jede linEargtion zeigen zu kénnen,
wurde dann ein Theorem Uber die Verteilung der Einsen imedleto Individuum bei der Ma-
ximierung einer jeden linearen Funktfodurch den dynamischen (1+1)-EA bewiesen. Ferner
wurde aufgezeigt, wie diese strukturelle Erkenntnis aregelet werden kann, um die Wahr-
scheinlichkeit flr das Auftreten von bestimmten Mutatiofe einem Schritt der Optimierung
besser als bisher mdglich abzuschatzen.

In Kapitel 4 wurden diese Erkenntnisse weiter ausgebautgazeigt, dass sie eine gute
Abschatzung der erwarteten Veranderung der Anzahl deeRidarch eine Mutation-Selektion-
Zyklus erlauben. Fur den Standard-(1+1)-EA konnte soger &liternative) (n - log n)-Laufzeit-
Schranke fur die Klasse von linearen Funktionen gezeigiiergrdie in gewissem Sinn besser ist
als die bisherige. Schliel3lich wurde angedeutet, teilvgeszeigt, wie mit den in dieser Arbeit
errungenen Erkenntnissen, eine Verbesserung der bishé¥ig? - log n)-Laufzeit-Schranke fur
den dynamischen (1+1)-EA auf linearen Funktionen gezegytlen konnte. Ein moglicher Weg
zu einerO(n - log? n)-Laufzeit-Schranke wurde durch diese Arbeit also ,ein Wwépgeebnet".

’mit 0. B. d. A. ausschlieRlich positiven Koeffizienten
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Anhang A
Abschatzungen und ldentitaten

Die verwendeten Schreibweisen und Notationen von Intienvaind Ahnlichem werden in Ab-
schnitt 1.5 (auf Seite 8) erlautert. Die folgende Kollektimn Abschéatzungen und Identitaten ist
an den Anhang von ,Randomized Algorithms* [MR95] angelehnt

oo

. . 1
Mit 0! := 1 gilt: Zy =ce

k=0

: " 1
Fiarn € N gilt: (1 - —) < =
n &

Firn e N1} gie (1-1) s L
n giit: - =

S

= Inn+ O(1)

|

Fur dien-te harmonische Zahk € NN, gilt: H(n) =

Furn, k € Ny undn > £ gilt:

IN

% =3

x> =

firn >> k

Q

> =
”Ls
N—
ol

~—
E

>3

N /N /N /N /S
>3 3 3 3 =3
~— ~— ~— ~— ~—
I IN

v
I~ ~~

3
|3

=

~

Die beiden folgenden wahrscheinlichkeitstheoretischeminata werden in Abschnitt 4.1 von
.,Randomized Algorithms* [MR95] bewiesen, wobei die Beweée Tschernoff zugeschrieben
wird (, Tschernoff-Schranke*).
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Lemma. SeienXy, ..., X, unabhangige Zufallsvariablen mit dem Werteberdighl }, sodass
fari € {1,...,n} gilt: p; = Prob(X; = 1) = 1 — Prob(X; = 0) mitp; € (0;1). Dann
gilt fur die ZufallsvariableX = " | X;, wobeip = E[X] = """ | p; deren Erwartungswert
bezeichnet, und € R™:

) w
Fir die Abschatzung der Wahrscheinlichkeit einer anteligébweichung vom Erwartungswert
nach unten gilt der folgende Sachverhalt:

Lemma. SeienXy, ..., X, unabhangige Zufallsvariablen mit dem Werteberdighl }, sodass
fari € {1,...,n} gilt: p; = Prob(X; = 1) = 1 — Prob(X; = 0) mitp; € (0;1). Dann
gilt fur die ZufallsvariableX = " | X;, wobeip = E[X] = """ | p; deren Erwartungswert
bezeichnet, und € (0;1):

-4

I
€ .82
PI'Ob(X < (]_ - 5) . M) < (m) < e peo=/2
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