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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Motivation

Nicht nur in sehr vielen Bereichen der Wirtschafts- und Ingenieurwissenschaften, sondern auch

in vielen Naturwissenschaften und nicht zuletzt bei der Organisation des täglichen Lebens sind

Optimierungsaufgaben zu lösen. Sei es die möglichst wirtschaftliche Nutzung der vorhandenen

Ressourcen, wie z. B. die von LKWs und Fahrern in einem Speditionsunternehmen, oder aber

die Größen- und Gewichtoptimierung bei Fertigungsprozessen; unter den in der Regel sehr vielen

Lösungen für das entsprechende Problem soll möglichst eineoptimale Lösung gefunden werden.

Für viele Optimierungsaufgaben ist das Finden, d. h. das Berechnen, einer optimalen Lö-

sung sehr schwierig (NP-hart). Das heißt, eine exakte Lösung zu berechnen, kann bei üblichen

Problemgrößen sehr lange dauern – unter Umständen so lange,dass kein Mensch genug Zeit

haben wird, auf die Lösung zu warten. Dies ist jedoch kein Grund, das Problem als „praktisch

unlösbar“ abzustempeln und nicht weiter zu untersuchen. Invielen Fällen ist das exakte Lösen

einer Optimierungsaufgabe gar nicht nötig, sondern eine „annähernd optimale“ Lösung reicht

für den jeweiligen Zweck vollkommen aus. Der zeitliche Aspekt ist bei der Lösung von Op-

timierungsaufgaben also wichtig. Lieber eine mäßig gute Lösung nach fünf Minuten, als eine

Woche auf eine optimale Lösung warten, wird sich beispielsweise der Routen-Planer in einem

Speditionsunternehmen denken.

Bei der Lösung von Optimierungsaufgaben bietet sich unter dem Zeitaspekt als heuristische

Vorgehensweise eine schrittweise Optimierung an. Ausgehend von einer trivialen, in der Regel

unbefriedigenden, aber schnell zu berechnenden Lösung werden sukzessive bessere Lösungen

entwickelt, so dass sich – hoffentlich – nach und nach dem Optimum genähert wird. Eine sol-

che Optimierungsheuristik als Vorgehensweise erinnert andie Evolution in der Natur. Dort pas-

sen sich im Laufe der Generationen die Vertreter einer Spezies immer besser an ihre Umwelt

an. Optimierungsverfahren bzw. -heuristiken, die sich an natürlichen Prozessen orientieren bzw.
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versuchen, diese zu simulieren, werden „naturanalog“ genannt.

Naturanaloge Optimierungsverfahren werden heute in der Praxis tatsächlich angewendet. In

manchen Fällen mit großem Erfolg, in machen eher ohne Erfolg. Die meisten Erkenntnisse über

solche Verfahren und Heuristiken sind experimenteller Natur, d. h. es wird versucht, diese an

ein konkretes Problem anzupassen, und dann ausprobiert, obgute oder schlechte Ergebnisse

resp. Lösungen erzielt werden. Theoretisch fundierte Erkenntnisse, warum welches naturanaloge

Verfahren welches Problem gut oder schlecht optimiert, sind immer noch Mangelware, da sich

eine theoretische, mathematische Analyse der Abläufe bei einem solchen Verfahren meist als

schwierig erweist.

1.2 Die Evolution als Vorbild

Wie schon erwähnt wurde, bietet sich für eine schrittweise Optimierung ein Vorgehen analog

der Evolution in der Natur an. Diese Idee entstand in den 60erJahren1, nachdem schon zuvor

„entdeckt“ worden war, dass in Algorithmen ein Zufallsmoment dazu genutzt werden kann, um

Verbesserungen in der (erwarteten) Laufzeit erzielen zu können. Als Untergruppe der randomi-

sierten Algorithmen – „randomisiert“ heißt, dass Zufall verwendet wird – bildete sich somit die

Gruppe der evolutionären Algorithmen. Zu dieser Gruppe zählen alle Algorithmen, meist Opti-

mierungsheuristiken, die die natürliche Evolution als Vorbild haben. Die anfänglichen Erfolge

führten dazu, dass in sehr vielen Bereichen versucht wurde,passende evolutionäre Algorithmen

zu entwerfen und zu verwenden. Unter anderem wurden genetische Algorithmen [Gol89] und

die genetische Programmierung [BNKF98] entwickelt. Des weiteren zählen Evolutionsstrategien

[Sch95] und die evolutionäre Programmierung zu den evolutionären Algorithmen. Ein Überblick

über die verschiedenen Anwendungsmöglichkeiten und -gebiete von evolutionären Algorithmen

ist in [Bäc94] zu finden. Im Bereich der Informatik beschäftigen sich vor allem die Robotik,

die Muster-Erkennung und -Verarbeitung und die künstlicheIntelligenz mit evolutionären Algo-

rithmen. Häufig angewendet werden evolutionäre Algorithmen heute außerdem im Bereich des

Operations Research und bei der Optimierung von Bauteilen.

Ebendiese Optimierung von Bauteilen, genauer die Minimierung von Strömungsverlusten,

führte zu der Entwicklung der Evolutionsstrategien. Bienert, Rechenberg und Schwefel gingen

dabei von der Erkenntnis aus, dass die Natur im Laufe der Zeitäußerst strömungsgünstige For-

men „entwickelt“ hat, so dass ein evolutionärer Algorithmus möglicherweise bei der Verbesse-

rung der Bauteil-Form, d. h. bei der Verringerung der Strömungsverluste, von Nutzen sein könnte

(vgl. [Sch95] und [Rec94]). Tatsächlich wurde eine bessereForm gefunden, die überraschender-

weise intuitiv bzw. „augenscheinlich“ nicht für besondersströmungsgünstig gehalten wurde. Ein

1des vorigen, 20. Jahrhunderts
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Bauteil-Designer wäre also wohl nie auf die Idee gekommen, eine solche Form zu wählen.2

Bei einer Evolutionsstrategie wird eine konkrete Lösung eines Optimierungsproblems als

Individuum aufgefasst. Die Güte einer Lösung bestimmt danndie Fitness des entsprechenden

Individuums. Eine Population besteht wiederum aus einer gewissen Anzahl von Individuen. Die

für einen evolutionären Algorithmus typische schrittweise Optimierung besteht nun darin, dass

aus einer Population eine nächste Population erzeugt wird.Die neue Generation sollte dabei

möglichst bessere Individuen enthalten als diejenige, ausder sie hervorgegangen ist. Wie bei der

natürlichen Evolution, werden bei der Erzeugung der nächsten Generation Mutation, Rekombi-

nation und Selektion verwendet. Eine Mutation erzeugt durch eine zufällige Veränderung eines

Individuums ein neues Individuum. Bei der Rekombination wird aus zwei oder mehr Individu-

en mindestens ein neues Individuum erzeugt. Innerhalb der Selektion wird anhand der Fitness

entschieden, welche der alten und welche der neu erzeugten Individuen die nächste Generation

bilden. Hat in der Natur neben der Fitness der Individuen auch der Zufall Einfluss auf den Se-

lektionsprozess, so werden bei Evolutionsstrategien die Selektionsentscheidungen (in der Regel)

deterministisch, d. h. ausschließlich auf der Fitness basierend, getroffen.

Evolutionsstrategien wurden von Schwefel danach klassifiziert, wie viele Individuen eine Po-

pulation bilden und ob „alte“ Individuen überhaupt an der Selektion teilnehmen, oder nur unter

den neu erzeugten Individuen selektiert wird: Bei einer(�; �)-Strategie besteht eine Population

aus� Individuen. Aus den� Individuen einer Population werden durch Mutation und Rekombi-

nation� neue erzeugt und von diesen neuen werden wiederum� selektiert, die dann die nächste

Generation bilden. Eine(�+�)-Strategie unterscheidet sich von einer(�; �)-Strategie genau dar-

in, dass neben den� neu erzeugten auch die� Individuen, aus denen die neuen erzeugt wurden,

an der Selektion teilnehmen.

1.3 Der (1+1)-EA

Bei dem in dieser Arbeit betrachteten naturanalogen Optimierungsverfahren handelt es sich um

eine (1+1)-Evolutionsstrategie. Da also eine Populationsgröße von eins verwendet wird, kann

offensichtlich keine (sinnvolle) Rekombination stattfinden. Die simulierte Evolution beruht folg-

lich ausschließlich auf Mutationen. Die Individuen sind Vektoren bzw. Bit-Sequenzen ausf0; 1gn
und deren jeweilige Fitness wird durch eine Fitness-Funktionf : f0; 1gn ! R bestimmt.

Da Evolutionsstrategien im Allgemeinen eine Fitness-Funktion g : Rn ! R optimieren, d. h.

die betrachteten Individuen sind nicht ausf0; 1gn, sondern ausRn, wurde für den hier betrach-

teten Algorithmus die Bezeichnung „(1+1)-Evolutionärer-Algorithmus“ („(1+1)-EA“) gewählt.

2Der „Lotos-Effekt“ und die „Hai-Haut“ sind weitere Beispiele, bei denen sich „augenscheinlich optimale Lö-
sungen“ als suboptimal herausgestellt haben.
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Das Ziel beim (1+1)-EA ist natürlich, ein Individuum mit optimaler Fitness zu finden. Im

Folgenden wird davon ausgegangen, dass die Fitness (-Funktion) maximiert werden soll, da an-

derenfalls die Funktion�f betrachtet werden kann.

Definition 1.3.1. [Statischer (1+1)-EA]Seif : f0; 1gn ! R für n � 3 (damit 1=n < 1=2
gilt) die zu maximierende Fitness-Funktion undp(n) 2 [1=n ; 1=2) die zu verwendende Mutati-

onswahrscheinlichkeit. Ein Ablauf des statischen (1+1)-EA mit der Mutationswahrscheinlichkeitp(n) auf der Funktionf besteht dann in der Ausführung der folgenden Anweisungen:

1. Wählex 2 f0; 1gn zufällig mit Gleichverteilung.

2. Erzeugex0, indem jedes Bit inx mit Wahrscheinlichkeitp(n) negiert wird.

3. Setzex := x0 genau dann, wennf(x0) � f(x) gilt.

4. Weiter bei 2.

Das in Zeile 1 erzeugte Individuum wird „Start-Individuum“genannt. Eine Ausführung der An-

weisung in Zeile 2 wird „Mutationsschritt“ genannt und eineAusführung der Anweisung in Zei-

le 3 „Selektionsschritt“. Ein Mutationsschritt und der direkt folgende Selektionsschritt werden

zusammen „Schritt“ bzw. „Mutation-Selektion-Zyklus“ genannt. Das Individuum, das im Muta-

tionsschritt eines Mutation-Selektion-Zyklus mutiert wird, wird „das (in diesem Schritt) aktuelle

Individuum“ genannt.

Der (1+1)-EA erzeugt eine unendliche Folge von Individuen aus f0; 1gn, da in Zeile 4 ein

Abbruch-Kriterium fehlt und er somit offensichtlich nichtterminiert. Es handelt sich streng ge-

nommen also nicht um einen Algorithmus. Für die theoretische Analyse stellt dies jedoch kein

Problem dar. Als Laufzeit wird die Anzahl der Mutation-Selektion-Zyklen betrachtet, bis das ak-

tuelle Individuum eine bestimmte Eigenschaft besitzt, z. B. die, bezüglichf optimal zu sein. In

der praktischen Anwendung von naturanalogen Optimierungsverfahren spielt die Festlegung des

Abbruch-Kriteriums hingegen eine wichtige Rolle. Ein zu früher Abbruch der Evolution wird

zu einem unnötig schlechten Individuum führen und ein zu langes Warten wird nur die Laufzeit

unnötig erhöhen, ohne dass eine weitere Verbesserung eintritt.

Da evolutionäre Algorithmen oft dann angewendet werden, wenn die zu optimierende Funk-

tion nicht bekannt ist, ist a priori nicht klar, welche Mutationswahrscheinlichkeitp(n) zu ei-

ner möglichst schnellen bzw. guten Optimierung führt. Droste, Jansen und Wegener haben in

[DJW99] gezeigt, dass es Funktionen gibt, bei denen sogar die Variation der Mutationswahr-

scheinlichkeit während der Optimierung nötig ist, um eine akzeptable Laufzeit erzielen zu kön-

nen. Dazu wurde der (1+1)-EA um eine einfache dynamische Kontrolle der Mutationswahr-

scheinlichkeit erweitert:
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Definition 1.3.2. [Dynamischer (1+1)-EA]Seif : f0; 1gn!R für n � 3 die zu maximierende

Fitness-Funktion. Ein Ablauf des dynamischen (1+1)-EA aufder Funktionf besteht dann in der

Ausführung der folgenden Anweisungen:

1. Wählex 2 f0; 1gn zufällig mit Gleichverteilung.Setze p := 1=n.

2. Erzeugex0, indem jedes Bit inx mit Wahrscheinlichkeitp negiert wird.

3. Setzex := x0 genau dann, wennf(x0) � f(x) gilt.

4. Falls p < 1=4 gilt, setze p := 2 � p, sonst setze p := 1=n.

5. Weiter bei 2.

Die Begriffe „Mutationsschritt“, „Selektionsschritt“ usw. werden analog zur statischen Variante

des (1+1)-EA verwendet.

Während eines Ablaufs des dynamischen (1+1)-EA wird mit derMutationswahrscheinlichkeit1=n begonnen und diese nach jedem Schritt verdoppelt, solange sie kleiner als1=2 bleibt. An-

schließend wird die Mutationswahrscheinlichkeit auf1=n zurückgesetzt und das Vorgehen wie-

derholt. Es werden also Mutationswahrscheinlichkeit ausfp = 2i=n j 0 � i � dlogne � 2g
verwendet. Auch der dynamische (1+1)-EA terminiert offensichtlich nicht, sodass für die Lauf-

zeit dasselbe zutrifft wie bei der statischen Variante.

1.4 Theoretische Analyse des (1+1)-EA

Evolutionäre Algorithmen werden häufig dann angewendet, wenn zu einer gegebenen Lösung ei-

nes Optimierungsproblems leicht deren Güte bestimmt werden kann, jedoch der Zusammenhang

zwischen einer Lösung und ihrer Güte entweder derart komplex, oder auch nur „unerforscht“

ist, dass eine exakte Optimierung inakzeptabel lange dauern würde, oder aber kein exaktes Op-

timierungsverfahren zur Verfügung steht. Das heißt, die einzige Möglichkeit, an Informationen

über die zu optimierende „Güte-Funktion“ zu gelangen, ist das Auswerten dieser Funktion auf

konkreten Lösungen des Optimierungsproblems. Nutzt ein Optimierungsverfahren ausschließ-

lich die Möglichkeit, die zu optimierende Funktion auswerten zu können, ohne die Funktion

selbst zu kennen, so wird von einer „Black-Box-Optimierung“ gesprochen. Denn für das Opti-

mierungsverfahren bleibt dann „im Dunklen“, wie der Zusammenhang zwischen einer Lösung

und ihrer Güte ist.

Der (1+1)-EA ist ein „Black-Box-Optimierungsverfahren“ und so bietet sich als Maß für

die Laufzeit die Anzahl der Auswertungen der zu optimierenden Funktion an. Da in einem

Schritt des (1+1)-EA die zu optimierende Funktion genau einmal für den erzeugten Mutanten
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ausgewertet wird – vorausgesetzt, neben dem jeweils aktuellen Individuum wird auch dessen je-

weilige Fitness gespeichert –, wird die Laufzeit des (1+1)-EA „anschaulich“ in der Anzahl der

durchlaufenen Mutation-Selektion-Zyklen gemessen. EineAnalyse der Laufzeit des (1+1)-EA

ist nur dann (sinnvoll) möglich, wenn die Funktion bekannt ist, die maximiert werden soll. Die

Optimierung ist beendet bzw. gilt als beendet, wenn das aktuelle Individuum erstmals optimal

ist, d. h. ein Individuum mit maximaler Fitness erzeugt wurde. Da im Mutationsschritt Zufall

verwendet wird, handelt es sich bei einem Ablauf des (1+1)-EA um einen stochastischen Pro-

zess, sodass über den Erwartungswert der Laufzeit, kurz „die erwartete Laufzeit“ argumentiert

werden muss. Die dafür notwendige Analyse dieses stochastischen Prozess gestaltet sich meist

schwierig. Hilfreich dabei kann manchmal der folgende Sachverhalt sein. Da der (1+1)-EA ein

Black-Box-Optimierungsverfahren ist und er anhand des Vergleiches der Fitness zweier Indivi-

duen selektiert, ist nicht die absolute Fitness, sondern die relative Fitness eines Individuums (in

Relation zu den übrigen Individuen) entscheidend für der Verlauf der Optimierung.

Definition 1.4.1. Zwei Funktionenf; g : f0; 1gn ! R sind für den (1+1)-EA genau dann äqui-

valent, wenn (8x; y 2 f0; 1gn) f(x) � f(y) , g(x) � g(y)
gilt. Dies wird durch „f �EA g“ ausgedrückt.

Ausf �EA g folgt für x; y 2 f0; 1gn:f(x) = f(y) , f(x) � f(y) ^ f(x) � f(y), g(x) � g(y) ^ g(x) � g(y) , g(x) = g(y)
Gilt f �EA g, so existiert also eine streng monoton wachsende Funktion : R ! R, sodassf =  Æ g gilt. Der zuvor angedeutete Sachverhalt kann nun wie folgt formuliert werden:

Proposition 1.4.2. Ein3 (1+1)-EA besitzt für zwei Funktionf; g : f0; 1gn ! R, für dief �EA g
gilt, dieselbe erwartete Laufzeit.

Soll die Laufzeit für eine Funktionf untersucht werden, so kann also statt dessen eine Funktiong, für die f �EA g gilt, analysiert werde. Außerdem gelten die gewonnen Erkenntnisse dann

für alle Funktionen der Äquivalenzklasse vong bezüglich�EA, zu der auchf gehört. Auch der

folgende Sachverhalt kann eine Analyse unter Umständen erleichtern:

Lemma 1.4.3. Seienw 2 f0; 1gn undf : f0; 1gn ! R fest gewählt. Ferner sei die Funktion�w : f0; 1gn ! f0; 1gn definiert durch�w(x) := x � w, durch die bitweise XOR-Verknüpfung
3d. h. der statische, unabhängig von der gewählten Mutationswahrscheinlichkeit, und der dynamische



1.4 Theoretische Analyse des (1+1)-EA 7

der Individuenx undw. Ein (1+1)-EA besitzt dann für die beiden Funktionenf undf Æ �w die

gleiche erwartete Laufzeit.

Beweis:Die XOR-Verknüpfung ist kommutativ und assoziativ. Fürx; y 2 f0; 1gn giltx� y = w � (x� y)� w = (w � x)� (y � w) ;
d. h. x und y unterscheiden sich genau an den Positionen, an denen sich�w(x) und�w(y)
unterscheiden. Dass�w Æ �w die Identität auff0; 1gn ist, hat ferner zu Folge, dassf(x) � f(y) , f Æ �w��w(x)� � f Æ �w��w(y)�
gilt. Wenn ein (1+1)-EA die Funktionf maximiert, dabeix0 als Start-Individuum erzeugt und

die zufälligen Entscheidungen im Mutationsschritt zu der Individuen-Folgex0; x1; : : : führen,

so würden ebendiese Entscheidungen bei der Maximierung derFunktionf Æ �w durch eben-

diesen (1+1)-EA zu der Individuen-Folge�w(x0);�w(x1); : : : führen, wenn�w(x0) als Start-

Individuum erzeugt würde. Wennx0 gleichverteilt zufällig ausf0; 1gn gewählt wird, so ist

auch�w(x0) gleichverteilt zufällig ausf0; 1gn. Dass ein (1+1)-EA zur Maximierung vonf die

Individuen-Folgex0; x1; : : : erzeugt, ist also genauso wahrscheinlich, wie dass dieser (1+1)-EA

zur Maximierung vonf Æ �w die Individuen-Folge�w(x0);�w(x1); : : : erzeugt.

Soll eine Funktionf analysiert werden, so kann also statt dessen immer eine Funktion analysiert

werden, für die das Individuum1n optimal ist. Seiy ein Individuum, sodassf(y) maximal ist,

undy bezeichne das bitweise Komplement vony. Dann ist nämlich1n (= y � y) ein optimales

Individuum für die Funktionf Æ �y .

In den Anfängen der theoretischen Analyse des (1+1)-EA wurde zunächst die statische Va-

riante mit der Mutationswahrscheinlichkeitp(n) = 1=n untersucht. Diese wird im Folgen-

den „Standard-(1+1)-EA“ genannt, da die „Standard-Mutationswahrscheinlichkeit“1=n verwen-

det wird. Zu den ersten Ergebnissen im Rahmen der theoretischen Untersuchung der Lauf-

zeit des Standard-(1+1)-EA gehört die Analyse der FunktionONEMAX : f0; 1gn ! N mit

ONEMAX (x) = x1+� � �+xn durch Bäck [Bäc92] und Mühlenbein [Müh92]. Diese Analyse wur-

de später von Rudolph in [Rud97] überarbeitet. Darin wird eineO(n logn)-Laufzeit-Schranke

anhand der Analyse des zugrunde liegenden stochastischen Prozess, den der Standard-(1+1)-EA

auf der Funktion ONEMAX darstellt, ausführlich bewiesen. Droste, Jansen und Wegener konn-

ten in [DJW98] zeigen, dass die Laufzeit des Standard-(1+1)-EA für jede lineare Funktion – eine

Definition von „linear“ folgt später – durchO(n logn) beschränkt ist. Außerdem werden Funk-

tionen angegeben, die der Standard-(1+1)-EA nicht effizient optimiert, d. h. die erwartete Lauf-

zeit ist für diese Funktionen exponentiell. Als ein Grund für eine schlechte, d. h. große, erwartete
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Laufzeit wird die „kleine“ Mutationswahrscheinlichkeit von 1=n erkannt. Jansen und Wegener

untersuchen in [JW00b] die Auswirkung der verwendeten Mutationswahrscheinlichkeit auf die

Laufzeit des (1+1)-EA genauer. Für die Funktion PATHTOJUMP wird u. a. gezeigt, dass der stati-

sche (1+1)-EA diese für jede Mutationswahrscheinlichkeitmit „sehr hoher“ Wahrscheinlichkeit

nicht effizient optimiert, d. h. superpolynomiell viele Schritte zur Optimierung nötig sind, der dy-

namische (1+1)-EA sie jedoch mit „überwältigender“ Wahrscheinlichkeit inO(n3 logn) Schrit-

ten optimiert. In [JW00a] betrachten Jansen und Wegener dendynamischen (1+1)-EA und zeigen

Laufzeit-Schranken für weitere Funktionen und Funktionenklassen. Insbesondere wird mit einer

„anschaulichen“, „relativ einfachen“ Methode für die Klasse der linearen Funktionen gezeigt,

dass die Laufzeit des dynamischen (1+1)-EA durchO(n2 logn) beschränkt ist. Für die beiden li-

nearen Funktionen ONEMAX und BINVALUE wird jeweils eineO(n log2 n)-Laufzeit-Schranke

bewiesen, wobei die Schranke für BINVALUE ungleich aufwändiger bzw. „Trick-reicher“ ist als

die für ONEMAX .

Die Vermutung liegt somit nahe, dass der dynamische (1+1)-EA für jede lineare Funktion,

die von allen Bits „essentiell“ abhängt, eine erwartete Laufzeit vonO(n log2 n) hat. Diese Ver-

mutung „ein wenig zu erhärten“, ist das Thema dieser Arbeit.

1.5 Sprachgebrauch und Notation

„Offene Intervallgrenzen“ werden durch „(“ bzw. „)“ ausgedrückt und „abgeschlossene Intervall-

grenzen“ durch „[“ bzw. „℄“. Beispielsweise sind in dem Intervall(1;1 ; 2;2℄ alle reellen Zahlen

enthalten, die größer als1;1, aber nicht größer als2;2 sind.

Wird im Folgenden von einer „Phase“ im Ablauf des dynamischen (1+1)-EA gesprochen, so

ist damit eine Folge von Mutation-Selektion-Zyklen gemeint, in der jede der verschiedenen Mu-

tationswahrscheinlichkeiten aus[1=n ; 1=2), beginnend mit1=n, genau einmal verwendet wird.

Eine Phase besteht also ausdlogne � 2 Schritten, wobei mit „log“ immer „log2“ gemeint ist.

Soll ein Zusammenhang sowohl für den (1+1)-EA – womit der statische gemeint ist – als

auch für den dynamischen (1+1)-EA gelten, so wird dies durcheckige Klammern wie im nach-

folgenden Satz ausgedrückt.

Wird in einem Schritt des [dynamischen] (1+1)-EA der erzeugte Mutant selektiert, so wird

genau dieser Sachverhalt auch durch „der Mutant wird akzeptiert“ oder „die Mutation wird ak-

zeptiert“ ausgedrückt. Wird in einem Schritt der erzeugte Mutant nicht selektiert, so wird dieser

Mutant „verworfen“. Genauso wird auch eine Mutation, die nicht akzeptiert wird, „verworfen“.

In diesem Zusammenhang ist „verwerfen“ also die Negation von „akzeptieren“.

Ein Schritt des [dynamischen] (1+1)-EA ist ein „erfolgreicher Schritt“, wenn der darin er-

zeugte Mutant eine echt bessere, hier also größere Fitness besitzt als sein Eltern-Individuum.
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Die Mutation innerhalb eines erfolgreichen Schritts wird „erfolgreiche Mutation“ genannt. Eine

erfolgreiche Mutation wird also immer akzeptiert, aber eine akzeptierte Mutation muss nicht un-

bedingt erfolgreich gewesen sein – Mutanten gleicher Fitness werden ja akzeptiert. Eine Phase

des dynamischen (1+1)-EA ist eine „erfolgreiche Phase“, wenn mindestens einer ihrer Schritte

erfolgreich war.

Das „Fitness-Defizit“ eines betrachteten Individuums ist die Differenz zwischen der opti-

malen Fitness, also dem bestmöglichen, hier größtmöglichen Wert, den die Fitness-Funktion

annehmen kann, und seiner eigenen Fitness.

Bei linearen Funktionen (vgl. Definition 2.1.2 (auf Seite 11)) hat das Flippen eines Bits auf

die Änderung der Fitness unabhängig von der Belegung aller übrigen Bits immer die gleiche

Wirkung, nämlich die Erhöhung bzw. Verminderung der Fitness um den Wert des zugehörigen

Koeffizienten. In diesem Sinn kann bei linearen Funktionen von dem „Wert eines Bits“ gespro-

chen werden.

In diesem Text giltN = f1; 2; : : :g undN0 = N[f0g. Ferner giltZ+ = N undZ� = ZnN0.
Ebenso enthältR+ alle positiven reellen Zahlen usw. Die Null ist weder positiv, noch negativ.

Soll die Null enthalten sein, so wird dies durchZ+0 , R+0 usw. ausgedrückt. Für eine endliche

MengeM bezeichnet „#M “ die Anzahl der enthaltenen Elemente.

Die Länge einer Bit-Sequenzb 2 f0; 1g� wird durch die Anzahl der Bits gegeben und mit

„ jbj“ bezeichnet. Die Anzahl der Einsen inbwird mit „ jbj1“ und die der Nullen mit „jbj0“ bezeich-

net. Für zwei Individuena; b 2 f0; 1gn bezeichnet „H(a; b)“ die Hamming-Distanz zwischen

diesen beiden Bit-Sequenzen, d. h. es giltH(a; b) = #fi j 1 � i � n ^ ai 6= big = ja� bj1.
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Kapitel 2

Die lineare Funktion BLIC k
2.1 Lineare Funktionen

Da der (1+1)-EA eine Funktionf : f0; 1gn ! R maximiert, müssen für solche Funktionen

zunächst einige Begriffe definiert bzw. erläutert werden, bevor die spezielle Funktion BLICk
definiert und untersucht werden kann. Der Definitionsbereich f0; 1gn einer solchen „pseudo-

booleschen“ Funktionf ist diskret und endlich. Jede pseudo-boolsche Funktion kann also als

Polynom dargestellt werden. Wie reelle Polynome können pseudo-boolesche Funktionen nach

ihrem Grad unterschieden bzw. klassifiziert werden.

Definition 2.1.1. Eine Funktionf : f0; 1gn ! R sei fürN � 0 durchf(x) = X1�i�N wi �Yj2Ji xj
dargestellt, wobeiwi 2 Rnf0g sowieJi � f1; : : : ; ng für 1 � i � N gelte. Diese Funktion

besitzt dann den Gradk := maxS1�i�Nf#Jig [ f0g .1

FürJi = ; nimmt das entsprechende, leere Produkt den (bezüglich der Multiplikation neutralen)

Wert 1 an, sodass dann ein konstanter, d. h. vonx unabhängiger, Summandwi vorliegt. Lineare

Funktionen sind – wie üblich – Funktionen vom Grad eins:

Definition 2.1.2. Eine Funktionf : f0; 1gn ! R heißt genau dann „linear“, wenn sie den Gradk = 1 besitzt, d. h. es gilt f(x) = � + nXi=1 wi � xi
1FürN = 0 liegt also die konstante Funktionf(x) = 0 mit dem Gradk = maxf0g = 0 vor.
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für entsprechende�; w1; : : : ; wn 2 R, wobei für mindestens eini 2 f1; : : : ; ng wi 6= 0 gilt.

Jedes Bitxi „besitzt“ bei einer linearen Funktion „einen Wert“ („ein Gewicht“) in der Größe

des ihm zugeordneten Koeffizientenwi.
Angenommen, ein (1+1)-EA würde für eine fest gewählte Funktion f : f0; 1gn!R im Er-

wartungsfall�(2n)Schritte für deren Maximierung benötigen. Da insbesonderen fest gewählt ist,

liegt also eine konstante erwartete Laufzeit vor. Genauso läge eine konstante erwartete Laufzeit

vor, wenn die erwartete Anzahl von Schritten bis zur Optimierung vonf durch�(n2) beschränkt

wäre. Wenn also die Laufzeit bezüglichn, der Anzahl der Bits im Individuum, analysiert werden

soll, so sollten variabel sein, die Funktionf also „sinnvoll“ in n skalierbar sein. Zum Beispiel

so wie die Funktion ONEMAX , die die Anzahl der Einsen im Individuum „zählt“. ONEMAX ist

also fürn 2 N skalierbar. Denkbar ist auch, dass eine Funktion für ein konstantesk 2 N nur

für n 2 kN skalierbar ist, oder Ähnliches. Um die Laufzeit bezüglichn (sinnvoll) abzuschätzen,

ist also eine Funktionenfolge zu betrachten. Eine „wenig sinnvolle“ Skalierung würde beispiels-

weise die Funktionenfolgegn : f0; 1gn ! R, n 2 N, mit gn(x) := x1 darstellen. Egal wie

viele Bits das Individuum hat, die Fitness hängt nur von dem einen Bit x1 ab. Wie an diesem

Beispiel zu sehen ist, ist es (in der Regel) nicht sinnvoll, die Laufzeit bezüglich der Anzahl der

Bits im Individuum abzuschätzen, wenn die Funktion gar nicht von allen Bits, d. h. von dieser

Anzahl, abhängt. In der Praxis würden in einem Individuum, das eine Lösung eines Optimie-

rungsproblems beschreibt, ja auch nur Informationen kodiert, die Einfluss auf die Ausprägung

einer Lösung haben. Im Folgenden wird deshalb davon ausgegangen, dass eine lineare Funktion

„essenziell“ von allen Bits abhängt, d. h.w1; : : : ; wn 2 Rnf0g gilt.

Für eine Funktionf(x) und die Funktionf(x) � � , � 2 R, gilt offensichtlichf(x) �EAf(x) � � . Werden im Folgenden lineare Funktionen analysiert, so wird also angenommen, dass

diese die Formf(x) =Pni=1 wi � xi mit w1; : : : ; wn 2 Rnf0g haben. Für eine solche Funktion

ist das optimale Individuum eindeutig. Im optimalen Individuum ist nämlich das Bitxi auf 1
gesetzt, wennwi > 0 gilt, und anderenfalls auf0. Da statt einer solchen Funktion wiederum eine

Funktion betrachtet werden kann, für die das Individuum1n optimal ist, kann bei der Argumen-

tation über lineare Funktion angenommen werde, dass eine solche die Formf(x) =Pni=1 wi �xi
mit w1; : : : ; wn 2 R+ hat. Sollen Aussagen über den (1+1)-EA auf linearen Funktionen – die

essenziell von allen Bits abhängen – getroffen werden, so kann also o. B. d. A. über lineare

Funktion mit ausschließlich positiven Koeffizienten argumentiert werden.

2.2 Motivation und Definition von BLIC k
Im Folgenden wird der Ablauf des dynamischen (1+1)-EA auf linearen Funktionen betrachtet,

da, wie schon oben erwähnt wurde, zwar eine relativ leicht zuzeigendeO(n2 � logn)-Schranke
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existiert, jedoch vermutet wird, dass die erwartete Laufzeit des dynamischen (1+1)-EA auf einer

linearen Funktion sogar durchO(n � log2 n) beschränkt ist. Dass die erwartete Laufzeit des dyna-

mischen (1+1)-EA sowohl auf der Funktion ONEMAX , die als Funktionswert jeweils die Anzahl

der Einsen im aktuellen Individuum liefert, als auch auf derFunktion BINVALUE, die das Indi-

viduum als binär kodierte Zahl interpretiert,�(n log2 n) beträgt, wurde bereits von Jansen und

Wegener in [JW00a] gezeigt. Diese zwei lineare Funktionen sind in gewissem Sinn „Extreme“:

Bei ONEMAX sind die einzelnen Bits „extrem gleich“ gewichtet und bei BINVALUE „extrem

ungleich“ gewichtet. In beiden Fällen erleichtert dies dieAnalyse der Laufzeit, wenngleich die

Analyse von BINVALUE sehr viel schwieriger bzw. „Trick-reicher“ ist als die von ONEMAX .

Um das Verhalten des dynamischen (1+1)-EA auf weiteren linearen Funktionen zu untersu-

chen, wird die nun folgende Funktionenfamilie betrachtet,die „weniger extreme“ lineare Funk-

tionen enthält:

Definition 2.2.1. [ BLIC k ] Für x 2 f0; 1gn ist die FunktionBLICk („Block-ly Linear Increa-

sing Coefficients“) folgendermaßen definiert, wennkjn gilt: Die n Bits werden ink gleich lange

Blöcke der Längel = n=k geteilt und die Bits desi-ten Blocks bekommen jeweils den Koeffizi-

enteni zugeordnet. Es gilt also

BLIC k(x) = 1(x1 + : : :+ xl) + 2(xl+1 + : : :+ x2l) + : : :+ k(xn�l+1 + : : :+ xn) :
Für k = 1 ergibt sich somit die Funktion ONEMAX . Was ändert sich fürk > 1 gegenüber

ONEMAX? Der entscheidende Unterschied ist, dass mit einer Verbesserung der Fitness nicht

mehr zwingend eine Erhöhung der Anzahl der Einsen im Individuum einhergehen muss. Für

„kleine“ k sollte dieser Effekt aber noch ziemlich gering sein, sodasseine Argumentation ähnlich

der bei ONEMAX möglich sein könnte.

2.3 Laufzeit-Analyse für BLIC k mit k = �(1)
Als nächstes soll deshalb – sozusagen zum Aufwärmen – eine obere Schranke für die erwartete

Laufzeit des dynamischen (1+1)-EA auf BLIC2 gezeigt werden.

Lemma 2.3.1. Die erwartete Anzahl Schritte, bis der dynamische (1+1)-EAdie FunktionBLIC 2
optimiert hat, ist durchO(n log2 n) beschränkt.

Beweis:Per Definition von BLIC2 gilt 2jn. Der Funktionswert des optimalen Individuums1n istn=2 + 2 � n=2 = 3n=2, sodass nur Fitness-Werte ausf0; 1; 2; : : : ; 3n=2g angenommen werden

können.

Da ein Bit höchstes den Wert2 hat, besitzt ein Individuumx 2 f0; 1gn mit BLIC 2(x) = f ,

das folglich ein Fitness-Defizit von3n=2� f hat, mindestensd(3n=2� f)=2e auf Null gesetzte
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Bits. BezeichneE das Ereignis, dass in einer Phase des dynamischen (1+1)-EAx zu einemx0
mit BLIC 2(x0) > f mutiert, diese also erfolgreich ist. Dann giltProb(E) � d(3n=2� f)=2e � p � (1� p)n�1
für jede vorkommende Mutationswahrscheinlichkeitp 2 f1=n; 2=n; 4=n; : : :g mit p < 1=2. Fürp = 1=n gilt demnach:Prob(E) � d(3n=2� f)=2e � 1n �1� 1n�n�1 � d(3n=2� f)=2e � n�1 � e�1
Die erwartete Anzahl von Phasen, bisE eintritt, ist also sicherlich durche � n=d(3n=2 � f)=2e
nach oben beschränkt. Durch die pessimistische Annahme, dass mit dem „schlechtesten“ Indivi-

duum, dem mit Fitness0, gestartet wird, lässt sich die erwartete Gesamtanzahl vonPhasen, die

zur Optimierung von BLIC2 nötig sind, durch3n=2�1Xi=0 e � n=d(3n=2� i)=2e = e � n � 3n=2Xi=1 1di=2e � e � n � 2 � d3n=4eXi=1 1i = O(n logn)
nach oben abschätzen. Da eine Phase aus�(logn) Schritten besteht, folgt die Behauptung.

Der obige Beweis lässt sich für beliebiges, fest gewähltesk anpassen:

Lemma 2.3.2. Die erwartete Laufzeit des dynamischen (1+1)-EA auf der Funktion BLIC k ist

durchO(k � n � log2 n) beschränkt.

Beweis:Der optimale Funktionswert für BLICk ist, dakjn gilt, gleichkXi=1 i � n=k = n=k � (k(k + 1)=2) = n(k + 1)=2 :
Die Anzahl der Nullen in einem Individuumx mit BLIC k(x) = f beträgt also mindestensd(n(k + 1)=2 � f)=ke. Die Wahrscheinlichkeit, dass der erste Schritt einer Phase, in dem die

Mutationswahrscheinlichkeitp = 1=n verwendet wird, erfolgreich ist, lässt sich somit durchd(n(k + 1)=2� f)=ke � p � (1� p)n�1 � d(n(k + 1)=2� f)=ke � n�1 � e�1
nach unten abschätzen. Analog zum Beweis des vorigen Lemmaslässt sich die erwartete Ge-
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samtanzahl von Phasen durche � n � n(k+1)=2�1Xi=0 �n(k + 1)=2� ik ��1 = e � n � n(k+1)=2Xi=1 1=di=ke� e � n � k � dn(k+1)=2keXi=1 1=i� e � n � k � (lnn+�(1))
nach oben abschätzen, woraus die Behauptung folgt.

Für einige „einfache“ lineare Funktionen konnte somit die vermuteteO(n � log2 n)-Laufzeit-

Schranke gezeigt werden:

Korollar 2.3.3. Für jedes fest gewähltek 2 N, d. h. fürk = �(1), hat der dynamische (1+1)-EA

auf der FunktionBLICk eine erwartete Laufzeit vonO(n � log2 n).
2.4 Laufzeit-Schranken für weitere lineare Funktionen

Da die spezielle Struktur von BLICk nicht in die vorige Beweisführung eingeht, ist diese auch

für weitere lineare Funktionen anwendbar. Mit ihr lässt sich zeigen, dass folgender Sachverhalt

gilt:

Lemma 2.4.1. Für eine lineare FunktionF (x) = Pni=1 ai � xi, für die0 < a1 � : : : � an gilt,

ist die erwartete Laufzeit des dynamischen (1+1)-EA durchO�(an=a1) � n log2 n� beschränkt.

Beweis: Es wird die FunktionF �(x) = Pni=1 a�i � xi mit a�i := ai=a1 betrachtet. Für diese

Funktion gilt offensichtlich(8x; y 2 f0; 1gn) F (x) � F (y) , F �(x) � F �(y) ;
d. h.F �EA F �, und1 = a�1 � : : : � a�n. Da die Selektion im (1+1)-EA ausschließlich auf dem

Vergleich der Fitness-Werte einzelner Individuen beruht,wird für beide Funktionen die gleiche

Laufzeit erwartet. Es giltF �max := maxfF �(x) j x 2 f0; 1gg � a�n � n. Für die Anzahl der Nullen

in einem Individuumx 2 f0; 1gn gilt jxj0 � d(F �max � F �(x))=a�ne. Eine 1-Bit-Mutation, die

genau eine Null flippt, erhöht die Fitness mindestens uma�1 = 1. Eine solche Mutation tritt mit

der Wahrscheinlichkeit
�jxj01 � � p � (1� p)n�1 auf. Für die Mutationswahrscheinlichkeitp = 1=n,

die im ersten Schritt einer Phase verwendet wird, ist diese Wahrscheinlichkeit durchjxj0=(e � n)
nach unten beschränkt. Die erwartete Anzahl von Phasen, biseine solche Mutation auftritt, die
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die Fitness um mindestens eins erhöht, ist somit durch(e � n)=jxj0 nach oben beschränkt. Die

erwartete Anzahl von Phasen, bis der dynamische (1+1)-EA das optimale Individuum erzeugt

hat, lässt sich also nach oben durchF �max�1Xi=0 e � nd(Fmax � i)=a�ne = e � n � FmaxXi=1 1=di=a�ne� e � n � a�n � dFmax=a�neXi=1 1=i= e � n � a�n �H(dFmax=a�ne)� e � n � (an=a1) �H(n)
abschätzen. DaH(n) =Pni=1 1=i = ln(n) + �(1) gilt, folgt die Behauptung.

Da eineO(n2 logn)-Laufzeit-Schranke für lineare Funktionen existiert (vgl. [JW00a]), stellt die-

ses Ergebnis nur für einen kleinen Teil der Klasse linearer Funktionen eine Verbesserung der

bisherigen Laufzeit-Schranken dar – nämlich füran=a1 = o (n= logn). Für Funktionenfolgen

folgt aus diesem Lemma

Korollar 2.4.2. Für eine FolgeFn(x) = Pni=1 ai(n) � xi von linearen Funktionen, bei derai(n) > 0 für 1 � i � n gilt, ist die erwartete Laufzeit des dynamischen (1+1)-EA fürk(n) = maxfai(n)=aj(n) j i; j 2 f1; : : : ; ngg durchO(k(n) �n � log2 n) beschränkt. Istk(n) für

jedesn durch eine Konstante beschränkt, so ist die erwartet Laufzeit folglich durchO(n � log2 n)
beschränkt.

2.5 Erkenntnisse für BLICn
Nun aber zurück zu der Funktion BLICk. Fürk = !(1) sind die zuvor im Text gezeigten Schran-

ken sicherlich nicht optimal. Um Ansatzpunkte für eine bessere Schranke zu finden, wird hier

das bisherigen Vorgehen bei der Beweisführung nochmal zusammengefasst:

1. Die Erfolgswahrscheinlichkeit einer Phase wird durch die Wahrscheinlichkeit, dass der

Schritt mit Mutationswahrscheinlichkeit1=n erfolgreich ist, nach unten abgeschätzt.

2. Die Erfolgswahrscheinlichkeit eines Schritts, in dem die Mutationswahrscheinlichkeit1=n
verwendet wird, wird nach unten abgeschätzt mit Hilfe einerpessimistischen Schätzung

der Anzahl der Nullen im jeweils aktuellen Individuum.

3. Die Abschätzung der Anzahl der Nullen hängt ausschließlich von der aktuellen Fitness undk bzw. dem größten vorkommenden Koeffizienten ab.
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4. Bei jedem Erfolg wird von einer Erhöhung der Fitness um lediglich 1 bzw. um den klein-

sten Wert eines Koeffizienten ausgegangen, obwohl ein von0 nach1 flippendes, „durch-

schnittliches“ Bit bei BLICk eine Fitness-Zunahme von(k + 1)=2 verursacht.

Was kann an dieser Vorgehensweise verbessert werden, z. B. wenn die Blöcke konstante Längel = n=k 2 N haben, alsok = �(n) gilt? Um diese Frage zu beantworten, wird im Folgenden

die Funktion BLICn(x) =Pni=1 i � xi genauer betrachtet.

Sei k 2 f1; : : : ; ng. Das Individuum0n�k1k, bei dem genau diek geringstwertigen Bits

gesetzt sind, besitzt die Fitnessk(k+1)=2. Eine Fitness, die kleiner alsk(k+1)=2 ist, impliziert

somit weniger alsk Einsen bzw. mehr alsn � k Nullen im Individuum. Für Fitness-Werte aus2� (k � 1)k=2 ; k(k + 1)=2 � sind alson� k + 1 Nullen sichergestellt. Wennn� k + 1 auf Null

gesetzte Bits existieren, so haben für1 � i � n� k+ 1 mindestensi dieser Bits einen Wert von

mindestensn� k + 2� i bzw. mindestensn� k + 2� i Bits einen Wert von mindestensi. Sei

deshalb fürk 2 f1; : : : ; ng die Menge von IndividuenAk := fx 2 f0; 1gn j (k � 1)k=2 � BLICn(x) < k(k + 1)=2g
definiert. Einem Individuumx 2 Ak reicht ein Fitness-Zuwachs vonk, umAk „zu verlassen“.

Genauso reichen aber auch
 2 N Verbesserungen umdk=
e. Nach der obigen Argumentation

besitztx mindestensn + 2� (k + dk=
e) auf Null gesetzte Bits mit einem jeweiligen Wert von

mindestensdk=
e. Aber Vorsicht: Ausn+ 2� (k+ dk=
e) � 1 folgt, dass diese Argumentation

nur fürAk mit k � 

+1 � n gilt.

Fürx 2 Ak mit k � 

+1 �n sind mindestensn+2�(k+dk=
e) 1-Bit-Mutationen möglich, von

denen jede die Fitness um mindestensdk=
e erhöht. Damit ausx ein Mutant ausAk+1[ : : :[An
entsteht, reichen also
 derartige Mutationen aus. Die Wahrscheinlichkeit für einesolche 1-Bit-

Mutation innerhalb einer Phase des dynamischen (1+1)-EA lässt sich für den Schritt, in dem die

Mutationswahrscheinlichkeitp = 1=n verwendet wird, durch1=n � 1=e � (n + 2� (k + dk=
e))
nach unten abschätzen. Die erwartete Laufzeit für die benötigten 
 Verbesserungen lässt sich

somit durchne
=(n+ 2� (k + dk=
e)) nach oben abschätzen. Für(
+ 1)jn gilt:n
=(
+1)Xk=1 n � e � 
=(n+ 2� (k + dk=
e)) � n � e � 
 � nXk=1 1=k= n � e � 
 � (lnn+�(1))= O(n � logn)
2bzw. ausf(k � 1)k=2; : : : ; k(k + 1)=2� 1g � N0
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Für jedes feste� < 1 kann
 passend festgesetzt werden, sodass nachO(n � logn) Phasen ei-

ne Fitness von� � Fmax erreicht ist. Die Vermutung liegt nahe, dass auch zur „vollständigen“

Optimierung von BLICn O(n � log2 n) Schritte ausreichen. Warum kann dies mit obiger Argu-

mentation nicht gezeigt werden?

Um diese Frage zu beantworten, wird im Folgenden der Fitness-Wert Fmax � n, d. h. ein

Fitness-Defizit vonn, exemplarisch betrachtet. Da bei der Funktion BLICn ein Bit mit dem Wertn existiert, kann für diese Fitness nur die Existenz von einerNull sicher angenommen werden.

Bei der obigen Vorgehensweise wird aus einer sichergestellten Existenz voni Nullen gefolgert,

dass (mindestens) eine dieser Nullen im betrachteten Individuum mindestens den Werti besitzt.

Bei dem hier betrachteten Fitness-Defizit vonnwürde also für die eine „sichergestellte“ Null nur

ein Wert von (mindestens)1 angenommen. Für die Abschätzung des größten gesicherten Wertes

eines auf Null gesetzten Bits wird die Fitness bzw. das Fitness-Defizit also nicht (noch einmal)

berücksichtigt, was zu einer schlechten Abschätzung führt, wie die folgenden Überlegungen zei-

gen.

Schon weiter oben wurde erwähnt, dass bei der Funktion BLICn die i geringstwertigen Bits

zusammen einen Wert voni(i + 1)=2 besitzen. Dai � 0 gelten muss, besitzt die Gleichungi(i + 1)=2 = n nur die Lösungi =p2n+ 1=4� 1=2. Ein Individuum mit der Fitnessn besitzt

also – egal wie diese Fitness dargestellt wird – (mindestens) ein auf Eins gesetztes Bit, das

mindestens den Wertdp2n+ 1=4 � 1=2e hat. Auf komplementäre Weise besitzt demnach ein

Individuum mit einem Fitness-Defizit vonn (mindestens) ein auf Null gesetztes Bit mit einem

Wert von ebenfalls mindestensdp2n+ 1=4� 1=2e.
Bei einem Fitness-Defizit vonn kann bei der Funktion BLICn für das höchstwertige 0-Bit

also ein Wert von ungefähr
p2n – statt des bisherigen Wertes von1 – sicher angenommen wer-

den, was gegenüber der bisherigen Abschätzung eine deutliche Verbesserung darstellt. Um ein

Individuum mit dem Fitness-Defizitn zu optimieren, mussten bei der bisherigen Vorgehens-

weisen 1-Bit-Mutationen mit einer jeweiligen Wahrscheinlichkeit des Auftretens von1=(ne)
veranschlagt werden. Dies würde wiederum zu einem Beitrag von e � n2 in der Abschätzung

der Anzahl der Phasen bis zur (endgültigen) Optimierung führen. Aus diesem Grund konnte mit

der oben verwendeten Argumentation dieO(n � logn)-Schranke für die erwartete Anzahl von

Phasen, die zur Optimierung von BLICn nötig sind, nicht gezeigt werden. Hilft nun die bessere

Abschätzung des größten sicheren Wertes eines auf Null gesetzten Bits? Leider nur in Maßen.

Bisher wurde bei einem Fitness-Defizit vonn angenommen, dass eine erfolgreiche 1-Bit-

Mutation dieses um eins aufn� 1 reduziert. Mit der besseren Abschätzung reduziert ein solche

Mutation das Fitness-Defizit jetzt auf ungefährn�p2n. Die bisher zur Optimierung eines Indivi-

duums mit dem Fitness-Defizit vonn für nötig gehaltene Anzahl erfolgreicher 1-Bit-Mutationen

reduzieren sich also vonn auf eine Anzahl in der Größenordnung�(pn). Dies würde zwar zu
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einer besseren Schranke vonO(n � pn) – statt bisherO(n2) – für die erwartete Anzahl von Pha-

sen, die der dynamische (1+1)-EA für die Optimierung von BLICn benötigt, führen, nicht aber

zur vermuteten und erhofftenO(n � logn)-Schranke. Der einfache Grund: Wird das betrachte-

te Fitness-Defizit vonn tatsächlich nur von einer einzigen Null verursacht, so ist offensichtlich

auch nur noch eine erfolgreiche 1-Bit-Mutation zur Optimierung nötig. Wie gezeigt wurde, führt

auch das bessere Schätzen des gesicherten Höchstwertes eines 0-Bits in diesem Fall immer noch

zu �(pn) „nötigen“ Erfolgen. Die bisher zur Beweisführung benutzteArt der „sicheren“ Ab-

schätzung ist also ausgereizt; es müssen andere, „stochastisch präzisere“ Wege gesucht werden.
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Kapitel 3

Strukturelle Erkenntnisse für lineare

Funktionen

3.1 Warum große Mutationswahrscheinlichkeiten „eher un-

günstig“ sind

Betrachtet wird eine zu maximierende lineare FunktionF : f0; 1gn ! R mit ausschließlich

positiven Koeffizienten1, wobei im FolgendenFmax := maxfF (x) j x 2 f0; 1gng gelte.

Lemma 3.1.1. Das zufällige Start-Individuum hat eine erwartete FitnessvonFmax=2.

Beweis:Die n Bits des Individuums haben zusammen einen Wert vonFmax. Da bei linearen

Funktionen der Wert jedes einzelnen Bits von den übrigen Bits unabhängig ist und beim Erzeu-

gen des Start-Individuums mit Wahrscheinlichkeit1=2 „aktiviert“ wird, ergibt sich die „erwartete

Start-Fitness“.

In einem Schritt mit der Mutationswahrscheinlichkeitp wird für ein Individuumx von den flip-

penden Einsen eine Verminderung der Fitness ump�F (x) erwartet und von den flippenden Nullen

ein Fitness-Zuwachs vonp � (Fmax � F (x)). Zusammen wird also eine Veränderung der Fitness

ump �(Fmax�2 �F (x)) erwartet. Ist einmal ein Fitness-Niveau größer alsFmax=2, der erwarteten

Fitness des Start-Individuums, erreicht, so werden für dasjeweils aktuelle Individuumx in den

folgenden Schritten ausschließlich Verschlechterungen erwartet. FürF (x) � (1+")�Fmax=2 mit" > 0 haben diese Verschlechterungen die Größenordnung�(F (x) � p). Für ein festes Fitness-

Niveau wächst die erwartete (absolute) Fitness-Wert-Abnahme linear inp. Beim dynamischen

(1+1)-EA wird bei der Verdoppelung der Mutationswahrscheinlichkeit also auch der erwartete

1folglich istR+0 der Bildbereich vonF
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(absolute) Fitness-Verlust verdoppelt – wenn eine lineareFunktion mit ausschließlich positiven

Koeffizienten maximiert wird.

Für die erwartete relative Veränderung der Fitness ergibt sich ein erwarteter (relativer) Anteil

von p � (Fmax=F (x) � 2). FürF (x) ! Fmax strebt der Anteil folglich gegen�p. FürF (x) �(1 + ") � Fmax=2 mit " > 0 hat der erwartete relative Fitness-Verlust die Größenordnung�(p).
Mit wachsendemp nimmt die „Konzentration um den Erwartungswert“ zu, d. h. die Anzahl

tatsächlich flippender Nullen und die Anzahl tatsächlich flippender Einsen werden „wahrschein-

lich“ nahe der jeweils erwarteten Anzahl liegen. Also nimmtmit wachsendemp nicht nur die

erwartete Verschlechterung der Fitness zu, sondern auch die Wahrscheinlichkeit, dass eine sol-

che von einer Mutation auch wirklich realisiert wird.

Ist eine Phase erfolgreich, so besitzt der Schritt mit der (kleinsten) Mutationswahrschein-

lichkeit 1=n demnach unter allen Schritten der Phase die größte Wahrscheinlichkeit, der Grund

dafür zu sein. Natürlich würde eine noch kleinere Mutationswahrscheinlichkeit auch den erwar-

teten Verlust noch weiter verkleinern, jedoch würde dann von einer Mutation nicht einmal ein

flippendes Bit erwartet. Keine Veränderung im Individuum verhindert zwar einen Verlust, jedoch

auch eine (erwünschte) Verbesserung. In der Erwartung sollte also zumindest ein Bit flippen, was

durch die Wahl von1=n als kleinstmögliche Mutationswahrscheinlichkeit gesichert ist.

3.2 Konkretisierung für BLIC n
Für die Funktion BLICn lässt sich dieser Sachverhalt konkretisieren. Wenn z. B. für 2jn ein

Individuumx = xn : : : x1 2 f0; 1gn mindestens0;9n Einsen enthält, so befinden sich davon

mindestens0;4n 1-Bits in der linken Hälftexn : : : x(n=2)+1, haben also jeweils einen Wert größer

alsn=2. Da höchstens0;1nNullen vorhanden sind, deren jeweiliger Wert höchstensn ist, beträgt

der von den flippenden Einsen erwartete Fitness-Verlust mehr als das Doppelte des von den

flippenden Nullen erwarteten Fitness-Gewinns. Insgesamt wird also eine Verschlechterung der

Fitness erwartet, die betragsmäßig sogar größer als der erwartete Wert der flippenden Nullen ist.

Da die Werte der hier betrachteten Bits durch das Betrachtender linken Hälfte des Indi-

viduums um weniger als den Faktor2 variieren, ist das Akzeptieren einer Mutation nur dann

möglich, wenn die Anzahl der flippenden Einsen und/oder die Anzahl der flippenden Nullen in

die jeweils „günstige“ Richtung von der Erwartung abweichen. Im Gegensatz zu der erwarteten

Fitness-Wert-Änderung, kann auf diese die Tschernoff-Schranke angewendet werden.

Die Wahrscheinlichkeit dafür, dass eine Mutation in der linken Hälfte (mindestens) doppelt

so viele Einsen flippt wie insgesamt Nullen, ist eine untere Schranke für die Wahrscheinlichkeit,

dass sie verworfen wird. Dieser Sachverhalt wird im Beweis des folgenden Satzes benutzt.

Lemma 3.2.1. Für die FunktionBLICn existiert ein" > 0, sodass für Individuen, die minde-
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stens0;9n Einsen enthalten, die Wahrscheinlichkeit, dass in einem Mutation-Selektion-Zyklus

der erzeugte Mutant akzeptiert wird, durch(1� ")np nach oben beschränkt ist. Dabei bezeichnetp die in diesem Mutation-Selektion-Zyklus verwendete Mutationswahrscheinlichkeit.

Beweis:Bei einem Individuum mit0;9n Einsen gibt es mindestens0;4n 1-Bits mit einem jewei-

ligen Wert größer alsn=2. SeiB definiert als die Menge genau der Positionen, an denen solche

Einsen stehen. Insgesamt gibt es höchstens0;1n Nullen. SeiA definiert als die Menge genau der

Positionen, an denen sich Nullen befinden. Es gilt also#A � #B=4.

Angenommen in einem Schritt mit der Mutationswahrscheinlichkeitp „landen“ i Mutations-

positionen inA _[B. Dann wird von diesen inB ein Anteil von mindestens4=5 erwartet. Damit

in diesem Schritt überhaupt die Chance besteht, dass der erzeugte Mutant akzeptiert wird, muss

dieser Anteil aber kleiner als2=3 sein. Es darf also nur weniger als5=6 = (2=3)=(4=5) des Er-

wartungswertes erreicht werden. Eine Mutationsposition,die inA _[B „landet“, liegt mit einer

Wahrscheinlichkeit von mindestens4=5 in B (und damit nicht inA). Die Wahrscheinlichkeit

dafür, dass vom Erwartungswert von mindestens(4=5)i Mutationspositionen inB anteilig mehr

als1=6 nach unten abgewichen wird, ist nach Tschernoff exponentiell klein (vgl. Anhang A resp.

Abschnitt 4.1 in [MR95]):Prob( relative Abweichung> j� 1=6j ) < 0� e� 16�1� 16�(1� 16)1A 45 i < 0; 9854(4=5)i
Da die fürB erwarteten(4=5)i Positionen insgesamt mindestens0;4pn Positionen entsprechen,

gilt schließlich: Prob(Mutation wird akzeptiert) < 0;98540;4pn < 0;995np
Mit " = 1� 0;995 = 0;005 ist der behauptete Sachverhalt damit bewiesen.

Für Schritte mit einer Mutationswahrscheinlichkeit vonp = !(1=n), d. h.np = !(1), strebt

die Erfolgswahrscheinlichkeit mitn ! 1 folglich gegen Null. Eine Verdoppelung der Mutati-

onswahrscheinlichkeit beim dynamischen (1+1)-EA hat im betrachteten Fall ein Quadrieren der

Erfolgswahrscheinlichkeit zur Folge.

Dass der dynamische (1+1)-EA bei der Maximierung der Funktion BLICn im Erwartungs-

fall O(n � log2 n) Schritte benötigt, um ein Individuum mit 90% Einsen zu erzeugen, wurde in

Abschnitt 2.5 (auf Seite 16) gezeigt. In diesem Abschnitt wurde gezeigt, dass „anschließend“

Schritte, in denen eine große Mutationswahrscheinlichkeit p = !(1=n) verwendet wird, keinen

Schaden im Sinne eines Einsen-Verlusts anrichten können – zumindest asymptotisch fürn!1.

Dies bestärkt, neben der Argumentation in Abschnitt 2.5 (auf Seite 16), die Vermutung, dass dem
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dynamischen (1+1)-EA im ErwartungsfallO(n � logn) Phasen reichen sollten, um BLICn auch

vollständig zu optimieren.

3.3 Intuitive Überlegungen zum dynamischen (1+1)-EA

Im Start-Individuum werdenn=2 Einsen erwartet, da jedes Bit in diesem mit Wahrscheinlich-

keit 1=2 auf Eins resp. Null gesetzt wird. Bei ungerademn kann ein Individuum nicht gleich

viele Eisen wie Nullen enthalten, sodass in diesem Fall schon das Start-Individuum (aus Sym-

metriegründen) mit Wahrscheinlichkeit1=2 mehr Einsen als Nullen enthält. Seid = jxj1 � jxj0
die Differenz zwischen der Anzahl der Einsen und der Anzahl der Nullen in einem Individu-

umx 2 f0; 1gn. Von einer Mutation mit der Mutationswahrscheinlichkeitp wird dann erwartet,

dass diesed um�2dp ändert. Jede Mutation neigt also dazu, die Anzahl der Einsenund die der

Nullen anzugleichen bzw. beide dem Wertn=2 anzunähern. Diese Tendenz ist um so stärker, je

größer die verwendete Mutationswahrscheinlichkeit ist. Beispielsweise wird von einer Mutati-

on eines Individuums mit0;9n Einsen, d. h. einer Differenz vond = 0;8n, eine Verminderung

dieser Differenz um1;6np erwartet. Dieser Sachverhalt gilt unabhängig von der zu optimieren-

den Funktion. Im Folgenden wird nur noch über lineare Funktionen mit ausschließlich positiven

Koeffizienten argumentiert.

Für lineare Funktionen, bei denen jedes Bit einen „unabhängigen“ Wert in der Größe des ihm

zugeordneten Koeffizienten hat, drängt sich folgende Intuition auf. Werden verschiedene Indivi-

duen desselben Fitness-Niveaus betrachtet, so sind zwei Extreme möglich, wenn nicht alle Bits

gleich gewichtet sind: Die Darstellung mit maximal vielen Einsen, die mit dem kleinstmöglichen

Durchschnittswert der Einsen – d. h. der auf Eins gesetzten Bits – einhergeht, und andererseits

die mit minimal vielen Einsen, die zum größtmöglichen Durchschnittswert für die Einsen führt.

Besitzen dabei alle Individuen eines betrachteten Fitness-Niveaus jeweils mehr alsn=2 Einsen,

so erscheint eine Darstellung der Fitness mit relativ vielen, eher niederwertigen Einsen unwahr-

scheinlich, da Mutationen – von Individuen mit mehr alsn=2 Einsen – eben nicht dazu neigen,

„freiwillig“ die Anzahl der Einsen zu erhöhen.

Eine Erhöhung der Anzahl der Einsen durch eine Mutation bei einem bestimmten Fitness-

Niveau ist um so wahrscheinlicher, je weniger Einsen zur Darstellung der Fitness benutzt werden.

Im zweiten oben genannten Extremfall ist die Wahrscheinlichkeit für eine Erhöhung der Anzahl

der Einsen am größten, unter Umständen muss sogar in einem erfolgreichen Schritt die Anzahl

der Einsen wachsen.

Dies führt zu der Intuition, dass auf lange Sicht Einsen nicht gerade auf geringwertigen Po-

sitionen im Individuum zu finden sein werden. Eine formale Formulierung dieser Vermutung

könnte wie folgt lauten:
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Vermutung 3.3.1. Wenn der [dynamische] (1+1)-EA eine lineare FunktionF (x) =Pni=1 ai �xi
mit an � : : : � a1 > 0 maximiert, so gilt im gesamten Verlauf, d. h. in jedem Schritt, für das

jeweils aktuelle Individuumx = xn : : : x1 2 f0; 1gn: Prob(xn = 1) � : : : � Prob(x1 = 1) .

Dass diese Vermutung über die Verteilung der Einsen im aktuellen Individuum tatsächlich be-

wiesen werden kann, wird im folgenden Abschnitt gezeigt.

3.4 Über die Verteilung der Einsen im Individuum

Die Aussage „Prob(xh = 1) � Prob(xl = 1)“ ist für fxh; xlg 2 f0; 1g äquivalent zu der

Aussage „Prob(xhxl = 10) � Prob(xhxl = 01)“. Da die Ereignisse „xhxl = 10“, „ xhxl = 01“

und „xhxl = 11“ paarweise disjunkt sind2, gelten nämlich die beiden folgenden Gleichungen:Prob(xh = 1) = Prob(xhxl = 10) + Prob(xhxl = 11)Prob(xl = 1) = Prob(xhxl = 01) + Prob(xhxl = 11)
Die Vermutung 3.3.1 kann also bewiesen werden, indem für dasjeweils aktuelle Individuumx 2 f0; 1gn gezeigt wird, dass für jedes Paar benachbarter Bits, d. h. für i 2 f0; : : : ; n�2g, gilt:XX2f0;1gi;Y 2f0;1gn�2�i Prob(x = X10Y ) � XX2f0;1gi;Y 2f0;1gn�2�i Prob(x = X01Y )
Äquivalent können diesen� 1 Ungleichungen durch die Aussage(8i 2 f0; : : : ; n� 2g) XX2f0;1gi;Y 2f0;1gn�2�i �Prob(x = X10Y )� Prob(x = X01Y )� � 0
formuliert werden. Im Weiteren gelte die folgende, verkürzende Schreibweise:

Definition 3.4.1. XY 2 f0; 1gj :, X; Y 2 f0; 1g� ^ jXj+ jY j = j
Um die Nicht-Negativität jeder dern � 1 Summen zu beweisen, ist es hinreichend zu zeigen,

dass alle vorkommenden, aufsummierten Differenzen nicht-negativ sind, d. h.�8XY 2 f0; 1gn�2� Prob(x = X10Y )� Prob(x = X01Y ) � 0
gilt. Entsprechend der vorangegangenen Definition ist hierin „(8XY 2 f0; 1gn�2)“ eine verkür-

2d. h. es giltProb(xhxl = 01 jxhxl = 11) = 0 usw.
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zende, dennoch äquivalente Schreibweise für(8i 2 f0; : : : ; n� 2g) �8X 2 f0; 1gi� �8Y 2 f0; 1gn�2�i�
und ist nicht mit „(8X; Y 2 f0; 1gn�2)“ zu verwechseln3. Beide Ausdrücke erzeugen also ex-

akt die gleichen Belegungen fürX undY. Der zuvor formulierte hinreichende Sachverhalt ist

wiederum äquivalent zu der folgenden Aussage:�8XY 2 f0; 1gn�2� Prob(x = X10Y ) � Prob(x = X01Y )
Bevor der formale Beweis dieser „hinreichenden Vermutung“angetreten wird, wird zunächst ein

Sachverhalt gezeigt, der dabei hilfreich sein wird.

Lemma 3.4.2. In einem Mutationsschritt des [dynamischen] (1+1)-EA, in dem die Mutations-

wahrscheinlichkeitp verwendet wird (d. h. es gilt1=n � p < 1=2), ist für 0 � i < j � n
die Wahrscheinlichkeit, dass eine bestimmtei-Bit-Mutation auftritt, größer als die, dass eine

bestimmtej-Bit-Mutation auftritt.

Beweis:pi(1� p)n�i > pj(1� p)n�j , (1� p)j�i > pj�i ( 0 < p < 1=2
Um eine Aussage zu beweisen, die während des gesamten Ablaufs des [dynamischen] (1+1)-EA

gültig sein soll, bietet sich eine Induktion über die Anzahlder (bis zu einem Zeitpunkt durchlau-

fenen) Mutation-Selektion-Zyklen an. Es wird also die Folgex0; x1; x1; : : : von den in den Schrit-

ten0; 1; 2; : : : selektierten Individuen betrachtet, wobeix0 das Start-Individuum bezeichne. Als

Start-Individuum wird jedes Individuum akzeptiert, da es noch keinen „Selektionskonkurrenten“

gibt. Da das Start-Individuum nach Gleichverteilung zufällig ausf0; 1gn gewählt wird, gilt

Proposition 3.4.3. Für das Start-Individuumx0 2 f0; 1gn beim [dynamischen] (1+1)-EA gelten

die beiden folgenden Aussagen:(8y 2 f0; 1gn) Prob(x0 = y) = 2n(8y 2 f0; 1gn) (8z 2 f0; 1gn) Prob(x0 = y) = Prob(x0 = z)
Dieser Sachverhalt wird später für den Induktionsanfang Verwendung finden. Wird der Ablauf

des [dynamischen] (1+1)-EA als Markoff-Prozess betrachtet, so ergibt sich die Menge der mög-

lichen Zustände als die Mengef0; 1gn der möglichen Individuen. Für die Übergangswahrschein-

lichkeiten zwischen zwei aufeinander folgenden Zuständen/Individuenxi und xi+1 gelten die

folgenden Sachverhalte, wenn die FunktionF (x) maximiert wird:
3was üblicherweise „

�8X 2 f0; 1gn�2��8Y 2 f0; 1gn�2�“ abkürzt
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Da immer das bessere Individuum selektiert wird, ist ein solcher Übergang ausgeschlossen.

In diesem Fall gilt also:Prob(xi!xi+1) = 0.� F (xi+1) � F (xi) ^ xi+1 6= xi
Da ein Mutant gleicher oder besserer Fitness immer akzeptiert, d. h. selektiert, wird, gilt

hier Prob(xi! xi+1) = Prob(H(xi; xi+1)-Bit-Mutation), wobeiH(�; �) die Hamming-

Distanz zweier Bit-Sequenzen bezeichne.� xi+1 = xi
Dieser Übergang findet immer genau dann statt, wenn eine/die0-Bit-Mutation erzeugt wird

oder der ausxi erzeugte Mutant eine geringere Fitness aufweist, sodass dieser verworfen

wird bzw.xi selektiert wird. Folglich gilt in diesem Fall:Prob(xi!xi+1) = Prob(0-Bit-Mutation) + Prob�F (Mut(xi)) < F (xi)�
Dabei bezeichnetMut(xi) den zufälligen, ausxi erzeugten Mutanten.

Die gerade benutzte Wahrscheinlichkeit, (in einem bestimmten Schritt) eine Mutation zu erzeu-

gen, die verworfen wird, wird nun näher betrachtet.

Proposition 3.4.4. In einem Schritt des [dynamischen] (1+1)-EA, in dem das Individuumy 2f0; 1gn mutiert wird, um eine FunktionF : f0; 1gn!R zu maximieren, gilt für die Wahrschein-

lichkeit, dass diese Mutation verworfen wird:Prob�F (Mut(y)) < F (y)� = Xw2f0;1gnF (w)<F (y) Prob(bestimmteH(y; w)-Bit-Mutation)
Dabei bezeichne wiederH(�; �) die Hamming-Distanz zweier Bit-Sequenzen undMut(y) den

zufälligen, in diesem Schritt ausy erzeugten Mutanten.4

Zusammenfassend ergibt sich für den betrachteten Markoff-Prozess, den der Ablauf des [dyna-

mischen] (1+1)-EA darstellt, die folgende

Proposition 3.4.5. Es wird der Ablauf des [dynamischen] (1+1)-EA auf einer zu maximierenden

FunktionF betrachtet. Es bezeichnenx0 das Start-Individuum,H(�; �) die Hamming-Distanz

zweier Bit-Sequenzen undp(h) = ph(1� p)n�h die Wahrscheinlichkeit einer bestimmtenh-Bit-

Mutation, wenn die Mutationswahrscheinlichkeitp verwendet wird. Wennxi das imi-ten Schritt

4Die Verteilung vonMut(y) überf0; 1gn hängt von der verwendeten Mutationswahrscheinlichkeit ab.
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ausfxi�1;Mut(xi�1)g selektierte Individuum bezeichnet, so gilt füri � 1 undy 2 f0; 1gn:Prob(xi = y) = Prob(xi�1 = y) � Xw2f0;1gn;F (y)>F (w) p(H(y; w))+ Xu2f0;1gn;F (u)�F (y) Prob(xi�1 = u) � p(H(u; y))
Diese Identität für die Wahrscheinlichkeit eines bestimmten Zustands zu einem bestimmten Zeit-

punkt im Markoff-Prozess, den der Ablauf des [dynamischen](1+1)-EA darstellt, wird beim In-

duktionsschritt verwendet werden. Zuvor soll aber die Erkenntnis über die Wahrscheinlichkeit,

mit der eine Mutation auftritt, die verworfen wird, für lineare Funktionen konkretisiert wer-

den. Werden zwei verschiedene Individuen betrachtet, so können nun die beiden entsprechenden

Wahrscheinlichkeiten verglichen werden.

Lemma 3.4.6. Eine lineare FunktionF (x) = Pni=1 ai � xi mit an � : : : � a1 > 0 soll fürx = xn : : : x1 2 f0; 1gn maximiert werden. Der OperatorMut : f0; 1gn!f0; 1gn realisiere

genau die Funktionalität eines Mutationsschrittes des [dynamischen] (1+1)-EA mit der Mutati-

onswahrscheinlichkeitp. Dann gilt fürAB 2 f0; 1gn�2:Prob�F (Mut(A10B)) < F (A10B)� � Prob�F (Mut(A01B)) < F (A01B)�
Bei ein und derselben Mutationswahrscheinlichkeit ist dieWahrscheinlichkeit, dass eine Mutati-

on des IndividuumsA10B verworfen wird, also mindestens so groß wie die Wahrscheinlichkeit,

dass eine Mutation des IndividuumsA01B verworfen wird.

Beweis:Es muss gezeigt werden, dassS10 := Xu2f0;1gn;F (u)<F (A10B) p(H(A10B; u)) � Xw2f0;1gn;F (w)<F (A01B) p(H(A01B;w)) =: S01
gilt, wobeiH(�; �) die Hamming-Distanz zweier Bit-Sequenzen undp(j) die Wahrscheinlichkeit

für eine bestimmtej-Bit-Mutation in dem betrachteten Schritt bezeichnen. Seien im FolgendenA0 2 f0; 1gjAj undB0 2 f0; 1gjBj. Die Wertigkeit der Bits nimmt nach Voraussetzung von links

nach rechts monoton ab. Für die möglichen Fitness-Wert-Änderungen, die durch eine Mutati-

on bzw. einen ZustandsübergangAxixi�1B ! A0x0ix0i�1B0 verursacht werden, gilt für die vier

möglichen Belegungen des Bit-Paaresx0ix0i�1:F (A001B0) < F (A01B) ) F (A010B0) < F (A10B)F (A000B0) < F (A01B) ) F (A000B0) < F (A10B)
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Der durch die Mutation vonA undB verursachte Anteil der Fitness-Wert-Änderung ist jeweils

für A10B undA01B gleich. Die erste Implikation gilt offensichtlich. Die zweite gilt, da der

Anteil der Fitness-Wert-Änderung durch die Mutation des jeweiligen Bit-Paares fürA01B genau�ai�1 beträgt und fürA10B genau�ai (� �ai�1). Die dritte Implikation gilt, da der Anteil der

Fitness-Wert-Änderung durch die Mutation des jeweiligen Bit-Paares fürA01B genau+ai �ai�1 beträgt und fürA10B genau�ai + ai�1 (� +ai � ai�1). Die vierte gilt schließlich, da

der Anteil der Fitness-Wert-Änderung durch die Mutation des jeweiligen Bit-Paares fürA01B
genau+ai beträgt und fürA10B genau+ai�1 (� +ai). Einer möglichen Mutation vonA01B
wird also immer eine Mutation vonA10B gegenübergestellt, die eine nicht-größere Fitness-

Wert-Änderung verursacht. Würde die Mutation vonA01B verworfen, d. h. sie verursacht eine

negative Fitness-Wert-Änderung, so verursacht die gegenübergestellte Mutation vonA10B eine

„mindestens so negative“ Fitness-Wert-Änderung, sie würde also ebenfalls verworfen.

Wird jedemw, über das inS01 summiert wird, genau das diesen Implikationen entsprechendeu, über das inS10 summiert wird, durchw = A001B0 ! A010B0 = uw = A000B0 ! A000B0 = uw = A010B0 ! A001B0 = uw = A011B0 ! A011B0 = u
zugeordnet, so handelt es sich dabei offensichtlich um eineumkehrbar eindeutige Abbildung.

Jedem Summanden inS01 kann somit umkehrbar eindeutig ein gleich großer Summand inS10
zugeordnet werden, da die jeweils gegenübergestellten Mutationen jeweils gleich viele Einsen

und gleich viele Nullen flippen. Die SummeS10, die der Wahrscheinlichkeit gleicht, dass eine

Mutation vonA10B verworfen wird, kann somit – bei gleicher Mutationswahrscheinlichkeit –

nie einen kleineren Wert annehmen als die SummeS01, die der Wahrscheinlichkeit gleicht, dass

eine Mutation vonA01B verworfen wird.

Soweit die Vorarbeiten, nun zur angekündigten Induktion:

Theorem 3.4.7.Wenn der [dynamische] (1+1)-EA eine lineare FunktionF (x) = Pni=1 ai � xi
mit an � : : : � a1 > 0 maximiert, so gilt im gesamten Ablauf der Optimierung, d. h.in jedem

Schritt, für das (im jeweiligen Schritt) aktuelle Individuumx = xn : : : x1 2 f0; 1gn:�8XY 2 f0; 1gn�2� Prob(x = X10Y ) � Prob(x = X01Y )
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Beweis:Durch Induktion über die Anzahl der (bis zu einem bestimmtenZeitpunkt) durchlau-

fenen Mutation-Selektion-Zyklen im Ablauf des [dynamischen] (1+1)-EA aufF. Für das Start-

Individuumx0 gilt:�8XY 2 f0; 1gn�2� Prob(x0 = X10Y ) = Prob(x0 = X01Y )
Die Behauptung trifft also fürx0 zu und der Induktionsanfang ist damit gezeigt.

Die Induktionsannahme lautet jetzt, dass füri � 1 nachi � 1 Mutation-Selektion-Zyklen

die Verteilung des Individuumsxi�1 überf0; 1gn die behauptete Eigenschaft besitzt. Für den

Induktionsschritt ist somit zu zeigen, dass unter dieser Voraussetzung die Behauptung auch für

das Individuumxi bzw. dessen Verteilung überf0; 1gn zutrifft, also die Eigenschaft durch deni-ten Mutation-Selektion-Zyklus nicht zerstört wird.

Für den Induktionsschritt seienXY 2 f0; 1gn�2 beliebig, aber im Folgenden fest gewählt.

Im i-ten Schritt wirdxi�1 entweder durch den erzeugten MutantenMut(xi�1) ersetzt – nämlich

genau dann, wenn dieser mindestens so fit wiexi�1 ist –, oder aber die Mutation wird verworfen

und fürxi bleibt das Individuumxi�1 erhalten. Es gilt also:Prob(xi = X01Y ) = Prob(xi�1 = X01Y ) � Xw2f0;1gn;F (X01Y )>F (w) p�H(X01Y; w)�+ Xu2f0;1gn;F (u)�F (X01Y ) Prob(xi�1 = u) � p�H(u;X01Y )�
Dabei bezeichnen wiederp(h) die Wahrscheinlichkeit für eine bestimmteh-Bit-Mutation in

dem betrachteten,i-ten Schritt undH(�; �) die Hamming-Distanz zweier Individuen. Es gilt al-

sop(h) = ph(1 � p)n�h, wobeip die im i-ten Schritt verwendete Mutationswahrscheinlichkeit

bezeichnet. Die Argumentation in diesem Induktionsschritt ist für jedesp 2 [1=n ; 1=2) gültig.

Der durch die Induktion gezeigte Sachverhalt gilt damit fürjeden (1+1)-EA, der ausschließ-

lich Mutationswahrscheinlichkeiten aus[1=n ; 1=2) verwendet, also (insbesondere) für den sta-

tischen (1+1)-EA – unabhängig von der fest gewählten Mutationswahrscheinlichkeit – und den

dynamischen (1+1)-EA.5 Die gewichtete Summe von Mutationswahrscheinlichkeiten in der obi-

gen Darstellung vonProb(xi = X01Y ) deckt dabei genau die Mutationen des Individuumsxi�1 = X01Y ab, die verworfen werden und so zuxi = X01Y führen. Die Summe der ge-

wichteten Mutationswahrscheinlichkeiten deckt andererseits genau die Mutation ab, bei denen

ein Akzeptieren des MutantenX01Y zuxi = X01Y führt. Für das IndividuumX10Y bzw. die

5Der gezeigte Sachverhalt würde aber beispielsweise auch für einen (1+1)-EA gelten, der von Schritt zu Schritt
zwischen den Mutationswahrscheinlichkeiten1=n und1=pn hin und her wechselt – wenn

pn > 2 gilt.
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Wahrscheinlichkeit, mit der es imi-ten Schritt erzeugt wird, ergibt sich analog:Prob(xi = X10Y ) = Prob(xi�1 = X10Y ) � Xw2f0;1gn;F (X10Y )>F (w) p�H(X10Y; w)�+ Xu2f0;1gn;F (u)�F (X10Y ) Prob(xi�1 = u) � p�H(u;X10Y )�
In die für den Induktionsschritt zu zeigende UngleichungProb(xi = X10Y ) � Prob(xi = X01Y )
können nun diese beiden Identitäten eingesetzt werden. Nach Induktionsvoraussetzung gilt:Prob(xi�1 = X10Y ) � Prob(xi�1 = X01Y )
Ferner gilt nach Lemma 3.4.6 (auf Seite 28):Xw2f0;1gn;F (X10Y )>F (w) p�H(X10Y; w)� � Xw2f0;1gn;F (X01Y )>F (w) p�H(X01Y; w)�
Zusammen folgt also: Prob(xi�1 = X10Y ) � Xw2f0;1gn;F (X10Y )>F (w) p�H(X10Y; w)�� Prob(xi�1 = X01Y ) � Xw2f0;1gn;F (A01B)>F (w) p�H(X01Y; w)�
Um „Prob(xi = X10Y ) � Prob(xi = X10Y )“ zu zeigen, ist es folglich hinreichend zu zeigen,

dass für die „restlichen“ Summanden in den Summen-Darstellungen dieser beiden verglichenen

Wahrscheinlichkeiten die folgende Ungleichung gilt:Xu2f0;1gn;F (u)�F (X10Y ) Prob(xi�1 = u) � p�H( u;X10Y )� =: S10� Xw2f0;1gn;F (w)�F (X01Y ) Prob(xi�1 = w) � p�H(w;X01Y )� =: S01
Um diese Ungleichung zu zeigen, werden nun die einzelnen Summanden dieser beiden SummenS10 undS01 vergleichen.
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Da F (X01Y ) � F (X10Y ) gilt, wird über jedes Individuum, über das inS01 summiert

wird, auch inS10 summiert. Wenn fürA 2 f0; 1gjXj, B 2 f0; 1gjY j in S01 über das Individuumw = A00B summiert wird, so verursachtA00B = u einen gleich großen Summanden auch inS10, da jeweilsH(AB;XY ) + 1 Bits flippen müssen. Gleiches gilt fürw = A11B = u. Für

die potenziellen Eltern-IndividuenA01B undA10B verdeutlicht die folgende Abbildung die

Zusammenhänge, wobeih = H(AB;XY ) gelte.

X01Y

X10Y

h-Bit-Mutation

h-Bit-Mutation

(h+2)-Bit-M.

A01B

A10B

(h+2)-Bit-M.

Im Fall „F (A01B); F (A10B) > F (X01Y )“ ist nichts zu zeigen. DaF (A01B) � F (A10B)
gilt, ist F (A01B) > F (X01Y ) � F (A10B) ausgeschlossen – dass inS01 überw = A10B
summiert wird, nicht aber überw = A01B, ist also unmöglich.

Für den „umgekehrten“ und möglichen Fall, dassF (A10B) > F (X01Y ) � F (A01B) gilt,

wird in S01 überw = A01B, nicht aber überw = A10B summiert. In diesem Fall gilt jedoch

auchF (A10B) � F (X10Y ). Also verursachtu = A10B in S10 einen mindestens so großen

Summanden wiew = A01B in S01, da jeweilsh = H(AB;XY ) Bits flippen müssen und nach

InduktionsvoraussetzungProb(xi�1 = A10B) � Prob(xi�1 = A01B) gilt.

Gilt schließlichF (A01B); F (A10B) � F (X01Y ) �� F (X10Y ) �, so würden alle vier in

der Grafik gezeigten Mutationen (bei einem Auftreten) akzeptiert. Da nach Lemma 3.4.2 (auf

Seite 26)p(h)� p(h+ 2) > 0 gilt, gilt in diesem Fall:Prob(xi�1 = A01B) � p(h) +Prob(xi�1 = A10B) � p(h+ 2) ) � ( Prob(xi�1 = A10B) � p(h) +Prob(xi�1 = A01B) � p(h+ 2), Prob(xi�1 = A01B) � (p(h)� p(h+ 2)) � Prob(xi�1 = A10B) � (p(h)� p(h+ 2))( Prob(xi�1 = A01B) � Prob(xi�1 = A10B)
Die unterste Zeile/Ungleichung gilt nach Induktionsvoraussetzung. Damit folgt in diesem Fall,

dass die beiden zuA01B und zuA10B gehörenden Summanden inS10 zusammen einen min-

destens so großen Wert haben, wie die zwei Summanden, die diese beiden Individuen inS01
verursachen.

In S10 gibt es also mindestens so viele Summanden mit einem mindestens so großen Gesamt-

wert wie inS01. Damit bleibt die zu zeigende Eigenschaft während desi-ten Schritts erhalten.

Dies war für den Induktionsschritt zu zeigen, da die Behauptung damit auch fürxi gilt.
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Dieses Theorem lässt die Vermutung 3.3.1 (auf Seite 25) nun zur Gewissheit werden:

Korollar 3.4.8. Wenn der [dynamische] (1+1)-EA eine lineare FunktionF (x) = Pni=1 ai � xi
mit an � : : : � a1 > 0 maximiert, so gilt im gesamten Verlauf der Optimierung für das jeweils

aktuelle Individuumx = xn : : : x1 2 f0; 1gn: Prob(xn = 1) � : : : � Prob(x1 = 1) :
3.5 Die Wahrscheinlichkeit bestimmter Mutationen

In der Formulierung des obigen Korollars eignet sich die errungene Struktur-Erkenntnis jedoch

wenig zur weiteren Verwendung. Für die angestrebte Argumentation über den Ablauf des [dyna-

mischen] (1+1)-EA auf linearen Funktionen ist das folgendeResultat besser geeignet.

Korollar 3.5.1. Wenn der [dynamische] (1+1)-EA eine lineare FunktionF (x) = Pni=1 ai � xi
mitan � : : : � a1 > 0 maximiert, so gilt im gesamten Ablauf für das jeweils aktuelle Individuumx = xn : : : x1 2 f0; 1gn:�8FGH 2 f0; 1gn�2� Prob(x = F1G0H) � Prob(x = F0G1H)
Dieses Resultat folgt zwar nicht (unmittelbar) aus Theorem3.4.7 (auf Seite 29), jedoch lassen

sich dessen Beweis und auch Lemma 3.4.6 (auf Seite 28) und wiederum dessen Beweis entspre-

chend anpassen. Unter anderem wurde beispielsweise festgestellt, dass ein und derselbe Muta-

tion-Selektion-Zyklus den Zustandsübergang „A00B!X10Y “ mindestens so wahrscheinlich

realisiert wie den Übergang „A00B!X01Y “. Genauso ist leicht einzusehen, dass ein und der-

selbe Schritt fürC 2 f0; 1gjF j; D 2 f0; 1gjGj; E 2 f0; 1gjHj mindestens so wahrscheinlich den

Zustandsübergang „C0D0E!F1G0H“ wie den Übergang „C0D0E!F0G1H“ realisiert usw.

Mit Hilfe dieser Erkenntnis über die Verteilung der Einsen im aktuellen Individuum kann nun

eine Aussage darüber formuliert werden, wie wahrscheinlich das Auftreten von bestimmten Mu-

tationen im Ablauf der Maximierung einer linearen Funktiondurch den [dynamischen] (1+1)-EA

ist. Diese könnte wiederum dabei helfen, die Wahrscheinlichkeiten für bestimmte Veränderungen

der Anzahl der Einsen durch einen Mutation-Selektion-Zyklus besser als bisher abschätzen zu

können. Tritt beispielsweise die 2-Bit-Mutation auf, die in einem Individuumx die beiden Bits

an den Positioneni undj flippt, wobeij > i gelte, so folgt nämlich aus dem vorangegangenen

Korollar (daaj � ai > 0 vorausgesetzt ist):Prob(xj = 1 ^ xi = 0) � Prob(xj = 0 ^ xi = 1)
Dies gilt für beliebigei; j (solangen � j > i � 1 gilt). Wenn also im Verlauf der Optimierung

eine 2-Bit-Mutation auftritt, so ist sicher, dass der Fall „xjxi = 10“ mindestens so wahrscheinlich
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auftritt wie der Fall „xjxi = 01“. Die Schreibweise „xjxi“ bedeutet dabei nicht, dassxj undxi
zwangsläufig benachbarte Bits sind.

Tritt in einem Mutation-Selektion-Zyklus eine 2-Bit-Mutation auf, so wird die Anzahl der

Einsen im Individuum durch diesen Schritt sicher nicht verringert, da dies nur dann möglich wä-

re, wenn die Mutation zwei Einsen flippt. Eine solche Mutation wird aber, da lineare Funktionen

mit ausschließlich positiven Koeffizienten betrachtet werden, sicher verworfen. Flippt eine Mu-

tation in einem Mutation-Selektion-Zyklus mehr als zwei Bits, so wird die Anzahl der Einsen

durch diesen Schritt unter Umständen verringert: Flippt beispielsweise eine 3-Bit-Mutation eine

Null und zwei Einsen, so kann der Fitness-Gewinn durch die flippende Null größer sein als der

Fitness-Verlust durch die beiden flippenden Einsen. Die Mutation würde in diesem Fall akzep-

tiert und die Anzahl der Einsen um1 � 2 = �1 verändert. Dafür müsste der flippenden Null

allerdings ein Koeffizient zugeordnet sein, der mindestensso groß ist wie die Summe der beiden

Koeffizienten, die den zwei flippenden Einsen zugeordnet sind. Die flippende Null müsste also

auf einer relativ höherwertigen Position im Individuum stehen als beide flippenden Einsen. Das

Struktur-Resultat über die Verteilung der Einsen im aktuellen Individuum besagt nun jedoch, dass

sich im Verlauf der Optimierung auf höherwertigen Positionen „eher“ Einsen als Nullen befin-

den, sodass eine 3-Bit-Mutation, die eine Null und zwei Einsen flippt, „eher unwahrscheinlich“

zu einer Verbesserung, d. h. Erhöhung, der Fitness führen wird. Tritt in einem Mutation-Selek-

tion-Zyklus eine Mutation auf, die zu einer Verringerung der Anzahl der Einsen führen könnte,

da sie mehr Einsen als Nullen flippt, ist also zu vermuten, dass diese „wahrscheinlich“ eine Ver-

schlechterung der Fitness verursacht und im Selektionsschritt somit verworfen wird, sodass der

Mutation-Selektion-Zyklus das Individuum nicht verändert, er also insbesondere die Anzahl der

Einsen im Individuum nicht verringert.

Für die folgende Argumentation, die diese Vermutung formalkonkretisieren soll, müssen

zunächst einige Begriffe eingeführt und erläutert werden.Einei-Bit-Mutation flippt genaui Bits

des aktuellen Individuumsx 2 f0; 1gn. Es sind also
�ni� verschiedenei-Bit-Mutationen eines

Individuums möglich. Bestimmt wird einei-Bit-Mutation durch einei-elementige TeilmengeI � f1; : : : ; ng, die genau die Indizes der Bits enthält, die durch die Mutation negiert werden.

Wird ein bestimmter Schritt im Ablauf des [dynamischen] (1+1)-EA betrachtet, so wird

auch ein konkretes aktuelles Individuumx = xn : : : x1 2 f0; 1gn betrachtet, das in diesem

Schritt mutiert wird. Einer bestimmteni-Bit-Mutation, repräsentiert durch die entsprechendei-
elementige Index-MengeI � f1; : : : ; ng, kann dann die Bit-SequenzB = xji : : : xj1 2 f0; 1gi
mit fj1; : : : ; jig = I undji > : : : > j1 zugeordnet werden. Bei dieser Bit-SequenzB handelt es

sich also genau um die Sub-Bit-Sequenz vonx, durch deren (bitweise) Negation der Mutant vonx erzeugt wird. Werden z. B. in dem Individuum111000 die beiden überstrichenen Bits geflippt,

so liegt eine bestimmte 2-Bit-Mutation vor. In diesem Fall gilt I = f3; 5g, da das dritte und
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das fünfte Bit (von rechts) geflippt werden. Da das konkrete Individuumx = x6 : : : x1 = 1303
betrachtet wird, negiert diese bestimmte 2-Bit-Mutation die Sub-Bit-SequenzB = x5x3 = 10
in x, d. h. eine Sub-Bit-Sequenz der Form10. Die gleiche (durchI = f3; 5g bestimmte) 2-Bit-

Mutation negiert in dem Individuum000000 die beiden überstrichenen Nullen, also eine Sub-

Bit-Sequenz der Form00. Offensichtlich wird bei dem Individuum06 durch jede 2-Bit-Mutation

eine Sub-Bit-Sequenz der Form00 negiert. Um derartige Sachverhalte kürzer ausdrücken und

einfacher verwenden zu können, wird nun der Begriff „B-Mutation“ eingeführt:

Definition 3.5.2. [B-Mutation , B 2 f0; 1g�] Es wird eine bestimmtei-Bit-Mutation eines be-

stimmten Individuumsx betrachtet. SeiB 2 f0; 1gi die durch diese Mutation inx (bitweise)

negierte Sub-Bit-Sequenz (vgl. oben). Die vorliegendei-Bit-Mutation des Individuumsx wird

dann (und nur dann) „B-Mutation“ genannt.

In dem obigen Beispiel, bei dem im Individuumx = 111000 die beiden überstrichenen Bits

geflippt werden, handelt es sich also um eine10-Mutation. Flippt eine andere (durchI = f1; 6g)
bestimmte 2-Bit-Mutation in diesem Individuum das ganz linke und das ganz rechte Bit (111000),

so handelt es sich ebenfalls um eine10-Mutation des Individuums1303. Für das schon betrach-

tete Individuum06 lässt sich der oben beschriebene, beispielhafte Sachverhalt nun wie folgt

ausdrücken: „Jede 2-Bit-Mutation des Individuums06 ist eine00-Mutation.“

Insbesondere ermöglicht dieser neue Begriff, Aussagen über einen Mutation-Selektion-Zy-

klus deutlich kürzer formulieren zu können. Zum Beispiel kann die Aussage

„Wenn in einem Schritt eine 3-Bit-Mutation auftritt, die imaktuellen Individuum ei-

ne Null und zwei Einsen flippt, wobei die flippende Null relativ zu beiden flippenden

Einsen links im Individuum steht, dann: : : “

nun deutlich kürzer formuliert werden:

„Wenn in einem Schritt eine011-Mutation auftritt, dann: : : “

Weitere „Erweiterungen“ des Begriffes „i-Bit-Mutation“, die die Argumentation vereinfachen

bzw. die Formulierung von Aussagen verkürzen sollen, sind:

Definition 3.5.3. [z-Nullen-k-Einsen-Mutation] Mit „ z-Nullen-k-Einsen-Mutation“ wird eine(z + k)-Bit-Mutation eines bestimmten Individuums genau dann bezeichnet, wenn sie genauz
Nullen und genauk Einsen flippt.

Definition 3.5.4. [z-Nullen-Mutation] Mit „ z-Nullen-Mutation“ wird einei-Bit-Mutation ei-

nes bestimmten Individuums genau dann bezeichnet, wenn unter deni � z flippenden Bits genauz Nullen sind.
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Definition 3.5.5. [k-Einsen-Mutation] Mit „ k-Einsen-Mutation“ wird einei-Bit-Mutation ei-

nes bestimmten Individuums genau dann bezeichnet, wenn unter deni � k flippenden Bits genauk Einsen sind.

Zum Beispiel ist eine10-Mutation folglich auch eine 1-Eins-1-Null-Mutation, eine 1-Eins-Muta-

tion und eine 1-Null-Mutation. Werden im Folgenden Individuen oder Bit-Sequenzen betrachtet,

so wird weiterhin davon ausgegangen, dass die Wertigkeit der Bits von links nach rechts mono-

ton abnimmt. Wenn fürB 2 f0; 1g+ eineB-Mutation des Individuumsx 2 f0; 1gn vorliegt, so

nimmt (wie inx) auch inB die Wertigkeit der Bits monoton von links nach rechts ab. Tritt bei-

spielsweise eine 1-Null-1-Eins-Mutation auf, so handelt es sich entweder um eine10-Mutation,

oder um eine01-Mutation. Im Fall der10-Mutation ist der Wert der flippenden Eins mindestens

so groß wie der Wert der flippenden Null. Im Fall der01-Mutation ist der Wert der flippenden

Eins hingegen höchstens so groß wie der Wert der flippenden Null. Eine 01-Mutation wird folg-

lich immer akzeptiert, während eine10-Mutation nur dann akzeptiert wird, wenn beide flippende

Bits den gleichen Wert besitzen.

Werden zum Beispiel die möglichen1-Null-2-Einsen-Mutationen eines bestimmten Individu-

ums betrachtet, so kommen neben011-Mutationen nur noch101- und110-Mutationen in Frage.

Mutationen, die zu den beiden letzteren Kategorien gehören, werden in einem Mutation-Selekti-

on-Zyklus mit Sicherheit verworfen (wenn eine lineare Funktion mit ausschließlich positiven Ko-

effizienten maximiert wird und die Wertigkeit der Bits von links nach rechts monoton abnimmt).

Ein hinreichendes Kriterium dafür ist (in diesem Fall) nämlich bei Mutationen, die mehr Einsen

als Nullen flippen, das folgende: Jeder flippenden Null kann umkehrbar eindeutig eine minde-

stens so wertige flippende Eins zugeordnet werden. Jede flippende Null bildet also mit einer

flippenden Eins ein Paar mit nicht-positivem Anteil an der gesamten Fitness-Wert-Änderung,

die eine solche Mutation verursacht. Da mehr Einsen als Nullen flippen, verursacht eine solche

Mutation insgesamt mit Sicherheit eine negative Fitness-Wert-Änderung, was das Akzeptieren

einer solchen Mutation ausschließt. Also gilt bei der Maximierung einer linearen Funktion mit

ausschließlich positiven Koeffizienten

Proposition 3.5.6. Wenn bei einer Mutation, die mehr Einsen als Nullen flippt, jeder flippenden

Null umkehrbar eindeutig eine mindestens gleichwertige flippende Eins zugeordnet werden kann,

so ist ein Akzeptieren dieser Mutation ausgeschlossen.

Da der Übersichtlichkeit halber immer vorausgesetzt wird,dass die Wertigkeit der Bits von links

nach rechts monoton abnimmt, wird hier jedoch eine andere Definition gewählt, um später ein-

facher bzw. anschaulicher argumentieren zu können:

Definition 3.5.7. [sicher inakzeptable Mutation]Eine Mutation eines bestimmten Individuums

wird genau dann „sicher inakzeptabel“ genannt, wenn sie in diesem mehr Einsen als Nullen
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flippt und jeder flippenden Null umkehrbar eindeutig eine relativ (zu der jeweiligen Null) links

im Individuum stehende flippende Eins zugeordnet werden kann.

Damit auch nicht sicher inakzeptable Mutationen einen Namen haben:

Definition 3.5.8. [potenziell akzeptable Mutation]Eine Mutation (eines bestimmten Individu-

ums) wird genau dann „potenziell akzeptabel“ genannt, wennsie nicht sicher inakzeptabel ist.

Offensichtlich gilt mit diesen Definitionen

Proposition 3.5.9. Entsteht im Ablauf des [dynamischen] (1+1)-EA, der eine lineare Funktion

mit ausschließlich positiven Koeffizienten maximiert, wobei die Wertigkeit der Bits von links nach

rechts monoton abnehme, ein Mutant durch eine sicher inakzeptable Mutation, so wird dieser nie

selektiert/akzeptiert.

Auch der folgende Sachverhalt gilt per Definition:

Proposition 3.5.10.Für eine potenziell akzeptable Mutation (eines bestimmtenIndividuums)

existiert keine Abbildung, die jeder flippenden Null umkehrbar eindeutig eine relativ (zu der

jeweiligen Null) links stehende flippende Eins zuordnet.

Sind alle Koeffizienten einer linearen Funktion paarweise verschieden, so sind diese „geo-

graphischen“ Definitionen äquivalent zu den oben angedeuteten „Koeffizienten-basierten“. Eine

passende Bijektion muss in diesem Fall jede flippende Null auf eine höherwertige flippende Eins

abbilden, welche sicher relativ links steht. Besitzen jedoch verschiedene Bits Koeffizienten glei-

chen Wertes, so kann sich eine gleichwertige flippende Eins auch rechts von einer Null befinden.

Durch die geographische Definition werden somit u. U. Mutationen als potenziell akzeptabel an-

gesehen, für die eine auf den tatsächlichen Koeffizienten(-werten) basierende Bijektion definiert

werden könnte, deren Akzeptanz also mit Sicherheit ausgeschlossen ist. Da die Definitionen aber

so gewählt wurden, dass sie für alle betrachteten linearen Funktionen sinnvoll sind, werden in

der Regel für eine konkrete lineare Funktion aber sowieso Mutationen als potenziell akzepta-

bel eingestuft, die niemals akzeptiert werden würden. Außerdem liegt mein besonderes Interesse

nicht auf linearen Funktionen mit gleich gewichteten Bits,sondern der Ausgangspunkt war mit

BLICn ja gerade eine mit paarweise verschiedenen Koeffizienten.

Die Hoffnung ist jetzt, dass das Ausschließen der Akzeptanzvon „ein paar schlechten“ Muta-

tionen nach dieser einfachen Regel ausreicht, um eine erwartete Zunahme der Anzahl der Einsen

im Individuum durch einen Mutation-Selektion-Zyklus des [dynamischen] (1+1)-EA „einfach“

zeigen zu können. Über die erwartete Zunahme der Anzahl der Einsen ließe sich dann wiederum

die erwartete Laufzeit abschätzen.

Zurück zum Beispiel, in dem 1-Null-2-Einsen-Mutationen betrachtet wurden: Auch wenn

sicher ist, dass von011-, 101- und110-Mutationen alleine erstere überhaupt potenziell akzeptabel
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sind, so sagt dies noch nichts darüber aus, mit welcher Wahrscheinlichkeit eine solche im Ablauf

des [dynamischen] (1+1)-EA auftritt. Eine Aussage wieProb(011-MutationjE) � Prob(101-MutationjE) � Prob(110-MutationjE) ;
wobeiE das Ereignis bezeichne, dass es sich bei der betrachteten Mutation um eine1-Null-2-

Einsen-Mutation handelt, wäre hilfreich. Aus der Gültigkeit dieser Aussage würde nämlichProb(011-MutationjE) > 1=3 ) Prob(EjE) > 1
und im Umkehr-SchlussProb(011-MutationjE) � 1=3 folgen. Dies würde bedeuten, dass eine

Mutation im Ablauf des [dynamischen] (1+1)-EA, deren Akzeptieren die Anzahl der Einsen im

Individuum um eins verringern würde, da sie genau eine Null und genau zwei Einsen flippt,

höchstens mit einer Wahrscheinlichkeit von1=3 akzeptiert würde.

Ein Zusammenhang, der für einen Beweis des angedeuteten Sachverhalts in allgemeinerer

Form, d. h. fürz-Nullen-k-Einsen-Mutationen und nicht nur für 1-Null-2-Einsen-Mutationen,

verwendet werden kann, wird nun mit Hilfe der Struktur-Erkenntnis über die Verteilung der

Einsen im Individuum bewiesen.

Lemma 3.5.11.Es wird deri-te Mutation-Selektion-Zyklus in einem Ablauf des [dynamischen]

(1+1)-EA auf einer linearen, zu maximierenden Funktion mitausschließlich positiven Koeffizient

betrachtet, wobei die Wertigkeit der Bits im Individuum vonlinks nach rechts monoton abnimmt.

BezeichneM die betrachtete Mutation. Dann gilt fürJ;K; L 2 f0; 1g�:Prob(M ist eineJ1K0L-Mutation) � Prob(M ist eineJ0K1L-Mutation)
Beweis:Sei b := jJKLj + 2. Damit es sich beiM überhaupt um eineJ1K0L-Mutation oder

eineJ0K1L-Mutation handeln kann, mussM offensichtlich eineb-Bit-Mutation sein. In ein

und demselben Schritt treten alleb-Bit-Mutationen offensichtlich jeweils mit der gleichen Wahr-

scheinlichkeit auf. Seip(b) wieder die Wahrscheinlichkeit für eine bestimmteb-Bit-Mutation im

betrachteten Mutation-Selektion-Zyklus, d. h. es giltp(b) = pb(1 � p)n�b, wenn die Mutations-

wahrscheinlichkeitp verwendet wird. Eine bestimmteb-Bit-Mutation wird repräsentiert durch

eineb-elementige TeilmengeI � f1; : : : ; ng, die genau die Indizes der flippenden Bits enthält.

Sei� die Menge allerb-elementigen Teilmengen vonf1; : : : ; ng. � repräsentiert (für Individuen

aus ausf0; 1gn) dann genau die
�nb�möglichenb-Bit-Mutationen.

Für ein bestimmtes Individuumx 2 f0; 1gn und eine durchI 2 � bestimmtei-Bit-Mutation

bezeichneBx;I 2 f0; 1gb die von dieser Mutation inx negierte Sub-Bit-Sequenz, sodass es sich

um eineBx;I-Mutation handelt. Wird vonM das bestimmte Individuumx mutiert – d. h.x wird
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als das imi-ten Schritt aktuelle Individuum angenommen –, so ist die Wahrscheinlichkeit, dass

es sich beiM um eineJ0K1L-Mutation handelt, gleichXI2� Prob(M flippt in x genau die Bitsxj mit j 2 I und ist eineJ0K1L-Mutation)= XI2� Prob(M ist eine bestimmteb-Bit-Mutation) � [Bx;I = J0K1L℄= XI2� p(b) � [Bx;I = J0K1L℄ :
Das Prädikat (in den eckigen Klammern) liefert dabei den Wert 1, wenn es erfüllt ist, und sonst

den Wert0. Für den betrachteteni-ten Mutation-Selektion-Zyklus bezeichnetxi�1 die Zufallsva-

riable, die die Verteilung des in diesem Schritt mutierten Individuums überf0; 1gn beschreibt. Da

die zufällige Auswahl der Bits, die eine Mutation flippt, unabhängig vom mutierten Individuum

ist, gilt somit:Prob(M ist eineJ0K1L-Mut:) = Xx2f0;1gn Prob(xi�1 = x) � XI2� p(b) � [Bx;I = J0K1L℄!= XI2�;x2f0;1gn Prob(xi�1 = x) � p(b) � [Bx;I = J0K1L℄
Es wird also über alle möglichenb-Bit-Mutationen aller möglichen Individuen summiert. „Ge-

zählt“ wird eine Mutation aber nur dann, wenn es sich um eineJ0K1L-Mutation handelt – und

zwar gewichtet mit der Wahrscheinlichkeit, mit der die Kombination aus bestimmtem Individu-

um und bestimmter Mutation auftritt, die dieserJ0K1L-Mutation zugrunde liegt. Analog gilt:Prob(M ist eineJ1K0L-Mutation) = XI2�;x2f0;1gn Prob(xi�1 = x) � p(b) � [Bx;I = J1K0L℄
BezeichnePJ0K1L die erste undPJ1K0L die zweite der beiden oben betrachteten Wahrscheinlich-

keiten. Mit Hilfe der in Korollar 3.5.1 (auf Seite 33) formulierten Eigenschaft der Zufallsvariablexi�1 wird nun gezeigt, dass jedem Summanden in der Darstellung von PJ0K1L umkehrbar ein-

deutig ein jeweils mindestens so großer Summand in der Darstellung vonPJ1K0L zugeordnet

werden kann.Bx;I ist die durchI bestimmte Sub-Bit-Sequenz des Individuumsx = xn : : : x1 2 f0; 1gn.

FürBx;I = J0K1L 2 f0; 1gb gilt alsoJ0K1L = xjb : : : xj1 mit I = fjb; : : : ; j1g undjb > : : : >j1. Insbesondere giltxjjLj+1 = 1 undxjjKLj+2 = 0. Für jede Kombination vonx und I, die zuBx;I = J0K1L führt, gilt demnach für eindeutigeX; Y; Z 2 f0; 1g�: x = XxjjKLj+2Y xjjLj+1Z =X0Y 1Z. Bei dem inX0Y 1Z herausgestellten Null-Eins-Paar handelt es sich also um zwei Bits
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in x, die von der durchI festgelegten Mutation geflippt werden. Ferner bilden genaudiese beiden

flippenden Bits das inBx;I = J0K1L herausgestellte Null-Eins-Paar. Für das Individuumy :=X1Y 0Z 2 f0; 1gn führt die durchI bestimmteb-Bit-Mutation dann zuBy;I = J1K0L. Aus

Korollar 3.5.1 (auf Seite 33) folgt nunProb(xi�1 = X1Y 0Z) � Prob(xi�1 = X0Y 1Z). Fürx = X0Y 1Z undy = X1Y 0Z gilt somit:Prob(xi�1 = y) � p(b) � [By;I = J1K0L℄ � Prob(xi�1 = x) � p(b) � [Bx;I = J0K1L℄
Für beliebige, aber fest gewählteJ;K; L 2 f0; 1g� und eine durchI 2 � festgelegte Mutati-

on kann folglich jedem Individuumx, das zuBx;I = J0K1L führt, umkehrbar eindeutig ein

Individuum y zugeordnet werden, das zuBy;I = J1K0L führt und außerdem mindestens so

wahrscheinlich das imi-ten Schritt aktuelle Individuum ist wiex. Jedem Summanden in der

Darstellung vonPJ0K1L, in dem das Prädikat erfüllt ist, lässt sich somit umkehrbareindeutig ein

mindestens so großer Summand in der Darstellung vonPJ1K0L zuordnen. Da ein Summand, bei

dem das Prädikat nicht erfüllt ist, offensichtlich gleich Null ist, nimmtPJ1K0L schließlich einen

mindestens so großen Wert an wiePJ0K1L.

Der gerade bewiesene Sachverhalt lässt sich auch wie folgt ausdrücken:

Korollar 3.5.12. Im gesamten Ablauf des [dynamischen] (1+1)-EA auf einer linearen, zu maxi-

mierenden Funktion mit ausschließlich positiven Koeffizienten, wobei die Wertigkeit der Bits im

Individuum von links nach rechts monoton abnimmt, gilt fürJ;K; L 2 f0; 1g�: In ein und dem-

selben Mutation-Selektion-Zyklus findet mindestens so wahrscheinlich eineJ1K0L-Mutation

statt wie eineJ0K1L-Mutation.

Um diese neue Erkenntnis über die Wahrscheinlichkeit des Auftretens bestimmter Mutationen

einfacher verwenden zu können, wird nun auf der Menge der Mutationen, die in einem bestimm-

ten Schritt auftreten können, die RelationR definiert:

Definition 3.5.13. [die RelationR] Für A;B 2 f0; 1gi, 2 � i � n, sei die RelationR wie

folgt definiert:R(A-Mutation; B-Mutation) :, (9J;K; L 2 f0; 1g�) A = J0K1L ^ B = J1K0L
„R(A-Mutation; B-Mutation)“ wird auch durch „A-Mutation�R B-Mutation“ ausgedrückt.

Für diese RelationR gilt nämlich mit dem vorangegangenen Korollar 3.5.12 bzw. mit Lem-

ma 3.5.11 (auf Seite 38):

Proposition 3.5.14.Für A;B 2 f0; 1gi, 2 � i � n, gilt in jedem Schritt S im Ablauf des [dyna-

mischen] (1+1)-EA auf einer linearen Funktion, die zu maximieren ist und deren Koeffizienten
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ausschließlich positiv sind, wobei die Wertigkeit der Bitsim Individuum von links nach rechts

monoton abnimmt, die folgende Implikation:A-Mutation �R B-Mutation) Prob( in S tritt eineA-Mutation auf) � Prob( in S tritt eineB-Mutation auf)
Für das obige Beispiel, in dem 1-Null-2-Einsen-Mutationenbetrachtet wurden, bzw. für Mu-

tationen, die genau eine Null und mindestens zwei Einsen flippen, kann nun mit Hilfe vonR
der zu Beginn dieses Abschnitts vermutete Sachverhalt gezeigt werden. Vermutet wurde, dass

eine solche „schlechte Mutation“, die die Anzahl der Einsenverringern könnte (da sie mehr Ein-

sen als Nullen flippt), im Ablauf des [dynamischen] (1+1)-EAauf einer linearen Funktion mit

ausschließlich positiven Koeffizienten „wahrscheinlich“verworfen wird, der drohende „Einsen-

Verlust“ also im Selektionsschritt „eher nicht“ realisiert wird.

Lemma 3.5.15.Es wird der Ablauf des [dynamischen] (1+1)-EA auf einer linearen, zu maxi-

mierenden Funktion mit ausschließlich positiven Koeffizienten betrachtet. Dann gilt fürk � 2:

Tritt im Mutationsschritt eines Mutation-Selektion-Zyklus eine 1-Null-k-Einsen-Mutation auf,

so wird der entstehende Mutant im anschließenden Selektionsschritt höchstens mit einer Wahr-

scheinlichkeit von1=(k + 1) selektiert. Die 1-Null-k-Einsen-Mutation wird also mit einer Wahr-

scheinlichkeit von mindestensk=(k + 1) verworfen.

Beweis:Die Wertigkeit der Bits im Individuum nehme o. B. d. A. von links nach rechts monoton

ab. Fürk � 1 ist R�, die transitive Hülle der oben definierten RelationR, auf der Menge der

1-Null-k-Einsen-Mutationen eine totale Ordnung, denn es gilt:01k-Mutation �R 101k�1-Mutation �R 1101k�2-Mutation �R : : : �R 1k0-Mutation

Eine 1-Null-k-Einsen-Mutation ist fürk � 2 nur dann potenziell akzeptabel, wenn es sich um

eine 01k-Mutation handelt. Da die übrigenk der
�k+11 � = k + 1 möglichen Mutationstypen

ausschließlich sicher inakzeptable Mutationen charakterisieren und jede dieserk, wie zuvor mit

Hilfe vonR� resp. Lemma 3.5.11 (auf Seite 38) bewiesen, mindestens so wahrscheinlich auftritt

wie eine01k-Mutation, folgt:Prob( 01k-Mutationj 1-Null-k-Einsen-Mutation) � 1k + 1
Daraus folgt der behauptete Sachverhalt.

Die Struktur-Erkenntnis über die Verteilung der Einsen im jeweils aktuellen Individuum wurde

dazu verwendet, die Wahrscheinlichkeit des Auftretens vonbestimmten Mutationen in Relation
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setzen zu können. Mit Hilfe einer Aussage darüber, für welche Mutationstypen ein Akzeptieren

ausgeschlossen werden kann, konnte dies wiederum beispielhaft dazu genutzt werden, die Wahr-

scheinlichkeit für den „Verlust vonk�1 Einsen“ beim Auftreten einer 1-Null-k-Einsen-Mutation

im Ablauf des [dynamischen] (1+1)-EA auf einer linearen Funktion mit ausschließlich positiven

Koeffizienten nach oben durch1=(k+1) zu beschränken. Wie diese neue strukturelle Erkenntnis

über die Wahrscheinlichkeit des Auftretens von bestimmtenMutationen wiederum angewendet

werden kann, um (obere) Laufzeit-Schranken zu zeigen, wirdim nächsten Kapitel behandelt.



Kapitel 4

Anwendung der strukturellen Erkenntnisse

4.1 Die erwartete Veränderung der Anzahl der Einsen

Eineb-Bit-Mutation wird durch eineb-elementige Teilmenge vonf1; : : : ; ng bestimmt, die ge-

nau die Indizes der flippenden Bits enthält. Sei� die Potenzmenge vonf1; : : : ; ng. Wird das

Individuumx = xn : : : x1 2 f0; 1gn mutiert, so ist die für den ausx erzeugten Mutanten erwar-

tete Veränderung der Anzahl der Einsen gleichXI2� Prob(genau diexi mit i 2 I flippen) � �#fi 2 I j xi = 0g �#fi 2 I j xi = 1g� :
Soll nun die erwartete Veränderung der Anzahl der Einsen im Individuum für einen Mutation-

Selektion-Zyklus bestimmt werden, so muss beachtet werden, dass ein ausx erzeugter Mutant

nur dann akzeptiert/selektiert wird, wenn er mindestens sofit ist wie x. Es bezeichnep(b) wieder

die Wahrscheinlichkeit für eine bestimmteb-Bit-Mutation in einem betrachteten Mutation-Se-

lektion-Zyklus, d. h. es giltp(b) = pb(1 � p)n�b, wobei p die in diesem Schritt verwendete

Mutationswahrscheinlichkeit ist. Ferner seiF : f0; 1gn ! R die zu maximierende Fitness-

Funktion undMut(x; I) bezeichne den Mutanten vonx, der durch die Mutation entsteht, die

durchI bestimmt ist. Wird in einem Mutation-Selektion-Zyklus während der Maximierung vonF durch den [dynamischen] (1+1)-EA das Individuumx mutiert, so ist die von diesem Schritt

erwartete Veränderung der Anzahl der Einsen im Individuum gleichXI2� p(#I) � �#fi 2 I j xi = 0g �#fi 2 I j xi = 1g� � [F (Mut(x; I)) � F (x)℄ : (�)
Besitzt nämlich der im betrachteten Schritt ausx erzeugte Mutant eine geringere Fitness alsx,

so wird er verworfen (d. h.x wird selektiert) und die Anzahl der Einsen im Individuum wird in

diesem Fall nicht (bzw. um Null) verändert.



44 4. Kapitel – Anwendung der strukturellen Erkenntnisse

Die #� = 2n Summanden in der Summen-Darstellung der durch einen Mutation-Selekti-

on-Zyklus erwarteten Veränderung der Anzahl der Einsen im Individuum können nun (beliebig)

gruppiert werden, sodass dieser Erwartungswert möglichstgut abgeschätzt werden kann. Im Fol-

genden werden die Summanden danach gruppiert, wie viele Nullen eine betrachtete Mutation im

aktuellen Individuum flippt. Das heißt für0 � z � n werden jeweils alle Summanden in(�), bei

denen die jeweils durchI bestimmte Mutation des Individuumsx einez-Nullen-Mutation ist, in

einer Gruppe zusammengefasst und gemeinsam abgeschätzt.

Das Akzeptieren einerz-Nullen-k-Einsen-Mutation in einem Mutation-Selektion-Zyklus ver-

ändert die Anzahl der Einsen umz � k, daz Nullen zu Einsen undk Einsen zu Nullen flippen.

Für die Wahrscheinlichkeit des Auftretens einer solchen Mutation gilt unabhängig von der be-

trachteten Funktion

Proposition 4.1.1. Die Wahrscheinlichkeit, dass eine Mutation des Individuums x mit der Mu-

tationswahrscheinlichkeitp genauz Nullen und genauk Einsen flippt – es sich also um einez-Nullen-k-Einsen-Mutation handelt – beträgtPp;x(z; k) := �jxj0z � � �jxj1k � � pz+k � (1� p)n�(z+k) ;
wobei die Indizesp undx bei Eindeutigkeit auch entfallen können.

Wenn nun die erwartete Veränderung der Anzahl der Einsen durch einen Mutation-Selektion-Zy-

klus nach unten abgeschätzt werden soll, so müssen alle „schlechten“ Mutationen, durch deren

Akzeptieren die Anzahl der Einsen verringert würde, beachtet werden. Von den „guten“ Muta-

tionen, durch deren Akzeptieren die Anzahl der Einsen erhöht würde, können dagegen welche

unbeachtet bleiben. Neben der oben bestimmten Wahrscheinlichkeit des Auftretens ist die Ak-

zeptanzwahrscheinlichkeit einerz-Nullen-k-Einsen-Mutation entscheidend dafür, welchen Ein-

fluss eine solche auf die erwartete Veränderung der Anzahl der Einsen durch einen Mutation-Se-

lektion-Zyklus hat. Es gelte deshalb

Notation 4.1.2. [Ax;p(z; k) ] Es wird der Ablauf des [dynamischen] (1+1)-EA auf einer be-

stimmten Funktion betrachtet. Fürk > z � 1 bezeichneAp;x(z; k) eine obere Schranke für die

Akzeptanzwahrscheinlichkeit einerz-Nullen-k-Einsen-Mutation, die in einem Mutation-Selekti-

on-Zyklus auftritt, in dem die Mutationswahrscheinlichkeit p verwendet wird und das Individuumx mutiert wird. Bei Eindeutigkeit können die Indizesp undx auch entfallen.

Im Folgenden wird ein Mutation-Selektion-Zyklus im Ablaufdes [dynamischen] (1+1)-EA auf

einer linearen Funktion mit ausschließlich positiven Koeffizienten betrachtet, in dem die Mutati-

onswahrscheinlichkeitp verwendet wird und das Individuumx mutiert wird.
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Seiz � 1 fest gewählt. Fürk > z tritt einez-Nullen-k-Einsen-Mutation mit der Wahrschein-

lichkeitP (z; k) auf, wird höchstens mit der WahrscheinlichkeitA(z; k) akzeptiert und verändert

dann die Anzahl der Einsen umz � k, d. h. er verringert diese dann umk � z � 1. Wird sie

nicht akzeptiert, so bleibt das Individuum (und damit auch die Anzahl der Einsen) unverändert.

Alle Summanden in der Summen-Darstellung der erwarteten Veränderung der Anzahl der Einsen(�) (auf Seite 43), bei denen die jeweils durchI bestimmte Mutation des Individuumsx einez-
Nullen-k-Einsen-Mutation ist, haben also zusammen einen nicht-positiven Wert von mindestensP (z; k) �A(z; k) � (z � k).

Einez-Nullen-0-Einsen-Mutation tritt mit der WahrscheinlichkeitP (z; 0) auf, wird, da keine

Einsen flippen, mit Sicherheit akzeptiert und erhöht die Anzahl der Einsen umz. Alle Summan-

den in der Summen-Darstellung der erwarteten Veränderung der Anzahl der Einsen(�), bei de-

nen die jeweils durchI bestimmte Mutation des Individuumsx einez-Nullen-0-Einsen-Mutation

ist, haben folglich zusammen einen Wert von genauP (z; 0) � z.
Alle zuvor betrachteten Summanden haben (für das fest gewählte z) zusammen einen Wert

von mindestens�x;p(z) := Px;p(z; 0) � z + Xz<k�jxj1 Px;p(z; k) � Ax;p(z; k) � (z � k) :
Bei Eindeutigkeit vonx und p werden diese Indizes wieder fortgelassen. Bei dieser Abschät-

zung wird (für das fest gewähltez) die Akzeptanzwahrscheinlichkeit einerz-Nullen-k-Einsen-

Mutation für1 � k � z nach unten durch Null abgeschätzt, da eine solche (bei einemAuftreten)

zwar die Anzahl der Einsen möglicherweise erhöht, jedoch die bisherigen, in diesem Text gezeig-

ten Erkenntnisse die Abschätzung der Akzeptanzwahrscheinlichkeit einer solchen Mutation nach

unten nicht ermöglichen. Da aber zum Ende der Optimierung – wenn es interessant wird – das

Individuum sehr viel mehr Einsen als Nullen enthält, ist dann schon die Wahrscheinlichkeit des

Auftretens einer Mutation, die mehr Nullen als Einsen flippt, sehr gering, sodass das Abschätzen

dieser Akzeptanzwahrscheinlichkeiten durch Null dann nicht zu einer schlechten Abschätzung

von (�) führt.�(z) ist also eine untere Schranke für die Summe aller Summanden in (�), in der

Summen-Darstellung der erwarteten Veränderung der Anzahlder Einsen im Individuum durch

den betrachteten Mutation-Selektion-Zyklus, bei denen die jeweils durchI festgelegte Mutation

des Individuumsx einez-Nullen-Mutation ist.

Da eine Mutation potenziellz 2 f0; : : : ; jxj0g Nullen flippen kann, wird vom betrachteten

Mutation-Selektion-Zyklus insgesamt eine Veränderung der Anzahl der Einsen um mindestens�x;p := jxj0Xz=0 �x;p(z)
erwartet. Bei Eindeutigkeit vonx undp entfallen diese Indizes wieder.
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Nun wird die Summe�x(z) = P (z; 0) � z + Xz<k�jxj1 P (z; k) � A(z; k) � (z � k)
genauer betrachtet. Fürz = 0 gilt folglich:�x(0) = � jxj1Xk=1 P (z; k) � A(z; k) � k � 0
Da bei den hier betrachteten linearen Funktionen mit ausschließlich positiven Koeffizienten ein

Mutation-Selektion-Zyklus, in dessen Mutationsschritt keine Null flippt, zu einem unveränderten

Individuum führt1, gilt bei einer solchen Funktion�(0) = 0. Fürz > 0 lässt sich die Formel für�(z) folgendermaßen umformen. Das Ausklammern vonz ergibt:�x(z) = z �0�P (z; 0) + Xz<k�jxj1 P (z; k) � A(z; k) � z � kz 1A
Weiterhin kann

�jxj0z � ausgeklammert werden, da es in allenP (z; �) vorkommt:�(z) = z ��jxj0z � �0�pz � (1� p)n�z + Xz<k�jxj1�jxj1k � � pz+k � (1� p)n�(z+k) � A(z; k) � z � kz 1A
Schließlich kann nochpz(1� p)n�z „heraus gezogen” werden, sodass fürz > 0 gilt:�(z) = z � �jxj0z � � pz(1� p)n�z �0�1 + Xz<k�jxj1�jxj1k � �� p1� p�k � A(z; k) � z � kz 1A
Für 1 � z � jxj0 nimmt dieses Produkt das gleiche Vorzeichen an wie der rechteste, in der

großen Klammer stehende Faktor.

Es bezeichney das in dem betrachteten Mutation-Selektion-Zyklus selektierte Individuum. In

diesem Mutation-Selektion-Zyklus, in dem das Individuumx mutiert wird und dafür die Mutati-

onswahrscheinlichkeitp verwendet wird, gilt folglich für die erwartete Veränderung der Anzahl

der Einsen: E[jyj1 � jxj1℄ � �x;p = jxj0Xz=0 �x;p(z)
1entweder wird die Mutation verworfen, oder die 0-Bit-Mutation wird akzeptiert
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Diese Abschätzung gilt nicht nur bei linearen Funktionen mit ausschließlich positiven Koeffizien-

ten, sondern für alle Funktionen, bei denen Mutationen, dieausschließlich Nullen flippen, mit Si-

cherheit akzeptiert werden. Zur Abschätzung von Laufzeiten kann sie dann (sinnvoll) eingesetzt

werden, wenn der erwartete Fortschritt anhand der Potential-Funktion ONEMAX bestimmt wer-

den kann bzw. soll. Für lineare Funktionen mit ausschließlich positiven Koeffizienten drängt sich

diese Vorgehensweise förmlich auf. Um gute, d. h. möglichstkleine, obere Laufzeit-Schranken

zu erhalten, sollte�x;p nicht nur positiv, sondern auch noch möglichst groß sein.�x;p muss al-

so möglichst gut nach unten abgeschätzt werden. Dass dies trotz der kompliziert aussehenden

Formel für�x;p(z) tatsächlich bewerkstelligt werden kann, wird im nächsten Abschnitt gezeigt.

4.2 Die Laufzeit des Standard-(1+1)-EA auf linearen Funk-

tionen

Wie schon erwähnt wurde, gilt für lineare Funktionen mit ausschließlich positiven Koeffizien-

ten�(0) = 0, da – unabhängig vom mutierten Individuumx und der verwendeten Mutations-

wahrscheinlichkeitp – eine Mutation, die keine Null flippt, nur dann akzeptiert wird, wenn sie

auch keine Eins flippt. Entweder wird also ein „Clone“ akzeptiert, oder aber der Mutant wird

verworfen. In beiden Fällen bleibt das Individuum – und damit auch die Anzahl der Einsen –

unverändert. Um fürz � 1�x;p(z) = z � �jxj0z � � pz(1� p)n�z �0�1 + Xz<k�jxj1�jxj1k � � � p1� p�k �A(z; k) � z � kz 1A
nach unten abzuschätzen, wird im Folgenden zunächst die Summe in der großen Klammer für

die beim Standard-(1+1)-EA verwendete Mutationswahrscheinlichkeit p = 1=n nach unten ab-

geschätzt.

Lemma 4.2.1. Unabhängig vom betrachteten Individuumx 2 f0; 1gn gilt für p = 1=n und1 � z � jxj0 bei linearen Funktionen mit ausschließlich positiven Koeffizienten:�x;p(z) � 0
Beweis:Offensichtlich giltz � �jxj0z � � pz(1� p)n�z � 0. Es reicht also zu zeigen, dass1 + Xz<k�jxj1�jxj1k � � � p1� p�k � A(z; k) � z � kz � 0
gilt. A(z; k) := 1 ist sicher eine obere Schranke für die Akzeptanzwahrscheinlichkeit einer jeden



48 4. Kapitel – Anwendung der strukturellen Erkenntnisse

Mutation, sodass die folgende Ungleichung zu zeigen ausreicht (Anm.:�(z � k) = k � z):Xz<k�jxj1�jxj1k � � � p1� p�k � k � zz � 1
Die Summe auf der linken Seite wird im Folgenden genauer betrachtet. Es gilt� p1� p�k =  1n � �1� 1n�!k = (n� 1)�k
und, dajxj1 = n� jxj0 = n� z � n� 1 gilt, ferner�jxj1k � � (n� 1)kk! :
Die betrachtete Summe lässt sich somit durchXz<k�jxj1�jxj1k � �� p1� p�k � k � zz � Xz<k�jxj1 (n� 1)kk! � (n� 1)�k � k � zz= Xz<k�jxj1 k � zk! � z
nach oben abschätzen. Daz � 1 vorausgesetzt ist, ist der Wert der rechten Summe hier fürz = 1
maximal, sodass diese weiter abgeschätzt werden kann:Xz<k�jxj1 k � zk! � z � Xk�2 k � 1k! = Xk�2 � 1(k � 1)! � 1k!� = 1(2� 1)! = 1
Daraus folgt der behauptete Sachverhalt.

Da, wie bereits mehrfach erwähnt, für lineare Funktionen mit ausschließlich positiven Koeffizi-

enten�(0) = 0 gilt, wurde damit gezeigt, dass für jede mögliche Anzahl flippender Nullenz,
d. h. für z 2 f0; : : : jxj0g, �(z) � 0 gilt. Es gilt also insbesondere�x = Pjxj0z=0�(z) � 0.

Um aber überhaupt eine Laufzeit-Schranke mit Hilfe der Potential-Funktion ONEMAX zeigen

zu können, muss� > 0 gelten und für kleine obere Laufzeit-Schranken sollte� darüberhinaus

möglichst groß sein. Da bei einer Mutationswahrscheinlichkeit von1=n im Erwartungsfall eine

Mutation nur genau ein Bit flippt und Mutation-Selektion-Zyklen, in denen keine Null flippt, die

Anzahl der Einsen nicht verändern, ist zu vermuten, dass 1-Null-0-Einsen-Mutationen am häu-

figsten zu einer Erhöhung der Anzahl der Einsen durch einen Mutation-Selektion-Zyklus führen.

Aus diesem Grund wird nun die Abschätzung von�(1) noch einmal genauer betrachtet und
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verbessert. In der Formel für�x;p(z) = z � �jxj0z � � pz(1� p)n�z �0�1 + Xz<k�jxj1�jxj1k � � � p1� p�k �A(z; k) � z � kz 1A
wurde die Summe, in der überk summiert wird, im vorangegangen Lemma fürz = 1 mit der

trivialen, sicheren AnnahmeA(z; k) = 1 durch der Wert�1 nach unten abgeschätzt. Es wurde

also lediglich ausgeschlossen, dass der rechteste, in großen Klammern stehende Faktor einen ne-

gativen Wert annimmt. Mit Hilfe der Struktur-Erkenntnisseüber den Ablauf des [dynamischen]

(1+1)-EA auf linearen Funktionen mit ausschließlich positiven Koeffizienten konnte in Lem-

ma 3.5.15 (auf Seite 41) gezeigt werden, dass eine 1-Null-k-Einsen-Mutation fürk � 2 nur

mit einer Wahrscheinlichkeit von höchstens1=(k + 1) akzeptiert wird. Fürk � 2 kann alsoA(1; k) = 1=(k + 1) als obere Schranke für die Akzeptanzwahrscheinlichkeit einer 1-Null-k-

Einsen-Mutation gewählt werden. Die besagte Summe kann also besser abgeschätzt werden:

Lemma 4.2.2. Für x 2 f0; 1gn, z = 1, p = 1=n undAx;p(1; k) = 1=(k + 1) gilt:Xz<k�jxj1�jxj1k � � � p1� p�k � A(z; k) � k � zz < 0;282
Beweis:Wie schon im Beweis des vorigen Lemmas gezeigt wurde, kann die Summe auf der

linken Seite nach oben durch Xz<k�jxj1 1k! � A(z; k) � k � zz
abgeschätzt werden. Das Einsetzen der festgelegten Werte ergibt dann:Xz<k�jxj1 1k! � A(z; k) � k � zz � Xk�2 1k! � 1k + 1 � (k � 1) = Xk�2 k � 1(k + 1)!
Die rechte Reihe kann weiter umgeformt werden:Xk�2 k � 1(k + 1)! = Xk�3 k � 2k! = Xk�2 1k! �Xk�3 2k! = (e� 2)� 2(e� 2;5)
Da (e� 2)� 2(e� 2;5) = 3� e < 0;282 gilt, folgt die Behauptung.

Dies verbessert die Abschätzung von�(1) entscheidend. Aus den beiden vorangegangenen Lem-

mata folgt nämlich nun
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Korollar 4.2.3. Maximiert der Standard-(1+1)-EA eine lineare Funktion mitausschließlich po-

sitiven Koeffizienten, so gilt für die von einem Mutation-Selektion-Zyklus erwartete Veränderung

der Anzahl der Einsen:�x;1=n = jxj0Xz=0 �x;1=n(z) � �x;1=n(1) � �jxj01 � � 1n �1� 1n�n�1� (1� 0;282)
Dabei bezeichnetx das (zu Beginn dieses Mutation-Selektion-Zyklus) aktuelle Individuum.

Aus diesem Sachverhalt folgt wiederum direkt

Korollar 4.2.4. Maximiert der statischen (1+1)-EA mit der Standard-Mutationswahrscheinlich-

keitp = 1=n eine lineare Funktion, deren Koeffizienten ausschließlichpositiv sind, so gilt: Wird

im i-ten Schritt das suboptimale Individuumx = xi�1 2 f0; 1gnnf1ngmutiert und das selektierte

Individuum mitxi bezeichnet, so lässt sichE[jxij1 � jxi�1j1℄, die erwartete Änderung der Anzahl

der Einsen durch diesen Schritt, durch�jxj01 � � 1n �1� 1n�n�1� (1� 0;282) � jxj0n � 0;718e > jxj0n � 0;264 = 
 (jxj0=n)
nach unten abschätzen.

In jedem Mutation-Selektion-Zyklus wird also (mindestens) eine Erhöhung der Anzahl der Ein-

sen in der Größenordnung des (relativen) Nullen-Anteils imEltern-Individuum erwartet. Um

dieses Ergebnis in eine Laufzeit-Schranke „ummünzen“ zu können, muss gezeigt werden, dass

aus der erwarteten Erhöhung der Anzahl der Einsen um� = 
(jxj0=n) folgt, dass eine solche

im Erwartungsfall nachO(1=�) = O(n=jxj0) Schritten eintritt. Die Anwendung der Wald’schen

Identität, die genau eine solche Aussage beinhaltet, ist hier aus zwei Gründen nicht möglich:

Erstens ist der erwartete Fortschritt nicht unabhängig vomZeitpunkt, da die erwartete Erhöhung

der Anzahl der Einsen vonx, dem aktuellen Individuum abhängt. Zweitens ist ein Fortschritt,

d. h. eine Erhöhung der Anzahl der Einsen, von mehr als eins möglich. Gleichwohl ist natürlich

zu vermuten, dass der obige Zusammenhang dennoch gilt.

Theorem 4.2.5.Die erwartete Anzahl von Schritten, bis der Standard-(1+1)-EA eine lineare

FunktionF =Pni=1 ai � xi mit a1; : : : ; an 2 Rnf0g maximiert hat, ist durch3;8 � n � H(n)
beschränkt. Die erwartete Laufzeit ist also durchO(n � logn) beschränkt.

Beweis:Ohne Beschränkung der Allgemeinheit kannan � : : : � a1 > 0 angenommen wer-

den. Sei alsoF eine Funktion, deren Koeffizienten ausschließlich positivsind. Im Verlauf der

Optimierung vonF wird bei einem Individuum miti Einsen erwartet, dass ein Mutation-Selek-

tion-Zyklus die Anzahl der Einsen um mindestens0;264 � (n � i)=n erhöht. Wäre die erwartete
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Anzahl von Schritten, bis aus einem Individuum miti Einsen erstmals ein aktuelles Individuum

mit mehr alsi Einsen erzeugt wird, nach oben durch den Kehrwert dieser erwarteten Einsen-

Zunahme beschränkt, so würde für die erwartete LaufzeitE[Laufzeit℄ � Xn>i�0 10;264 � (n� i)=n � 3;8 � n �H(n)
gelten. Hierbei wird pessimistischerweise angenommen, dass das schlechteste Individuum0n
als Start-Individuum erzeugt wird. Da für dien-te harmonische ZahlH(n) = Pni=1 1=i =lnn+�(1) gilt, würde somit die Behauptung folgen.

Um diese Laufzeit-Schranke zu zeigen, wird nun ein stochastischer Prozess, genauer ein

„random walk“, definiert und analysiert, der (im Erwartungsfall) nicht schneller fortschreitet

als die Optimierung vonF durch den Standard-(1+1)-EA. Bei dem neuen Prozess sind dieZu-

stände0; 1; : : : ; n möglich, da ein Individuum genau diese Anzahlen von Einsen besitzen kann.

Abhängig vom Zustandi tritt in einem Schritt des neuen Prozesses eine (Zustands-)Verände-

rung umÆ(i) 2 Z mit einer bestimmten, noch zu definierenden Wahrscheinlichkeit auf. Wichtig

für eine spätere Argumentation analog des Beweises der Wald’schen Identität ist, dass hierbeiProb(Æ(i) > 1) = 0 gilt – im Gegensatz zum Ablauf des (1+1)-EA aufF , bei dem eine Er-

höhung der Anzahl der Einsen durch einen Mutation-Selektion-Zyklus um mehr als eins nicht

ausgeschlossen ist. Deshalb wird beim neuen Prozess fürd � 2: Prob(Æ(i) = d) := 0 gewählt

undProb(Æ(i) = 1) gleich der Wahrscheinlichkeit gesetzt, mit der bei der Optimierung vonF in

einem Mutation-Selektion-Zyklus, in dem ein Individuum mit i Einsen mutiert wird, die Anzahl

der Einsen um eins oder mehr wächst. Fürd � 0 wirdProb(Æ(i) = d) gleich der Wahrscheinlich-

keit gesetzt, mit der in einem solchen Mutation-Selektion-Zyklus eine Veränderung der Anzahl

der Einsen umd, d. h. eine Verringerung um�d � 0, eintritt.

Im Folgenden wird verdeutlicht, warum der so definierte Prozess im Erwartungsfall nicht

schneller fortschreitet als die Optimierung vonF durch den Standard-(1+1)-EA. BezeichneSEAi
die erwartete Anzahl Schritte, die beim (1+1)-EA einem Schritt, in dem aus einem Individuum,

das nicht genaui Einsen enthält, eines mit genaui Einsen erzeugt wurde, folgen, bis erstmals

nach diesem Schritt ein Individuum mit mehr alsi Einsen erzeugt wird.SPi bezeichne die er-

wartete Anzahl Schritte, die beim neuen Prozess (P ) einem Schritt, in dem der Zustandi von

einem Zustand ungleichi erreicht wurde, folgen, bis erstmals nach diesem Schritt der Zustandi+1 (der nicht „übersprungen“ werden kann) erreicht wird. Offensichtlich giltSEA0 = SP0 . Wird

für eine Induktion angenommen, dass füri 2 f0; : : : ; k � 1g mit 0 < k < n die UngleichungSEAi � SPi gilt, so kannSEAk � SPk gefolgert werden:Prob(Æ(k) = 1) ist so groß wie die

Wahrscheinlichkeit, dass in einem Mutation-Selektion-Zyklus aus einem Individuum mit genauk Einsen eines mit mehr alsk Einsen erzeugt wird. Ferner istProb(Æ(k) = d) für d < 0 gleich
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der Wahrscheinlichkeit, dass in einem Mutation-Selektion-Zyklus aus einem Individuum mit ge-

nauk Einsen eines mit genauk + d < k Einsen erzeugt wird. Der neue Prozess benötigt im

Zustandk + d im Erwartungsfall
Pk+d�i<k SPi Schritte, um wieder den Zustandk zu erreichen.

Der (1+1)-EA benötigt im Erwartungsfall höchstens
Pk+d�i<k SEAi Schritte, um aus einem In-

dividuum mit k + d Einsen wieder eine Individuum mitk oder mehr Einsen zu erzeugen. Da

mit der Induktionsvoraussetzung
Pk+d�i<k SEAi �Pk+d�i<k SPi gilt, folgt für den Induktions-

schritt somitSEAk � SPk . Folglich giltSEAi � SPi für 0 � i < n. Die erwartete Anzahl Schritte,

bis der neue Prozess, gestartet im Zustand0, erstmals den Zustandk 2 f1; : : : ; ng erreicht, ist

gleichT Pk :=P0�i<k SPi . Die erwartete Anzahl Schritte, bis der (1+1)-EA erstmals aus dem In-

dividuum0n ein Individuum mit mindestensk Einsen erzeugt hat, ist durchTEAk :=P0�i<k SEAi
nach oben beschränkt. Da, wie oben gezeigt wurde,SEAi � SPi für 0 � i < n gilt, gilt folglichTEAi � T Pi für 1 � i � n. Werden die beiden Prozesse im Zustand0 bzw. mit dem Individuum0n gestartet, so ist also zu erwarten, dass während der Optimierung vonF mindestens so schnell

erstmals ein Individuum miti oder mehr Einsen erzeugt wird, wie der neue Prozess erstmalsden

Zustandi erreicht.

Interessant wird es nun bei der Abschätzung vonE[Æ(i)℄. Durch einen Mutation-Selektion-

Zyklus, indem ein Individuum miti Einsen bzw.n� iNullen mutiert wird, wird bei der Optimie-

rung vonF eine Erhöhung der Anzahl der Einsen um mindestens0;264�(n�i)=n erwartet. Damit

die behauptete Laufzeit-Schranke zutrifft, muss demnach für den neuen Prozess gezeigt werden,

dass auchE[Æ(i)℄ � 0;264 � (n� i)=n gilt. Die erwartete Zunahme der Anzahl der Einsen durch

eine Mutation-Selektion-Zyklus wurde für ein Individuumx durch�x =P0�z�jxj0 �x(z) nach

unten abgeschätzt (vgl. Seite 45), wobei durch�x(z) genau die Summanden zusammengefasst

und abgeschätzt werden, die aufz-Nullen-Mutationen zurückzuführen sind. Eine Erhöhung der

Anzahl der Einsen durch einen Mutation-Selektion-Zyklus um mehr als eins ist nur dann mög-

lich, wenn in dessen Mutationsschritt mindestens zwei Nullen flippen. Fürz � 2 gelte deshalb:��x(z) := Px(z; 0) � (+1) + Xz<k�jxj1 Px(z; k) �Ax(z; k) � (z � k)
Denn während beim zugrunde liegenden (1+1)-EA fürz � 2 das Auftreten einerz-Nullen-0-

Einsen-Mutation die Anzahl der Einsen sicher umz erhöht, kann beim neuen Prozess nur ein

Fortschritt von „+1“ mit der entsprechenden Wahrscheinlichkeit verzeichnet werden. Seiui(z)
für i = jxj1 eine untere Schranke für��x(z). Da bei der Abschätzung der erwarteten Zunahme der

Anzahl der Einsen durch einen Schritt�x(2); : : : ;�x(jxj0) für alle x 2 f0; 1gn jeweils durch

Null abgeschätzt wurden (vgl. Lemma 4.2.1 (auf Seite 47)), gilt dann für0 � i � n :E[Æ(i)℄ � 0;264 � (n� i)=n + n�iXz=2 ui(z)
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Könnte also��x(z), genau wie�x(z), für z � 2 undx 2 f0; 1gn nach unten durch Null abge-

schätzt werden (d. h.ui(z) := 0), so würdeE[Æ(i)℄ � 0;264 � (n � i)=n folgen. Die Formel für��x(z) lässt sich umformen (vgl. Seite 46), sodass��x;p(z) = �jxj0z � � pz(1� p)n�z �0�1 + Xz<k�jxj1�jxj1k � � � p1� p�k � A(z; k) � (z � k)1A
gilt. Die enthaltene Summe, in der überk summiert wird, kann für die beim Standard-(1+1)-EA

verwendete Mutationswahrscheinlichkeitp = 1=n mit den Abschätzungen aus dem Beweis zu

Lemma 4.2.1 (auf Seite 47) wie folgt abgeschätzt werden:Xz<k�jxj1�jxj1k � � � p1� p�k � (k � z) � Xz<k�jxj1 (n� 1)kk! � (n� 1)�k � (k � z)� Xk>z k � zk!
Der Wert der rechten Reihe fällt fürz � 2 streng monoton inz, sodass

Pk>2 k�2k! � 1 zu zeigen

ausreicht, um��x(z) � 0 für z � 2 zu zeigen. Dass
Pk�3 k�2k! = 3 � e < 1 gilt, wurde bereits

im Beweis zu Lemma 4.2.2 (auf Seite 49) gezeigt. Für den neuenProzess gilt also tatsächlich,

dass im Zustandi 2 f0; : : : ; ng der erwartete FortschrittE[Æ(i)℄ ebenfalls mindestensÆE(i) :=0;264 � (n� i)=n beträgt und außerdemProb(Æ(i) > 1) = 0 gilt.

Nun muss „nur noch“ gezeigt werden, dass beim neuen ProzessSPi (die erwartete Anzahl

Schritte, bis vom Zustandi der Zustandi+1 erreicht wird, vgl. oben) nach oben durchÆE(i)�1 be-

schränkt ist. Da der erwartete Fortschritt vom aktuellen Zustand abhängt, lässt sich die Wald’sche

Identität nicht anwenden, jedoch lässt sich deren Beweis nun anpassen (vgl. [DJW98]). Der Be-

weis wird durch eine Induktion über die Zuständei 2 f0; : : : ; n� 1g geführt.

Für den Induktionsanfang wird der Zustandi = 0 betrachtet. Im Zustand0 ist die Wahr-

scheinlichkeit, in einem Schritt den Zustand1 zu erreichen, per Definition vonÆ(0) mindestens

so groß wie die Wahrscheinlichkeit, dass auf dem Individuum0n eine 1-Null-0-Einsen-Mutation

stattfindet. Sie ist also durchn�1=n�(1�1=n)n�1 � e�1 nach unten beschränkt, da per Definition

des (1+1)-EAn � 3 gilt. SP0 ist somit durche nach oben beschränkt. Behauptet wurde für diesen

Fall, dass im Erwartungsfall höchstensÆE(0)�1 > 3;7 > e Schritte nötig sind. Der Induktionsan-

fang ist somit gezeigt. Die Induktionsvoraussetzung lautet nun wie folgt: Füri 2 f0; : : : ; k� 1g
und0 < k < n ist SPi nach oben durchÆE(i)�1 beschränkt. Für den Induktionsschritt ist zu zei-

gen, dass dann auchSPk � Æ(k)�1 gilt. Im Folgenden wird also der Zustandk genauer betrachtet.

Ein Schritt im Zustandk hat eine Zustandsänderung umd zur Folge, sodass der Zustandk+d
erreicht wird. Fallsd � 0 gilt, so reichen im Erwartungsfall

Pk�d�i�k�1 SPi Schritte, um erneut
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den Zustandk zu erreichen. Da hierbei nach InduktionsvoraussetzungSPi � ÆE(i)�1 gilt undÆE(i) in i monoton abnimmt, ist diese Summe (dad � 0 gilt) nicht größer als�d � ÆE(k)�1.
Nachdem der Zustandk wieder erreicht ist, werden weitereSPk Schritte erwartet, um schließlich

den Zustandk + 1 zu erreichen. Es gilt also:SPk � 1 + Prob(Æ(k) � 0) � SPk +Xd�0 Prob(Æ(k) = d) � (�d) � ÆE(k)�1= 1 + Prob(Æ(k) � 0) � SPk � ÆE(k)�1 � Xd�0 Prob(Æ(k) = d) � d!= 1 + Prob(Æ(k) � 0) � SPk � ÆE(k)�1 � E[Æ(k)℄�Xd�1 Prob(Æ(k) = d) � d!= 1 + Prob(Æ(k) � 0) � SPk � E[Æ(k)℄ÆE(k) + ÆE(k)�1 � Xd�1 Prob(Æ(k) = d) � d!� Prob(Æ(k) � 0) � SPk + ÆE(k)�1 � Prob(Æ(k) = 1)
Die letzte Abschätzung gilt, daE[Æ(k)℄ � ÆE(k) > 0 undProb(Æ(k) > 1) = 0 gilt. Ferner giltSPk � Prob(Æ(k) � 0) � SPk = (1� Prob(Æ(k) � 0)) � SPk = Prob(Æ(k) = 1) � SPk ;
sodass insgesamt folgt:Prob(Æ(k) = 1) � SPk � ÆE(k)�1 � Prob(Æ(k) = 1)
Für den Zustandk < n gilt offensichtlichProb(Æ(k) = 1) > 0, sodassSPk � ÆE(k)�1 schließ-

lich sichergestellt ist. Dies war für den Induktionsschritt zu zeigen.

Diese Laufzeit-Schranke stellt eine Verbesserung der bisher bekannten, von Droste, Jansen und

Wegener in [DJW98] gezeigten Schranke für die Klasse von linearen Funktionen dar. Im bisheri-

gen Beweis derO(n logn)-Schranke wird nämlich über einn, das „groß genug“ ist, argumentiert.

Außerdem wird der durch dieO-Notation „versteckte“ konstante Faktor von Droste, Jansen und

Wegener erst gar nicht quantifiziert – er wäre deutlich größer als 3;8. Ermöglicht wurde diese

Verbesserung durch die in dieser Arbeit gewonnene strukturelle Erkenntnis über die Verteilung

der Einsen im Individuum, während ein (1+1)-EA eine lineareFunktion optimiert. Mit Hilfe

der gezeigten Eigenschaft der Verteilung der Individuen über f0; 1gn (für n � 1), konnte die

von einem Mutation-Selektion-Zyklus erwartete Veränderung der Anzahl der Einsen im Indivi-

duum deutlich besser als bisher abgeschätzt werden. Dies ermöglichte schließlich die gezeigte

Verbesserung der Laufzeit-Schranke.
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4.3 Überlegungen zum dynamischen (1+1)-EA auf linearen

Funktionen

Im Folgenden wird über lineare Funktionen mit ausschließlich positiven Koeffizienten argumen-

tiert. Die erwartete Veränderung der Anzahl der Einsen konnte für den Standard-(1+1)-EA des-

halb so gut abgeschätzt werden, weil die (in jedem Schritt) verwendete Mutationswahrscheinlich-

keit p = 1=n dazu führt, dass in einem Mutationsschritt „höchstwahrscheinlich“ „sehr wenige“

Bits flippen. Die Anzahl der flippenden Bits ist nämlich binomialverteilt zu den Parameternn, der

Anzahl der Versuche, und1=n, der Erfolgswahrscheinlichkeit eines Versuchs. Von einerMutati-

on wird folglich genau ein flippendes Bit erwartet. Für Mutationen, die sehr wenige Bits flippen,

konnte sehr gut abgeschätzt werden, welchen Einfluss diese auf die erwartete Veränderung der

Anzahl der Einsen durch einen Mutation-Selektion-Zyklus haben. So war – und ist natürlich

weiterhin – klar, dass Mutationen, die ausschließlich Einsen flippen, immer verworfen werden

und somit die Anzahl der Einsen nicht verändern. Außerdem konnte mit der Struktur-Erkenntnis

über die Verteilung der Einsen im (jeweils) aktuellen Individuum die Akzeptanzwahrscheinlich-

keit einer im Ablauf eines (1+1)-EA auftretenden 1-Null-k-Einsen-Mutationen fürk � 2 durch1=(k+1) nach oben beschränkt werden. Gerade zum Ende der Optimierung einer linearen Funk-

tion mit ausschließlich positiven Koeffizienten, wenn der relative Nullen-Anteil im Individuum

sehr klein ist, ist es sehr unwahrscheinlich, dass eine Mutation, die im Erwartungsfall nur ein

Bit flippt, mehr als eine Null flippt. Genau die entscheidenden, wahrscheinlich auftretenden Mu-

tationen konnten demnach bezüglich ihres Einflusses auf dieerwartete Veränderung der Anzahl

der Einsen sehr gut abgeschätzt werden.

In einem Schritt des dynamischen (1+1)-EA ist die Anzahl flippender Bits binomialverteilt

zu den Parameternn undp, wobeip die im jeweiligen Mutationsschritt verwendete Mutations-

wahrscheinlichkeit bezeichnet. Insbesondere ist die Anzahl der flippenden Nullen bzw. die der

flippenden Einsen binomialverteilt zu den Parameternjxj0 bzw. jxj1 undp. Von einer Mutation

werdenjxj0 � p flippende Nullen undjxj1 � p flippende Einsen erwartet. Für die Analyse des

dynamischen (1+1)-EA auf linearen Funktionen ist es sicherlich wichtig, die Auswirkung der

„erwarteten Mutationen“ gut abzuschätzen.

Tritt im Ablauf des dynamischen (1+1)-EA auf einer linearenFunktion mit ausschließlich

positiven Koeffizienten eine 1-Null-k-Einsen-Mutation auf, so gilt – unabhängig von der Muta-

tionswahrscheinlichkeit, die zum Auftreten dieser Mutation geführt hat (vgl. Lemma 3.5.15 (auf

Seite 41) und für dessen Beweis Lemma 3.5.11 (auf Seite 38)) –natürlich weiterhin, dass diese

für k � 2 höchstens mit einer Wahrscheinlichkeit von1=(k + 1) akzeptiert wird. Ebenso gilt

weiterhin, dass von einem Mutation-Selektion-Zyklus, in dem die Mutationswahrscheinlichkeitp = 1=n verwendet wird, eine Zunahme der Anzahl der Einsen um mindestens0;264 � jxj0=n
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zu erwartet ist, wobeix das in diesem Schritt aktuelle, mutierte Individuum bezeichnet (vgl.

Lemma 4.2.2 (auf Seite 49)). Bleiben die restlichen Schritte einer Phase.

Im Resultat für die 1-Null-k-Einsen-Mutationen (Lemma 3.5.15 (auf Seite 41)) wurde aus-

genutzt, dass unter diesen nur01k-Mutationen potenziell akzeptabel sind und alle übrigenk der�k+11 �Mutationstypen sicher inakzeptable Mutationen charakterisieren. Von denk+1 möglichenB-Mutationen,B 2 f0; 1gk+1 und jBj0 = 1, die 1-Null-k-Einsen-Mutationen charakterisieren,

charakterisiert also nur ein (relativer) Anteil von1=(k + 1) potenziell akzeptable Mutationen.

Allgemeiner kann fürk > z � 1 gezeigt werden, dass die potenziell akzeptablenB-Mutationen,B 2 f0; 1gn und jBj0 = z, unter allenz-Nullen-k-Einsen-Mutationen höchstens einen (relati-

ven) Anteil vonz=(k + 1) stellen:

Lemma 4.3.1. Unter allen Bit-Sequenzen mit genauz � 1 Nullen und genauk > z Einsen

beträgt der (relative) Anteil der Sequenzen, für die keine Abbildung existiert, die jeder Null

umkehrbar eindeutig eine relativ weiter links stehende Eins zuordnet, höchstensz=(k + 1).
Beweis:Eine Bit-Sequenz habe genau dann die Eigenschaft E, wenn nicht jede darin vorkom-

mende Null umkehrbar eindeutig auf eine relativ weiter links stehende Eins abgebildet werden

kann. Es gilt: �z+kz�1��z+kz � = z(z + k)� (z � 1) = zk + 1
Es gibt

�z+kz � Bit-Sequenzen mit genauz Nullen und genauk Einsen. Es reicht somit zu zeigen

aus, dass höchstens
�z+kz�1� dieser Bit-Sequenzen die Eigenschaft E besitzen. Um dies zuzeigen,

reicht es wiederum aus, jede solche Bit-Sequenz, die die Eigenschaft E besitzt, umkehrbar ein-

deutig auf eine Bit-Sequenz der (gleichen) Längez+ k abzubilden, die genauz� 1 Nullen (und

genauk + 1 Einsen) enthält. Eine solche Abbildung� wird nun angegeben.

Da z � 1 vorausgesetzt ist, gilt für jede Bit-Sequenzm 2 f0; 1gz+k, die die Eigenschaft E

besitzt,m = a0b, sodassa gleich viele Nullen wie Einsen enthält und außerdem eine Bijektion

existiert, die jede Null ina auf eine relativ links stehende Eins ina abbildet. Wird inm – von links

nach rechts – der ersten Null die erste Eins zugeordnet usw.,so ist leicht einzusehen, dass durch

die Eigenschaft E das Präfixa0 vonm eindeutig bestimmt ist. Die vona undb eingerahmte Null

ist nämlich genau die Null, der bei obiger Vorgehensweise als erste eine relativ rechts stehende

Eins zugeordnet wird, sie ist damit eindeutig „die entscheidende Null“ für die Eigenschaft E.

Die Abbildung� : a0b ! a 1b (mit a0b wie im vorigen Absatz) wird die geforderte Eigen-

schaft haben, wobeia das (bitweise) Komplement vona bezeichnet. Daa, genau wiea, gleich

viele Nullen wie Einsen enthält, enthälta 1b folglich genau eine Null weniger alsa0b (nämlich

genauz�1), wie von� gefordert wurde. Genau wie ina0b die entscheidende Null, bzw. das Prä-

fix a0, eindeutig bestimmt ist, ist auf „komplementäre Weise“ dieEins ina 1b, bzw. das Präfix
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auf eine relativ links stehende Null ina abgebildet werden. Aus dem Bilda 1b = �(a0b) kann

somit eindeutig das Urbilda0b rekonstruiert werden, womit� eindeutig umkehrbar ist.

Folglich können höchstens
�z+kz�1� der

�z+kz � Bit-Sequenzen die Eigenschaft E besitzen; deren

(relativer) Anteil ist also nach oben durchz=(k + 1) beschränkt.

Analog zum Resultat über die 1-Null-k-Einsen-Mutationen (Lemma 3.5.15 (auf Seite 41)), wäre

dann entsprechend zu vermuten, dass der folgende Sachverhalt gilt:

Vermutung 4.3.2. Für k > z � 1 gilt: Tritt im Ablauf des [dynamischen] (1+1)-EA auf einer

linearen Funktion mit ausschließlich positiven Koeffizienten einez-Nullen-k-Einsen-Mutation

auf, so wird der durch sie entstandene Mutant mit einer Wahrscheinlichkeit nicht größer alsz=(k + 1) selektiert/akzeptiert.

„Leider“ ist R� für z � 2 undk > z auf der Menge derz-Nullen-k-Einsen-Mutation nur eine

partielle Ordnung: Zum Beispiel sind10 1 01 -Mutation und01 1 10 -Mutation

unvergleichbar, wobei10101-Mutationen sicher inakzeptabel und01110-Mutationen potenziell

akzeptabel sind. Um die eine Bit-Sequenz in die andere zu überführen, sind nämlich sowohl

„10!01-Operationen“ als auch „01!10-Operationen“ nötig, sodassR� bzw. Lemma 3.5.11 (auf

Seite 38) keine Aussage über das Verhältnis der beiden entsprechenden Wahrscheinlichkeiten des

Auftretens in einem (bestimmten) Schritt erlaubt. Der Beweis zu Lemma 3.5.15 (auf Seite 41)

lässt sich also nicht so einfach anpassen. Dennoch könnte – und sollte meiner Meinung nach –R bzw. die partielle OrdnungR� auf der Menge derz-Nullen-k-Einsen-Mutationen ausreichen,

um den vermuteten Sachverhalt zeigen zu können.

Damit der behauptete Zusammenhang fürz > 1 gilt – für z = 1 ist er ja bewiesen –, ist es

nicht (unbedingt) notwendig, dass (in einem bestimmten Schritt) jede sicher inakzeptable Muta-

tion mindestens so wahrscheinlich auftritt wie jede potenziell akzeptable. Für das oben genannte

Beispiel kann dem Auftreten einer (potenziell akzeptablen) 01110-Mutation beispielsweise das

Auftreten einer (sicher inakzeptablen)10110-Mutation gegenübergestellt werden. Da die beiden

Bit-Sequenzen durch das Flippen der zwei vordersten Bits ineinander überführt werden können,

gilt für diese nämlich01110-Mutation�R 10110-Mutation. Fürz = 2 undk = 3 muss gezeigt

werden, dass beim Auftreten einer2-Nullen-3-Einsen-Mutation diese höchstens mit einer Wahr-

scheinlichkeit von zk+1 = 23+1 = 12 akzeptiert wird. Lemma 4.3.1 (auf der vorherigen Seite) sagt

zumindest aus, dass von den
�2+32 � = 10 möglichen Mutationstypen nur10 � zk+1 = 10 � 12 = 5
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potenziell akzeptabel sind. In diesem Fall gilt beispielsweise:01110-Mutation �R� 10110-Mutation01101-Mutation �R� 10101-Mutation01011-Mutation �R� 11001-Mutation00111-Mutation �R� 11100-Mutation10011-Mutation �R� 11010-Mutation

Jedem der fünf möglichen potenziell akzeptablen Mutationstypen (jeweils auf der linken Seite)

kann also umkehrbar eindeutig ein mindestens so wahrscheinlich auftretender sicher inakzepta-

bler Mutationstyp (jeweils auf der rechten Seite) zugeordnet werden. Insgesamt ergibt sich so die

Behauptung, dass nämlich eine auftretende2-Nullen-3-Einsen-Mutation mit einer Wahrschein-

lichkeit von höchstens1=2 akzeptiert wird.

Bei einem Beweis der obigen Vermutung könnten die folgendenSachverhalte nützlich sein.

Dabei wird wieder davon ausgegangen, dass eine lineare Funktion mit ausschließlich positiven

Koeffizienten vorliegt, deren Wertigkeit von links nach rechts monoton abnimmt.

Proposition 4.3.3. EineB-Mutation,B 2 f0; 1g+, ist genau dann sicher inakzeptabel, wenn fürB gilt: Links der ersten Null (von links) steht mindestens eine Eins, links der zweiten Null stehen

mindestens zwei Einsen usw.

Proposition 4.3.4. Wenn eineB-Mutation,B 2 f0; 1g+ und jBj0 = z, eine potenziell akzepta-

blez-Nullen-Mutation ist, kann die entscheidende Null (vgl. „entscheidende Null“ im Beweis zu

Lemma 4.3.1 (auf Seite 56)) inB nur an denz Positionen1; 3; : : : ; 2z � 1 (von links) stehen.

Steht die entscheidende Null inB an Position2i� 1 (von links), so befinden sich genau jei� 1
Nullen und Einsen links von dieser und genauz � i Nullen (und genauk � i + 1 Einsen) rechts

von dieser.

Proposition 4.3.5. Ist für A 2 f0; 1g+ eineA-Mutation sicher inakzeptabel und gilt fürB 2f0; 1gjAj A-Mutation�R B-Mutation, so ist auch eineB-Mutation sicher inakzeptabel. Gleiches

gilt dann auch für „�R� “ statt „ �R“.

Unter der Voraussetzung, dass Vermutung 4.3.2 (auf der vorherigen Seite) zutrifft, lässt sich�x;p(z) = Px;p(z; 0) � z + Xz<k�jxj1 Px;p(z; k) � Ax;p(z; k) � (z � k)
für z � 1 mit Ax;p(z; k) := z=(k + 1) abschätzen (vgl. Seite 45f ).
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Fürk > z > 0 gilt dann:A(z; k) � (z � k) = zk + 1 � (z � k) = �z � k � zk + 1
Für z = 1 undk = 2 gilt also�z � k�zk+1 = � z3 und außerdem gilt fürz 2 N:limk!1�z � k � zk + 1 = �z
Es könnte also wie folgt abgeschätzt werden:�x;p(z) � z �0�Px;p(z; 0) � Xz<k�jxj1 Px;p(z; k)1A
Die Summe

Pz<k�jxj1 Px;p(z; k) ist dabei gleich der Wahrscheinlichkeit, dass eine Mutation

mit der Mutationswahrscheinlichkeitp in dem Individuumx genauz Nullen und mehr Einsen

als Nullen flippt. Zum Ende der Optimierung – wenn es interessant wird – besitzt das aktuelle

Individuum deutlich mehr Einsen als Nullen, d. h. es gilt beispielsweisejxj1=jxj0 = !(1). Vor

allem für großep, d. h. beispielsweise fürp = !(1=n), nimmt die Wahrscheinlichkeit, dass dann

mehr Einsen als Nullen flippen stark zu, sodass die Abschätzung�x;p(z) � z � �Px;p(z; 0)� Prob(z-Nullen-Mutation)�= z � ��jxj0z �pz(1� p)n�z � �jxj0z �pz(1� p)jxj0�z�= z � �jxj0z � � pz(1� p)jxj0�z � �(1� p)n�jxj0 � 1�= z � Prob(z-Nullen-Mutation) � �(1� p)jxj1 � 1�� z � Prob(z-Nullen-Mutation) � (�1)
eine gute Näherung darstellt. Damit würde dann die folgendeAbschätzung gelten:�x;p = jxj0Xz=0 �x;p(z)� jxj0Xz=0(�z) � Prob(z-Nullen-Mutation)= �E[ #flippende Nullen℄= �p � jxj0
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Die von einer Mutation des Individuumsx erwartete Veränderung der Anzahl der Einsen ist

gleichp � jxj0 � p � jxj1 = �p(jxj1 � jxj0). Für jxj1 � jxj0 > jxj0 , jxj0 < n=3 ist also die von

einem Mutation-Selektion-Zyklus erwartete Veränderung der Anzahl der Einsen größer, d. h. die

erwartete Verringerung kleiner, als die in dessen Mutationsschritt – größer kann sie ja nie sein.

Interessant ist dieses Ergebnis für den Fall, dass die Optimierung schon so weit fortgeschritten

ist, dassjxj0 = o(n) gilt. Denn obwohl in einem Mutationsschritt dann eine Veränderung der

Anzahl der Einsen von�p � (n� o(n)) erwartet wird, ist die von dem zugehörigen Mutation-Se-

lektion-Zyklus erwartete Veränderung der Anzahl der Einsen dennoch durch�p�jxj0 = �p�o(n)
beschränkt.

Dies ist darauf zurückzuführen, dass fürz = o(k) bzw. k = !(z) die durchz=(k + 1)
nach oben abgeschätzte Akzeptanzwahrscheinlichkeit einer z-Nullen-k-Einsen-Mutation durcho(1) beschränkt ist. Die Wahrscheinlichkeit, dass eine „z-Nullen-!(z)-Einsen-Mutation“ auftritt,

wennjxj0 = o(n) gilt, nimmt mit wachsendemp stark zu. Es werden dann jap � jxj0 = p � o(n)
flippende Nullen undp � jxj1 = p � (n � o(n)) flippenden Einsen erwartet und dass von diesen

Erwartungswerten jeweils um einen konstanten Faktor abgewichen wird, ist exponentiell klein

im (jeweiligen) Erwartungswert.

Für einen Schritt, in demp = !(1=n) und jxj0 = o(n) gilt, würde die Wahrscheinlichkeit,

mit der der erzeugte Mutant akzeptiert wird, folglich mitn ! 1 gegen Null streben – wenn

Vermutung 4.3.2 (auf Seite 57) zutrifft. Zum Ende der Optimierung einer linearen Funktion mit

ausschließlich positiven Koeffizienten, wenn das aktuellen Individuum deutlich mehr Einsen als

Nullen enthält, würden dann die Schritte einer Phase, in denen eine große Mutationswahrschein-

lichkeit p = !(1=n) verwendet wird, fürn ! 1 nicht (mehr) zu einem Verlust von Einsen

führen können. Dies bestärkt wiederum die Vermutung, dass die „dynamische Erweiterung“ des

(1+1)-EA bei linearen Funktionen zwar nicht hilft, aber auch nicht schadet. Das heißt, sie verur-

sacht lediglich einen „Verlustfaktor“ von�(logn), einen „Verlustfaktor“ in der Größenordnung

der Anzahl von Schritten in einer Phase des dynamischen (1+1)-EA.

4.4 Zusammenfassung

In Kapitel 2 wurde für einige „leichte“ lineare Funktionen die bereits vermutete Schranke vonO(n � log2 n) für die erwartete Laufzeit des dynamischen (1+1)-EA gezeigt. Dazu wurde eine

einfache Methode angewendet, die sichere Annahmen über dieAnzahl der Einsen (bzw. die der

Nullen) im aktuellen Individuum bei einer gegeben Fitness verwendet. Außerdem wurde gezeigt,

dass diese Methode nicht dazu geeignet ist, für jede lineareFunktion die vermutete Laufzeit-

Schranke zu zeigen. Dazu wurde beispielhaft die Funktion BLICn(x) =Pni=1 i � xi betrachtet.

Für die Funktion BLICn wurde dann in Kapitel 3 gezeigt, dass zum Ende der Optimierung
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durch den dynamischen (1+1)-EA – hier „versagte“ die Methode aus Kapitel 2 – Mutation-Se-

lektion-Zyklen, in denen eine große Mutationswahrscheinlichkeit p = !(1=n) verwendet wird,

die Anzahl der Einsen im aktuellen Individuum mit „überwältigender“ Wahrscheinlichkeit nicht

verringern werden. Dies stützte die Vermutung, dass die Dynamik zwar bei linearen Funktionen

nicht hilft, aber – viel wichtiger – vor allem nicht schadet.

Um diesen bzw. einen ähnlichen Sachverhalt für jede lineareFunktion zeigen zu können,

wurde dann ein Theorem über die Verteilung der Einsen im aktuellen Individuum bei der Ma-

ximierung einer jeden linearen Funktion2 durch den dynamischen (1+1)-EA bewiesen. Ferner

wurde aufgezeigt, wie diese strukturelle Erkenntnis angewendet werden kann, um die Wahr-

scheinlichkeit für das Auftreten von bestimmten Mutationen in einem Schritt der Optimierung

besser als bisher möglich abzuschätzen.

In Kapitel 4 wurden diese Erkenntnisse weiter ausgebaut undgezeigt, dass sie eine gute

Abschätzung der erwarteten Veränderung der Anzahl der Einsen durch eine Mutation-Selektion-

Zyklus erlauben. Für den Standard-(1+1)-EA konnte sogar eine alternativeO(n � logn)-Laufzeit-

Schranke für die Klasse von linearen Funktionen gezeigt werden, die in gewissem Sinn besser ist

als die bisherige. Schließlich wurde angedeutet, teilweise gezeigt, wie mit den in dieser Arbeit

errungenen Erkenntnissen, eine Verbesserung der bisherigenO(n2 � logn)-Laufzeit-Schranke für

den dynamischen (1+1)-EA auf linearen Funktionen gezeigt werden könnte. Ein möglicher Weg

zu einerO(n � log2 n)-Laufzeit-Schranke wurde durch diese Arbeit also „ein wenig“ „geebnet“.

2mit o. B. d. A. ausschließlich positiven Koeffizienten



62 4. Kapitel – Anwendung der strukturellen Erkenntnisse



Anhang A

Abschätzungen und Identitäten

Die verwendeten Schreibweisen und Notationen von Intervallen und Ähnlichem werden in Ab-

schnitt 1.5 (auf Seite 8) erläutert. Die folgende Kollektion von Abschätzungen und Identitäten ist

an den Anhang von „Randomized Algorithms“ [MR95] angelehnt.� Mit 0! := 1 gilt:
1Xk=0 1k! = e� Fürn 2 N gilt:

�1� 1n�n � 1e� Fürn 2 Nnf1g gilt:

�1� 1n�n�1 � 1e� Für dien-te harmonische Zahl,n 2 N, gilt: H(n) = nXk=1 1k = lnn+�(1)� Fürn; k 2 N0 undn � k gilt:�nk� � nkk!�nk� � nkk! für n >> k�nk� � �n�ek �k�nk� � �nk �k�nk� = � nn�k�
Die beiden folgenden wahrscheinlichkeitstheoretischen Lemmata werden in Abschnitt 4.1 von

„Randomized Algorithms“ [MR95] bewiesen, wobei die Beweisidee Tschernoff zugeschrieben

wird („Tschernoff-Schranke“).
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Lemma. SeienX1; : : : ; Xn unabhängige Zufallsvariablen mit dem Wertebereichf0; 1g, sodass

für i 2 f1; : : : ; ng gilt: pi = Prob(Xi = 1) = 1 � Prob(Xi = 0) mit pi 2 (0 ; 1). Dann

gilt für die ZufallsvariableX = Pni=1Xi, wobei� = E[X℄ = Pni=1 pi deren Erwartungswert

bezeichnet, undÆ 2 R+:Prob(X > (1 + Æ) � �) < � eÆ(1 + Æ)(1+Æ)��
Für die Abschätzung der Wahrscheinlichkeit einer anteiligen Abweichung vom Erwartungswert

nach unten gilt der folgende Sachverhalt:

Lemma. SeienX1; : : : ; Xn unabhängige Zufallsvariablen mit dem Wertebereichf0; 1g, sodass

für i 2 f1; : : : ; ng gilt: pi = Prob(Xi = 1) = 1 � Prob(Xi = 0) mit pi 2 (0 ; 1). Dann

gilt für die ZufallsvariableX = Pni=1Xi, wobei� = E[X℄ = Pni=1 pi deren Erwartungswert

bezeichnet, undÆ 2 (0 ; 1):Prob(X < (1� Æ) � �) < � e�Æ(1� Æ)(1�Æ)�� < e���Æ2=2
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