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Oliver Giel, Händelstr. 41, D-45657 Recklinghausen
Matrikelnummer 0046638, Fachbereich Informatik, Universität Dortmund



Inhaltsverzeichnis

1 Grundlegende Definitionen 1

Boolesche Funktionen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
Schaltkreise und Formeln . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
Branchingprogramme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

2 Einleitung und Historie 9
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1 Grundlegende Definitionen

In diesem Kapitel werden die zentralen Begriffe und Modelle dieser Arbeit ein-
geführt. Die meisten der aufgeführten Definitionen sind angelehnt an Wegener (1987,
1989, 1993, 2000).

Boolesche Funktionen

Eine boolesche Funktion f ∈ Bn,m mit n booleschen Variablen als Eingabe und
m booleschen Ausgaben ist eine Funktion f : {0, 1}n → {0, 1}m. Wir betrachten
hier boolesche Funktionen mit nur einer Ausgabe, d.h. Funktionen aus Bn,1, oder
kurz Bn. In B2 gibt es genau 16 verschiedene Funktionen, die formal von beiden
Eingabevariablen abhängen. Mit B∗

2 ⊂ B2 bezeichnen wir diejenigen Funktionen in-

B2

B∗
2

AND(a, b) = a ∧ b

ID1(a, b) = a NAND(a, b) = a ∧ b

ID2(a, b) = b <(a, b) = a ∧ b

NOT1(a, b) = a >(a, b) = a ∧ b EXOR(a, b) = a⊕ b

NOT2(a, b) = b OR(a, b) = a ∨ b NEXOR(a, b) = a⊕ b

0(a, b) = 0 NOR(a, b) = a ∨ b

1(a, b) = 1 ≤(a, b) = a ∨ b

≥(a, b) = a ∨ b

U2

Tabelle 1.1: Funktionen in B2.

nerhalb von B2, die essentiell (und nicht nur formal) von beiden Variablen abhängen.
Die Menge U2 ⊂ B2 enthält alle Funktionen aus B2 mit Ausnahme von EXOR und
NEXOR.
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Schaltkreise und Formeln

Die Menge der booleschen Funktionen, die von Schaltkreisen realisiert werden kön-
nen, und die erforderliche Schaltkreisgröße hängt maßgeblich von der Wahl der Ba-
sis Ω ab, aus der die einzelnen Bausteine (Gatter) eines Schaltkreises entnommen
sind. Eine Basis heißt vollständig, wenn sich alle booleschen Funktionen in dieser
Basis darstellen lassen. Häufig wird als Basis {∧,∨,¬} gewählt. (Dabei bezeichnet
¬ /∈ B2 die Negationsfunktion für eine boolesche Variable.) Deren Vollständigkeit
kann man leicht einsehen, da die Disjunktive Normalform (DNF) jeder booleschen
Funktion in dieser Basis darstellbar ist. Wir gehen hier i.Allg. von der vollständigen
Basis B2 aus und nennen entsprechende Schaltkreise B2-Schaltkreise oder einfach
nur Schaltkreise.

Definition 1.1. Ein B2-Schaltkreis S mit n booleschen Eingängen x1, . . . , xn

besteht aus der Aufzählung seiner Bausteine G1, . . . , Gc und seiner Ausgänge
A1, . . . , Am. Ein Baustein Gk wird durch Angabe seines Typs ω ∈ B2 und der
Aufzählung seiner beiden Eingänge beschrieben. Eingänge von Gk dürfen die Kon-
stanten 0 und 1, die Eingänge des Schaltkreises x1, . . . , xn und alle Bausteine
G1, . . . , Gk−1 sein. Ausgang des Schaltkreises kann jeder Baustein, jeder Input xi

und jede der beiden Konstanten sein.

Gewöhnlich werden Schaltkreise durch gerichtete, azyklische Graphen veran-
schaulicht. Der Graph G = (V,E) für einen Schaltkreis S, hat die Knotenmenge
V = {x1, . . . , xn, G1 . . . , Gc} (ggf. um 0 und/oder 1 erweitert, falls diese Konstanten
in S vorkommen). In der Kantenmenge E ist die Kante (vi, vj) genau dann ent-
halten, wenn der Baustein, der Eingang des Schaltkreises oder die Konstante an
vi ein Eingang für den Baustein an vj ist. Für kommutative Bausteine aus B2 ist
diese Darstellung völlig ausreichend. Für nicht kommutative Bausteine, wie z.B.
<(a, b) = a∧ b, ist eine zusätzliche Unterscheidung eingehender Kanten erforderlich.

Beispiel 1.2. Abbildung 1.1(a) zeigt einen Schaltkreis mit Eingängen x und y.

Definition 1.3. i) Die Größe oder Komplexität eines B2-Schaltkreises S heißt
C(S) und ist die Zahl c seiner Bausteine.

ii) Die Tiefe von S, D(S), ist die größte Anzahl Bausteine auf einem gerichteten
Pfad in S.

iii) Für eine boolesche Funktion f bezeichnet C(f) die Größe eines kleinsten
B2-Schaltkreises für f und D(f) die Tiefe eines B2-Schaltkreises für f mit
minimaler Tiefe.

Formeln sind eine eingeschränkte Klasse von Schaltkreisen. Sie sollen boolesche
Ausdrücke mit binären Operatoren, wie z.B. (x ∧ y) ∨ ((x ∧ y)⊕ 1), widerspiegeln.
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Abbildung 1.1: Schaltkreis und Formel.

Definition 1.4. Eine B2-Formel ist ein B2-Schaltkreis mit nur einem Ausgang, bei
dem der Fan-out der Bausteine durch 1 beschränkt ist.

Der Schaltkreis in Abbildung 1.1(b) ist eine Formel, die aus dem Schaltkreis in
Abbildung 1.1(a) durch Duplizieren des ∧-Bausteins mit zu großem Fan-out ent-
standen ist. Im Allgemeinen kann jeder Schaltkreis durch wiederholtes Kopieren der
Bausteine von Subschaltkreisen mit zu großem Fan-out in eine Formel verwandelt
werden. Durch den beschränkten Fan-out der Bausteine müssen Formeln mehrfach
verwendete Zwischenergebnisse mehrfach in getrennten Subschaltkreisen berechnen.

Wir nehmen immer an, dass in einer Formel keine
”
überflüssigen“ Bausteine

mit Fan-out 0 vorkommen. Dann bilden die inneren Knoten des zugrundeliegen-
den Graphen einen wurzelgerichteten Baum. Die Baumeigenschaft wird nur an den

”
Blättern“, den Variablen und Konstanten, gestört, weil deren Fan-out nicht be-

schränkt ist.

Definition 1.5. Eine Formel heißt read-once, wenn jeder ihrer Eingänge (Variab-
len) Fan-out 1 hat.

Das natürliche Maß für die Größe einer Formel ist ihre Schaltkreisgröße, also die
Zahl ihrer Bausteine. Diese entspricht genau der Zahl innerer Knoten des zugehöri-
gen Graphen, welcher bei B2-Formeln ein Binärbaum ist. Wegen der Baumeigen-
schaft ist auch die folgende Definition sinnvoll. Sie zielt darauf ab, die Vorkommen
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von Variablen und Konstanten in dem booleschen Ausdruck, den die Formel dar-
stellt, zu zählen. So soll z.B. der Formel (x ∧ y) ∨ ((x ∧ y)⊕ 1) in Abbildung 1.1(b)
die Größe 5 zugeschrieben werden.

Definition 1.6. Die Größe einer B2-Formel F , L(F ), ist gleich der Summe der
Fan-outs aller ihrer Eingänge (Variablen) und der Konstanten. Für eine boolesche
Funktion f bezeichnet L(f) die Größe einer kleinsten B2-Formel für f . Mit L∗(F )
und L∗(f) wird entsprechend die Formelgröße über der Basis {∧,∨,¬} bezeichnet.

L(f) und die Zahl der Bausteine in einer kleinsten B2-Formel für f unterscheiden
sich nur um die additive Konstante 1: Der Schaltkreisgraph einer kleinsten B2-Formel
für f mit n Bausteinen ist ein Binärbaum und ein Binärbaum mit n inneren Knoten
besitzt genau n + 1 Blätter.

Negationen (¬) sind im L∗-Maß offensichtlich
”
umsonst“, sie erhöhen nicht die

Zahl der Blätter, denn der zugrunde liegende Graph ist kein Binärbaum. Dies ist
nicht etwa eine schwerwiegende Schwäche des Modells. O.B.d.A. kann man für For-
meln über {∧,∨,¬} immer annehmen, dass Negationen nur in Form von negierten
Variablen vorkommen. Dies kann man erreichen, indem man, an der Wurzel begin-
nend, rekursiv die deMorgan-Regeln (a ∧ b) = a ∨ b und (a ∨ b) = a ∧ b anwendet.
Dabei bleibt die Gesamtzahl der AND- und OR-Bausteine unverändert und Nega-
tionen werden zu den Eingängen propagiert. Das Negieren der Eingänge wird dann
schließlich als kostenlos angesehen. Man kann dies damit rechtfertigen, dass dort,
wo Schaltkreise eingesetzt werden, die Eingänge meistens auch in negierter Form
zur Verfügung stehen. Dies ist z.B. in sequentiellen Schaltwerken der Fall, wo die
Eingänge von Schalkreisen an Ausgänge von Flip-Flops angeschlossen werden, die
immer zwei zueinander inverse Ausgänge besitzen.

Manchmal wird L∗ auch als Formelgröße über der Basis U2 (vgl. Tabelle 1.1) defi-
niert. Man erhält für boolesche Funktionen f im Wesentlichen dieselbe Formelgröße
wie über {∧,∨,¬}, denn minimale Formeln lassen sich (bis auf eine unbedeuten-
de Ausnahme) ohne Größenzuwachs in der jeweils anderen Basis simulieren. Nach
obiger Betrachtung dürfen wir annehmen, dass in einer minimalen {∧,∨,¬}-Formel
Negationen nur in Form von negierten Variablen vorkommen. Dann gibt es oberhalb
der Literale nur ∧- und ∨-Bausteine, die wir in U2-Formeln auch zur Verfügung ha-
ben. Die Negationsbausteine an den Variablen integrieren wir in die unterste Ebene
der AND- und OR-Bausteine, indem wir diese entsprechend bei einer negierten Va-
riablen als Eingang durch <-, >-, ≤- oder ≥-Bausteine ersetzt (vgl. Tabelle 1.1),
bei zwei negierten Variablen als Eingang durch NAND- oder NOR-Bausteine. Bei
dieser Simulation entstehen keine zusätzlichen Kosten. Lediglich {∧,∨,¬}-Formeln
aus nur einer negierten Variablen (x) mit Kosten 1 können wir als U2-Formel nur mit
Kosten 2 realisieren, z.B. als NOT1(x, x). Bei der umgekehrten Simulation beobach-
tet man, dass 0- und 1-Bausteine einer U2-Formel durch Konstanten 0 und 1 ersetzt
werden können, NOT1- und NOT2-Bausteine durch ¬-Bausteine und Identerbau-
steine ID1 und ID2 sogar ganz eingespart werden können. Durch diese Ersetzungen
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können die Kosten nur sinken. Die übrigen Bausteine können durch jeweils einen ∧-
oder ∨-Baustein und einen (kostenlosen) ¬-Baustein ersetzt werden.

Im Allgemeinen hängt für Formeln – abgesehen von Konstanten Faktoren – die
Darstellungskraft einer vollständigen binären Basis allein vom Vorhandensein von
EXOR- oder NEXOR-Bausteinen ab. Für die Parity-Funktion x1 ⊕ · · · ⊕ xn ist
bekannt, dass L∗(x1 ⊕ · · · ⊕ xn) ≥ n2, während offensichtlich L(x1 ⊕ · · · ⊕ xn) = n.

Definition 1.7. Eine B2-Formel mit Größe ` heißt balanciert, wenn ihre Tiefe d =
dlog `e ist.

Branchingprogramme

Branchingprogramme berechnen boolesche Funktionen. Sie können auf verschiedene
Weisen definiert werden, je nachdem, welchen Blickwinkel man einnehmen möchte.
Hier sollen zwei verschiedene, gleichwertige Definitionen genügen. Die erste Defini-
tion greift auf straight-line Programme zurück, die uns später noch in anderer Aus-
prägung begegnen werden, während sich die zweite Definition auf Graphen stützt.

Definition 1.8. Ein ite straight-line Programm ist eine Folge von Anweisungen
I1, . . . , Is. Eine einzelne Anweisung ist von der Form Ij = ite(Cj, Tj , Ej). Die Be-
dingung (condition) Cj, der

”
Then-Zweig“ Tj und der

”
Else-Zweig“ Ej sind aus

{0, 1, x1, . . . , xn, I1, . . . , Ij−1}, wobei x1, . . . , xn Variablen sind. Jede Anweisung Ij re-
präsentiert eine boolesche Funktion fj ∈ Bn, die rekursiv durch ite(x, y, z) := xy∨xz
(“if x then y else z”) definiert ist. Das Programm berechnet fs.

Definition 1.9. Ein Branchingprogramm (BP) ist ein ite straight-line Programm,
bei dem als Bedingungen Cj nur Variablen {x1, . . . , xn} erlaubt sind und Tj und Ej

aus {0, 1, I1, . . . , Ij−1} sind.

Definition 1.10. Ein Branchingprogramm (BP) besteht aus einem gerichteten,
azyklischen Graphen und einer Markierung der Knoten und Kanten. Jeder Kno-
ten hat entweder Fan-out 0 oder Fan-out 2. Jeder innere Knoten (Fan-out 2) ist
mit einer Variablen xi ∈ {x1, . . . , xn} markiert und eine seiner ausgehenden Kan-
ten mit 0, die andere Kante mit 1. Senkenknoten (Fan-out 0) sind mit booleschen
Konstanten, 0 oder 1, markiert. Die Berechnung für f(a), a ∈ {0, 1}n, startet an
einem ausgezeichneten inneren Knoten, der Quelle. An einem xi-Knoten wird die
Kante mit Markierung ai gewählt. Ein Branchingprogramm stellt f ∈ Bn dar, falls
der Berechnungspfad für alle a ∈ {0, 1}n an einer Senke mit Markierung f(a) endet.

Beispiel 1.11. Abbildung 1.2 stellt dasselbe Branchingprogramm für
f(x1, x2, x3, x4) = [x1 + x2 + x3 + x4 ≡ 0 mod 3] in beiden Modellen gegenüber. Die
Schreibweise

”
[Ausdruck ]“ steht für den booleschen Wert 1, falls Ausdruck wahr

ist, und sonst für 0.
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I1 = ite(x4, 0, 1),

I2 = ite(x4, 1, 0),

I3 = ite(x3, 0, I1),

I4 = ite(x3, I2, 0),

I5 = ite(x3, I1, I2),

I6 = ite(x2, I4, I3),

I7 = ite(x2, I5, I4),

I8 = ite(x1, I7, I6)

(a) als ite straight-line Programm

0

000 0

1 0 0

1

1

1

1

1
0

1

0

0

1x3

x2

x3

0 1

x4 x4

x3

x2

x1

(b) als Graph

Abbildung 1.2: BP für f(x1, x2, x3, x4) = [x1 + x2 + x3 + x4 ≡ 0 mod 3].

Branchingprogramme der beiden Modelle können ineinander überführt werden:
Jeder innere Knoten mit Markierung xi, 1-Nachfolger vk und 0-Nachfolger v` eines
Branchingprogramms nach Definition 1.10 wird durch eine Anweisung ite(xi, Ik, I`)
ersetzt, wobei für Referenzen auf Senken direkt die entsprechende Konstante für Ik

oder I` eingesetzt wird. Wenn wir die Knoten in einer umgekehrten topologischen
Reihenfolge abarbeiten, erhalten wir ein ite straight-line Programm, das Definiti-
on 1.9 genügt. Die Zahl der Anweisungen entspricht der Zahl der inneren Knoten.
Wenn andererseits ein Branchingprogramm nach Definition 1.9 mit Anweisungen
I1, . . . , Is gegeben ist, konstruieren wir einen Branchingprogramm-Graphen mit s in-
neren Knoten v1, . . . , vs und zwei zusätzlichen Senkenknoten für 0 und 1. Die Mar-
kierung von vi wird die Bedingung Ci, die 1-Kante von vi führt zum Knoten vk, falls
Ti = Ik, oder zur entsprechenden Senke, falls Ti = 0 oder Ti = 1. Für die 0-Kante
verfahren wir analog.

Es ist klar, dass in Branchingprogrammen nach Definition 1.10 eine oder zwei
Senken für 0 und 1 in jedem Fall genügen. Die Zahl der Knoten insgesamt in einem
solchen Branchingprogramm mit s inneren Knoten ist dann s+1 oder s+2, die Zahl
der Kanten genau 2s. Daher ist s ein gutes Maß für die Branchingprogrammgröße.

Definition 1.12. i) Die Größe eines Branchingprogramms ist gleich der An-
zahl seiner inneren Knoten oder Anweisungen. Für eine boolesche Funktion f
bezeichnet BP(f) die Branchingprogrammgröße von f , d.h. die Größe eines
kleinsten Branchingprogramms für f .
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ii) Die Tiefe eines Branchingprogramms ist gleich der Länge (Anzahl der Kanten)
seines längsten gerichteten Pfades.

Definition 1.13. Ein Branchingprogramm heißt geschichtet, wenn alle Knoten so
auf Leveln angeordnet sind, dass alle Knoten eines Levels dieselbe Variable testen
und Kanten nur von einem Level zum darauf folgenden Level verlaufen. Die Breite
eines geschichteten Branchingprogramms ist die größte Anzahl Knoten auf einem
seiner Level.

Definition 1.14. Ein inkonsistenter Pfad eines Branchingprogramms ist ein gerich-
teter Pfad, der für eine Variable xi sowohl eine 0-Kante enthält, die einen xi-Knoten
verlässt, als auch eine 1-Kante enthält, die einen xi-Knoten verlässt.

Ein Berechnungspfad für einen Input a ∈ {0, 1}n enthält keine inkonsistenten
Pfadabschnitte, da 0- und 1-Kanten konsistent zu a gewählt sind. Gleichwohl erlau-
ben wir die Existenz inkonsistenter Pfade in Branchingprogrammen.
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2 Einleitung und Historie

Schaltkreise, Formeln und Branchingprogramme gelten als die wichtigsten Rechen-
modelle für boolesche Funktionen. Ihre zugehörigen Größenmaße C(f), L(f) und
BP(f) sind daher die wichtigsten Komplexitätsmaße für boolesche Funktionen. Um
die

”
Darstellungskraft“ der Modelle zu vergleichen, werden ihre Komplexitätsma-

ße zueinander in Beziehung gesetzt und versucht, möglichst gute obere und untere
Schranken nachzuweisen. Dieses Kapitel gibt einen kurzen Überblick über einige
grundlegende Resultate, die Beziehungen zwischen Schaltkreisgröße, Formelgröße
und Branchingprogrammgröße betreffen, und stellt zwei aktuellere Ergebnis vor.

Ältere Resultate

Die Aussagen im folgenden Satz gelten als wohl bekannt (siehe z.B. die Monogra-
phien von Wegener (1987, 2000)).

Satz 2.1. Für alle f ∈ Bn gilt:

i) C(f) ≤ L(f)− 1,

ii) C(f) ≤ 3 · BP(f),

iii) L(f) ≤ 2D(f),

iv) BP(f) ≤ L∗(f) und

v) L∗(f) ≤ O
(
L(f)2,096

)
.

Beweis/Beweisideen.

i) Jede B2-Formel der Größe ` entspricht einem Graphen mit `−1 inneren Knoten
oder Bausteinen, die einen Binärbaum bilden. Eine kleinste B2-Formel für f
ist ein Schaltkreis mit L(f)− 1 Bausteinen.

ii) Ein Branchingprogramm kann auch als Schaltkreis mit ite-Bausteinen auf-
gefasst werden. Ein xi-Knoten entspricht einem ite-Baustein (ite(x, y, z) :=
xy ∨ xz), dessen x-Eingang mit dem xi-Eingang des Schaltkreises verbunden
ist und dessen y- und z-Eingänge mit dem 1- bzw. 0-Nachfolger verbunden
sind. Die Senken entsprechen im Schaltkreis den Konstanten 0 und 1. Jeder
ite-Baustein kann nun durch drei B2-Bausteine ersetzt werden (vgl. Tabel-
le 1.1).
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iii) In einem Schaltkreis für f mit minimaler Tiefe d = D(f) duplizieren wir solan-
ge die Bausteine der Subschaltkreise mit zu großem Fan-out, bis jeder Baustein
nur noch Fan-out 1 hat. Die inneren Knoten des Schaltkreises (d.h. die Bau-
steine) entfalten wir so zu einem binären Baum mit Tiefe d−1, der zusammen
mit den Variablen und Konstanten eine Formel für f mit Tiefe d bildet. Der
Graph dieser Formel enthält höchstens 2 · 2d−1 = 2d Kanten, die von den Vari-
ablen und Konstanten zu Bausteinen verlaufen. Die Summe der Fan-outs über
alle Variablen und Konstanten der Formel ist daher höchstens 2d.

iv) Wir konstruieren ein Branchingprogramm mit L∗(f) inneren Knoten. Unsere
Konstruktion erfolgt induktiv über ` = L∗(f). Für ` = 1 besteht eine minimale
{∧,∨,¬}-Formel für f nur aus einer Variablen xi, einer negierten Variablen xi

oder einer Konstanten. Entsprechende Branchingprogramme haben Größe 0
bzw. 1. Im Induktionschritt betrachten wir eine minimale Formel mit Größe
` > 1 und wir können annehmen, dass die Aussage für Formeln der Größen
1, . . . , `−1 richtig ist. Falls der Baustein an der Wurzel ein ¬-Baustein ist, steht
unterhalb davon eine Formel für f . Es ist BP(f) = BP(f), denn es genügt,
die Markierungen der Senken auszutauschen. Wir können o.B.d.A. annehmen,
dass an der Wurzel ein ∧-Baustein steht, denn jeder ∨-Baustein kann mit den
deMorgan-Regeln durch einen ∧-Baustein und einige ¬-Bausteine ersetzt wer-
den. Dadurch wächst die Formelgröße in unserem Kostenmaß nicht an und mit
¬-Bausteinen können wir auf die obige Weise ohne Zusatzkosten im Branching-
programm umgehen. Dann ist f = g∧h, und g und h sind durch (Sub-)Formeln
mit Größe `g bzw. `h dargestellt. Es gilt `g + `h = `. Da `g, `h < `, können g
und h gemäß Induktionsannahme durch Branchingprogramme G und H mit
`g bzw. `h inneren Knoten dargestellt werden. Ein Branchingprogramm F für
f erhalten wir durch AND-Synthese von G und H, bei der die 1-Senke von G
durch die Quelle von H ersetzt wird. F hat dann `g + `h = ` innere Knoten.

v) In jeder B2-Formel F mit ` ≥ 2 Blättern gibt es eine Subformel G, die zwischen
1/3 und 2/3 der Blätter besitzt: Da F mehr als (2/3)` Blätter hat, gibt es in
F einen oder mehrere Bausteine, die Wurzeln von ineinander geschachtelter
(Sub-)Formeln mit mindestens (2/3)` Blättern sind. (Der Wurzelbaustein von
F gehört in jedem Fall dazu.) Wir betrachten den untersten dieser Bausteine.
Dessen Söhne sind Wurzeln von Subformeln mit weniger als (2/3)` Blättern.
Wenigstens einer der Söhne ist Wurzel einer Subformel mit mindestens (1/3)`
Blättern, weil der Vaterknoten Wurzel einer Subformel mit mindestens (2/3)`
Blättern ist.

Die Beweisidee beruht darauf, die gegebene B2-Formel F rekursiv aufzuteilen.
Dazu wird in F eine Subformel G gewählt, sodass L(G) zwischen (1/3)` und
(2/3)` und möglichst nahe bei (1/2)` liegt. In F ersetzen wir die Subformel G
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durch 0 und 1 und nennen diese Formeln H0 bzw. H1. Dann ist

F = ite(G,H1, H0) = (G ∧H1) ∨ (¬G ∧H0).

Das Verfahren wird jetzt rekursiv für G, H0 und H1 angewendet.

Pratt (1975) analysiert diese Konstruktion und berechnet für eine Konstan-
te c c · `log3 10 = O

(
`2,096

)
als obere Schranke für die Größe der konstruierten

{∧,∨,¬}-Formel.

�

Die Abschätzungen in Punkt (i), (ii), (iii) und (iv) sind für sich genommen sogar
optimal. Punkt (iv) zusammen mit Punkt (v) liefert uns eine erste Aussage über die
Branchingprogrammgröße boolescher Funktionen bzgl. ihrer Formelgröße:

BP(f) ≤ O
(
L(f)2,096

)
.

Aktuelle Resultate

Verfahren von Sauerhoff, Wegener und Werchner

Sauerhoff, Wegener und Werchner (1999) geben ein Verfahren an, das unmittelbar
aus einer gegebenen B2-Formel ein Branchingprogramm konstruiert.

Sei F eine B2-Formel für f(x1, . . . , xn) und ⊗ ∈ B2 der Baustein an der Wurzel
von F . Dann hat F die Gestalt F = G⊗H, wo G und H Subformeln von F sind,
die Funktionen g bzw. h berechnen. Wir brauchen hier nur die Fälle

”
⊗ = ∧“ und

”
⊗ = ⊕“ zu betrachten. Alle übrigen Bausteine können mit Hilfe der deMorgan-

Regeln durch einen dieser Bausteine und zusätzliche Negationsbausteine mit einem
Eingang (¬) ersetzt werden (vgl. Tabelle 1.1). Negationen können wir mit Bran-
chingprogrammen auf einfache Art handhaben. Es genügt, die Markierungen der 0-
und 1-Senken gegeneinander auszutauschen. Offensichtlich gilt BP(f)=BP (f).

Das Konstruktionsverfahren arbeitet rekursiv und basiert auf der folgenden Fall-
unterscheidung. Dabei werden, je nach Fall, Branchingprogramme für g und h oder
auch für (g, g) und (h, h) benötigt, die rekursiv berechnet werden. Ein Branching-
programm für (f, f) ist ein Branchingprogramm mit zwei Quellen, eine für f , die
andere für f . Es vereint sozusagen zwei Branchingprogramme in einem. Dabei nut-
zen gewöhnlich beide Funktionen einen Teil der Knoten gemeinsam. Im Folgenden
bezeichnen s(f) und s(f, f ) die Größe der rekursiv konstruierten Branchingpro-
gramme für f bzw. (f, f). Die Rekursion stoppt, sobald eine Subformel F mit nur
einem Blatt (Variable oder Konstante) erreicht ist. Ein minimales Branchingpro-
gramm für das Testen einer Variablen braucht nur einen inneren Knoten, der mit
der Variablen markiert ist. Branchingprogramme für Konstanten bestehen nur aus
einer entsprechenden Senke und haben Größe 0. Damit gilt für Blätter der Formel
s(f) = BP(f) ≤ 1 und s(f, f) = BP(f, f ) ≤ 2.
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10

0

Gh

Gg

h

f

(a) Fall 1: f = g ∧ h und BP für f .

0 1

G(h,h)

Gg

h

f

h

(b) Fall 2: f = g ⊕ h und BP für f .

0 1

10

f f

GgGg

h h

G(h,h)

(c) Fall 3: f = g ∧ h und BP für (f, f).

0 1

f f

G(g,g)

h h

G(h,h)

(d) Fall 4: f = g⊕ h und BP für (f, f).

Abbildung 2.1: Konstruktion der Branchingprogramme für f und (f, f).
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Fall 1: f = g ∧h und BP für f . Wir kombinieren Branchingprogramme Gg und
Gh für g bzw. h per AND-Synthese zu einem Branchingprogramm Gf für f . Dazu
ersetzen wir die 1-Senke von Gg durch die Quelle von Gh. (Siehe Abbildung 2.1(a)).
Es gilt

s(f) = s(g) + s(h). (2.1)

Fall 2: f = g ⊕ h und BP für f . Hier benötigen wir Branchingprogramme
Gg für g und G(h,h) für (h, h). Die 0-Senke von Gg wird durch die Quelle für h

und die 1-Senke von Gg durch die Quelle für h in G(h,h) ersetzt (Abbildung 2.1(b)).
Ein Berechnungspfad für eine Variablenbelegung a = (a1, . . . , an), der an der Quelle
von Gg startet, erreicht die 1-Senke von G(h,h) für g(a) = 0 und h(a) = 1 oder für

g(a) = 1 und h(a) = 1 ⇔ h(a) = 0. Das zusammengesetzte Branchingprogramm
realisiert also g⊕ h. Da ⊕ kommutativ ist, vertauschen wir die Rollen von g und h,
falls dies zu einem kleineren Branchingprogramm für f führt. Daher ist

s(f) = min
{
s(g) + s(h, h), s(h) + s(g, g)

}
. (2.2)

Fall 3: f = g∧h und BP für (f, f). Wir brauchen Branchingprogramme Gg, Gg

und G(h,h). Das Branchingprogramm Gg gewinnen wir, indem wir Gg kopieren und
dann die Markierungen der Senken gegeneinander austauschen. Quelle für f wird
die Quelle von Gg, dessen 1-Senke durch die Quelle für h in G(h,h) ersetzt wird. Für

f benutzen wir die Quelle von Gg und ersetzen dessen 0-Senke durch die h-Quelle
von G(h,h) (Abbildung 2.1(c)). Ein Berechnungspfad für eine Variablenbelegung a,
der an der Quelle für f startet, erreicht die 1-Senke von G(h,h) genau dann, wenn

g(a) = h(a) = 1. Ein Berechnungspfad, der an der Quelle für f startet, erreicht
eine 1-Senke, wenn g(a) = 1 oder g(a) ∧ h(a) = 1. An dieser Quelle wird also
g ∨

(
g ∧ h

)
= g ∨ h = g ∧ h berechnet. Auch hier vertauschen wir die Rollen von g

und h, falls dies zu einem kleineren Ergebnis führt. Wir erhalten

s(f, f ) = min
{
2s(g) + s(h, h), 2s(h) + s(g, g)

}
. (2.3)

Fall 4: f = g ⊕h und BP für (f, f). Wir benutzen Branchingprogramme G(g,g)

und G(h,h). Die 0-Senke von G(g,g) wird durch die h-Quelle, die 1-Senke durch die

h-Quelle von G(h,h) ersetzt (Abbildung 2.1(d)). Von der Quelle für f erreicht man die

1-Senke für g(a) = 0 und h(a) = 1 oder für g(a) = 1 und h(a) = 1. Das entspricht
gh ∨ gh = g ⊕ h. Ein Berechnungspfad, der bei der Quelle für f startet, erreicht die
1-Senke für g(a) = 0 und h(a) = 1 oder für g(a) = 1 und h(a) = 1. Die f -Quelle
berechnet also gh ∨ gh = g ⊕ h. Als Größe erhalten wir

s(f, f) = s(g, g) + s(h, h). (2.4)
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Am Ende eines jeden Rekursionsschritts werden noch alle Senken mit gleicher Mar-
kierung verschmolzen.

Das obige Verfahren kann so umgesetzt werden, dass nur lineare Zeit bzgl. der
Größe des konstruierten Branchingprogramms benötigt wird. Das einzige Hinder-
nis ist, dass in Fall 2 und Fall 3 die Minimumsbildung erst möglich wird, wenn die
Größen s(g), s(g, g), s(h) und s(h, h) schon bekannt sind. Dazu ist es aber nicht
notwendig, die zugehörigen Branchingprogramme für g, (g, g), h und (h, h) zuerst
rekursiv zu konstruieren, um unmittelbar danach zwei von diesen vier Branchingpro-
grammen wieder zu verwerfen. Es genügt, die Knoten der gesamten Formel zunächst
einmal in post-order Reihenfolge zu durchlaufen und für jeden Knoten s(f) und
s(f, f) mit Hilfe der Gleichungen (2.1) bis (2.4) zu berechnen, wo f die von dem
jeweiligen Knoten dargestellte Funktion ist. Dieser Durchlauf benötigt nur lineare
Zeit bzgl. der Größe von F . Falls wir nur an der Größe des resultierenden Branching-
programms für F interessiert sind, und nicht an dem Branchingprogramm selbst,
sind wir an diese Stelle fertig. Ansonsten wird danach in einem zweiten rekursiven
Durchlauf in linearer Zeit bzgl. der Größe des resultierenden Branchingprogramms
die oben beschriebene Konstruktion durchgeführt. Offensichtlich dominiert die Lauf-
zeit für den zweiten Durchlauf.

Mit ihrer Analyse des Verfahrens können Sauerhoff, Wegener und Werchner
BP(f) ≤ 1,360L(f)β mit β = log4(3 +

√
5) < 1,195 als obere Schranke für die

Branchingprogrammgröße boolescher Funktionen f beweisen. Anhand eines Bei-
spiels zeigen sie, dass es eine Folge boolesche Funktionen (fn), fn ∈ Bn, gibt, für die
das vorgestellte Konstruktionsverfahren, angewendet auf Formeln für (fn) mit opti-
maler Größe L(fn), Branchingprogramme mit Größe mindestens 1,340L(fn)β − o(1)
erzeugt. Obere und untere Schranke liegen also dicht beieinander, sodass die Analyse
als sehr exakt anzusehen ist. Diese Schranke von Sauerhoff, Wegener und Werchner
ist zur Zeit die beste, veröffentlichte obere Schranke für dieses Problem.

Ansatz von Cleve

Algebraische Formeln sind Formeln über Ringen (R, +, ·, 0, 1) und können analog zu
B2-Formeln aufgefasst werden: Die Variablen und Konstanten algebraischer Formeln
können Werte aus R annehmen und die Menge aus beiden Ringoperationen {+, ·}
bildet die Basis. Cleve (1991) hat gezeigt, dass für jedes ε > 0 balancierte, algebrai-
sche Formeln der Größe ` durch sogenannte algebraische straight-line Programme
konstanter Breite und Länge O(`1+ε) simuliert werden können.

Wir greifen dieses Ergebnis auf und wählen als Ring Z2 = ({0, 1},⊕,∧, 0, 1). Da-
mit lässt sich dieses Ergebnis unmittelbar auf balancierte, boolesche {⊕,∧}-Formeln
übertragen. Wir werden später in Kapitel 4 sehen, dass die resultierenden straight-
line Programme in geschichtete Branchingprogramme derselben Länge mit ebenfalls
konstanter Breite umgewandelt werden können. Für jedes ε > 0 kann also jede ba-
lancierte, boolesche {⊕,∧}-Formel der Größe ` durch ein Branchingprogramm der
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Größe O(`1+ε) simuliert werden. Allerdings verbirgt sich bei diesem Verfahren in der
O-Notation eine doppelt exponentiell in 1/ε wachsende multiplikative Konstante, die

größer als 221/ε
ist.

Um dieses Ergebnis auf balancierte B2-Formeln auszuweiten, kann man versu-
chen, zuerst B2-Formeln in {⊕,∧}-Formeln umzuwandeln. Dabei kann sich aber
leicht die Formeltiefe verdoppeln, sodass die entstehenden B2-Formeln bzgl. der
ursprünglichen Formelgröße nicht mehr balanciert sind. Somit muss dieser unmit-
telbare Ansatz scheitern. Glücklicherweise kann man den Umwandlungschritt so in
die Konstruktion von Cleve integrieren, dass man auch für balancierte B2-Formeln
Branchingprogrammgröße O(`1+ε) gewährleisten kann. Wir wollen diesen Gedanken
hier nicht weiter verfolgen, sondern stattdessen in Kapitel 4 O(`1+ε) als neue obere
Schranke für die Branchingprogrammgröße für beliebige, d.h. insbesondere auch un-
balancierte, B2-Formeln beweisen. Dabei werden wir die zentralen Ideen der Arbeit
von Cleve kennenlernen.
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3 Komplexitätstheoretische Ergebnisse

Bisher haben wir gesehen, dass wir aus B2-Formeln mit Größe ` Branchingprogram-
me konstruieren können, deren Größe durch ein kleines Polynom in ` beschränkt
bleibt. Für eine Folge boolescher Funktion f = (fn), fn ∈ Bn, impliziert polyno-
mielle B2-Formelgröße also auch polynomielle Branchingprogrammgröße. Wie sieht
es aber mit der umgekehrten Richtung aus? Können wir aus Branchingprogram-
men mit polynomieller Größe auch polynomiell große B2-Formeln gewinnen, oder
gibt es vielleicht Funktionenfolgen mit polynomieller Branchingprogrammgröße und
exponentieller B2-Formelgröße?

Im zweiten Teil dieses Kapitels werden wir sehen, dass wir uns bei der Suche nach
optimalen Branchingprogrammen für Formeln auf read-once Formeln beschränken
können.

Formelgröße für Branchingprogramme

Definition 3.1. Sei g : N→ R.

i) g(n) wächst polynomiell, wenn g(n) = O(p(n)) für ein Polynom p(n).

ii) g(n) wächst exponentiell, wenn g(n) = Ω(2nε
) für ein ε > 0.

Satz 2.1(ii) belegt, dass es Schaltkreise für f mit Größe O(BP(f)) gibt. Mit Blick
auf den Beweis können wir für die Schaltkreistiefe nur die triviale Schranke O(BP(f))
angeben. Wenn wir nun die Entfaltungstechnik aus dem Beweis zu Satz 2.1(iii) auf
den Schaltkreis anwenden, erhalten wir L(f) ≤ 2O(BP(f)). Für Funktionen mit poly-
nomieller Branchingprogrammgröße p(n) kann uns diese Abschätzung nur exponen-
tielle Formelgröße O(2p(n)) zusichern. Dies liegt daran, dass wir keine gute Schranke
für die Schaltkreistiefe haben. Im Folgenden werden wir leider auch keine polynomi-
elle Schranke bzgl. der Branchingprogrammgröße zeigen können. Indem wir aber die
Schaltkreistiefe verbessern, können wird eine subexponentielle Schranke angeben.

Definition 3.2. Eine nichtuniforme Turingmaschine ist eine Turingmaschine, die
neben dem Arbeitsband und einem read-only Eingabeband mit einem zusätzlichen
read-only Band ausgestattet ist. Für Eingaben x mit |x| = n enthält dieses Ex-
traband ein Orakel an, das zwar von n, aber nicht von x selbst abhängen darf.
Die Rechenzeit wird wie bei normalen Turingmaschinen gemessen. Der Speicher-
platzbedarf ist die Summe aus dem Speicherplatzbedarf auf dem Arbeitsband und
dlog |an|e.
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Der folgende Satz mit Beweis ist aus der Monographie von Wegener (1987).

Satz 3.3. Sei f = (fn), fn ∈ Bn, eine Folge boolescher Funktionen und sei S(fn)
die Speicherplatzkomplexität einer nichtuniformen Turingmaschine für (fn). Dann
gilt S(fn) = O(log(max{BP(fn), n})).

Beweis. Sei Gn ein Branchingprogramm für fn mit Größe BP(fn). Wir simulie-
ren Gn durch eine nichtuniforme Turingmaschine, deren Orakel an eine Kodierung
des Branchingprogramms Gn ist. Auf dem Orakelband sind die Knoten von Gn in
kodierter Form gespeichert. Jeder Knoten ist durch seine Knotennummer, den In-
dex der Variablen, mit der er markiert ist, und die Knotennummern seiner 0- und
1-Nachfolger beschrieben. Jeder Knoten braucht O(log BP(fn)+ log n) Bits auf dem
Orakelband.

· · · Knotennummer Variablenindex 0-Nachfolger 1-Nachfolger · · ·

︸ ︷︷ ︸

O(log BP(fn))

︸ ︷︷ ︸

O(log n)

︸ ︷︷ ︸

O(log BP(fn))

︸ ︷︷ ︸

O(log BP(fn))

Insgesamt wird auf dem Orakelband für an Platz O(BP(fn)(log BP(fn) + log n))
benötigt.

Die Turingmaschine simuliert die Branchingprogrammrechnung Schritt für
Schritt. Auf dem Arbeitsband merkt sich die Turingmaschine die Kodierung des
gerade erreichten Knotens des Branchingprogramms. Zu Beginn eines jeden Simu-
lationsschritts liest die Maschine das dem Variablenindex entsprechende Bit vom
Eingabeband. Nun durchsucht die Turingmaschine ihr Orakelband nach dem Kno-
ten mit der Nummer, die gemäß dem gelesenen Eingabebit gleich dem 0- oder
1-Nachfolger auf dem Arbeitsband ist. Sobald dieser gefunden ist, kopiert sie die
Kodierung des neuen Knotens auf das Arbeitsband. Falls der erreichte Knoten eine
Senke ist, löscht die Maschine ihr Arbeitsband, schreibt auf Position 1 des Bandes
die Markierung der Senke, 0 oder 1, und hält an.

Diese Simulation kann mit Platz s(fn) = O(dlog BP(fn)e+ dlog ne) auf dem Ar-
beitsband auskommen. Den nichtuniformen Platzbedarf S(fn) der Turingmaschine
schätzen wir folgendermaßen ab.

S(fn) = s(fn) + dlog |an|e
= O

(
log BP(fn) + log n

)
+ O

(
log
(
BP(fn)(log BP(fn) + log n)

))

= O
(
log n + log

(
BP(fn)(log BP(fn) + log n)

))

= O
(
log BP(fn) + log n + log(log BP(fn) + log n)

)

= O
(
log BP(fn) + log n

)

= O
(
log(max{BP(fn), n})

)

�
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Satz 3.4. Die Folge boolescher Funktionen f = (fn), fn ∈ Bn, werde von einer
t(n)-zeitbeschränkten und S(n)-platzbeschränkten nichtuniformen Turingmaschine
berechnet. Es sei `(n) := max{S(n), dlog ne}. Dann gibt es für f = (fn) Schaltkreise
der Tiefe O(`(n) log t(n)) = O(`(n)2).

In der Monographie von Wegener (1987) wird diegleiche Aussage für uniforme
Turingmaschinen bewiesen. Der folgenden Beweis ist eine modifizierte Version davon.

Beweis. Die Menge der Zustände der Turingmaschine sei Q, q0 ∈ Q der Startzu-
stand, das Bandalphabet sei Γ und B ∈ Γ sei das Leerzeichen (Blank). Die Maschine
bekommt ihre Eingabe x1, . . . , xn eingerahmt von zwei Begrenzungszeichen # ∈ Γ
auf dem read-only Eingabeband präsentiert. So kann sie durch Abzählen n ermitteln
und braucht auf dem Eingabeband zu keiner Zeit Positionen außerhalb dieser n + 2
Positionen zu besuchen.

1 n+2

Eingabeband # x1 . . . xn # read-only

1 s(n)

Arbeitsband B . . . . . . . . . . . B read/write

1 |an|

Orakelband an,1 . . . . . an,|an| read-only

Der Platzbedarf auf dem Arbeitsband sei für Eingaben der Länge n durch s(n)
beschränkt und die Länge des Orakels sei |an|, sodass S(n) = s(n) + dlog |an|e.
Die Zahl der möglichen Konfigurationen der Turingmaschine für eine Eingabe der
Länge n ist beschränkt durch

k(n) := |Q|
︸︷︷︸

#Zustände

· (n + 2)
︸ ︷︷ ︸

#Kopfpos.
Eingabebd.

· |Γ|s(n)

︸ ︷︷ ︸

#Inschriften
Arbeitsbd.

· s(n)
︸︷︷︸

#Kopfpos.
Arbeitsbd.

· |an|
︸︷︷︸

#Kopfpos.
Orakelbd.

.

Die Inschriften auf dem Eingabeband und dem Orakelband zählen wir nicht zur
Konfiguration, da diese während der gesamten Rechnung unverändert bleiben. Aus
der Definition von k(n) folgt

log k(n) = log |Q|+ log(n + 2) + log |Γ| · s(n) + log s(n) + log |an|.

Die Maschine muss für alle Eingaben stoppen und kann deswegen keine Konfigurati-
on zweimal erreichen, denn sonst würde sie in einen endlosen Zyklus geraten. Daher
ist t(n) ≤ k(n) und somit log t(n) ≤ log k(n) = O(`(n)), da |Q| und |Γ| konstant
sind. Also gilt auch O(`(n) log t(n)) = O(`(n)2).

Wir modifizieren die Turingmaschine jetzt so, dass sie niemals stoppt, sondern
stattdessen weiterarbeitet, dabei aber die Bandinschrift nicht mehr verändert. Wir



20 3 Komplexitätstheoretische Ergebnisse

wissen, dass die Rechnung spätestens nach t(n) Schritten beendet ist. Die Rechnung
für eine Eingabe x = x1, . . . , xn der Länge n kann also durch eine Konfigurationen-
folge k0(x), . . . , kt(n)(x) beschrieben werden. Es ist fn(x) = 1 genau dann, wenn die
erste Zelle des Arbeitsbandes nach t(n) Rechenschritten die 1 enthält.

Für jede Konfiguration k(x) ist die Nachfolgekonfiguration k′(x) eindeutig be-
stimmt. Sie hängt nicht von der gesamten Eingabe x ab, sondern nur von dem xi,
auf dem der Kopf auf dem Eingabeband steht. Wir definieren nun für jedes Kon-
figurationenpaar (k, k′) die Funktion ak,k′(x). Diese soll genau dann 1 sein, wenn
k′(x) die direkte Nachfolgekonfiguration von k(x) ist. (Die Bezeichnung ak,k′(x) hat
nichts mit dem Orakel an zu tun.) Wenn in Konfiguration k der Kopf auf dem Ein-
gabeband auf Position i steht, ist ak,k′(x) eine Funktion 0, 1, xi, oder xi. Die Matrix
A(x) = (ak,k′(x)) kann also mit Schaltkreisen in Tiefe 1 berechnet werden.

Das boolesche Produkt C zweier boolescher Matrizen A und B ist durch

ci,j =
∨

k

(ai,k ∧ bk,j)

definiert. At(x) bezeichnet das Produkt von t Kopien von A(x). Da

at
k,k′(x) =

∨

k′′

(
at−1

k,k′′(x) ∧ ak′′,k′(x)
)
,

folgt, dass at
k,k′(x) = 1 genau dann, wenn bei Eingabe x die Konfiguration k′

die t-te Nachfolgekonfiguration von k ist. Sei T = 2dlog t(n)e ≥ t(n). Die Ma-
trix AT (x) lässt sich durch fortgesetztes Quadrieren mit dlog t(n)e booleschen Ma-
trizenmultiplikationen berechnen. Jede Matrizenmultiplikation können wir mit ei-
nem Schaltkreis mit Tiefe dlog k(n)e + 1 berechnen: Alle Konjunktionen benöti-
gen Tiefe 1 und die Disjunktion realisieren wir mit einem balancierten Baum aus
∨-Bausteinen in Tiefe dlog k(n)e. Die Tiefe für alle Matrizenmultiplikationen beträgt
also dlog t(n)e(dlog k(n)e+ 1).

Die Turingmaschine startet in einer eindeutig bestimmten Anfangskonfiguration:
Zustand q0, alle Köpfe der Maschine stehen auf Position 1 und die Inschrift auf dem
Arbeitsband besteht nur aus Leerzeichen. Wenn k0 die Anfangskonfiguration und
K∗ die Menge aller akzeptierenden Konfigurationen ist, gilt

fn(x) =
∨

k∈K∗

aT
k0,k(x). (3.1)

Die Gesamttiefe des Schaltkreises setzt sich zusammen aus der Tiefe zur Berechnung
der Matrix A(x), der Matrizenmultiplikationen und der Disjunktion in Gleichung
(3.1), die wir wieder mit Tiefe dlog k(n)e realisieren können:

1 + dlog t(n)e
(
dlog k(n)e+ 1

)
+ dlog k(n)e =O

(
log t(n) log k(n)

)

=O
(
`(n) log t(n)

)
.

�
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Satz 3.5. Jede Folge boolescher Funktionen f = (fn), fn ∈ Bn, die essentiell von
allen ihren Variablen abhängen, kann durch eine Folge F = (Fn) von B2-Formeln
mit Größe L(Fn) = BP(fn)O(logBP(fn)) berechnet werden.

Beweis. Boolesche Funktionen, die essentiell von allen ihren Variablen x1, . . . , xn

abhängen, können nur von Branchingprogrammen berechnet werden, die für jede
Variable mindestens einen Knoten besitzen, der diese Variable testet. Deswegen gilt
BP(fn) ≥ n und wir erhalten mit Satz 3.3 eine nichtuniforme Turingmaschine für
(fn) mit S(fn) = O(log BP(fn)). Aus dem Beweis wissen wir, dass in diesem Fall
S(fn) ≥ dlog BP(fn)e gilt, und somit dlog BP(fn)e ≥ dlog ne. Diese Maschine kann
mit Satz 3.4 wegen `(n) = max{S(fn), dlog ne} = O(log BP(fn)) durch Schaltkreise
mit Tiefe O(`(n)2) = O(log2 BP(fn)) simuliert werden. Mit der Entfaltungstechnik
aus dem Beweis zu Satz 2.1(iii) wandeln wir diese Schaltkreise in B2-Formeln um.
Die Formelgrößen sind durch

L(Fn) ≤ 2O(log2 BP(fn)) ≤ 2c log2 BP(fn) = BP(fn)c log BP(fn) = BP(fn)O(log BP(fn))

für eine gewisse Konstante c beschränkt. �

Falls die Branchingprogrammgröße für (fn) durch ein Polynom p(n) beschränkt
ist, erhalten wir B2-Formeln mit Größe

L(Fn) ≤ p(n)c log p(n).

Das Polynom p(n) schätzen wir mit einem hinreichend großen, aber konstanten
k ∈ N durch nk ab:

L(Fn) ≤
(
nk
)c log nk

=
(
nk
)ck log n

= nck2 log n = nO(log n).

Es ist bekannt, dass für alle ε > 0 nO(log n) = o(2nε
) gilt. Daraus folgt, für alle ε > 0

gilt

L(Fn) = o
(
2nε)

,

d.h. L(Fn) wächst langsamer als exponentiell.

Korollar 3.6. Jede Folge boolescher Funktionen f = (fn), fn ∈ Bn, mit poly-
nomieller Branchingprogrammgröße BP(fn) = O(p(n)) wird von einer Folge von
B2-Formeln F = (Fn) mit subexponentieller Größe L(Fn) = BP(f)O(log BP(f)) be-
rechnet.
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Read-once Formeln und Branchingprogrammgröße

Es ist ein offenes Problem, die maximal notwendige Branchingprogrammgröße boole-
scher Funktionen, die durch B2-Formeln der Größe L(f) dargestellt werden können,
zu bestimmen. Wir kennen aus Kapitel 2 die obere Schranke BP(f) = O(L(f)1,195).
Welche untere Schranke kann man angeben? Funktionen f ∈ Bn, die essentiell
von allen ihren Variablen abhängen und für die es read-once Formeln mit Größe
L(f) = n gibt, können nur Branchingprogramme mit Größe BP(f) ≥ L(f) haben,
da es für jede Variabel mindestens einen Knoten geben muss. Die Parity-Funktion
für n Variablen ist so eine Funktion, da sie offensichtlich als read-once B2-Formel mit
n Blättern dargestellt werden kann und essentiell von allen Variablen abhängt. Dar-
aus folgt BP(f) = Ω(L(f)). Der folgende Satz besagt, dass man sich auf read-once
Formeln beschränken kann, um die maximal notwendige Branchingprogrammgröße
weiter einzugrenzen.

Satz 3.7 (Sauerhoff, Wegener und Werchner (1999)). Sei L(`) die Klasse
der booleschen Funktionen, deren B2-Formelgröße genau ` ist, und sei BP(`) ⊆ L(`)
die Klasse aller Funktionen mit maximaler Branchingprogrammgröße in L(`). Dann
gibt es in BP(`) eine Funktion f , die durch eine read-once B2-Formel der Größe `
dargestellt werden kann.

Beweis. Sei f ∈ BP(`). Wir betrachten den Graphen einer optimalen Formel für f .
Wir wollen die Fan-out-1-Eigenschaft auf die Variablen und Konstanten ausweiten.
Dazu duplizieren wie ggf. die Variablen und Konstanten, sodass der Graph zu einem
Baum wird, dessen Blätter Variablen und Konstanten sind. Anschließend ersetzen
wir die ` Blätter durch neue Variablen x1, . . . , x`. Der Graph repräsentiert jetzt ei-
ne read-once Formel für eine Funktion f ∗ ∈ L(`). Es bleibt noch f ∗ ∈ BP(`) zu
zeigen. Dazu genügt es BP(f ∗) ≥ BP(f) zu beweisen. Sei G ein optimales Bran-
chingprogramm für f∗ mit Größe BP(f ∗). Wir machen die Ersetzung der Variablen
und Konstanten durch x1, . . . , x` rückgängig und erhalten ein Branchingprogramm
für f mit Größe BP(f ∗). Daraus folgt BP(f) ≤ BP(f ∗). �

Häufig ist es bequemer, nur read-once Formeln zu betrachten, weil deren zugrun-
deliegender Graph ein Baum ist. In Kapitel 4 werden wir davon Gebrauch machen
und einige Resultate nur für read-once Formeln beweisen. Mit der Methode im Be-
weis von Satz 3.7 sind wir aber meistens in der Lage solche Resultate auch auf
uneingeschränkte Formeln zu übertragen.
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Wir werden in diesem Kapitel für alle ε > 0 BP(f) = O(L(f)1+ε) als neue obe-
re Schranke für die Branchingprogrammgröße boolescher Funktionen f beweisen.
Vereinfacht gesagt setzt sich der Beweis aus einer Kette von Simulationen eines Be-
rechnungsmodells durch das jeweils folgende zusammen, an deren Anfang beliebige
B2-Formeln und an deren Ende (geschichtete) Branchingprogramme stehen.

Rj ← Rj ⊕ (Ri ∧ 0)
Rj ← Rj ⊕ (Ri ∧ 1)
Rj ← Rj ⊕ (Ri ∧ xu)

↓

↓

↓

↓

↓

linear bijection straight-line Program über Z2

B2-Formel

(geschichtetes) Branchingprogramm

balancierte {⊕,∧}-Formel

Parity-Branchingprogramm

Permutations-Branchingprogramm

Die Berechnungsmodelle Parity-Branchingprogramm, linear bijection straight-line
Programm und Permutations-Branchingprogramm werden wir im Laufe dieses Ka-
pitels kennenlernen. Der hier dargestellte Beweis benutzt die Arbeit von Bonet und
Buss (1994) und basiert auf Ideen vor allem von Cleve (1991). Die entsprechenden
Stellen sind mit den Autorennamen markiert.
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Formeln balancieren

Das Ziel des ersten Schritts der Konstruktion ist es, beliebige B2-Formeln der Größe `
so in äquivalente {⊕,∧}-Formeln umzuwandeln, dass deren Tiefe durch O(log `)
beschränkt bleibt.

”
Balancieren“ ist hier nicht im strengen Sinne von Definition 1.7

mit Tiefe dlog `e zu verstehen, sondern es genügt uns Tiefe O(log `).

Lemma 4.1 (Brent (1974)). Sei F eine Formel über einer Basis Ω ⊆ B2 und sei
2 ≤ s ≤ L(F ). Dann gibt es in F eine Subformel G mit Größe mindestens s, sodass
die unmittelbaren Subformeln von G, GL und GR, echt kleiner als s sind.

Beweis. Jede minimale Subformel von F mit Größe mindestens s erfüllt die Bedin-
gungen für G. Man findet eine solche Subformel G als Endpunkt eines Pfades, der
an der Wurzel von F startet und sich solange in Richtung einer größten Subformeln
wendet, wie diese mindestens Größe s hat. �

Der folgende Satz mit Beweis ist eine ausgearbeitete Darstellung wesentlicher
Teile aus der Arbeit von Bonet und Buss (1994).

Satz 4.2 (Bonet und Buss (1994)). Sei F eine {⊕,∧}-Formel mit Größe `.
Dann gibt es für alle c ≥ 2 eine äquivalente {⊕,∧}-Formel F ′ mit

D(F ′) ≤ 3c · ln 2 · log ` und

L(F ′) ≤ `α, α = 1 +
1

1 + log(c− 1)
.

Beweis. Wir führen einen Induktionsbeweis über die Formelgröße von F . Im In-
duktionsanfang sei zunächst ` = 1. F ist eine Konstante, 0 oder 1, oder eine Va-
riable x. F selbst hat die gewünschte Formeltiefe d = 0 ≤ 3c · ln 2 · log 1. Eine
Formel F mit Größe l = 2 hat genau einen Baustein mit zwei Eingängen, die mit
Variablen oder Konstanten belegt sind. Auch hier hat F selbst die gewünschte Tiefe
d = 1 ≤ 3c · ln 2 · log 2. Wir wählen F ′ = F .

Für den Induktionsschritt sei ` ≥ 3 und wir dürfen annehmen, dass Formeln bis
zur Größe ` − 1 wie behauptet balanciert werden können. Mit Lemma 4.1 wählen
wir eine Subformel G mit Größe mindestens c−1

c
`, deren direkte Subformeln GL

und GR echt kleiner als c−1
c

` sind. Da ` ≥ 3 und c ≥ 2, ist die Größe von G
mindestens 2 und G hat mindestens einen Baustein. Der Baustein an der Wurzel
von G sei ⊗ ∈ {⊕,∧}, d.h. G = GL ⊗ GR. Im Folgenden bezeichnen F0, F1 und
Fx die Formel, die man erhält, wenn man in F die Subformel G durch 0, 1 bzw.
eine neue Variable x ersetzt. Die von F dargestellte Funktion lässt sich nun auf die
folgende Art als Formel schreiben.
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Fx

⊕/∧

⊕/∧

⊕/∧

⊕/∧

x

Hs

H2

H1

Hs−1

Abbildung 4.1: Pfad von x zur Wurzel der Formel Fx.

Behauptung 4.3. F ≡
(
G ∧ (F0 ⊕ F1)

)
⊕ F0.

Beweis. Sei zunächst der Wert von G = 0. Dann haben F und F0 denselben Wert. In
obigem Ausdruck fällt der geklammerte Term weg. Wenn andererseits der Wert von
G = 1 ist, haben F und F1 denselben Wert. Obiger Ausdruck wird zu F0⊕F1⊕F0 ≡
F1 ≡ F . �

Wir betrachten nun in der Formel Fx den eindeutig bestimmten Pfad von x zur
Wurzel. Es sei {H1, . . . , Hs} die Menge der Subformeln, die Eingänge für Bausteine
auf diesem Pfad sind und nicht x als Eingang haben. Siehe Abbildung 4.1. Die Teil-
menge {Hi1, . . . , Hir} ⊆ {H1, . . . , Hs} sei die Menge der Subformeln, die Eingänge
für ∧-Bausteine auf diesem Pfad sind.

Behauptung 4.4. F0 ⊕ F1 ≡ Hi1 ∧ · · · ∧Hir .

Beweis. Falls r = 0, gibt es keine Konjunktion auf dem Pfad zu x, sondern nur
⊕-Bausteine. Der Wert von Fx hängt also von x ab. F0 und F1 berechnen für je-
de Belegung der Eingänge verschiedene Werte. Es folgt F0 ⊕ F1 ≡ 1. Die

”
leere

Konjunktion“ für r = 0 hat als Produkt ebenfalls den Wert 1.
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Sei nun r > 0. Angenommen es gibt ein j, sodass Hij = 0. Dann ist der Wert der
zugehörigen Konjunktionen in F0 und F1 identisch, nämlich 0. F0 und F1 müssen
daher denselben Wert berechnen. Es folgt F0 ⊕ F1 ≡ 0. Wenn hingegen alle Hij

eine 1 berechnen, hängt der Wert jeder Konjunktion auf dem Pfad von derjenigen
Subformel ab, die x beinhaltet. F0 und F1 berechnen verschiedene Werte. Somit folgt
F0 ⊕ F1 ≡ 1. �

Mit H = Hi1 ∧ · · · ∧ Hir können wir die von F dargestellte Funktion nun wie
folgt schreiben:

F ≡ (G ∧H)⊕ F0.

Behauptung 4.5. L(H) ≤ `
c
.

Beweis. Es ist

L(H) =
∑

1≤j≤r

L(Hij) ≤
∑

1≤i≤s

L(Hi) <

(
∑

1≤i≤s

L(Hi)

)

+ 1 = L(F0),

also L(H) < L(F0). Dies ist wegen der Ganzzahligkeit der Formelgrößen äquivalent
zu L(H) ≤ L(F0)− 1. Daraus folgt die Behauptung mit

L(F0) ≤ `
︸︷︷︸

L(F )

− c− 1

c
`

︸ ︷︷ ︸

≤L(G)

+ 1
︸︷︷︸

L(0)

=
`

c
+ 1.

�

Mit der Größe von F0 sind wir noch nicht zufrieden. Wir ersetzen F0 durch eine
äquivalente Formel F ∗

0 . Dazu eliminieren wir in F0 den Baustein, an dem die 0 hängt,
auf die folgende Art und Weise. Der oben beschriebene Pfad in Fx existiert auch in
F0, mit dem Unterschied, dass der Eingang x durch eine 0 ersetzt ist (Abbildung 4.1).
Falls der unterste Baustein auf dem Pfad ein ⊕-Baustein ist, ersetzten wir H1 ⊕ 0
durch H1, wenn es sich um einen ∧-Baustein handelt, ersetzen wir H1∧0 durch 0. Die
modifizierte Formel F ∗

0 ist um mindestens 1 kleiner als F0 und hat daher höchstens
Größe `

c
. Nun können wir die Formel noch einmal umschreiben:

F ≡
(
( GL
︸︷︷︸

< c−1
c

`

⊗ GR
︸︷︷︸

< c−1
c

`

) ∧ H
︸︷︷︸

≤ `
c

)
⊕ F ∗

0
︸︷︷︸

≤ `
c

.

Wir benutzen jetzt die Induktionsvoraussetzung für GL, GR, H und F ∗
0 und erhalten

äquivalente Formeln G′
L, G′

R, H ′ bzw. F ∗
0
′ mit folgenden Eigenschaften:

L(G′
L), L(G′

R) <

(
c− 1

c
`

)α

, L(H ′), L(F ′
0) ≤

(
`

c

)α

,

D(G′
L), D(G′

R) < 3c · ln 2 · log

(
c− 1

c
`

)

, D(H ′), D(F ′
0) ≤ 3c · ln 2 · log

`

c
.
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H ′

F ′

0

G′

RG′

L

F ′

⊗

⊕

∧

Abbildung 4.2: Formel F ′.

Ersetzen liefert

F ≡
(
(G′

L ⊗G′
R) ∧H ′

)
⊕ F ∗

0
′ = F ′.

Es ist zu zeigen, dass F ′ (vgl. Abbildung 4.2) die behauptete Tiefe und Größe nicht
überschreitet.

D(F ′) = max{D(G′
L) + 3, D(G′

R) + 3, D(H ′) + 2, D(F ′
0) + 1}

< 3c · ln 2 · log

(
c− 1

c
`

)

+ 3

= 3c · ln 2 · log ` + 3c · ln 2 · log

(
c− 1

c

)

+ 3

= 3c · ln 2 · log ` + 3c · ln 2 · log

(

1− 1

c

)

+ 3

= 3c · ln 2 · log ` + 3c · ln
(

1− 1

c

)

+ 3

∣
∣
∣
∣
ln

(

1− 1

c

)

< −1

c

< 3c · ln 2 · log `− 3c · 1
c

+ 3

= 3c · ln 2 · log `
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Damit ist die behauptete Tiefe gezeigt. Für die Größe gilt

L(F ′) = L(G′
L) + L(G′

R) + L(H ′) + L(F ∗
0
′)

≤ L(GL)α + L(GR)α + L(H)α + L(F ∗
0 )α

∣
∣
∣ L(H), L(F ∗

0 ) ≤ `− L(G)

≤ L(GL)
︸ ︷︷ ︸

=:gL

α + L(GR)
︸ ︷︷ ︸

=:gR

α + 2
(
`− L(G)

︸ ︷︷ ︸

=:g

)α
. (4.1)

Wenn wir – nur für einen Moment – g als Konstante betrachten, dann können wir
mit den neuen Bezeichnern die rechte Seite von Ungleichung (4.1) als Funktion von
gL auffassen.

L(F ′) ≤ L(F ′)(gL) := gα
L + (g − gL)α + 2(`− g)α

Dabei haben wir gR = g− gL benutzt. Es ist 1 ≤ gL < c−1
c

`. Die Funktion L(F ′)(gL)
sei für uns auf dem Intervall

[
1,
⌈

c−1
c

`
⌉
− 1
]

definiert, in dem wir eine obere Schranke
für das Maximum suchen. Die erste Ableitung

αgα−1
L − α(g − gL)α−1

ist auf unserem Intervall monoton wachsend in gL, da α > 1 und g > gL. Daraus
folgt, dass die Funktion L(F ′)(gL) auf

[
1,
⌈

c−1
c

`
⌉
− 1
]

konvex von unten ist und ein
Maximum auf dem Rand des Intervalls liegt. Im linken Randpunkt, gL = 1, gilt
zusätzlich gR = g − gL =

⌈
c−1

c
`
⌉
− 1, weil G mit Größe mindestens c−1

c
` gewählt

wurde. Wir setzen die Randpunkte in Ungleichung (4.1) ein.

links: gL = 1, gR =
⌈

c−1
c

`
⌉
− 1

L(F ′) ≤ 1α +

(⌈
c− 1

c
`

⌉

− 1

)α

+ 2(`− g)α

rechts: gL =
⌈

c−1
c

`
⌉
− 1, gR = g −

(⌈
c−1

c
`
⌉
− 1
)

L(F ′) ≤
(⌈

c− 1

c
`

⌉

− 1

)α

+

(

g −
(⌈

c− 1

c
`

⌉

− 1

))α

+ 2(`− g)α

Da am rechten Rand wegen g − gL ≥ 1

1α ≤ (g − gL)α =

(

g −
(⌈

c− 1

c
`

⌉

− 1

))α

gilt, liefert die rechte Seite des Intervalls eine obere Schranke für das Maximum.
Diese kann durch

L(F ′) ≤ L(F ′)(g) :=

(
c− 1

c
`

)α

+

(

g − c− 1

c
`

)α

+ 2(`− g)α (4.2)
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nach oben abgeschätzt werden. Diese Funktion hängt von g ab – wir betrachten g
ab jetzt wieder als Variable. Ihre erste Ableitung

α

(

g − c− 1

c
`

)α−1

− 2α(`− g)α−1

wächst auf dem Intervall
[

c−1
c

`, `
]

monoton in g. Somit ist L(F ′)(g) über diesem
Intervall konvex von unten und nimmt auch hier ein Maximum auf dem Rand des
Intervalls ein. Wir rechnen nach, dass das Maximum am linken Rand, g = c−1

c
`,

liegt:

L(F ′)

(
c− 1

c
`

)

=

(
c− 1

c
`

)α

+

(
c− 1

c
`− c− 1

c
`

)α

+ 2

(

`− c− 1

c
`

)α

=

(
c− 1

c
`

)α

+ 2

(

`− c− 1

c
`

)α

>

(
c− 1

c
`

)α

+

(

`− c− 1

c
`

)α

=

(
c− 1

c
`

)α

+

(

`− c− 1

c
`

)α

+ 2(`− `)α

= L(F ′)(`).

Mit Ungleichung (4.2) erhalten wir

L(F ′) ≤
(

c− 1

c
`

)α

+ 2

(
`

c

)α

.

Es bleibt noch zu zeigen, dass für α = 1 + 1
1+log(c−1)

gilt.

(
c− 1

c
`

)α

+ 2

(
`

c

)α

≤ `α.

Dieses ist wegen `α > 0 äquivalent zu

(
c− 1

c

)α

+ 2

(
1

c

)α

≤ 1.

Die linke Seite dieser Ungleichung fällt monoton für wachsendes α. Sei α0 das ein-
deutig bestimmte α > 1, bei dem die linke Seite zu 1 wird.

(
c− 1

c

)α0

+ 2

(
1

c

)α0

= 1 (4.3)



30 4 Eine neue obere Schranke

Es genügt jetzt zu zeigen, dass α0 ≤ 1 + 1
1+log(c−1)

. Dazu multiplizieren wir die α0

definierende Gleichung (4.3) mit cα0 und erhalten

cα0 − (c− 1)α0 = 2. (4.4)

Die linke Seite wächst mit wachsendem α0. Weil c2 − (c− 1)2 = 2c− 1 wegen c ≥ 2
größer als 2 ist, muss α0 echt kleiner als 2 sein. Wir betrachten jetzt die Funktion
f(x) = xa0 , die stetig in [c − 1, c] und differenzierbar in ]c − 1, c[ ist. Mit dem
Mittelwertsatz der Differentialrechnung folgt:

∃ x0 ∈ ]c− 1, c[ : f ′(x0) =
f(c)− f(c− 1)

c− (c− 1)
= cα0 − (c− 1)α0

(4.4)
= 2,

also

f ′(x0) = α0x
α0−1
0 = 2.

Da f ′(x) monoton wächst und c − 1 < x0, ist f ′(c − 1) = α0(c − 1)α0−1 < 2.
Logarithmieren ergibt

log
(
α0(c− 1)α0−1

)
< log 2

log α0 + log
(
(c− 1)α0−1

)
< 1

log α0 + (α0 − 1) log(c− 1) < 1. (4.5)

Wegen α0 ∈ ]1, 2[, ist log α0 > α0 − 1. Dies in Ungleichung (4.5) eingesetzt liefert
schlussendlich das gewünschte Resultat:

(α0 − 1) + (α0 − 1) log(c− 1) < 1

(α0 − 1)
(
1 + log(c− 1)

)
< 1

α0 − 1 <
1

1 + log(c− 1)

α0 < 1 +
1

1 + log(c− 1)
.

�

Lemma 4.6. Jede B2-Formel F mit Größe ` kann durch eine äquivalente
{⊕,∧}-Formel F ′ mit Größe `′ < 3` ersetzt werden.

Beweis. Wir ersetzen jeden einzelnen der `−1 B2-Bausteine von F durch höchstens
einen⊕- oder ∧-Baustein und höchstens einen ¬-Baustein (vgl. Tabelle 1.1). Benach-
barte ¬-Bausteine heben sich in ihrer Wirkung gerade auf und werden eliminiert. In
der Formel gibt es jetzt höchstens `−1 ⊕- und ∧-Bausteine und höchstens auf jeder
der 2(` − 1) Kanten der ursprünglichen Formel einen ¬-Baustein. Möglicherweise
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gibt es noch einen zusätzlichen ¬-Baustein an der Wurzel der Formel. Insgesamt
gibt es also höchstens 2(` − 1) + 1 = 2` − 1 ¬-Bausteine. Jeden der ¬-Bausteine
ersetzen wir nun durch einen ⊕-Baustein, dessen zweiter Eingang mit 1 belegt wird
(a = a ⊕ 1). Bei der letzten Ersetzung wächst die Formelgröße um die Zahl der
eingefügten Einsen, also höchstens um 2`− 1. �

Das folgende Korollar folgt unmittelbar mit Lemma 4.6 aus Satz 4.2.

Korollar 4.7. Sei F eine B2-Formel mit Größe `. Dann gibt es für alle c ≥ 2 eine
äquivalente {⊕,∧}-Formel F ′ mit

D(F ′) ≤ 3c · ln 2 · log(3`) und

L(F ′) ≤ (3`)α, α = 1 +
1

1 + log(c− 1)
.

Formeln in straight-line Programme transformieren

Um aus Formeln straight-line Programme zu konstruieren, transformieren wir For-
meln zunächst in Parity-Branchingprogramme. Karchmer und Wigderson (1993)
definieren ein etwas anderes Branchingprogramm-Modell mit verschiedenen Ak-
zeptanzmodi. Parity-Branchingprogramme sind in der Sichtweise von Karch-
mer und Wigderson deterministische Branchingprogramme mit Akzeptanzmodus

”
1 (mod 2)“.

Definition 4.8. Ein Parity-Branchingprogramm (⊕-BP) besteht aus einem gerich-
teten, azyklischen Graphen G = (V,E) mit zwei ausgezeichneten Knoten s, t ∈ V
und einer Markierung µ : E → {x1, . . . , xn} ∪ {1}. Für eine Eingabe a ∈ {0, 1}n
sei Ga(V,Ea) der unmarkierte Subgraph von G, sodass e ∈ Ea genau dann, wenn
entweder µ(e) = 1, oder µ(e) = xu und au = 1. Sei pa die Anzahl der Pfade in Ga,
die von der Quelle s zur Senke t führen. Das ⊕-BP akzeptiert eine Eingabe a, wenn
pa ≡ 1 mod 2. Ein ⊕-BP heißt read-once, wenn jede Variable xu, 1 ≤ u ≤ n, die
Markierung höchstens einer Kante ist.

Lemma 4.9. Jede read-once {⊕,∧}-Formel der Größe ` kann durch ein read-once
⊕-BP mit höchstens ` + 1 Knoten simuliert werden.

Beweis. Wir beweisen das Lemma per Induktion über die Formeltiefe d. Formeln
der Tiefe d = 0 sind Konstanten oder Variablen und haben Größe ` = 1. Abbil-
dung 4.3(a)–(c) zeigt die zugehörigen read-once ⊕-BPs mit 2 Knoten. Im Induk-
tionsschritt dürfen wir annehmen, dass wir read-once ⊕-BPs für Subformeln mit
geringerer Tiefe als d und Größe `g und `h haben, die Funktionen g bzw. h repräsen-
tieren. Offensichtlich erhalten wir ein ⊕-BP für eine Formel, die g⊕h repräsentiert,
indem wir die beiden Quellen und die beiden Senken der ⊕-BPs für g und h ver-
schmelzen (Abbildung 4.3(d)). Ein ⊕-BP für eine Formel, die g ∧ h repräsentiert,



32 4 Eine neue obere Schranke

s

t

h

g

hg

g h

g h

s

t

e

c

b

s

t

s

1

t

s

x

t

1

0

da

x

⊕

∧

Abbildung 4.3: Formeln und zugehörige ⊕-BPs.

erhalten wir, indem wir die Senke des ⊕-BP für g mit der Quelle des ⊕-BPs für h
verschmelzen (Abbildung 4.3(e)). Das zusammengesetzte ⊕-BP akzeptiert eine Ein-
gabe genau dann, wenn jeder von einer ungeraden Anzahl von Pfaden im ⊕-BP für g
durch eine ungerade Anzahl Pfade im ⊕-BP für h verlängert wird. In beiden Fällen
hat das resultierende ⊕-BP höchstens (`g + 1) + (`h + 1)− 1 = `g + `h + 1 = ` + 1
Knoten. Die read-once-Eigenschaft folgt unmittelbar aus der Konstruktion und der
Tatsache, dass g und h disjunkte Variablenmengen haben. �

Definition 4.10. Ein linear bijection straight-line Programm (LBSP) über einem
Ring (R, +, ·, 0, 1) ist eine Folge von Anweisungen der Form

Rj ← Rj+(Ri · c),
Rj ← Rj−(Ri · c),
Rj ← Rj+(Ri · xu) oder

Rj ← Rj−(Ri · xu),

wobei R1, . . . , Rw Register sind, die Zahlen aus R aufnehmen können, x1, . . . , xn

die Eingabevariablen bezeichnen, c ∈ R eine Konstante ist, i, j ∈ {1, . . . , w} und
i 6= j. Die Länge eines LBSPs ist die Anzahl seiner Anweisungen, die Breite ist die
Anzahl w seiner Register.

Für jede Eingabe a = (a1, . . . , an) ∈ Rn ist jede einzelne Anweisung eines LBSPs
eine lineare Abbildung der w Register auf sich selbst, präziser gesagt, des Vektor-
raumes Rw in sich selbst. Wenn wir die Eingabe nicht fixieren, dann lässt sich
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jede Anweisung durch eine quadratische Matrix A ∈ {R ∪ X} darstellen, wobei
X = {x1, . . . , xn,−x1, . . . ,−xn}. Die Hauptdiagonale von A ist mit Einsen gefüllt.
Für eine Anweisung Rj ← Rj ± (Ri · c) ist Aij = ±c und für eine Anweisung
Rj ← Rj ± (Ri · xu) ist Aij = ±xu. Alle übrigen Einträge sind 0. Hier zwei Beispiele
für w = 3.

R2 ← R2 + (R3 · c) :
(
R1, R2, R3

)
·





1 0 0
0 1 0
0 +c 1



 =
(
R1, R2 + (R3 · c), R3

)

R3 ← R3 − (R1 · xu) :
(
R1, R2, R3

)
·





1 0 −xu

0 1 0
0 0 1



 =
(
R1, R2, R3 − (R1 · xu)

)

Der Name linear bijection straight-line Programm verrät schon, dass diese linearen
Abbildungen bijektiv sind. Genau genommen gilt dies erst, sobald wir eine Belegung
der Variablen mit Werten aus R fixieren. Dann treten an die Stelle der Variablen
xu die Eingaben au und die gerade betrachteten Matrizen werden zu Matrizen über
dem Ring R. Aus der linearen Algebra ist bekannt, dass es für den Nachweis der Bi-
jektivität genügt, zu zeigen, dass det A 6= 0. Man kann leicht einsehen, dass für jede
Anweisung eines LBSPs mit zugehöriger Matrix A und Variablenbelegung a ∈ Rn

gilt, det A = 1. Sei Aij der Eintrag für Anweisungen wie oben beschrieben, also
i 6= j. Wenn man z.B. von der i-ten Zeile das c-fache bzw. au-fache der j-ten Zeile
subtrahiert, wird Aij = 0. Bei diesen Zeilenumformungen bleibt die Determinante
unverändert und wir erhalten die Einheitsmatrix mit Einsen auf der Hauptdiagona-
len und allen übrigen Einträgen 0. Diese hat Determinante 1.

Ein LBSP mit Anweisungen I1, . . . , Im ist also für jede Eingabe a ∈ Rn eine
Hintereinanderschaltung von linearen Bijektionen, die man auch als Produkt der
Matrizen der einzelnen Anweisungen AI1 · · ·AIm aufschreiben kann. Welche Abbil-
dung insgesamt berechnet wird, steuert die Variablenbelegung a im Rahmen der
Möglichkeiten, die ein konkretes Programm zulässt. In dieser Sichtweise bedeutet es
ein LBSP auszuführen, einen Zeilenvektor r = (r1, . . . , rw) mit Anfangswerten für die
w Register von rechts mit den zugehörigen Matrizen AI1 , . . . , AIm zu multiplizieren:

(r1, . . . , rw) · AI1 · · ·AIm .

Definition 4.11. Wir sagen, ein LBSP ändert ein Register Rj um
Ri · f(x1, . . . , xn), wenn es den Inhalt von Rj durch Rj + Ri · f(x1, . . . , xn)
ersetzt und alle anderen Register im Endergebnis unverändert lässt. Ein LBSP
berechnet eine Funktion f(x1, . . . , xn), wenn es für zwei verschiedenen Register Rj

und Ri das Register Rj um Ri · f(x1, . . . , xn) ändert.

Definition 4.12. Die Zahl der Variablenreferenzen eines LBSPs ist die Zahl seiner
Anweisungen der Form Rj ← Rj ± (Ri · xu). Ein LBSP heißt read-once, wenn jede
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Variable xu, 1 ≤ u ≤ n, in höchstens einer Anweisung vorkommt. Entsprechend
heißt ein LBSP read-k-times, wenn jede Variable xu in höchstens k Anweisungen
vorkommt.

Lemma 4.13. Für jede boolesche Funktion f(x1, . . . , xn), die von einem read-once
⊕-BP mit ` Knoten berechnet wird , gibt es für alle i, j ∈ {0, . . . , `}, i 6= j, ein
read-4-times LBSP über dem Ring Z2 = ({0, 1},⊕,∧, 0, 1) mit Breite ` + 1, das Rj

um Ri ∧ f(x1, . . . , xn) ändert.

Beweis. Die Idee diese Beweises ist es, für jeden Knoten des ⊕-BPs die Zahl der
Pfade zu berechnen, die an diesem Knoten starten und die Senke t erreichen. Es
genügt, diese Rechnung im Ring Z2 durchzuführen, d.h. für jeden Knoten den Wert
der (Sub-)Funktion zu berechnen, die der Knoten repräsentiert. Seien R0, . . . , R` die
Register eines LBSPs mit Breite ` + 1. Es genügt, wenn wir ein LBSP konstruieren,
das R1 um R0 ∧ f(x) ändert. Für ein Programm das für beliebige aber verschiedene
i, j ∈ {0, . . . , `} Rj um Ri ∧ f(x) ändert brauchen wir nur die Register geeignet
umzubenennen. Wir fixieren eine topologische Ordnung der Knoten des gegebenen
⊕-BPs, sodass die Quelle s die kleinste Nummer 1 erhält und die Senke die größte
Nummer `. Für alle i, 1 ≤ i ≤ `, weisen wir dem Knoten mit Nummer i das Register
Ri zu.

Wir konstruieren das LBSP in drei Schritten, die drei aufeinanderfolgenden Pha-
sen in der Rechnung des LBSPs entsprechen. So bezeichnen wir z.B. mit Phase 1
den Teil des LBSPs, der in Schritt 1 konstruiert wird. In Phase 1 und Phase 2 wird
die eigentliche Rechnung durchgeführt, während Phase 3 die Registerinhalte aller
Register, ausgenommen Register R1, wiederherstellt.

Schritt 1. Besuche die Knoten des ⊕-BPs in topologischer Reihenfolge i =

1, . . . , ` − 1 und generiere für jede ausgehende Kante i
1−→ j (d.h. i < j)

eine Anweisung Ri ← Ri ⊕ (Rj ∧ 1) und für jede ausgehende Kante i
xu−→ j

eine Anweisung Ri ← Ri ⊕ (Rj ∧ xu).

Schritt 2. Generiere zuerst eine Anweisung R` ← R` ⊕ (R0 ∧ 1) und füge dann alle
Anweisungen aus Schritt 1 in umgekehrter Reihenfolge hinten an.

Schritt 3. Füge alle Anweisungen aus Schritt 1 und Schritt 2, ausgenommen Zu-
weisungen an Register R1, in umgekehrter Reihenfolge hinten an.

Sei fi(x), 1 ≤ i ≤ `, die (Sub-)funktion, die Knoten i repräsentiert, und sei ri der
Anfangswert in Register Ri. Wir zeigen per Induktion, dass für alle i ∈ {`, . . . , 1}
Phase 1 und Phase 2 zusammen Ri um R0 ∧ fi(x) ändern. Der Senkenknoten mit
Nummer ` repräsentiert die Funktion f`(x) ≡ 1. In Phase 1 gibt es keine Anwei-
sung, die R` verändert. Die erste Anweisung in Phase 2 ändert, wie gewünscht, R`

um R0 ∧ 1, sodass r` ⊕ (r0 ∧ 1) der neue Wert in R` wird. Im Induktionsschritt
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(i 7→ i − 1) gilt i < `. Falls es eine Kante i
1−→ j gibt, dann gibt es in Phase 1

eine Anweisung Ri ← Ri ⊕ (Rj ∧ 1), die Ri um rj ändert. In Phase 2 wir der
neue Wert von Rj, rj ⊕ (r0 ∧ fj(x)), berechnet bevor das Programm zu Knoten i
zurückkehrt, weil der Knoten j in der umgekehrten Reihenfolge vor Knoten i besucht
wird. Wenn das Programm in Phase 2 zum Knoten i zurückkehrt, wird die Anwei-
sung Ri ← Ri ⊕ (Rj ∧ 1) erneut ausgeführt, sodass Ri um rj ⊕ (r0∧ fj(x)) geändert

wird. Beide Anweisungen für eine Kante i
1−→ j in Phase 1 und Phase 2 zusammen

ändern Ri um rj ⊕ (rj ⊕ (r0 ∧ fj(x)) = r0 ∧ fj(x). Mit denselben Argumenten wird

für eine Kante i
xu−→ j Register Ri in Phase 1 um rj ∧ xu geändert und in Phase 2

um (rj ⊕ (r0 ∧ fj(x))) ∧ xu geändert. Beide Anweisungen zusammen ändern Ri um
(rj ∧xu)⊕ ((rj⊕ (r0∧ fj(x)))∧xu). Falls xu = 0, bleibt Ri also durch eine xu-Kante
unverändert und wird für xu = 1 um r0∧fj(x) geändert. Für eine Eingabe a ändern
alle ausgehenden Kanten eines Knotens i zusammen das Register Ri um

⊕

(i,j)∈Ea

(
r0 ∧ fj(a)

)
= r0 ∧

( ⊕

(i,j)∈Ea

fj(a)
)

= r0 ∧ fi(a).

Insbesondere haben wir gezeigt, dass in Phase 1 und Phase 2 Register R1

um r0 ∧ f1(x) geändert wird. Da Knoten 1 der Quellenknoten des Parity-
Branchingprogramms ist, an dem f(x) = f1(x) berechnet wird, wird R1 um r0∧f(x))
geändert.

Wird eine Anweisung I eines LBSPs über Z2 zweimal, unmittelbar hintereinander
ausgeführt, hebt sich die Wirkung von I gerade wieder auf. Die Anweisungen eines
LBSPs über Z2 sind selbstinverse Abbildungen. Es gilt AI ·AI = 1. Seien I1, . . . , Im

die Anweisungen, die in Schritt 1 und Schritt 2 generiert wurden. Angenommen wir
würden in Schritt 3 diese Anweisungen in umgekehrter Reihenfolge hinten anfügen:

AI1 · · ·AIm−1 · AIm · AIm

︸ ︷︷ ︸

1

·AIm−1

︸ ︷︷ ︸

1

· · ·AI1

︸ ︷︷ ︸

1

.

Die zweite Hälfte des Programms würde die Wirkung der ersten Hälfte gerade
aufheben, d.h. alle Registerinhalte würden wiederhergestellt. Deswegen werden in
Schritt 3 Zuweisungen an Register R1 ausgelassen, sodass R1 in Phase 3 unverändert
bleibt. Man möchte vielleicht vermuten, dass dadurch die korrekte Wiederherstel-
lung der übrigen Register gefährdet wird. Glücklicherweise ist dies nicht der Fall.
Weil R1 dem Quellenknoten zugeordnet ist, der keine eingehenden Kanten besitzt,
wird in Phase 1 und Phase 2 keine Anweisung erzeugt, die ein Vielfaches von R1

zu einem anderen Register hinzuaddiert. Daher ist der Inhalt von R1 in Phase 3
bedeutungslos.

Die behauptete read-4-times-Eigenschaft folgt aus der Tatsache, dass jede Kante
des read-once ⊕-BP in Schritt 1 in genau eine Anweisung umgewandelt wird, die
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später in Schritt 2 einmal kopiert und in Schritt 3 dann noch zweimal kopiert wird.
�

Lemma 4.14. Jede read-once {⊕,∧}-Formel der Größe ` und Tiefe d kann für
jedes k ∈ N durch ein LBSP über dem Ring Z2 = ({0, 1},⊕,∧, 0, 1) mit Brei-

te höchstens 2k + 2 simuliert werden, das höchstens 4` ·
(
2d
) 2

k Variablenreferenzen
beinhaltet.

Die Konstruktion im folgenden Beweis geht auf Cleve (1991) zurück. Cleve hat
die Länge der konstruierten LBSPs analysiert, während wir hier die Zahl der Va-
riablenreferenzen untersuchen. Lemma 4.9 und Lemma 4.13 dienen uns dabei als
wichtige

”
Bausteine“.

Beweis. In diesem Beweis betrachten wir read-once Formeln als binäre Bäume,
deren Wurzel der oberste Knoten auf Level 1 ist. Die Variablen und Konstanten
sind die Blätter des Baumes. O.B.d.A. platzieren wir alle Blätter einer Formel der
Tiefe d auf dem untersten Level d+1. Das bedeutet, dass Kanten nicht nur zwischen
aufeinander folgenden Leveln verlaufen dürfen, sondern auch ein oder mehrere Level
überspannen dürfen.

Sei also k eine beliebige natürliche Zahl. Es ist hilfreich, sich k zunächst als
Konstante kleiner als d vorzustellen. Die gegebene Formel der Tiefe d berechne
f(x1, . . . , xn) und R1, . . . , R2k+2 seien die verfügbaren Register mit Indexmenge I =
{1, . . . , 2k + 2}. Wir werden für alle i, j ∈ I, i 6= j, LBSPs konstruieren, die Rj

um Ri ∧ f(x1, . . . , xn) ändern. Zur Notation: Pj⊕(i∧f) bezeichnet im Folgenden das
Programm, das Rj um Ri ∧ f(x1, . . . , xn) ändert. Dabei sind

”
⊕“ und

”
∧“ im Index

von P einfach nur syntaktische Zeichen, die nicht zu entsprechenden Rechnungen in
Z2 auffordern sollen.

Unsere Konstruktion geht induktiv über die Formeltiefe d vor, wobei wir in jedem
Schritt nicht nur ein Level der Formel, sondern gleich die jeweils k obersten Level
in ein LBSP transformieren. Formeln der Tiefe d = 0 sind einzelne Variablen xu

oder Konstanten c und können durch read-once LBSPs mit nur einer Anweisung
Rj ← Rj ⊕ (Ri ∧ xu) bzw. Rj ← Rj ⊕ (Ri ∧ c) simuliert werden, deren Breite genau
2 ist.

Im Induktionsschritt (d 7→ d + k) dürfen wir annehmen, dass wir schon für
alle Formeln mit Tiefen bis zu d, die eine beliebige Funktion h berechnen, und
alle möglichen Registerpaare Ri′ und Rj′, mit i′, j′ ∈ I und i′ 6= j′, entsprechen-
de LBSPs Pj′⊕(i′∧h) konstruiert haben. Unsere Aufgabe ist es jetzt, Programme
für Formeln mit Tiefe bis zu d + k zu konstruieren, und zwar für alle möglichen
Registerpaare Rj und Ri. Dazu trennen wir die obersten k Level der Formel ab
(siehe Abbildung 4.4) und fassen den oberen Teil als Formel für eine Funktion g
auf, die ehemals mit m ≤ 2k Subformeln verbunden war. Diese m Subformeln für
Funktionen h1 . . . , hm ersetzten wir durch m neue Variablen y1, . . . , ym. Jeder Vari-
ablen yu, 1 ≤ u ≤ m, ist so genau eine Subfunktion hu zugeordnet. Die Funktion
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Abbildung 4.4: f(x1, . . . , xn) = g
(
h1(x1, . . . , xn), . . . , hm(x1, . . . , xn)

)
.

f(x1, . . . , xn) kann nun als g(h1(x1, . . . , xn), . . . , hm(x1, . . . , xn)) dargestellt werden,
wobei die Formel jeder Subfunktion hu höchstens Tiefe d hat und nur von einem
Teil der Variablen x1, . . . , xn essentiell abhängt. Offensichtlich ist die Formel für
g(y1, . . . , ym) per Definition eine read-once Formel und hat Größe höchstens 2k.
Deswegen können wir nun Lemma 4.9 anwenden und erhalten ein read-once ⊕-BP
für g(y1, . . . , ym) mit höchstens 2k + 1 Knoten. Dann wenden wir Lemma 4.13 an
und erhalten für alle i, j ∈ I, i 6= j, ein read-4-times LBSP Pj⊕(i∧g) dessen Brei-
te durch 2k + 2 beschränkt ist. Jetzt benutzen wir die Induktionsvoraussetzung
und ersetzen in jedem Programm Pj⊕(i∧g) für jedes u ∈ {1, . . . ,m} jede Anweisung
Rj′ ← Rj′ ⊕ (Ri′ ∧ yu) durch das Programm Pj′⊕(i′∧hu). Insgesamt haben wir für alle
verschiedenen i, j ∈ I LBSPs Pj⊕(i∧f) mit Breite höchstens 2k +2 konstruiert, die Rj

um Ri ∧ g(h1(x1, . . . , xn), . . . , hm(x1, . . . , xn)) ändern, d.h. f(x1, . . . , xn) berechnen.

Die Häufigkeit, mit der eine Variable xu in einem Programm Pj⊕(i∧f) referenziert
wird, hängt von k ab. Eine Variable auf Level 1 wir nur einmal getestet, weil die
gesamte Formel dann allein aus dieser Variablen besteht, die durch ein LBSP mit
nur einer Anweisung simuliert wird. (Induktionsanfang). Eine Variable xu auf einem
der Level von 2 bis k wird höchstens 4-mal referenziert, weil das LBSP, das wir
für die obersten k Level konstruieren, read-4-times ist (Abbildung 4.5). Auch eine
Variable xu auf Level k + 1 ist read-4-times, weil xu eine Subformel bildet, die
zunächst durch ein read-once LBSP simuliert wird. Dieses read-once LBSP wird
4-mal als Ersatz für eine Anweisung im übergeordneten read-4-times LBSP für die
obersten k Level benötigt. Eine Variable xu auf einem der Level k + 2 bis 2k wird
in einem Programm für f höchstens 42-mal referenziert, weil xu in eine Subformel,
sagen wir für hv(u), fällt, deren zugehöriges LBSP Pv(u) read-once oder read-4-times
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Abbildung 4.5: Variablenreferenzen.

ist und Pv(u) 4-mal in das übergeordnete LBSP für die obersten k Level eingesetzt
wird. Mit dem gleichen Argument wie oben sind auch Variablen auf dem Level 2k+1
read-42-times. Allgemein wird eine Variable auf Level j, 1 ≤ j ≤ d + 1, höchstens

4d
j−1

k e-mal in einem LBSP für f referenziert. Da wir alle Variablen auf dem untersten
Level d + 1 platzieren, analysieren wir den Worst-Case. Eine read-once Formel der
Größe ` hat höchstens ` Variablen. Es gibt also in jedem unserer Programme Pj⊕(i∧f)

höchstens

` · 4d d
ke ≤ ` · 22( d

k
+1) = 4` ·

(
2d
) 2

k

Variablenreferenzen. �

Mit den Ideen des Beweises von Satz 3.7 können wir erkennen, dass Lemma 4.14
gültig bleibt, wenn wir die Read-once-Eigenschaft fallen lassen: Wir entfalten eine



Straight-line Programme in Branchingprogramme konvertieren 39

beliebige Formel durch Duplizieren der Variablen und Konstanten zu einem Baum,
ersetzen die Blätter des Baumes durch neue Variablen, wenden Lemma 4.14 an und
machen die Ersetzung rückgängig.

An dieser Stelle wollen wir unsere Zwischenergebnisse zusammenfassen. Wir star-
ten mit einer beliebigen B2-Formel mit Größe ` und erhalten mit Korollar 4.7 eine
{⊕,∧}-Formel mit Tiefe höchstens 3c · ln 2 · log(3`) und Größe höchstens (3`)α. Dann
wenden wir Lemma 4.14 an und erhalten ein LBSP mit Breite höchstens 2k +2. Die
folgende Rechnung schätzt die Zahl der Variablenreferenzen ab.

#Variablenreferenzen ≤ 4 · (3`)α ·
(

23c·ln 2·log(3`)
) 2

k

= 4 · 3α · `α · 26 c
k
·ln 2·log(3`)

= 4 · 2α·log 3 · `α · 26 c
k
·ln 2·log 3+6 c

k
·ln 2·log `

= 2α·log 3+2 · `α · 26 c
k
·ln 2·log 3 · 26 c

k
·ln 2·log `

= 2α·log 3+6 c
k
·ln 2·log 3+2 · `α · `6 c

k
·ln 2

= 2(α+6 c
k
·ln 2)·log 3+2 · `α+6 c

k
·ln 2

Korollar 4.15. Jede B2-Formel der Größe ` kann für jedes k ∈ N und jedes be-
liebige c ≥ 2 durch ein LBSP über dem Ring Z2 = ({0, 1},⊕,∧, 0, 1) mit Breite
höchstens 2k + 2 simuliert werden, das höchstens 2β log 3+2 · `β Variablenreferenzen
beinhaltet, wo β = 1 + 1

1+log(c−1)
+ 6 c

k
ln 2.

Straight-line Programme in Branchingprogramme konvertieren

Definition 4.16 (Barrington (1989)). Ein Permutations-Branchingprogramm
(PBP) der Breite w und Länge ` ist durch eine Folge von Anweisungen der Form
(u, ρ0, ρ1) gegeben, wobei u, 1 ≤ u ≤ n, ein Variablenindex ist, der eine Variable
x1, . . . , xn bezeichnet, und ρ0, ρ1 ∈ Sw Permutationen sind. Es sei σi = ρ0, falls
xu = 0 und σi = ρ1, falls xu = 1. Dann berechnet ein Permutations-Branchingpro-
gramm für eine Variablenbelegung x die Permutation σ(x) = σ` ◦ · · · ◦ σ1.

Die Graphdarstellung eines Permutations-Branchingprogramms ist eine recht-
eckige Anordnung von (` + 1) · w Knoten in ` + 1 Zeilen und w Spalten. Jede Zeile
(oder Level) i, 1 ≤ i ≤ `, besitzt w Knoten vi,1, . . . , vi,w, die alle mit derselben Vari-
ablen xu(i) markiert sind, und realisiert die i-te Anweisung des Programms. Auf den
Leveln 1, . . . , ` hat jeder Knoten je eine ausgehende 0- und 1-Kante. Die 0-Kante des
Knotens vi,j weist auf den Knoten vi+1,ρ0(j), die 1-Kante auf den Knoten vi+1,ρ1(j).
Die Knoten auf Level `+1 tragen keine Markierungen und haben keine ausgehenden
Kanten. Sie heißen daher Senken. Die Knoten auf Level 1 heißen Quellen.
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(b) Graphdarstellung

Abbildung 4.6: PBP für f(x1, x2, x3) = [x1 + x2 + x3 ≡ 1 mod 3] für τ = (1 2 3).

Definition 4.17. Ein Permutations-Branchingprogramm mit Breite w berechnet
f ∈ Bn für τ ∈ Sw, τ 6= id , wenn

σ(x) =

{

id für alle x ∈ f−1(0),

τ für alle x ∈ f−1(1).

Beispiel 4.18. Abbildung 4.6 zeigt als Beispiel ein Permutations-Branchingpro-
gramm, dass für τ = (1 2 3) (Zykelschreibweise) die Funktion f(x1, x2, x3) =
[x1 +x2 +x3 ≡ 1 mod 3] berechnet. Die Schreibweise

”
[Ausdruck ]“ steht hier wieder

für den booleschen Wert 1, falls Ausdruck wahr ist, und sonst für 0.

Wir haben schon gesehen, dass für eine feste Variablenbelegung jede Anweisung
eines LBSPs mit Breite w eine bijektive, lineare Abbildung h : Rw → Rw berech-
net. Die Anweisungen eines Permutations-Branchingprogramms mit Breite w bein-
halten spezielle bijektiver Abbildungen, nämlich Permutationen σ : {1, . . . , w} →
{1, . . . , w}. Diese Gemeinsamkeit können wir ausnutzen.

Lemma 4.19. Jedes LBSP über dem Ring Z2 = ({0, 1},⊕,∧, 0, 1) mit Breite w, das
eine Funktion f ∈ Bn berechnet und r Variablenreferenzen beinhaltet, kann durch
ein Permutations-Branchingprogramm mit Länge max{r, 1} und Breite 2w simuliert
werden.

Beweis. Sei {x1, . . . , xn} die Variablenmenge und ` die Länge eines gegebenen
LBSPs. Sei S = {0, 1}w die Menge aller möglichen Registerbelegungen eines LBSPs
mit Breite w. Bei seiner Rechnung führt das LBSP eine Folge von ` Anweisungen
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I1, . . . , I` aus. Die Rechnung beginnt mit einer beliebigen Registerbelegung s0 und
endet mit einer finalen Registerbelegung s`.

s0
I1−→ s1

I2−→ s2 −→ . . .
I`−→ s`, si ∈ S

Für eine konkrete Variablenbelegung a berechnet jede einzelne Anweisung Ij des
LBSPs eine bijektive, lineare Abbildung hIk

: S → S der w Register auf sich selbst.
Wir simulieren jede einzelne Anweisung Ik, 1 ≤ k ≤ `, des LBSPs durch genau eine
Anweisung (xu(k), σk,0, σk,1) eines Permutations-Branchingprogramms mit Breite 2w.
In dem Ring Z2 ist

”
+ = ⊕“ und auch

”
− = ⊕“. Daher gibt es nur drei verschiedene

Anweisungtypen in LBSPs über Z2 (vgl. Definition 4.10), nämlich

Rj ← Rj⊕(Ri ∧ 0), (1)

Rj ← Rj⊕(Ri ∧ 1) und (2)

Rj ← Rj⊕(Ri ∧ xu). (3)

Anweisungen der Form (1) bewirken keine Veränderung. Wir setzen σk,0 = σk,1 = id
und wählen irgendeine Variable für xu(k) aus. Typ-(2)-Anweisungen simulieren wir
durch σk,0 = σk,1 = ρj,i, wo

ρj,i(rw, . . . , rj , . . . , ri, . . . , r1) = (rw, . . . , rj ⊕ ri, . . . , ri, . . . , r1)

und (rw, . . . , rj, . . . , ri, . . . , r1) ∈ S eine Registerbelegung beschreibt. Dabei sind ri

und rj die Inhalte der Register Ri bzw. Rj. Man kann leicht einsehen, dass die Abbil-
dung ρj,i eine Permutation ist. Ein Zustand mit ri = 0 wird auf sich selbst abgebil-
det, während Zustände mit ri = 1, (. . . , rj, . . . , 1, . . . ), wechselseitig mit Zuständen
(. . . , rj, . . . , 1, . . . ) vertauscht werden. Daher ist σk ein Produkt von Transpositio-
nen und somit eine Permutation. Bei der Form (3) brauchen wir zwei verschiedene
Permutationen σk,0 = id und σk,1 = ρj,i für xu(k) = 0 bzw. xu(k) = 1. Insgesamt be-
rechnet das Permutations-Branchingprogramm σ = σ`,xu(`)

◦· · ·◦σ1,xu(1)
und simuliert

so jede einzelne Anweisung des LBSPs.
Für Anweisungen des Typs (1) und (2) haben wir im Permutations-Branching-

programm Zeilen der Form (xu(k), σk, σk) erzeugt. Solche Zeilen können mit ihrer
Vorgänger- oder Nachfolgeranweisung verschmolzen werden:

(xu(k−1), σk−1,0, σk−1,1),
(xu(k), σk, σk)

 (xu(k−1), σkσk−1,0, σkσk−1,1)

(xu(k), σk, σk)
(xu(k+1), σk+1,0, σk+1,1),

 (xu(k+1), σk+1,0σk, σk+1,1σk).

Das Ergebnis einer Verschmelzung ist nur dann eine Anweisung von der Form
(xu(k), σk,0, σk,1), σk,0 6= σk,1, wenn die beteiligte Vorgänger- bzw. Nachfolgeranwei-
sung von dieser Form war. Ansonsten erhält man erneut eine Anweisung von der
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Form (xu(k), σk, σk), die dann ihrerseits wieder verschmolzen werden kann. Die Zahl
der Anweisungen vom Typ (xu(k), σk,0, σk,1) im Permutations-Branchingprogramm
ist zu Beginn der Verschmelzungen gleich der Zahl der Typ-(3)-Anweisungen im
LBSP, also gleich der Zahl der Variablenreferenzen r. Bei einer Verschmelzung
bleibt diese Zahl unverändert. Alle anderen Anweisungen können durch wiederhol-
tes Verschmelzen eliminiert werden, vorausgesetzt, dass es mindestens eine Typ-(3)-
Anweisung im LBSP gibt. Falls r = 0 lassen sich alle Anweisungen zu einer einzigen
Anweisung verschmelzen.

Das gegebene LBSP berechnet eine Funktion f , d.h. es ändert für gewisse Re-
gister Ri und Rj das Register Rj um Ri ∧ f(x1, . . . , xn):

s0 = (rw−1, . . . , rj, . . . , ri, . . . , r0)

...

sl = (rw−1, . . . , rj ⊕ (ri ∧ f(x1, . . . , xn)), . . . , ri, . . . , r0).

Das konstruierte Permutations-Branchingprogramm simuliert diese Rechnung und
berechnet die Permutation

σ(rw−1, . . . , rj, . . . , ri, . . . , r0) = (rw−1, . . . , rj ⊕ (ri ∧ f(x1, . . . , xn)), . . . , ri, . . . , r0).

Bei einer nicht akzeptierenden Rechnung, f(x1, . . . , xn) = 0, ist

σreject(rw−1, . . . , rj, . . . , ri, . . . , r0) = (rw−1, . . . , rj , . . . , ri, . . . , r0),

d.h. σreject = id , bei einer akzeptierenden Rechnung, f(x1, . . . , xn) = 1, ist

σaccept(rw−1, . . . , rj , . . . , ri, . . . , r0) = (rw−1, . . . , rj ⊕ ri, . . . , ri, . . . , r0).

Es ist σaccept 6= σreject. Wir wählen τ = σaccept. Jede Variablenbelegung a ∈ f−1(1)
führt zu einer akzeptierenden Rechnung des LBSPs und wählt gleichzeitig in unse-
rem Permutations-Branchingprogramm eine Hintereinanderschaltung von Permuta-
tionen aus, die zusammen τ ergeben. Andersherum akzeptiert unser Permutations-
Branchingprogramm auch nur dann, wenn es für die erzeugte Permutation eine Va-
riablenbelegung gibt, für die auch das LBSP akzeptiert, weil es dessen Rechnung
simuliert. �

Lemma 4.20. Jedes Permutations-Branchingprogramm mit Breite w und Länge `,
das für ein τ ∈ Sw, τ 6= id, eine Funktion f ∈ Bn berechnet, kann durch ein geschich-
tetes Branchingprogramm mit Tiefe ` und Breite höchstens w simuliert werden.

Beweis. Sei σ(x) ∈ {id , τ} die Permutation, die ein gegebenes Permutations-
Branchingprogramm bei Eingabe x ∈ {0, 1}n berechnet. Da τ 6= id , gibt es ein
k ∈ {1, . . . , w}, sodass τ(k) 6= k. Es genügt also zu entscheiden, ob ein Berech-
nungspfad, der an der k-ten Quelle des Permutations-Branchingprogramms startet,
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...
...

...
...

...
...

...

k w1

xu(1)

xu(2)

· · ·

· · ·

xu(`)

· · · · · ·

id(k) τ(k)

· · ·

· · ·

· · ·

· · ·

0 1

Abbildung 4.7: Branchingprogramm aus Permutations-Branchingprogramm.

bei Eingabe x die τ(k)-te Senke oder die k-te Senke erreicht (Abbildung 4.7). Die
k-te Quelle des Permutations-Branchingprogramms wird zur Quelle des Branching-
programms. Die k-te Senke des Permutations-Branchingprogramms wird mit 0 mar-
kiert, die τ(k)-te Senke mit 1. Alle übrigen Senken sind zwar auf Berechnungspfaden
nicht erreichbar, aber es kann inkonsistente Pfade geben, auf denen man sie von der
Quelle des Branchingprogramms erreichen kann. Wir verschmelzen diese unmarkier-
ten Senken beliebig mit der 0- oder 1-Senke. Zum Schluss eliminieren wir alle inneren
Knoten, die von der Quelle des Branchingprogramms nicht erreichbar sind und er-
halten ein geschichtetes Branchingprogramm mit Tiefe ` und Breite höchstens w.

�

Branchingprogrammgröße für Formeln

Satz 4.21. Jede boolesche Funktion f ∈ Bn, die durch eine B2-Formel mit Größe `
berechnet wird, kann für jedes k ∈ N und jedes c ≥ 2 durch ein geschichtetes Bran-
chingprogramm mit

Tiefe ≤ 2β log 3+2 · `β,

Breite ≤ 22k+2 und daher

Größe ≤ 22k+β log 3+4 · `β

für β = 1 + 1
1+log(c−1)

+ 6 c
k
ln 2 berechnet werden.
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Beweis. Wir wenden nacheinander Korollar 4.15, Lemma 4.19 und Lemma 4.20 an.

B2-Formel: Größe = `
Satz 4.21−−−−−−−→ BP:

Tiefe ≤ 2β log 3+2 · `β

Breite ≤ 22k+2

Korollar 4.15



y

x

Lemma 4.20

LBSP:
#Var.-Ref. ≤ 2β log 3+2 · `β

Breite ≤ 2k + 2
−−−−−−−→
Lemma 4.19

PBP:
Länge ≤ 2β log 3+2 · `β

Breite ≤ 22k+2

�

In Satz 4.21 können k ∈ N und c ≥ 2 frei gewählt werden. Wenn wir z.B.
k := dc2e wählen, erhalten wir ein β das nur von c abhängt. Es ist dann

lim
c→∞

β(c) = lim
c→∞

(

1 +
1

1 + log(c− 1)
+ 6

c

dc2e · ln 2

)

= 1.

Korollar 4.22. Jede boolesche Funktion f ∈ Bn, die durch eine B2-Formel mit
Größe L(f) berechnet wird, kann für jedes ε > 0 durch ein geschichtetes Branching-
programm mit Größe O(L(f)1+ε) berechnet werden.

Damit haben wir die Branchingprogrammgröße für Funktionen mit Formelgröße
L(f) von unten durch Ω(L(f)) und von oben durch O(L(f)1+ε) eingegrenzt. Das Pro-
blem, die maximal notwendige Branchingprogrammgröße für Formeln zu bestimmen,
bleibt dennoch offen. So ist z.B. BP(f) = Θ(L(f) log L(f)) weiterhin möglich.
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Wir vergleichen in diesem Kapitel das neue Resultat aus Kapitel 4 mit dem bisher
besten Resultat. Welches ist die kleinste Formelgröße ` = L(f), sodass die neue
Schranke für die Branchingprogrammgröße aus Satz 4.21

BP(f) ≤ 22k+β log 3+4 · `β, β = 1 +
1

1 + log(c− 1)
+ 6

c

k
ln 2 (5.1)

kleiner als die Schranke von Sauerhoff, Wegener und Werchner

BP(f) ≤ 1,360 · `δ, δ = log4(3 +
√

5) < 1,195 (5.2)

wird? Wir suchen die Formelgröße `∗0 als das minimale `0 ∈ N, für das gilt:

∀` ≥ `0 ∃c ≥ 2 ∃k ∈ N : 22k+β log 3+4 · `β < 1,360 · `δ. (5.3)

Für alle c und für alle k ist 22k+β log 3+4 > 16 > 1,360. Daher können nur solche
Werte für c und k die Bedingung erfüllen, für die `β < `δ und somit β < δ ist. Wir
betrachten also ab jetzt nur noch solche β, für die gilt

1 < β < δ. (5.4)

Die Bedingung (5.3) lässt sich, da ` ≥ 1, mit Hilfe der Potenzgesetze wie folgt
umformen.

`δ

`β
>

22k+β log 3+4

1,360

`δ−β > 22k+β log 3+4−log 1,360

Wegen Ungleichung (5.4) gilt δ − β > 0. Exponenzieren mit 1
δ−β

liefert

` > 2
2k+β log 3+4−log 1,360

δ−β . (5.5)

Wenn wir in die rechte Seite von Ungleichung (5.5) Werte für c und k einsetzen, die
die Nebenbedingungen erfüllen, erhalten wir ein `0, das eine obere Schranke für das
gesuchte minimale `∗0 ist. Zuvor schränken wir den zu untersuchenden Wertebereich
für c und k mit Hilfe der Nebenbedingung 1 ≤ β ≤ δ geeignet ein. In

β = 1 + 1
1+log(c−1)

+ 6 c
k

ln 2 < δ (5.6)
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Abbildung 5.1: g(c).

kommen ausschließlich positive Terme vor. Wenn wir den Term 6 c
k
ln 2 in der letzten

Ungleichung streichen, wird die linke Seite der Ungleichung nur kleiner. Daher gilt
auch

1

1 + log(c− 1)
< δ − 1

log(c− 1) >
1

δ − 1
− 1

c > 2
1

δ−1
−1 + 1

und cmin = 2
1

δ−1
−1 + 1 > 18,731 ist eine untere Schranke für c. Für eine untere

Schranke für k lösen wir Ungleichung (5.6) nach k auf:

k >
6c ln 2

δ − 1− 1
1+log(c−1)

=: g(c) (5.7)

Für c > cmin ist der Nenner in Ungleichung (5.7) größer als 0 und somit g(c) positiv.
Abbildung 5.1(a) zeigt den Graphen von g(c). Das kleinste k ∈ N, sodass es ein
c > cmin gibt, welches Ungleichung (5.7) erfüllt, ist kmin = 4728 (Abbildung 5.1(b)).
Wenn wir zu diesem k = kmin etwa c = 41,7 wählen, ist β < δ und wir können durch
Einsetzen in Ungleichung (5.5) `0 berechnen und erhalten so eine erste Abschätzung
für l∗0:

`∗0 ≤ `0 ≤ 224745,450

.
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Abbildung 5.2: f(c, k).

Um `∗0 zu bestimmen, müssen wir die rechte Seite von Ungleichung (5.5) mini-
mieren. Dazu genügt es, den Exponenten für c > cmin und k ≥ kmin zu minimieren:

f(c, k) :=
2k + β log 3 + 4− log 1,360

δ − β
→ min, 1 < β < δ.

Die gängigen Methoden der Analysis sind leider nicht unmittelbar anwendbar. Die
Funktion f(c, k) ist zwar in c differenzierbar aber in k nicht stetig, da k ∈ N. Für
die Relaxation des Problems mit reellwertigem k scheint es zudem nicht möglich,
die Nullstellen der partiellen Ableitungen nach c oder k als geschlossene Formel zu
bestimmen. Der Graph von f(c, k) gibt aber Aufschluss über das vermutlich eindeu-
tig bestimmte Minimum. Abbildung 5.2(a) zeigt einen Ausschnitt des Graphen von
f(c, k). Es sind nur Punkte eingetragen, an denen f(c, k) definiert ist, d.h. 1 < β < δ
erfüllt ist. Auf der nach oben gerichteten Achse sind die Funktionswerte auf einer
logarithmischen Skala aufgetragen. (Auf einer linearen Skala ist der Graph nicht
nur in Richtung der k-Achse, sondern auch in Richtung der c-Achse so stark nach
oben gekrümmt, dass er sich nur noch auf sehr kleinen Ausschnitten sinnvoll dar-
stellen lässt.) Trotzdem kam man in Abbildung 5.2(a) ein Minimum erahnen, das
auf dem

”
Rand“ für k = kmin = 4728 zu liegen scheint. Die nähere Ansicht in Ab-

bildung 5.2(b) zeigt, dass dieses Minimum in Wirklichkeit nicht auf dem
”
Rand“

liegt, sondern erst für k = 4729 und c etwa bei 41,7 angenommen wird. Mit der
Newtonmethode lässt sich c ≈ 41,715 für dieses Minimum genauer ermitteln. Mit
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diesen Werten für c und k erhält man ein `′0, das eine bessere obere Schranke für `∗0
liefert:

`∗0 ≤ `′0 ≤ 224745,193

.

Diese Zahl ist leider viel zu groß, als dass Formeln dieser Größenordnung heute (und
wohl auch in absehbarer Zukunft) in Rechnern explizit gespeichert werden könnten.1

Dies gilt erst recht für die mit der neuen Methode konstruierten Branchingprogram-
me. Wir haben hier zwar keine unteren Schranken für das Verfahren gezeigt, aber
die obere Schranke in Ungleichung (5.1) enthält schon für k = kmin = 4728 eine mul-
tiplikative Konstante, die größer als 224728

ist, und kann uns nicht ermutigen entspre-
chende Branchingprogramme wirklich zu konstruieren. Daher ist das Resultat aus
Korollar 4.22 eher von theoretischer Bedeutung. Dagegen kann das Konstruktions-
verfahren von Sauerhoff, Wegener und Werchner auch praktisch eingesetzt werden,
da es neben seinen kleinen Konstanten in der zugehörigen Schranke (Ungleichung
(5.2)) auch sehr einfach und effizient umgesetzt werden kann.

1Physiker schätzen die Anzahl der Atome im Universum auf etwa 1079 < 228,036

.
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∧ logische Konjunktion, AND

∨ logische Disjunktion, OR

¬ logische Negation, NOT

⊕ logische Parität, EXOR

⊕-BP Parity-Branchingprogramm (→Definition 4.8)

B2 Menge aller booleschen Funktionen f : {0, 1}2 → {0, 1}
(→Tabelle 1.1)

B∗
2 Teilmenge von B2 (→Tabelle 1.1)

BP Branchingprogramm (→Definitionen 1.9 und 1.10)

BP(F ), BP(f) Branchingprogrammgröße (→Definition 1.12)

C(S), C(f) Schaltkreisgröße (→Definition 1.3)

D(S), D(f) Schaltkreistiefe (→Definition 1.3)

id identische Abbildung

ite ite(x, y, z) := xy ∨ xz (“if x then y else z”)

L(F ), L(f) B2-Formelgröße (→Definition 1.6)

L∗(F ), L∗(f) {∧,∨,¬}-Formelgröße (→Definition 1.6)

LBSP linear bijection straight-line Programm (→Definition 4.10)

ln Logarithmus zur Basis e

log Logarithmus zur Basis 2

N Menge der natürlichen Zahlen

PBP Permutations-Branchingprogramm (→Definition 4.16)

Sn Symmetrische Gruppe bestehend aus allen Permutationen der
Elemente von {1, . . . , n}

U2 Teilmenge von B2 (→Tabelle 1.1)

Z2 Ring über {0, 1} mit ⊕ als additiver und ∧ als multiplikativer
Verknüpfung
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