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ICH WAGE EINE PROGNOSE:
ES KONNTE SO ODER SO AUSGEHEN

Ron Atkinson

Einleitung un d Motivation 1

Im Sommersemester 1998 wurde begleitend zur Vorlesung ,Effiziente Algo-
rithmen* des Fachbereichs Informatik der Universitit Dortmund, gehalten von
Thomas Hofmeister, ein Wettbewerb zum Thema Fufballbundesliga ausge-
richtet. Es war bekannt, dass in einer Liga, die nach der sogenannten 2-Punkte-
Regel spielt, zu jedem Zeitpunkt effizient berechnet werden kann, welche
Mannschaften theoretisch noch Meister werden konnen. Die Aufgabe des
Wettbewerbs bestand in der Analyse dieses Problems fiir Ligen, die nach der
3-Punkte-Regel spielen, wobei nicht bekannt war, ob auch dafiir polynomielle
Algorithmen existieren, oder ob eventuell ein NP-vollstindiges Problem vor-
liegt.

Die Verfasser dieser Arbeit konnten nach einigen erfolglosen Versuchen, po-
lynomielle Algorithmen zu entwickeln, durch eine von 3-SAT ausgehende Re-
duktion die NP-Vollstindigkeit des Bundesligaproblems nach 3-Punkte-Regel
zeigen. Niels Schmitt, der einzige weitere Teilnehmer des Wettbewerbs, konn-
te einen alternativen Beweis, ausgehend von 3—DM1, entwickeln. Eine gemein-
same Arbeit wurde zur MFCS’99 angenommen.? In der vorliegenden Arbeit
werden neben dem oben genannten Beweis Verallgemeinerungen und Spezial-
fille betrachtet, sowie eine Komplexititslandschaft der Problemvarianten ent-
wickelt.?

—_

3-DM: Dreidimensionales Matching.

2. MFCS’99: Mathematical Foundations of Computer Science 1999, 24th Internatio-
nal Symposium, September 1999 in Polen; siehe [3].

3. Niels Schmitt wird eine Diplomarbeit iiber den alternativen Beweis verfassen und

in diesem Rahmen auf Verallgemeinerungen und Spezialfille eingehen.
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1.1 Weiteres Vorgehen

Die Abfolge der Kapitel entspricht weitgehend dem Entstehungsprozess der Er-
gebnisse. Nach einer Ubersicht iiber bereits bekannte Ergebnisse aus dem Be-
reich des Sports werden das zentrale Problem dieser Arbeit (das , Meister-
schaftsproblem®) und seine Varianten und Darstellungsformen vorgestellt.

Zu Beginn stand die Suche nach polynomiellen Algorithmen im Mittelpunkt,
welche auch hier im Anschluss an die Ubersicht beschrieben werden sollen.
Durch die dort auftretenden Schwierigkeiten dringte sich die Vermutung auf,
dass ein NP-vollstindiges Problem vorliegt.

Der Nachweis der NP-Vollstindigkeit wird in Abschnitt 4 gefiihrt. Neben der
aus dem Wettbewerb gegebenen Problemvariante wird auch fiir verallgemei-
nerte und eingeschriinkte Problemvarianten die NP-Vollstindigkeit gezeigt.

Nicht alle eingeschrinkten Problemvarianten miissen jedoch ohne polynomi-
elle Algorithmen auskommen. Die Teilprobleme, fiir die effiziente Algorith-
men gefunden werden konnten, werden in Abschnitt 5 behandelt.

Eine Ubersicht iiber alle behandelten Probleme bietet die Komplexititsland-
schaft. In ihr sind die Problemvarianten, ihre Beziehungen zueinander und ihre
Komplexitit veranschaulicht.

Im Ausblick werden schlieflich Losungsansétze zu denjenigen Varianten dis-
kutiert, die im Verlauf der Arbeit nicht geldst werden konnten, deren Komple-
xitdt also noch unbekannt ist.

Arbeitsbereiche

Der gemeinsame Teil der Arbeit besteht aus den Abschnitten 1 bis 3 sowie
Abschnitt 6. Die Abschnitte 4.3, 4.4, 5.1 und 5.2 sind von Thorsten Bernholt,
die Abschnitte 4.1, 4.2 und 5.3 von Alexander Giilich.









MAL VERLIERT MAN
UND MAL GEWINNEN DIE ANDEREN

Otto Rehagel

Sport - aus Sicht der Informatik 2

In einer Vielzahl von Mannschaftssportarten wird nach dem System einer so-
genannten Liga gespielt, in der iiber einen festen Zeitraum, genannt Saison,
mehrere Mannschaften paarweise gegeneinander spielen. Im Laufe der Saison
wird die beste Mannschaft gesucht, die dann in der néichsten Saison der amtie-
rende Meister ist. Im Gegensatz zu Turnieren wird die beste Mannschaft jedoch
nicht nach dem K. O.-System ermittelt (Darf nach jedem Spiel nur der Sieger
weiterhin am Wettbewerb teilnehmen, spricht man vom K.O.-System; der Ver-
lierer geht K.O. und spielt nicht mehr mit). Eine Liga funktioniert nach dem
Prinzip ,,jeder gegen jeden®. Bis zum Finale sind alle Mannschaften weiterhin
dabei, wenn auch gegen Ende einer Saison nicht mehr alle die Moglichkeit ha-
ben, tatsdchlich Meister zu werden.

Im Folgenden wird nicht die gesamte Historie einer Liga, sondern ausschlief3-
lich der Verlauf einer Saison betrachtet. Es spielen # verschiedene Mannschaf-
ten in einer Liga. Jede Mannschaft muss gegen alle anderen Mannschaften eine
feste Anzahl von Spielen bestreiten, bestimmt durch die Anzahl der Runden der
Liga, die gespielt werden. Hiufig werden genau zwei Runden gespielt, man
spricht dann von Hinrunde und Riickrunde.

Der genaue Ablauf der Spiele wird vor Beginn der Saison festgelegt. Im
Spielplan sind die genauen Termine der Spiele festgehalten, so dass schon zu
Beginn der Saison jeder Mannschaft bekannt ist, wann sie gegen welche ande-
ren Mannschaften zu spielen hat. In Turnieren ist dieses Wissen nicht gegeben,
da die nichsten Gegner davon abhiingen, wie die Spiele der potenziellen Geg-
ner ausgehen.
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Wird der Spielplan derart organisiert, dass zu jedem Spieltermin jeweils alle
Mannschaften der Liga spielen, spricht man von Spielfagen. An einem Spieltag
finden dann genau n/2 Spiele statt. Ein Spieltag muss nicht genau an einem
Kalendertag stattfinden, er kann z.B. auch iiber ein Wochenende verteilt sein.
Entscheidend ist, dass alle Spiele eines Spieltages stattfinden, ohne dass dazwi-
schen Spiele anderer Spieltage ausgetragen werden.

Um den Meister ermitteln zu konnen, werden in jedem Spiel Punkte verteilt,
die den beteiligten Mannschaften je nach Ergebnis des Spiels gutgeschrieben
werden. Am Ende der Saison wird diejenige Mannschaft Meister genannt, die
die meisten Punkte im Laufe der Spiele erzielen konnte. Das Verteilen der
Punkte findet gemil} einer Punkfe-Regel statt. Diese Regel gibt an, wieviele
Punkte der Sieger und der Verlierer einer Partie jeweils erhalten. Je nach
Sportart und Land, in dem gespielt wird, kann das Ergebnis eines Spiels auch
Unentschieden lauten, es gibt dann keinen Sieger und keinen Verlierer. Die
verwendete Punkte-Regel legt natiirlich auch fest, wieviele Punkte jede Mann-
schaft fiir ein Unentschieden gutgeschrieben bekommt.

Haben am Ende einer Saison mehrere Mannschaften identische Punktzahlen,
miissen weitere Kriterien zur Bestimmung des Meisters herangezogen werden.
Im Fuf3ball wird beispielsweise die Tordifferenz betrachtet, die Differenz zwi-
schen der Anzahl der Tore, die erzielt wurden und der Anzahl der Tore, die
hingenommen werden mussten. Bis zur Saison 1968/1969 wurde statt der Tor-
differenz der Torquotient als zusitzliche Entscheidungshilfe verwendet. Der
Torquotient wurde aus der Anzahl der geschossenen und der Anzahl der erhal-
tenen Tore gebildet. Auf diese im Fall identischer Punktzahlen herangezogenen
Kriterien wird im weiteren Verlauf der Arbeit jedoch nicht ndher eingegangen.
Im Folgenden gilt eine Mannschaft als Meister, wenn keine andere Mannschaft
mehr Punkte hat, es kann also auch mehr als nur einen Meister geben. Aus the-
oretischer Sicht ist die Tordifferenz auch uninteressant, da eine Mannschaft mit
schlechter Tordifferenz nur ein Spiel entsprechend hoch gewinnen muss, um
eine bessere Tordifferenz zu bekommen, als alle anderen Mannschaften mit
gleicher Punktzahl.

Wer wird Meister?

Eine Frage, die hdufig gestellt wird, ist: ,, Wer kann eigentlich noch Meister
werden?“ In Turnieren ist die Antwort einfach: Alle Mannschaften, die noch
nicht ausgeschieden sind, kdnnen noch Meister werden, alle anderen nicht. Aus
diesem Grund werden Turniere hier nicht betrachtet.

Natiirlich kann vor Beginn einer Saison noch jede Mannschaft der Liga Meis-
ter werden, die Frage wird also erst im Laufe der Saison interessant. Wenn zu
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einem beliebigen Zeitpunkt der Saison beantwortet werden soll, wer noch
Meister werden kann, sind schon einige Spiele gespielt und haben den beteilig-
ten Mannschatten Punkte gebracht. Die Anzahl der Punkte, die jede Mann-
schaft hat, wird durch die Punkte-Regel festgelegt. Fiir die noch nicht
gespielten Spiele, die offenen Spiele, ist noch jeder Spielausgang moglich.

Um zu zeigen, dass eine Mannschaft X noch Meister werden kann, geniigt
es, Spielausginge der offenen Spiele anzugeben, nach denen keine Mannschaft
mehr Punkte hat als die Mannschaft X . Um jedoch zu zeigen, dass eine Mann-
schaft den Meistertitel nicht mehr erlangen kann, miissen andere Betrachtungen
vorgenommen werden. Eine Mdglichkeit besteht in der Berechnung aller mog-
lichen Kombinationen von Spielergebnissen der noch offenen Spiele. Wenn es
bei jeder Kombination der Spielausgiinge mindestens eine Mannschaft gibt, die
mehr Punkte hat als Mannschaft X , kann X nicht mehr Meister werden. Dieses
Vorgehen ist jedoch in der Praxis sicherlich nicht anwendbar, da die Anzahl
der Kombinationen einfach zu grof ist. Also muss anders argumentiert werden,
um eine Meisterschaft von X auszuschliefen.

Naive Idee

Um ein Getiihl fiir die Problemstellung zu bekommen, wird hier beispielhatt
eine Situation aus dem ,,realen Leben® betrachtet, die in der Saison 1964/1965
der Fulballbundesliga nach dem 28. von 30 Spieltagen vorlag:

Position Mannschaft Punkte restliche Gegner
1. Werder Bremen 37 B(l)ljuligaN?;::éZ:;d
2 1. FCKoin 3 Borusia Dortmund
3. Borussia Dortmund 35 Wffdlreé};rg;ﬁen
4, 1860 Miinchen 33 ;‘:ber‘;ii"g\g]
Tabelle 1:

Bundesliga 64/65, noch 2 Spieltage

Hier interessieren nur die ersten vier Mannschaften. Die Saison 1964/1965
wurde nach der 2-Punkte-Regel gespielt, nach der zwei Punkte an den Sieger
vergeben werden, wihrend der Verlierer keine Punkte bekommt. Sollte das Er-
gebnis Unentschieden lauten, bekommt jede Mannschaft einen Punkt. Wie
kann nun die Frage ,,Kann 1860 Miinchen am Ende der Saison noch die Meis-
terschaft feiern?“ beantwortet werden?
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Eine erste Idee liefert der Test, ob 1860 Miinchen durch Gewinn aller noch
offenen Spiele geniligend Punkte sammeln kann. Es gilt allgemein, dass eine
Mannschaft, die sogar nach dem Gewinn aller restlichen Spiele noch weniger
Punkte hat als eine andere Mannschaft zum jetzigen Zeitpunkt, sicherlich nicht
mehr Meister werden kann. Dieses siegbasierte Kriterium ist hinreichend, um
eine Mannschaft aus der Menge der moglichen Meister auszuschlieen, jedoch
nicht notwendig.1

Im konkreten Beispiel kann Miinchen mit 33 Punkten und 2 offenen Spielen
noch 37 Punkte erreichen. Ein Vergleich mit den Punktzahlen der besser plat-
zierten Mannschaften zeigt, dass 37 Punkte zum Gewinn der Meisterschaft aus-
reichen. Also lautet die Antwort: ,Ja, 1860 Miinchen kann noch Meister
werden®.

Diese Antwort ist jedoch falsch, da nicht {ibersehen werden darf, dass auch
die besser platzierten Mannschaften noch zu spielen haben. Das Argument, sie
konnten alle noch offenen Spiele verlieren, gilt nur bedingt, da sich bei genau-
erem Hinsehen zeigt, dass die offenen Spiele der besser platzierten Mannschaf-
ten teilweise genau zwischen diesen Mannschaften stattfinden. Es kdnnen also
nicht a/le Mannschaften alle Spiele verlieren. Da noch zwei Spiele zwischen
den besten drei Mannschaften stattfinden und in jedem Spiel zwei Punkte unter
den beteiligten Mannschaften verteilt werden, miissen allein durch diese Spiele
vier weitere Punkte auf die besten drei Mannschaften verteilt werden. Selbst
wenn also alle anderen Spiele verloren werden, betrigt die durchschnittliche
Anzahl von Punkten unter den ersten drei Mannschaften mindestens

37+36+35+4 _ 1

3 375 .

Es gibt natiirlich immer mindestens eine Mannschaft aus einer gegebenen
Teilmenge von Mannschaften, die gleich viele oder mehr Punkte hat als der
Durchschnitt aller Mannschaften der Teilmenge. In diesem Fall muss mindes-
tens eine der Mannschaften Werder Bremen, 1. FC Ké6ln oder Borussia Dort-
mund 38 oder mehr Punkte haben. Also kann 1860 Miinchen nicht mehr
Meister werden.

In einem Beispiel mit 4 Mannschaften lédsst sich diese negative Antwort si-
cherlich auch durch einfachere Argumentationen bzw. durch ,,scharfes Hinse-
hen® finden. In komplexeren Situationen ist dies jedoch nicht mehr mdglich,
wie in folgendem Beispiel: In der Saison 1993/1994 konnte der VB Leipzig
nach dem 25. Spieltag nach der naiven Rechnung mit 32 Punkten noch Meister

1. siehe [14].
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werden. Die durchschnittliche Punktzahl der besseren Mannschaften (alle 17
anderen) betridgt am Ende der Saison jedoch mindestens 34,1176.

Position Mannschaft Punkte restliche GegnerA
1 Bayern Miinchen 32 2,3,4,5,7,8,9,14,16
2 Eintracht Frankfurt 30 1,4,6,8,9,12,13,17,18
3 1. FC K’Lautern 29 1,4,6,9,10,12,13,17,18
4 Hamburger SV 29 1,2,3,6,7,8,9,11,17
5 Karlsruher SC 29 1,6,10,12,13,14,15,17,18
6 MSV Duisburg 29 2,3,4,5,7,8,14,15,16
7 Monchengladbach 26 1,4,6,8,9,11,12,17,18
8 1. FC Kéln 26 1,2,4,6,7,9,11,17,18
9 Borussia Dortmund 26 1,2,3,4,7,8,11,16,17
10 Bayer Leverkusen 26 3,5,11,12,13,14,15,16,18
11 Werder Bremen 26 4,7,8,9,10,13,14,15,17
12 VIB Stuttgart 26 2,3,5,7,10,13,14,15,16
13 Dynamo Dresden 25 2,3,5,10,11,12,14,15,16
14 Schalke 04 21 1,5,6,10,11,12,13,15,18
15 SC Freiburg 21 5,6,10,11,12,13,14,16,18
16 1. FC Niirnberg 19 1,6,9,10,12,13,15,17,18
17 Wattenscheid 16 2,3,4,5,7,8,9,11,16
18 VIB Leipzig 14 2,3,5,7,8,10,14,15,16

Tabelle 2:

Bundesliga 93/94, noch 9 Spieltage

A. Zur Vereinfachung sind nur die derzeitigen Positionen der Gegner angegeben.

Wie man sieht, lohnt sich also eine genauere Betrachtung des Problems ,, Wer
kann noch Meister werden?“. Die bisher vorgestellten Losungsansitze, die
»naive (falsche) Methode“ und das ,,Durchschnittsargument® sind sicherlich
keine befriedigenden Antworten. Zudem ist das Durchschnittsargument nur in
wenigen Situationen anwendbar, so dass weitere Moglichkeiten gefunden wer-
den miissen, eine Losung des Problems zu finden.
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2.1 Historie

Ein klassisches Problem des Sports in der Informatik ist das Baseball Elimina-
tion Problem. Es wurde schon in den 60er Jahren von B. Schwartz [14] sowie
von Alan Hoffman und T. Rivlin [8] untersucht und wird gerne in Lehrveran-
staltungen zur praktischen Veranschaulichung von Linearer Programmierung
und Netzwerk- 1 ssen benutzt | |. ie rage lautet hier nicht ob eine ann-
schaft noch  eister werden kann sondern ob sie es unter keinen mst nden
mehr kann. Sobald eine annschaft keine  glichkeit mehr hat  eister zu
werden ist sie von der  eisterschaft eliminiert. Sie ist genau dann eliminiert
wenn es f r eden m glichen Spielausgang der restlichen noch offenen Spiele
mindestens eine andere  annschaft gibt die mehr Punkte besitzt. ie beiden

ragestellungen nach m glicher eisterschaft und Elimination von der  eis-
terschaft sind bis auf Vertauschung der Antworten identisch.

Im Baseball gibt es in edem Spiel einen Sieger und einen Verlierer. er e-
winner eines Spiels bekommt einen der Verlierer bekommt keinen Punkt. Jede
annschaft spielt im Verlauf einer Saison mehrfach gegen alle anderen  ann-
schaften insbesondere treten im egensatz zum europ ischen wu ball zwei
annschaften h ufiger als zweimal gegeneinander an. wu einem eitpunkt
w hrend der Saison hat ede annschaft schon eine Anzahl von Spielen ge-
spielt und Punkte f r die Siege erhalten.

ormal besteht eine Eingabe f r das Baseball Elimination Problem aus einer

enge von n annschaften. annschaft i [] hat bisher  Siege erzielt
und noch offene Spiele gegen annschaft [ . amit giltf r die e-
samtanzahl  der restlichen Spicle der  annschaft ;

:ZD

Tabelle veranschaulicht dies an einem Beispiel.

Es ist bekannt dass sich das Baseball Elimination Problem in pol nomieller

eit 1 sen 1 sst z.B. durch Anwendung linearer Programmierung. Auch
durch Berechnung eines ma imalen lusses in einem geeignet konstruierten
Netzwerk kann die Elimination einer annschaft entschieden werden.
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