5.4.2 Sketching-Algorithmus fir F»

Sketching-Algorithmus: Datenstromalgorithmus, der
komplette Eingabe liest, zur Unterscheidung von
Sampling-Algorithmen (nur informeller Begriff).

Arbeit: Alon, Mathias, Szegedy (1996).

Idee flir F»-Algorithmus:

Randomisierte Projektionen. Bereits bei SimHash gesehen.
Allgemein:

 Datenvektor aus ,hochdimensionalem* Raum RY
multiplizieren mit zufalliger k x d-Matrix.

e Liefert komprimierten Vektor in
Lhiedrigdimensionalem Raum" RX.

e Sicherstellen, dass Norm approximativ erhalten bleibt.

Spater mehr dazu. Hier spezielle Variante fur k = 1.
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F,-Algorithmus idealisiert:

Eingabedatenstrom tber Universum U = {1, ..., m}.
Absolute Haufigkeiten f1, ..., fm, f :=[f1, ..., fm] .

e SeiZ =[Z1,...,Zml" € {—1, 1}™ zuféllig gleichverteilt
gewahlt. Dann berechne randomisierte Projektion

m
f > (f,Z2) = Zfi.zi = X.
i=1

e Ausgabe Y := X2
Das ist alles!

Tatsachlich ist EY = F,. Spater: Relativer Fehler hochstens
300 % mit Wahrscheinlichkeit mindestens 7/9 > 1/2.
Probability-Amplification — (g, 6)-Approximation.
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Bevor wir das beweisen:
Effiziente Realisierung des F»-Algorithmus:

e Wie kommen wir an die absoluten Haufigkeiten?
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Bevor wir das beweisen:
Effiziente Realisierung des F»-Algorithmus:

e Wie kommen wir an die absoluten Haufigkeiten?

Antwort: Gar nicht. Addiere fur jedes neue Elementj € U
zugehdariges Z; zur Gesamtsumme. Dann am Ende fur alle
Vorkommen von j Gesamtbeitrag f; - Z;.
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Bevor wir das beweisen:
Effiziente Realisierung des F»-Algorithmus:

e Wie kommen wir an die absoluten Haufigkeiten?

Antwort: Gar nicht. Addiere fur jedes neue Elementj € U
zugehdariges Z; zur Gesamtsumme. Dann am Ende fur alle
Vorkommen von j Gesamtbeitrag f; - Z;.

e Dann brauchen wir aber einen Zufallsvektor Z € {—1, 1}™
und wahlfreien Zugriff darauf.

Antwort: Problem haben wir schon in Abschnitt 5.2 gelost.

Hier reicht namlich (Analyse) Z mit 4-fach unabhangigen
Komponenten.
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Effiziente Realisierung des F»-Algorithmus (Forts.):

Basierend auf der polynomiellen Kdrperklasse mit
Polynomen vom Grad 3 liefert Satz 5.11 folgendes
Verfahren fiir Generierung von Zufallsvektor Z € {—1, 1}™:

e Wahle S € {0, 1}¢, ¢ = [log m] zuféllig gleichverteilt und
irreduzibles Polynom tber F, vom Grad ¢.

Kann beides mit O (log m) Bits abspeichern.

e Es gibt Funktionen hy, ..., hm: {0, 1} — {0, 1}, sodass
h1(S), ..., hm(S) 4-fach unabhangig.

Funktionen kdnnen auf Platz O (log m) Platz und in Zeit
O(logm - polylog m) ausgewertet werden.
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Algorithmus R ANDPROJECT fur Fj:

Intialisierung:
Fir ¢ := [logm] wahle S € {0, 1}¢ zufallig gleichverteilt
und wahle irreduzibles Polynom tber F, vom Grad ¢.
Setze x :=0.

Update fir a € U:
X := X + ha(S).
Ausgabe:
y = X2,
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Satz 5.18:

Seien ¢, J > 0. Dann liefern r = ©((1/£2) log(1/)) Kopien
des Algorithmus RANDPROJECT eine (g, 0)-Approximation
von F». Dies stellt 1-Runden-Datenstromalgorithmus dar
mit Speicherplatz O (r (log m + log n)) und Zeit pro Update
O (r (log m polyloglog m + log n)).

Beweis:

Ressourcen: Klar mit Vorbetrachtungen.
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Erwartungswert:

EY = E(X?)

m
i=1

= Fs.

_ E((éfizi)z)

fEEZH)+2 D f

~— A
-1 1<i<j<m

fj . E(ZiZj)
——
— (EZ))(EZ)) =0
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Varianz: V(Y) = E(Y?) — (EY)?, also E(Y?2) ausrechnen.
Benutze 4-fache Unabhangigkeit der Z4, ..., Zy:

E(ZiZi,Zi,Zi,) =0, falls mindestens ein Wert unter den
Indizes iy, i, i3, i4 genau einmal vorkommt.

Damit:

E(Y2) = E((éfiziy)
= ifi“.E(zi4 ( ) >t E(ZPZ])

1<i<j<m

= Zf4+ 6 > £262.

l<i<j<m

386



Hatten: E(Y Zf4 + 6 Z f2f2

1<i<j<m
AuRRerdem:
(EY)? = F2 = Zf4+2 >t
l<i<j<m
Damit:
V(Y) = E(Y?) = (EY)® = 4 > A7 < 2F].
l<i<j<m

Tschebyscheff liefert:

2
P{lY —F2| > ¢-F} = —,
&

z.B. ¢ = 3 — Fehlschlagswahrscheinlichkeit hochstens 2/9.
Probability-Amplification mitr = @ ((1/¢2) log(1/4)) Kopien
des Schatzers Y liefert (e, 0)-Approximation von F. O
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5.4.3 Sketching-Algorithmen fur  Fy

Hier k € R, k > 1 (k = 1 der Vollstandigkeit halber).

Erste Idee flur Algorithmus:

Will naive L6sung mit m Z&hlern verbessern:
Ermittle fur X € {1, ..., m} zuféllig gleichverteilt
mit nur einem Zahler exakt absolute Haufigkeit fx .
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Dann:

m m
EmM-f=m- > EFS X =i)-PriX =i}=> fK=F
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5.4.3 Sketching-Algorithmen fur  Fy

Hier k € R, k > 1 (k = 1 der Vollstandigkeit halber).

Erste Idee flur Algorithmus:

Will naive L6sung mit m Z&hlern verbessern:
Ermittle fur X € {1, ..., m} zuféllig gleichverteilt
mit nur einem Zahler exakt absolute Haufigkeit fx .

Dann:

m m
Em-f)=m D ER X =0)-PriX =i} => fk=F.
i=1 ik —1/m i=1

Fein, ein erwartungstreuer Schatzer!

Leider: Z.B.fur (f;,...,fn) =(n,0,...,0):
Mit Wskt. 1 — 1/m relativer Fehler 100 %. :—(
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Zweiter Versuch:

Gleichverteilte Wahl des gezahlten Elementes trotz evtl.
ungleichmafig verteilten Haufigkeiten schlecht. Will:
Proportional zu Haufigkeit wahlen.
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Zweiter Versuch:

Gleichverteilte Wahl des gezahlten Elementes trotz evtl.
ungleichmafig verteilten Haufigkeiten schlecht. Will:
Proportional zu Haufigkeit wahlen.

Das geht sogar:

Fur Datenstrom a = (az, ..., ap) wahle Index X € {1, ...,n}
zufallig gleichverteilt und zahle Vorkommen des Wertes ax
im Gesamtstrom.

Leider nicht mehr klar, wie das als 1-Runden-Datenstrom-
algorithmus realisierbar.

Idee von Alon, Mathias und Szegedy: Wahle X wie oben,
aber zahle Vorkommen von ax nur im Restdatenstrom
ab Position X.
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Dritter und letzter Versuch:

FUr Eingabe-Datenstrom a = (ai, ..., an):
e Wahle X € {1, ..., n} zuféllig gleichverteilt.
e Zahle Vorkommen von Wert ax an Positionen X, ..., n.

Seiri:=|{j|aj=ai,i<]j=<nj Esist
m fi 1
E(r) = DD E(rf | X =,j-te Position von Werti*) - =
i=1 j=1

= 3(ff+(f1—1)"+---+2k+1k +
X+ @—Dk 4+ 42841k 4
X+ (fm — DK 4+ 2K 4 1K),

Extrahiere Teilsumme Fy durch Teleskopsummierung. ..
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Benutze dazu Schatzer
Y = n(rg — (rx — DX).

Dann:
m fi 1
EY = ;;E(Y | X =, j-te Position von Wert i) - =
n m fi
= -2 > - G-1Y
i=1j=1

= (ff-h-D+ -+ (@ -1)+1+ ... +
(fK — (fm — DK) + -+ (2K — 1K) + 1k
= ff 44K = Ry
Auch Varianz ist gut, spater.
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Algorithmus S AMPLE COUNT flr Fy:

FUr Eingabe-Datenstrom a = (ay, ..., an):

e Wahle X € {1, ..., n} zuféallig gleichverteilt.

e Zahle Vorkommen rx von Wert ax an Positionen X, ..., n
e Ausgabe Y = n(rf — (rx — 1)¥).

Stichprobe realisieren mit Reservoir-Sampling.

Satz 5.19:

Seik e Rmitk >1,¢,0 > 0und ¢ := min{m, n}. Dann liefern
r = O((1/¢2) log(1/3)k £1-1/K) Kopien von SAMPLECOUNT
eine (e, 0)-Approximation von Fy. Dies ist ein 1-Runden-
Datenstromalgorithmus mit Speicherplatzbedarf und

Zeit fur Updates O(r - (logm + log n)).
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Beweis:

Ressourcen:
r Kopien von Reservoir-Sampling mit Stichprobengrof3e 1,
pro Kopie O(logm + log n) Platz / Zeit pro Element.

Erwartungswert:  Bereits erledigt.

Varianz: Analog zu Formel fur EY :
m fi 1
E(Y?) = E(Y?| X =,j-te Position von Wert i*) - =
(Y2) E‘I_Zl: (Y2 X =,] ) -

o (Rt

i=1j=1
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Fakt: Fir beliebige x,y e Rmitx <y undk € R mitk > 1:

yK—x < (v —0ky*

n2 o 0

Hatten: E(Y :—ZZ ()

i=1j=1
Anwenden auf des Fakts auf jeweils einen der beiden
Faktoren von (jK — (j — 1)")2:

E(YZ) < nizi:kjk_l(jk—(j—l)k)

i=1j=1
m fi

< n Y KN - G- 1Y)
i=1j=1

m
= anfiZk_l = kn-Fok_1.
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Noch ein Fakt: Firx € R, r >s > 1: x|y < IX]ls.

Hatten:
E(Y?) = kn-Fa_1.
Sei ¢ := min{m, n}. Dann:

Fakt _ (ok—1)/k 2-1/k
Faco1 = oo = REZY

kK | —1/k
2 n 2
= Fk . (gk——l) = Fk

Insgesamt:

gl—l/k

n

V(Y) < E(Y?) < kn-Fyy < ke VERZ

Tschebyscheff:
k[l_l/k
&2

PrilY — Fxl > eFc} <
Behauptung mit Probability-Amplification.




5.5 Metrische Einbettungen

Problem: Dimensionsreduktion

e Gegeben Punkte vy, ..., vy € R
(,hochdimensionaler Raum®).

e Ziel: Abbilden auf vy, ..., v, € RK, k <« d
(,niedrigdimensionaler Raum®),
sodass Abstande nicht zu sehr verzerrt.

Passende Abbildung: Metrische Einbettung.

Abst ande: Fur Vektor x = (X4, ..., Xq) € RY:

d 0\ /P
e L,-Normen, p > 0: IX1lp := (Zi:l 1% ) .
e Maximumsnorm, Ly.:  |[X|leo := MaXi<i<d |Xil.
e Hammingnorm, Lo: IXllo := I{i | Xi # O}].

396



Anwendungen:

Dimensionsreduktion:

e Clustering;

e algorithmisches Lernen;

e Approximate Nearest-Neighbor Search (ANN);

e Datenstromalgorithmen, z. B.
fur Normen und Abstande (hier).

Metrische Einbettungen allgemein:

Approximationsalgorithmen fir Graphprobleme.
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5.5.1 Stabile Verteilungen

Fakt: Linearkombinationen von unabhangigen Kopien
normalverteilter ZV wieder normalverteilt.
Definition 5.20:
Seien X, ..., Xq unabhangige Kopien von reeller ZV X
mit folgender Eigenschaft. Fur ein p € R* gelte fiir beliebige
a=(ai,...,aq) € R4, dass

X1+ -+ agXq ~ llalp- X,

. 1/p

wobei ||all, = (Zid:l |ai|p) und Z ~ Z’ bedeutet,
dass Z und Z’ identisch verteilt. Nenne dann Verteilung
von X p-stabil.

Satz 5.21:
Es gibt p-stabile Verteilungen fir beliebige p € (0, 2].
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Beispiele flr stabile Verteilungen:

e Normalverteilung: 2-stabil.

1 _l(xfﬂ)z

fn(X) = e 2V ) xekR
N (X) o

e Cauchyverteilung: 1-stabil.

1 y

fcX)=— ——"F———,
) Y op

e Lévyverteilung: 1/2-stabil.

Y 1 —y
L) = o & e eX'O(z(x - 5))’
X > 0.

X € R.

0.4
0.2

0712324

Diese und x — f_ (—X) einzige Familien von stabilen
Verteilungen mit bekannter geschlossener Form.
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Eigenschaften stabiler Verteilungen:

e Fur p € (0, 2) gilt: p-stabile Verteilung ist approximativ
Potenzgesetzverteilung mit Exponent 1 + p:
Dichtefunktion sei f, dann existiert ¢ > 0 geeignet,
sodass f(x)/(cx~1+P)) — 1 fir x — oo.

Damit Skaleninvarianz und ,heavy tails".

e Fur1l < p < 2 existiert Erwartungswert, aber Varianz nicht.

e Fur p < 1 existiert weder Erwartungswert, noch Varianz.

(Ohne Beweise.)
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Simulation von stabilen Verteilungen:

Fiar Normalverteilung: Box-Muller-Verfahren.

Allgemeines Verfahren:
Sei F invertierbare Verteilungsfunktion.
e Wahle U € [0, 1] zufallig gleichverteilt.
e Ausgabe F~1(U).
Korrektheit Klar:
Pr{F~1(U) <x} =Pr{U < F(x)} = F (X).
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Simulation von stabilen Verteilungen (Forts.):
Beispiel: Normalisierte Cauchyverteilung

1 1
Dichte f(X) = — - ——,
ichte f(x) e
Verteilungsfunktion F (x) = arctan(x)/z + 1/2.
Damit: F~1(y) =tan(z(y — 1/2)),y € (0,1).

Fir Implementierung Approximation mit endlicher
Genauigkeit (Standard-Numerik-Tricks, Taylorreihen.. .).
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Simulation von stabilen Verteilungen (Forts.):
Allgemein gilt:

Satz 5.22:
Seien U1 und U, Uber [0, 1] gleichverteilte, unabhangige
Zufallsvariablen. Dann ist fur p € (0, 2] die im Folgenden
definierte Zufallsvariable S(U1, Uy, p) p-stabil.
Seif:=xU; —1/2) und
. B 1
SUL U 3 sm(p@l)/ (cosie(l p)))f p)/p D £ 1:
1, Uz, p) := { (cosH)+/P InU>
tan@, p=1.

v

Fur Cauchyverteilung bewiesen, ansonsten hier nicht.
FUr p = 2 Formel wie beim Box-Muller-Verfahren.
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5.5.2 Randomisierte Projektionen

Wichtiges positives Ergebnis fur Lo-Norm:

Satz 5.23 (Johnson-Lindenstrauss-Lemma, 1984):

Gegeben Punkte v1, ..., Vp in R und ¢ > 0. Dann existiert
approximative metrische Einbettung in R mit relativem
Fehler ¢, d.h., V1, ..., Vn € RK mit

A —&)lvi—Vill2 < IVi =Vjll2 = @+28)lvi —Vvil2

und [k = O((1/¢%) logn) |

Und: Kann das auch noch effizient berechnen. ..
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Realisierung durch randomisierte Projektionen:

e Benutze k x d-Matrix X mit zufalligen Eintragen.
Eintrage unabhangig voneinander.
e Einbettung:

1
ViV = —XV.

vk

(Projektion auf den k-dimensionalen Unterraum in R",
der von den Zeilen von X aufgespannt wird.)

Wie Eintrage von X wéhlen?
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Wahl der Matrix X fur randomisierte Projektion:
e Klassisch: Eintrage gemaf3 N (0, 1)-Verteilung.
(Vgl. SimHash-Verfahren.)

e Diskret & effizient: Eintrage gleichverteilt aus {—1, 1}.
(Vgl. praktisches SimHash-Verfahren, F2-Algorithmus.)

Kann zeigen:

Satz 5.24:

Sei f,¢ > 0. Sei X eine randomisierte Matrix wie oben
beschrieben. Dann ist Fehlerschranke in JL-Lemma mit
Wahrscheinlichkeit 1 — 1/n# erfilllt fir k = O((8/¢2) log n).
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Strategie fur Beweis (Fall k =1):

Gemal} Def. 5.20 fur Zufallsvektor X, Komponenten

unabhangig gemalf 2-stabiler Verteilung N (0O, 1):
E((X,v)%) =E(Iv]3-N(0, 1)?) = [v|3.

Fur Gleichverteilung auf {—1, 1} dasselbe,

Beweis siehe Analyse F»-Algorithmus RANDPROJECT.

Zeige nun weiter, dass sogar starke Konzentration
um Erwartungswert gilt (exponentielle Verbesserung
des Fehlers in spendierter Anzahl Dimensionen).

Bemerkung:

In schwéacheren Form bei F,-Algorithmus gesehen. Fur
Ergebnis hier bessere Analyse wie bei Beweis der
Chernoff-Schranken erforderlich.
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Randomisierte Projektionen flr
beliebige p-Normen, p € (0, 2):

Nur fur Spezialfall k = 1.

Wieder zuflliger Vektor X € RY,
Komponenten unabhangig gemaf p-stabiler Verteilung D.

Gemalf Definition 5.20:
(X,v) ~|Ivlp - D.

Problem flir Anwendung bei Dimensionsreduktion:

e Eventuell ist Erwartungswert oder Varianz unendlich.
Abhilfe: Erwartungswert — Median.

e Kann fur p = 1, L;-Norm, zeigen:
Jede approximative Einbettung mit konstantem Fehler
benétigt k = n*@ Dimensionen.
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