Lemma 16.6.11: Sei s eine Variablenreihenfolge iiber der Variablenmenge X = {x1, ..., x,}
der Linge € < kn, in der jede Variable mindestens einmal vorkommt. Sei r := 32 - k2 .02% < /.
Dann gibt es disjunkte Teilmengen X o, Xp C X, sodass

o [Xal.|Xp| = n/28HN.
e Die Schichttiefe von s beziiglich X 4, X p ist hochstens r.

Beweis: Sei s zerlegt in in disjunkte, aufeinander folgende Abschnitte sq, ..., s, mit jeweils
hochstens [€/r] < [kn/r] Variablen, also s = (s, ..., s).

Firi = 1,...,r weise Abschnitt s; zufillig mit fairem Miinzwurf Alice oder Bob zu (d.h.
Alice und Bob erhalten s; jeweils mit Wahrscheinlichkeit 1/2). Formal: Fiir unabhingige Zu-
fallsbits Cy, ..., C, € {0, 1} seien z. B. die Abschnitte s; mit C; = 0 diejenigen von Alice, dann
natiirlich diejenigen mit C; = 1 die von Bob.

Sei X4 € X die Menge der Variablen, die nur in Alices Abschnitten vorkommen und nicht in
Bobs Abschnitten. Analog X g, nur mit vertauschten Rollen von Alice und Bob. Formal ist also
X4 = {x | Variable x kommtins; mit C; =0vor, i =1,...,r}
— {x | Variable x kommtins; mitC; = 1vor, i = 1,...,r},

analog fiir Xp. (Beachte, dass X4 und Xp durch die zufillige Wahl der Zuordnung der Ab-
schnitte zufillige Mengen sind.)

Beispiel:
s1 = (x1, X6, X2), $2 = (x3, X1, x4), 3 = (X3, X6, X5), und s4 = (x3, x4, X3).
Bei der zufilligen Vergabe soll Alice s und s3 erhalten haben, Bob s, und s4. Dann ist

Xa = {x1,x2, x3, X5, X6} — {x1, X3, X4} = {x2, X5, X6};
Xp = {x1,x3, x4} — {x1, x2, X3, x5, X6} = {x4}.

Wir zeigen nun, dass mit hoher Wahrscheinlichkeit X 4 und Xp die erforderliche GroBe fiir
das Lemma haben. Dann gibt es auch feste X 4, X p mit diesen Eigenschaften. Die Schichttiefe
beziiglich s fiir diese Mengen ist offensichtlich hochstens r.

Aufgrund der Symmetrie der Definitionen reicht es, X 4 zu analysieren. Sei Z; die Indikatorzu-
fallsvariable mit Z; = 1, falls die Variable x; in X4 enthaltenist,i = 1,...,n,und Z; = 0
sonst. Sei Z :=Z1+---+ Z,. Dannist Z = | X 4|. Wir zeigen nun:

Behauptung:

(1) EZ =n/2%;

(2) V(Z) = 2k*n?/r.

Mit der tschebyscheffschen Ungleichung werden wir dann argumentieren, dass sogar mit ho-

her Wahrscheinlichkeit eine feste Wahl der Zufallsbits Cy, ..., C, und damit von X 4 und Xp
existiert mit Z ~ EZ.



Beweis der Behauptung: 7eil (i): Fiir die Variable x; sei v; die Anzahl der Abschnitte aus
Si, ..., Sr, die x; enthalten, wobei mehrfache Vorkommen auch mehrfach gezihlt werden. Wir
beobachten, dass Z; = 1 genau dann gilt, wenn alle Abschnitte, in denen x; vorkommt, an Alice
gegeben werden. Wir nutzen dabei aus, dass es bei Erfiillung der genannten Bedingung auch
mindestens einen Abschnitt von Alice gibt, auf dem x; vorkommt. Dies ist der Fall, da nach
Voraussetzung des Lemmas jede Variable irgendwo in s vorkommt. Es gilt damit

EZ; = Pr{Z; =1} = Pr{C; = O fiir alle s, in denen x; vorkommt} = 27",

da die Cy, ..., C, unabhingige Zufallsbits sind. Es ist also

EZ = Zn:Ezi = anz—"f,
i=1 i=1

wobei wir zusitzlich wissen, dass vi + --- + v, = £ < kn (die Anzahl aller Vorkommen
von allen Variablen in allen Abschnitten ergibt genau die Linge der Variablenreihenfolge). Wir
wollen eine obere Schranke fiir E Z, also maximieren wir die Funktion

n
FQi) =) 270
i=l1

in den Variablen vy, ..., v, unter der Nebenbedingung vy + --- + v, < kn. Wir vergroflern
den Wert hochstens, wenn wir reelle Werte fiir die Variablen zulassen. Z. B. mit der Methode
der Lagrange-Multiplikatoren (Analysis) kann man zeigen, dass das Maximum angenommen
wird, wenn der Wert kn der oberen Schranke fiir vi + - - - 4 v, gleichméBig auf die einzelnen
Variablen verteilt wird, also fiir v{ = - -- = v = kn/n = k. Dann ergibt sich

n
EZ < f@}.....vp) = Y 27% = n/2".
i=1

Damit ist (i) gezeigt.

Teil (ii): Wir benutzen, dass allgemein V(Z) = E(Z 2y —(EZ)? gilt. Damit erhalten wir auf-
grund der Linearitdt des Erwartungswertes und wegen EZ; = Pr{Z; = 1} und E(Z;Z;) =
Pr{Z; = Z; = 1} fiir alle i, j:

V(Z) = ) EZiZ) ~ ) (EZ)EZ)

1<i,j<n I<i,j<n
= Y (Pr{zi=2;=1)-Pr{Z; =1} -Pr(Z; = 1}).
1<i,j<n
Falls es keinen Abschnitt unter den sy, ..., s, gibt, in dem x; und x; gemeinsam vorkommen,

sind die Zufallsvariablen Z; und Z; unabhiingig voneinander. Dann ist offensichtlich der zu
(i, j) gehorige Term in der obigen Summe 0. Alle {ibrigen Terme in der Summe schétzen wir
brutal nach oben durch 1 ab und zédhlen nur, wieviele es davon gibt. Damit erhalten wir eine
obere Schranke fiir den Wert der Summe.



Jede Variable x; kommt in v; Abschnitten vor. Jede andere Variable x;, die in einem dieser x;-
Abschnitte vorkommt, fiihrt zu einem positiven Term in der obigen Summe, den wir zihlen.
Wie viele andere Variablen sind das? Da in jedem Abschnitt nur [kn/r| Variablen insgesamt
vorkommen, ist dies auch eine obere Schranke fiir die moglichen x;-Variablen. Also erhalten
wir insgesamt hochstens v; - [kn/r] positive Terme fiir die Variable x; und damit insgesamt die
Abschitzung:

V(Z) = Z (Pr{Zi =Z; =1} = Pr{Z; = 1} - Pr{Z; = 1})

1<i,j<n

A

> vilkn/r] < kn-[kn/r].
i=1

Dabei haben wir wieder benutzt, dass vi+---+v, =€ < kn gilt. Dar = 32.k%. 0% < { <kn,
gilt
[kn/r] < (kn+r)/r < 2kn/r.

Insgesamt haben wir also V(Z) < 2k2n2/ r, wie gewiinscht. O

Anwenden der Tschebyscheff-Ungleichung ergibt nun fiir § = 1/2:

Pr{Z <EZ/2} = Pr{Z <(1-6)-EZ} < Vz) _  2nr _ 8.k2-2%
T < / = Ir < . — 32(EZ)2 - (1/2)2.112/22]{ - . .

Fiir r = 32-k2-2°F gilt also mit Wahrscheinlichkeit mindestens 1/4, dass | X 4| = Z > EZ/2 =
n/2k1 Da wir aus Symmetriegriinden dieselbe Aussage fiir X p erhalten, gilt |X 5| > n/28F!

und |X | > n/2*T! mit Wahrscheinlichkeit mindestens 1/2 > 0. Insbesondere gibt es feste
Wabhlen fiir diese Mengen mit diesen Eigenschaften. O



