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Laufzeitanalyse

O-Notation
O(f(n)) = {g(n) : 3 c>0, n, >0, so dass fur alle nzn, gilt g(n)< c-f(n)}
(wobei f(n), g(n)>0)

Interpretation
g(n)eO(f(n)) bedeutet, dass g(n) flr n—»ow hochstens genauso stark wachst
wie f(n)
Beim Wachstum ignorieren wir Konstanten
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Laufzeitanalyse

Beispiele
10neO(n)
10ne0O(n?)

N2z O(1000n)
0O(1000n) = O(n)

Hierarchie
O(log n)=O(logzn)=O(log® n)=O(rf)=O(Vn)=O(n)
O(n)=0(n)c=O(n®)=0(2")
(fur c>=2 und 0<e<1/2)
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Laufzeitanalyse

(2-Notation
Q(f(n)) ={g(n) : 3 ¢>0, ny;>0, so dass fur alle nz2n, gilt g(n)= c-f(n)}
(wobei f(n), g(n)>0)

Interpretation
g(n)eQ(f(n)) bedeutet, dass g(n) flr n—w mindestens so stark wachst
wie f(n)
Beim Wachstum ignorieren wir Konstanten
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Laufzeitanalyse

Beispiele
10neQ(n)
1000n¢Q(Nn?)
nZ2eQ(n)
Q(1000n) = Q(n)
f(n) = Q(g(n)) < g(n) = O(f(n))
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Laufzeitanalyse

@-Notation
g(n) € ©(f(n)) < g(n)=0(f(n)) und g(n)=Q(f(n))

Beispiele
1000n € B(n)
10n2+1000n € B®(n?)
n1-Sin n ¢ @(n)
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Laufzeitanalyse

o-Notation
o(f(n)) € {g(n): vc>0 3n, >0, so dass fur alle nzn, gilt c-g(n)<f(n)}
(f(n), g(n) >0)

w-Notation
f(n)ew(g(n)) < g(n)eo(f(n))
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Laufzeitanalyse

Beispiele
neo(n?)
ngo(n)

Eine weitere Interpretation

Grob gesprochen sind 0,Q,0,0,» die ,asymptotischen Versionen® von
<,2,=,<,> (in dieser Reihenfolge)

Schreibweise
Wir schreiben haufig f(n)=0(g(n)) anstelle von f(n)eO(g(n))
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Teile & Herrsche

Teile & Herrsche (Divide & Conquer)
Teile Eingabe in mehrere Teile auf
Ldse das Problem rekursiv auf den Teilen
Flge die Teillésungen zu einer Gesamtlosung zusammen
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Teile & Herrsche

Teile & Herrsche (Divide & Conquer)
Teile Eingabe in mehrere Teile auf
Ldse das Problem rekursiv auf den Teilen
Flge die Teillésungen zu einer Gesamtlosung zusammen

Beispiel(Sortieren) (siehe Vollversion)
15 7 6 13 25 4 9 12

Wichtig
Wir benétigen Rekursionabbruch
Sortieren: Folgen der Lange 1 sind sortiert
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Teile & Herrsche

MergeSort(Array A, p, I)
If p<rthen
q « L(p+r)/2]
MergeSort(A,p,q)
MergeSort(A,q+1,r)
Merge(A,p,q,r)

Aufruf des Algorithmus

» Sortiere Alp,...,r]

» pzr, dann nichts zu tun
» Berechne Mitte

» Sortiere linke Halfte

» Sortiere rechte Halfte
» Zusammenfligen

MergeSort(A,1,n) flr Feld A[1...n]
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Teile & Herrsche

Erweiterte Induktion
(I.LA.) A(1) ist richtig
(I.V.) A(m) gilt far alle 1=m=n
(1.S.) Aus (1.V.) folgt A(n+1)

Bisher hatten wir nur A(n) benutzt, um A(n+1) zu folgern. Nun nutzen wir
alle A(m) mit 1=m=<n (oder eine Teilmenge). A(m) gilt fur alle m e {1...n} far
ein beliebiges, festes n.
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Teile & Herrsche

Satz 7
Algorithmus MergeSort(A,p,r) sortiert das Feld A[p..r] korrekt.
Bewels

Wir zeigen die Korrektheit per Induktion Gber n=r-p. Ist m<O0, so ist nichts
ZU zeigen.

(I.A.) Fur n=0, d.h. p=r, macht der Algorithmus nichts. Das Feld A[p..r]
enthalt nur ein Element und ist somit sortiert.

(1.V.) Far alle r,p mit m=r-p und 0sm=n sortiert MergeSort(A,p,r) das Feld
Alp..r] korrekt.
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Teile & Herrsche

Satz 7
Algorithmus MergeSort(A,p,r) sortiert das Feld A[p..r] korrekt.

Beweis

(1.V.) Far alle r,p mit m=r-p und 0sm=n sortiert MergeSort(A,p,r) das Feld
Alp..r] korrekt.

(1.S.) Wir betrachten den Aufruf von MergeSort fir beliebige p, r mit

n+1 = r-p. Da n+1>0 folgt p<r und der Algorithmus fuhrt den then-Fall aus.
Hier wird q auf [ (p+r)/2] gesetzt. Es gilt g=p und g<r. Dann wird MergeSort
rekursiv in den Grenzen p,q bzw. g+1,r aufgerufen. Nach (1.V.)

Sortiert MergeSort in diesem Fall korrekt. Nun folgt die Korrektheit aus der
Tatsache, dass Merge die beiden Bereiche korrekt zu einer sortierten Liste
zusammenflgt.
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Teile & Herrsche

MergeSort(Array A, p, I)
If p<rthen
q « L(p+r)/2]
MergeSort(A,p,q)
MergeSort(A,q+1,r)
Merge(A,p,q,r)

Aufruf des Algorithmus

» Sortiere Alp,...,r]

» pzr, dann nichts zu tun
» Berechne Mitte

» Sortiere linke Halfte

» Sortiere rechte Halfte
» Zusammenfligen

MergeSort(A,1,n) flr Feld A[1...n]

Laufzeit?
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Teile & Herrsche

MergeSort(Array A, p, ) Laufzeit:
If p<rthen 1
q « L(p+n)/2] 1
MergeSort(A,p,q) 1+T(n/2)
MergeSort(A,q+1,r) 1+T(n/2)
Merge(A,p,q,r) <cn

2T(n/2) + cn
Aufruf des Algorithmus

MergeSort(A,1,n) flr Feld A[1...n]
T(m) = maximale Laufzeit bei Eingabe A, p, r mit r-p+1=m
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Laufzeit als Rekursion

C , falls n=1
T(n) <
2T(n/2) + cn | falls n>1

Wobei c,C geeignete Konstanten sind.
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Auflosen von T(n) <2 T(n/2) + cn (Intuition)
i n cn
n/2 n/2 2 cn/2
Hohe e \‘ d \‘
logn | n/4 n/4 n/4 n/4 4 cn/4
o
o
o
1 O 0 I 0 nC

(c+C)nlogn
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Teile & Herrsche
Auflosen von T(n) <2 T(n/2) + cn (Intuition)
i n cn
n/2 n/2 2 cn/2
Hohe e \‘ d \‘
logn | n/4 n/4 n/4 n/4 4 cn/4
o
o
o
1 O 0 I 0 nC

O(n log n)
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Teile & Herrsche

Satz 8
Algorithmus MergeSort hat eine Laufzeit von ®(n log n).

Beweis
Sei T(2) = C'und C* 2 max{c,C}. Wir zeigen per Induktion, T(n) < C*n log n.
(LA)furn=2 gilt T(2) = C* < C* 2 log 2.
(1.V.) Fur Eingabelange 2<m<n ist die Laufzeit T(m) < C* m log m.
(I.S.) Es gilt T(n) =2 T(n/2) + cn. Nach (1.V.) gilt
T(n) <2 C*n/2 log(n/2) + cn

<C”*n (log(n)-1) + cn

< C”*n (log(n)-1) + C*n

< C*nlog(n)

= O(n log n).
Q(n log n) -> Ubung.



technische universitat LS 2/
dortmund Informatik

Teile & Herrsche

Weiteres Beispiel
Problem: Finde Element in sortiertem Feld
Eingabe: Sortiertes Feld A, gesuchtes Element beA[1,...,n]
Ausgabe: Index i mit Ali] =b

BinareSuche(A,b,p,r)

1. if p=rthen returnp

2. else

3. q < L(p+r)/2]

4, if b <A[qg] then return BinareSuche(A,b,p,q)
5 else return BinareSuche(A,b,q+1,r)
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Teile & Herrsche

BinareSuche(A,b,p,r)
1. if p=rthen returnp

2. else

3. q < L(p+r)/2]

4, if b <A[qg] then return BinareSuche(A,b,p,q)
5 else return BinareSuche(A,b,q+1,r)

Aufruf
BinareSuche(A,b,1,n)
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Teile & Herrsche

BinareSuche(A,b,p,r)
1. if p=rthen returnp

2. else

3. q < L(p+r)/2]

4, If b <A[qg] then return BinareSuche(A,b,p,q)
5 else return BinareSuche(A,b,q+1,r)

Suche b=23 (siehe Vollversion)



technische universitat LS 2/

dortmund Informatik

Teile & Herrsche

Satz 9

Algorithmus BinareSuche(A,b,p,r) findet den Index einer Zahl b in einem
sortierten Feld A[p..r], sofern b in A[p..r] vorhanden ist.

Beweis

Wir zeigen die Korrektheit per Induktion tber n=r-p. Ist n<0, so ist nichts zu
zeigen. Wir nehmen an, dass b in A[p..r] ist, da es sonst nichts zu zeigen
gibt.

(I.A.) Fur n=0, d.h. p=r, gibt der Algorithmus p zurtck. Dies ist der korrekte
(weil einzige) Index.

(1.V.) Far alle r,p mit m=r-p und 0sm=n findet BinareSuche(A,b,p,r) den
Index einer Zahl b in einem sortierten Feld A[p..r].
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Teile & Herrsche

Satz 9

Algorithmus BinareSuche(A,b,p,r) findet den Index einer Zahl b in einem
sortierten Feld A[p..r], sofern b in A[p..r] vorhanden ist.

Beweis

(1.V.) Far alle r,p mit m=r-p und 0sm=n findet BinareSuche(A,b,p,r) den
Index einer Zahl b in einem sortierten Feld A[p..r].

(I.S.) Wir betrachten den Aufruf von BinareSuche flr beliebige p, r mit
n+1 = r-p. Da n+1>0 folgt p<r und der Algorithmus fuhrt den else-Fall aus.
Dort wird q auf | (p+r)/2] gesetzt. Es gilt g=p und g<r. Ist b<A[q], so wird
BinareSuche rekursiv fur A[p..q] aufgerufen. Da A[p..r] sortiert ist, liegt b in
Alp..q]. Damit folgt aus (1.V.), dass der Index von b gefunden wird. Ist
b>A[q], so wird BinareSuche rekursiv fir A[g+1..r] aufgerufen. Da A[p..I]
sortiert ist, liegt b in A[g+1..r]. Damit folgt aus (1.V.), dass der Index von b
gefunden wird.
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Teile & Herrsche

BinareSuche(A,b,p,r)
1. | if p=r then return p

2. else

3. q < L(p+r)/2]

4, if b <A[qg] then return BinareSuche(A,b,p,q)
5 else return BinareSuche(A,b,q+1,r)

Suche b=23; Gefunden!
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Teile & Herrsche

BinareSuche(A,b,p,r) Laufzeit:

1. if p=rthen returnp 1

2. else 1

3. q<« L2l 1

4. if b <A[qg] then return BindreSuche(A,b,p,q) 1+T( n/2)
5 else return BinareSuche(A,b,g+1,r) 1+T(Ln/2))

5+ max{T( n/2 1), T(Ln/2)}
Laufzeit
T(n), wobei n=r-p+1 ist
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Teile & Herrsche

BinareSuche(A,b,p,r) Laufzeit:

1. if p=rthen returnp 1

2. else 1

3. q<« L2l 1

4. if b <A[qg] then return BindreSuche(A,b,p,q) 1+T( n/2)
5 else return BinareSuche(A,b,g+1,r) 1+T(Ln/2))

5+ max{T( n/21), T(Ln/2])}
Laufzeit

_ 1 ,falls n=1
T(n) = 5+ max{T( n/2)), T(n/2J)} , falls n>1
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Auflésen von T(n) < T(n/2) + ¢ (Intuition; wir ignorieren Runden)
i n C
n/2 C
Hohe | \‘
|0g n n/4 ¢
L
L
o
1 C
clogn
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Teile & Herrsche

Satz 10
Algorithmus BinareSuche hat eine Laufzeit von O(log n).

Beweis
Wir zeigen per Induktion, T(n) < 5[log n|+1.
(LA fur n=1 gilt T(1) =1 =5[log n | +1.
(1.V.) Fir Eingabelange m<n ist die Laufzeit T(m)<5[log m|+1.
(1.S.) Wir wissen, dass T(n) < T( n/2)+5. Nach (1.V.) gilt somit
T(n) < 5[log( n/21) +1+5. Ist n gerade, so gilt [ log( n/2 1) I=log(n/2) ]
=[log(n)-1 = log(n) -1. Somit folgt T(n) < 5[log n|+1. Ist n ungerade,
so gilt gilt[ log( n/2 ) I=[log((n+1)/2) IH log(n+1)-1 < log(n+1) |-1 =[log(n) |-1.
Somit folgt auch hier T(n) <5/ log n|+1.
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Zusammenfassung

Teile & Herrsche
Teile die Eingabe in mehrere Teile
Lose das Problem rekursiv auf den Teilen
Flge die Teile geschickt wieder zusammen

Laufzeitrekursionen

Weglassen von Runden liefert normalerweise das richtige Ergebnis in
O-Notation

Intuition Uber Rekursionsbaum
Eigentlicher Beweis per Induktion



