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Was bisher geschah

Vier Algorithmen (o.k., zwei ,echte”) fir das Konvexe-Hdlle-Problem
in 2D, wobei n = #Punke und A = #Eckpunkte der konvexen Hillle

o Trivialer Algo (Ausschluss von Nichteckpunkten) O(n4)
o Naiver Algo (Positivliste Geradensegmente) o(n®)
o Jarvis’ march (nachsten Eckpunkt suchen) O(nh) = O(nz)

o Graham’s scan (einfaches Polygon Uber Sortieren,
dann Nicht-KH-Eckpunkte 16schen (back tracking)) O(nlogn)

Komplexitédt des Konvexe-Hiille-Problems in 2D:

o Q(nlogn) Operationen im Berechnungsmodell
»algebraischer Berechnungsbaum” mit den

o Operationen: Vergleich, Mult, Div, Add/Sub (und Wurzel)
= Graham’s scan ist ein worst-case-optimaler Algorithmus
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Ausgabesensitivitat

Die Laufzeit von Jarvis’ march héngt nicht nur von n = #P ab,
sondern ,stark” von h = #Eckpunkte in KH(P).

z.B. fur h = O(1) ergibt sich die Laufzeit O(n)
Widerspruch zur Komplexitat von KH?
Nein: Worst-Case-Modell (bisher) wie folgt:

,Betrachte unter allen P c IR? mit #P = n
eine Instanz, die zu maximaler Laufzeit fuhrt.”

Feineres — namlich ausgabesensitives — Worst-Case-Modell:

,Betrachte unter allen P c IR mit #P = n
und KH(P) hat genau h Eckpunkte
eine Instanz, die zu maximaler Laufzeit flhrt.”

Die Menge der Instanzen wird nicht nur nach Eingabegrée
partitioniert, sondern zuséatzlich nach Ausgabegréf3e
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»~Ausgabesensitive Komplexitat” von KH

Worst-Case-Instanz hangt vom Algorithmus ab
VKH-Algo. A 3P c IR? mit #P=n und #KH(P)=h : T4(P) = Q(nlog h)
Kirkpatrick/Seidel (SIAM J. Computing 1986)

o Entscheidungsvariante #Eckpunkte von KH(P) Zh

o Berechnungsmodell: ,algebraischer Entscheidungsbaum” mit
~Polynom-Tests” vom Grad O(1)

e d.h. in jedem (Entscheidungsbaum-)Knoten wird das Signum des
Werts eines (u.U. multivariaten) Polynoms bestimmt (+, 0, —).

o ,Unser Knick-Test” ist ein quadratischer Test.

= der Triviale Algo, der naive Algo. sowie Jarvis’ march
passen offensichtlich in das Modell ,algebraischer
Entscheidungsbaum mit quadratischen Tests”
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D&C

Nein, nicht D&G, sondern: devide & conquer

Noch ein O(nlog n)-Algorithmus
(Laufzeitschranke wie bei Graham’s scan)

Grund: Vorbereitung eines O(nlog h)-Algorithmus
D&C-Idee:

© Berechne (rekursiv) die konvexen Hullen der beiden
Punktmengen P, und P mit P = P, U P, (und P, NP, = ()

® Berechne aus KH(P;) und KH(R,) schlieBlich KH(P)
Damit sich die Laufzeit O(nlog n) ergibt:

» ,Lehre” aus Quick-Sort-Analyse: P, und P, mdglichst gleich gro3
o Merge von KH(P;) und KH(P,) zu KH(P) mit O(n) Operationen
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D&C-Algorithmus: Anmerkungen und Annahmen

o Es handelt sich nicht um den Algorithmus ,,quick hull”
o Eingabe: Punktmenge P c R? in allgemeiner Lage
e n:=#P >3

« und alle n X-Koordinaten paarweise verschieden
(kann ebenso ,gefixt” werden wie Ann. ,allg. Lage”)

= Fir gegebene Punkte(teillmenge sind Minimum und Maximum
sowie Median bez. X-Koordinate eindeutig

¢ Median-Bestimmung in Linearzeit méglich

o Beschrénkung auf Berechnung der oberen Hiille:
der obere Teil der KH, der die beiden Punkte aus P mit
maximaler bzw. minimaler X-Koordinate verbindet

« untere Hulle kann analog bestimmt werden
(im hiesigen Spezialfall sogar gleichzeitig/parallel)
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D&C-Algorithmus

ein D&C-Algorithmus fur ,Obere Hulle* (OH)

@ Falls n < 2 gib die Punkte v.r.n.l. aus. ENDE.

® Bestimme (mithilfe des Medians der X-Koordinaten) die
P-Partition {P,, Pg}, sodass P, links von P, und |[#P, — #P5| < 1.

® Bestimme rekursiv die OHs von £, und Pg.
® Verbinde Endpunkt von OH(Pgz) mit Anfangspunkt von OH(P,)

® Entferne aus diesem Polygonzug alle nicht zu OH(P)
gehdrenden Punkte a la Graham

® Gib den so ,bereinigten” Polygonzug v.r.n.l. aus

Anmerkung: Anweisung 4 kann in Anw. 5 integriert werden.

Ingo Wegener Effiziente Algorithmen fiir das Konvexe-Hiille-Problem ( 17.7.2008 7



000 00000 000

D&C-Algorithmus: Analyse
Korrektheit:

o Kein Punkt oberhalb des in Anw. 4 erzeugten Polygonzuges
» Korrektheit folgt somit aus der von Graham’s scan (Anw. 5)

Laufzeit:

T(n) < c=0(1)furn e {1,2} Klar.
Furn=2"miti e {2,3,...} gilt T(n)<c-n-ldn=0(nlogn):

T(n) 2.-T(n/2)+c-n
2-(c-(n/2)-1d(n/2)) +c-n

c-n-(diny)-1)+c-n=c-n-ldn

IN IA

o Konstante ¢ so grof3 gewéahlt, dass Median-Berechnung,
»Polygonzug-Bereinigung” sowie Basis-Félle (n < 2) abgedeckt

e n keine Zweierpotenz: Id — Iogs/z, da Verhaltnis 1: 2 worst case
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Anmerkungen zum D&C-Algorithmus

o Laufzeit ,kaum” ausgabesensitiv, d.h. ,kaum” von h abhangig
o Rekursionstiefe immer log n
= Wie kénnte man Rekursionstiefe log A erreichen?

In Anw. 5 wird ,,die Briicke” zwischen P, und P5 konstruiert, das
Liniensegment [p;, pr] der OH(P) mit p; € P, und pgp € Py

Kirpatrick/Seidel: Was, wenn man diese Briicke(npunkte) vor der
Rekursion in Zeit O(n) bestimmen kénnte?

o Zusammensetzen der OH trivial

e Man muss sich dann (rekursiv) nur noch kimmern um

P :={peP. | X(p) < X(p,)} und Py := {p € Py | X(p) = X(pg)}
« dabei kénnen P/ und Py, viel kleiner sein als P, bzw. Py
o alle Punkte zwischen p; und pg ,abgehakt’/nicht in Rekursion
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Algorithmus nach Kirkpatrick/Seidel (K/S)

Dieser Algorithmus gibt — unter unseren Annahmen — die Knoten der
oberen Hille v.r.n.l. aus

Prinzip ,marriage before conquest” statt ,,devide and conquer”
P :={peP | X(p) < X(p,)}und P;:={p € Pg| X(p) = X(pg)}

Algorithmus fiir ,Obere Hille” nach Kirkpatrick/Seidel

@ Bestimme (mithilfe des Medians der X-Koordinaten) die
P-Partition {P,, Pz}, sodass F, links von P und |[#P, — #P5| < 1.

® Bestimme die Bricke(npunkte): p, € £, und pg € P5.

@® IF in P noch Punkte rechts von p; THEN REKURSIV fir P,§
ELSE OUTPUT pg.

@ IF in P noch Punkte links von p, THEN REKURSIV far PL’
ELSE OUTPUT p; .
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K/S-Algorithmus: Korrektheit

Ingo Wegener

Das in Anw. 1 bestimmte Gradensegment (p, , pg) gehort zur
OH, da alle anderen anderen Punkte aus P unterhalb von p, , pg
pgr wird zwar nur ausgegeben, falls in P keine P’e rechts von pg
andernfalls aber ist p; der linkeste Punkt in P; (welche noch
mind. einen Punkt rechts von pg enthalt) und wird daher eine
Rekursionstiefe weiter ausgegeben, denn analog gilt:

p; wird zwar nur ausgegeben, falls in P keine P’kte links von p,
anderenfalls aber ist p, der rechteste Punkt in A (welche noch
mindestens einen Punkt links von p; enthalt) und wird daher
eine Rekursionstiefe weiter ausgegeben.

Jedenfalls wird pj direkt vor p, ausgegeben.

Ferner: Da der direkt vor p, ausgegebene Punkt p’ (wie oben
bemerkt) unterhalb von p, , pg liegt, ist (o', pr, p,) ein Linksknick
da der direkt nach p, ausgegebene Punkt p” ebenso unterhalb
von p, , pr, liegt, ist auch (pg, p, . p”') ein Linksknick

Ausgabe ist ein Polygonzug vom rechtesten zum linkesten Punkt
in P, der insb. ausschlieBlich Linksknicke enthalt (oder 2 Punke)
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K/S-Algorithmus: Laufzeit

Hier h := #Knoten in der OH(P), wg. unserer Annahmen h > 2

T(n, h)=c-n fir h =2, dainsb. Briicke in O(n) berechenbar (Ann.)
Vermutung T(n,h) <c-n-ldh wg. Vermutung Rekursionstiefe log A

Far h > 3 und n Zweierpotenz gilt mit h, + hp = h

T(n,h) < c-n+ T@HP.h) + T#P, hp)
< c-n+c-(n/2)-1dh, +c-(n/2)-\dhy
= c-n+c-n-(dh, +Idhg)/2
= c-n+c-n-ld(h, -hg)/2

(dah, +hg=h) < c-n+c-n-ld((h/2)%)/2
= c-n+c-n-(ldh)-1) = c-n-ldh

Annahmen kénnen berwunden werden, dass O(nlog h) gultig bleibt.
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Berechnung der Bricke in O(n)

Idee zum Finden der Bricke(nknoten) p, € A, und pg € Py fur die
P-Partition {P,, Pz} mit P, links von P; — unter Ann. P in allg. Lage

e Falls #P, = 1 = #P5, dann gib P, und P, aus. Sonst:
o Schatze die Steigung s der Briicke

o Finde den Punkt p, € P,, sodass kein anderer Punkt aus P, Uber
der Geraden L durch p, mit Steigung s liegt (eine Tangente)

« Teste fUr jeden Punkt p € Py, ob er auf, iber oder unter L liegt.

Falls einer (dies sei pg) auf L liegt und alle anderen darunter, gib
Pg,p, als Bricke aus. Sonst:

« Falls alle p € P; unter L, so war s zu grof3 geschatzt
e Falls ein p € P, Uber L, so war s zu klein geschatzt
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Was, wenn Schatzung der Brlicke falsch?

Dann hat man zwar die Brlicke nicht gefunden,
aber man kann Punkte aus P als Briickenpunkte ausschlie3en

Dazu betrachte fir ein_Paar Punkte a, b € P, sodass a links von b,
die Steigung s,, von a, b.

Bezeichne s die tatsachliche Steigung der Briicke. Dann gilt:

S,y <5< 5" Eskdnnte zwar a = p; sein. Jedoch liegt b jedenfalls
zu tief, sodass b = pp ausgeschlossen.
S., = 5> 5" Eskonnte zwar b = pg sein. Jedoch liegt a jedenfalls

zu tief, sodass a = p, ausgeschlossen

anderenfalls weif3 man Uber s,, <> s" nichts, sodass a wie auch b
Briickenknoten sein konnten

= Wir sollten die Schatzung s so wéahlen, dass wir méglichst viele
Punkte als Brickenpunkte ausschlieBen kdénnen.
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Passende Schatzung der Brickensteigung

Wir wollen far méglichst viele Punktepaare einen der beiden Punkte
als Briickenpunkt ausschlieBen kénnen. Also:

v

Ingo Wegener

Gruppiere P zunéchst in Paare von Punkten (ggf. einer Gbrig)
Berechne dann fiir jedes Paar (a, b), wobei a links von b sei, die
Steigung von ab

Wahle den Median der |n/2] Steigungen als Schéatzung s.

Falls s = s, so wird die Bricke gefunden (siehe oben).

Falls s # s", so trifft flir mind. die Halfte der Paare zu, dass die
Steigung mindestens/héchstens s ist, d.h.

entw. s,, < s < s" oder s,, > s> s fir mind. die Halfe der Paare

fur mindestens [|n/2]/2] Punktepaare kann jeweils einer der
beiden Punkte als Briickenpunkt ausgeschlossen werden
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Bestimmen der Briucke: Laufzeit

Falls die Bricke (p, , pg) nicht gefunden wird, bleiben von P = P, U P,
noch A/ ¢ P, und P; ¢ P, mit zusammen héchstens n - 3/4 Punkten
Ubrig, in denen analog erneut nach p, und pg gesucht wird.

Laufzeit eines Durchlaufs:

« Bis auf Bestimmung des Punktes p, fir die Tangente L an P, mit
Steigung s alles offensichtlich in O(n).

e p, ist schlicht der Punkt in P, , fir den die Gerade (durch ihn) mit
Steigung s zum gréBten Y-Achsen-Abschnitt fiihrt — auch O(n)

= nach O(n) Schritten entweder Briicke gefunden oder Reduktion
auf n 3/4 Punkte fur ,die ndchste Runde”
Gesamtlaufzeit:

Sei Laufzeit pro Runde durch c - #Punkte beschrankt. Dann ist auch
die Gesamtlaufzeit durch O(n) beschrénkt, denn

cn+cn3/4+cn(3/42 +cn(B/4)° +---<c- ”‘220(3/4)/ =c-n-4
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Rang-r-Element in erwarteter Linearzeit

Unser D&C-Algorithmus wie auch der Algorithmus nach
Kirckpatrick/Seidel nehmen Median-Bestimmung in Zeit O(n) an.

Aus DSA/DAP bekannt: QUICKSELECT bestimmt randomisiert den
Median mit max. 4n ,wesentlichen Vergleichen” im Erwartungswert.

Idee zur Bestimmung des Elements mit Rang r € {1, ... n}:

@ Wabhle eine Element x zuféllig und partitioniere die Elemente
nach kleiner/gleich/gréBer x (— Partition in drei Teile).

® IF > r Elemente kleiner x THEN suche rekursiv im
entsprechenden Teil der Partition nach Element mit Rang r

® ELSE IF g > n - r Elemente gréBer x THEN suche rekursiv im
entspr. Teil der Partition nach Element mit Rang r — (n - g)

O ELSE gib x aus.

Hier: Ausgabe kann jedes Element sein, welches bei einer sortierten
Reihenfolge der n Elemente an der rten Position stehen kénnte.
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Median in deterministischer Linearzeit

Wenn man — statt rand. Wahl — deterministisch mit O(n) Vergleichen
ein Pivotelement findet, das sicherstellt, dass (ggf.) in der Rekursion
héchstens n3/4 Elemente betrachtet werden miissen, so wiirde die
Abschatzung der O(n)-Gesamtlaufzeit fur ,Briicke” liefern, dass man
den Median deterministisch mit O(n) Vergleichen bestimmen kann.

Wahl des Pivots (Blum/Floyed/Pratt/RivestTarjan STOC 1972):

@ Falls n < 14, sortiere und gib Median (als Pivot) aus. Sonst:
® Gruppiere die Elemente in 5er-Gruppen und
® bestimme fir jede 5er-Gruppe den Median direkt (7 Vergleiche).

@ Bestimme rekursiv den Median dieser Mediane (mit dem oben
skizzierten determ. Algorithmus, der diesen hier zur Bestimmung
des Pivotelements verwendet) und gib diesen (als Pivot) aus.

Im (interessanten) Fall n > 15 hat dieser Pivot Rang in [n/4, n3/4].
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Abschatzung des Rangs des Medians der Mediane

Beweis-ldee/Skizze unter folgenden Annahmen:

» n/5 ganzzahlig und aus {3,5,7, ...}
« alle n (> 15) Elemente veschieden (n < 15 uninteressant)

Es gibt m := n/5 Mediane und (m — 1)/2 (ganzz.) dieser Mediane
sind kleiner als der (rekursiv bestimmte) Median der Mediane (MdM).

Neben den zwei kleineren Elementen in der 5er-Gruppe des MdM
gibt es also noch (m — 1)/2 5er-Gruppen, in denen jeweils neben
dem Gruppen-Median noch mindestens zwei weitere Elemente
kleiner sind als der MdM.

Insgesamt sind also mindestens 2 + (1 +2)-(m-1)/2=0,3n+0,5
Elemente kleiner als der MdM.

Analog erhélt man: Es gibt mindestens 0,3n + 0,5 gréBere Elemente.
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Anmerkungen zum Algorithmus nach K/S

Ingo Wegener

Der Algorithmus hat immer eine Laufzeit von O(nlog h)

(da deterministisch)

Die ausgabesensitive Komplexitat des Konvexe-Hulle-Problems
in 2D ist ©(nlog h)

Fur die Praxis ist der deterministische Linearzeit-Algorithmus zur
Medianbestimmung allerdings zu langsam

Statt eines randomisierten Median-Algorithmus (quick select)
wurde man ,einfach” direkt die Partitionierung von P in £, , Py
anhand eines zufallig gewahlten Punktes vornehmen

und auch direkt eine der (anfénglich |n/2]) Steigungen zufallig
fir die Schatzung der Briickensteigung wahlen.

Erwartete Laufzeit durch ¢ - nlog h beschréankt, wobei die
Konstante ¢ vergleichsweise klein ist (praktisch relevant)
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Zum Abschluss...

... eine Knobelaufgabe:

Gegeben sei (genau) ein fairer Wirfel.

Wie oft muss man im Erwartungswert hintereinander wirfeln, bis
man erstmals zwei Sechsen direkt hintereinander gewd(rfelt hat?

Antwort: 42
Markov-Kette mit drei Zustanden:

s Startzustand bzw. letzter Wurf keine Sechs
6 letzter Wurf war eine Sechs, aber der davor nicht
66 Ziel erreicht

E(s —66) =1+ 1E(6 — 66) + 2E(s — 66)

= E(s > 66) =6+ E(6 — 66)

Mit £(6 — 66) = 1 + 2E(s — 66) erhalten wir
E(s—>66)=6+1+§E(s—>66),alsoE(s—>66)= (6+1)-6 =42
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