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Lineare Optimierung

LP  Minimiere Z(z) = ¢’z
unter Az <b
mit x € Rar

Wir haben

e Simplex-Algorithmus (Algorithmus 14.29)
partiell korrekt
korrekt fiir nichtdegenerierte Probleme
schlecht im Worst Case
e empirisch gut

Erinnerung

Basiswechsel um
p q .
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s
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Dualitat
gesehen

e LP mit n Variablen und m Nebenbedingungen
LP mit m Variablen und n Nebenbedingungen

e Koeffizienten durch ,,Umsortieren*

Definition 14.34

Zu einem primalen Problem Z(z) = ¢' ¢ — min unter Az > b und
x > 0 heiBt das Problem Z’(y) = bl'y — max unter ATy < ¢ und
y > 0 das duale Problem.

T

Theorem 14.35

Sei P ein primales Problem der linearen Optimierung, sei P’ das zu
P duale Problem, sei P” das zu P’ duale Problem. Dann sind P
und P” Aquivalent.

Ingo Wegener 26. Juni 2008
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Beweis von Theorem 14.35

Wir haben P gegeben durch Z(z) = ¢!z — min
unter Az >bundz >0

Wir haben P’ gegeben durch Z’(y) = by — max
unter ATy < cundy >0

dquivalent zu  —Z'(y) = (=b)Ty — min
unter (—A)Ty > —cund y >0

dazu dual  P” gegeben durch Z"(z) = (—c)"z — max
unter ((—A)T)Tz < —bund z>0

dquivalent zu  —Z"(z) = ¢z — min
unter Az >bund z >0

offenbar  dquivalent zu P O
 Ingo Wegener . 26 Juni2008 4
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Beziehung zwischen Zielfunktionswerten

Theorem 14.36

Sei x zul3ssig fiir das lineare Minimierungsproblem P mit
Zielfunktion Z, sei y zulassig fiir das duale
Maximierungsproblem P’ mit Zielfunktion Z’. Dann gilt
Z(z) > Z'(y).

Beweis.
klar  Z(z) = cTx (Definition Zielfunktion)

klar Tz > (ATy)Tw (Nebenbedingung P’)

klar (ATy)Tw = yT Az (elementares Rechnen)

klar  yT Az > yTb (Nebenbedingung P)

klar  Z'(y) = yT'b (Definition Zielfunktion)

zusammen  Z(z) > Z'(y) O
 Ingo Wegener . 26 Juni2008 5
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Einmal in Ruhe hinsehen. . .

Theorem 14.36

Sei x zul3ssig fiir das lineare Minimierungsproblem P mit
Zielfunktion Z, sei y zulassig fiir das duale
Maximierungsproblem P’ mit Zielfunktion Z’. Dann gilt
Z(z) > Z'(y).

Beobachtung  zulissiger Punkt y fiir P’
definiert untere Schranke fiir Z

| Mp: inf Z(z) > —
also pr#E0 = it (z) 0

anders gewendet Z — —oco = Mp =10
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Das Dualitatstheorem
Theorem 14.37 (Dualitatstheorem)

Sei P ein primales Problem der linearen Optimierung mit
Zielfunktion Z, sei P’ das zu P duale Problem mit Zielfunktion Z’.
Es gilt:

@ P hat eine Lésung < P’ hat eine Losung

® x Losung von P und y Lésung von P’ = Z(x) = Z'(y)

© Aus dem Losungssimplextableau von P kann die Lésung von
P’ abgelesen werden und umgekehrt.

Beweisstrategie

Betrachte Simplextableaus von P und P’ parallel.
Fiihre Simplex-Algorithmus fiir P aus.

Vollziehe jeden Basiswechsel parallel auch fiir P’.
Beobachte die Beziehungen zwischen den beiden
Simplextableaus.

26. Juni 2008
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Zum Beweis des Dualitatstheorems

’ 1
. a.: =
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Beweis des Dualitatstheorems

Beobachtung — Es bleiben erhalten
e Beziehungen zwischen BV und N-BV

o A" = _A/T

e letzte Spalte in A’ = —letzte Zeile in A”
o letze Zeile in A’ = —letzte Spalte in A”
o AN"=-§

Das gilt fiir alle Basiswechsel.

Simplex-Algo. fiir P hilt mit opt. Basispunkt z* = 0, u* = —b*.
(1) Basispunkt zuldssig = —b* > 0
(2) Basispunkt optimal = ¢* >0
(3) Wert 6*

Wias gilt fiir Basispunkt y* = 0, v* = ¢* fir P'?
(1) ¢* > 0 = zulissig
(2) —=b* > 0 = optimal
(3) Wert —A* = §* O

~ Ingo Wegener . 26 Juni2008 9



Wiederholung Dualitat Primal-duale Approximation Hashing Perfektes Hashing
o]

0000 0000 00000 0000
oooe 00000000 000000

Folgerung aus dem Dualitatstheorem

Korollar 14.38

Sei P ein lineares Optimierungsproblem, sei P’ sein duales
Problem. Es gilt stets eine der vier folgenden Aussagen.

@ P und P’ haben beide Lésungen, die Lésungen haben den
gleichen Wert.

® Z ist auf Mp nach unten unbeschrinkt und Mp: = 0.
© 7' ist auf Mp/ nach unten unbeschrinkt und Mp = 0.
(4] MP:@Und MP/ZQ).

Anwendung

Beobachtung  erster Basispunkt zu P unzuldssig und ¢ > 0
erster Basispunkt zu P’

also  Lésen von P’ erste Phase des Simplex-Algorithmus
Ingo Wegener 26. Juni 2008 10
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Auf dem Weg zu Approximationsalgorithmen
Zusammenfassung  lineare Optimierung

primales Problem P duales Problem D
minimiere ¢’z unter maximiere yTb unter
Ax > b yTA<ec

x>0 y=>0

Theorem 14.36: z,y zulissig = ¢’z > yTb

Theorem 14.37: primal hat Lésung < dual hat Lésung
optimale Lésungen haben gleichen Wert

jetzt  Entwicklung eines Approximationsalgorithmus
an einem konkreten Beispiel
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Vertex Cover

Problem gewichtetes Vertex Cover

Eingabe ungerichteter gewichteter Graph G = (V, E, ¢)
Knotengewichte ¢: V — N

Ausgabe V' CV mitVee E:enV’' #0und > ¢(v) minimal
veV’

Fakt  NP-schwierig
Beobachtung  leicht als ganzzahliges LP formulierbar

Minimiere > c(v) - x, unter
veV
Vee E: Y x,>1

vee

YoeV:x, €{0,1}
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Ganzzahliges LP als Ausgangspunkt

Formulierung als ganzzahliges LP Relaxierung P
Minimiere > c(v) - x, unter Minimiere > ¢(v) - @, unter
veV veV
Vee E: Y x,>1 Vee E: Y x,>1
veEe vee
YoeV:ax, €{0,1} YoeV:iz,>0

Erinnerung  randomisiertes Runden

Duales Problem D dazu

Maximiere > y. unter
eck

YoeV: > ye < c(v)
e={u,v}€E

Vee E:y. >0
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Duales Problem und Approximation

Sei y zuldssige Losung von D. Wert(y) = > ye

ecl
klar Z Ye < OPTp < OPTyc
ecE VT D
Theorem 14.36 Relaxierung

betrachte Vertex Cover V' mit c(v) < p - Wert(y)
veV’

Z c(v) < p-Wert(y) <p-OPTp <p-OPTyc
veV’

> )
also “gpre— < p V' ist p-Approximation
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»Kochrezept” fiir Approximation

@ Formuliere Relaxierung P und duales Problem D.
® Starte mit Losungen x =0 und y = 0.
Beobachtung y = 0 ist zuldssig. x = 0 ist meist unzul3ssig.
© Solange primale Lsung = unzul3ssig
@ Erhohe ein y;, bis eine duale Bedingung exakt erfiillt
(3" wias; = ¢;), dabei y weiter zuldssig

K3
@® Waihle solche dualen Bedingungen und erhéhe entsprechende
primale Variable ganzzahlig.

O In der Analyse, beweise ¢’z < p - yTb fiir ein mdglichst
kleines p.
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Algorithmus fiir Vertex Cover (Algorithmus 14.39)

Primal-dualer Approximationsalgorithmus fiir Vertex Cover
Eingabe ungerichteter Graph G = (V, E), Knotenkosten ¢: V' — N
Ausgabe Vertex Cover M

1. 2:=0,y:=0

2. Wenn E # ()

3. Waihle E' C FE beliebig.

4.  Erhohe y, fiir alle e € E’ gleichformig
bis > ye=c(v)fireinveV.

e={u,v}eF
5. S:= {UGV\ > ye:c(v)}
e={u,v}cFE

6. Fir allev € S

7. Ty =1

8. E :=FE\ {{u,v} € E}

9 ={veV]z, =1}
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Beispiel Primal-duale Approximation VC

1

1 5
2 @—o2 6 o7
3 3 7 8

primales Problem

Min. 325 | @; unter

T1+ w4 2> 1
To+ x4 > 1
T3+ w4 > 1
T4+ w5 > 1
T5 + w6 > 1
x5 +w7r 21
T5+wxg > 1
:cl,...,ngO

duales Problem

Max. 21'7:1 y; unter
y1 <1

y2 <1

y3 <1

Y1 +y2+ys+ys<1
Ya+ys +ye +yr <1
ys <1

ye <1

yr <1

Yi,.-,y7 20

000000

E={1,...,7}
E = {1}

y1 =1, S ={1,4}
331:1, 334:1

E ={5,6,7}
E' = {5}

y5:1, 52{5,6}
335:1, 336:1
E=0
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Beispiel Primal-duale Approximation VC

1 ! - 6
2 @—o2 6 o7
3 3 7 8

primales Problem

Min. 325 | @; unter

T1+ w4 2> 1
To+ x4 > 1
T3+ w4 > 1
T4+ w5 > 1
T5 + w6 > 1
x5+ 21
T5+wxg > 1
xl,...,(EgZO

duales Problem

Max. 21.721 y; unter
y1 <1

y2 <1

y3 <1

Y1 +y2+ys+ys<1
Ya+ys +ye +yr <1
ys <1

ye <1

yr <1

Yi,.-,y7 20

000000

E={1,...,7}
E ={1,4,7}
=y =yr=1
S ={4,5}
.’E4:1, .’E5:1
E=1
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Uber die primal-dualen Approximation von VC

zur Zulassigkeit von = und y

klar initial y zuldssig, = unzuldssig

notig am Ende x zul3ssig

Lemma 14.40

Algorithmus 14.39 berechnet x und y so, dass x zul3ssig ist fiir das
lineare Programm P (Relaxierung von Vertex Cover) und
y zulassig ist fiir dessen duales Problem P’.
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Beweis von Lemma 14.40

Beobachtung  Kante {u,v} wird entfernt
< 2, =1 oderx, =1

Beobachtung  Algorithmus terminiert
= E=1

also x am Ende zul3ssig fiir P

Beobachtung  y initial zul3ssig fiir P’

Beobachtung . explizit nur bis Grenze Zul3ssigkeit erhdht

auBerdem  bei Erreichen der Grenze wird e entfernt

also  y stets zulissig fiir P’ O
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Uber Algorithmus 14.39
Theorem 14.41

Der primal-duale Approximationsalgorithmus fiir Vertex Cover ist
eine 2-Approximation.

Beweis.
Beobachtung  polynomielle Laufzeit\/

aus Lemma 14.40 M ist Vertex Cover\/
zu zeigen  Approximationsgiite
Betrachte M und zugehoriges £ am Ende des Algorithmus

laut Algorithmus > c(v) = ( > ye>

veM veM \ e={u,v}
Beobachtung  andere Summationsreihenfolge

=z ((3) )
 Ingo Wegener . 26 Juni2008 21



Beweis der Approximationsgiite

Wir haben > ¢(v) = 3 ( > ye>

vEM veM \ e={u,v}

(5. +)

klar Vee E: le| =2
also > e(v) <2 e

veM eclE

also  wie gesehen
2-Approximation



0000 00000000 000000

Ein Thema aus DAP 2. ..

Erinnerung  Worterbuchproblem

Aufgabe  Verwalte Schliissel (mit Daten).
Operationen Insert, Search, Delete

Erinnerung  Schliissel kdnnen geordnet und ungeordnet sein

Erinnerung , Losungen® z. B.

e lineare Listen (einfach, langsam, deterministisch)

o AVL-Biume (schnell, kompliziert, deterministisch,
nur fiir geordnete Schliisseluniversen)

e Skip-Listen (schnell, eher unkompliziert, randomisiert,
nur fiir geordnete Schliisseluniversen)

e Hashing (schnell im Average Case, langsam im Worst Case,
einfach, randomisiert)
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Hashing
Erinnerung an DAP 2

Worterbuch, Operationen Search, Insert, Delete (Delete u. U.
problematisch)

Daten (eigentlich Schliissel) aus Universum U (S C {U},

S =n)

Hashfunktion h: U — {0,1,...,M — 1} (JU| > M)
Kollision z # y € U mit h(x) = h(y)

Geburtstagsparadoxon Kollisionen unvermeidlich

offenes Hashing Liste an jeder Arrayposition

geschlossenes Hashing im Kollisionsfall andere Arrayposition
suchen

Kollisionsstrategien bei geschlossenem Hashing: lineares
Sondieren, quadratisches Sondieren, multiplikatives Sondieren,
doppeltes Hashing

zentrale KenngroBe Lastfaktor « = n/M
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Performanz von Hashing

im Durchschnitt sehr gut
aber im Worst Case sehr schlecht

Erinnerung Warum ist das so?  (hier fiir offenes Hashing)

Notation
e Bi={ze€S|h(zx)=1i}

im Worst Case Vz,y € S: h(z) = h(y)
~~ Zeit ©(n) bei offenem Hashing

im Average Case Uniformitatsannahme

Die Hashwerte h(x) (x € S) sind rein zuféllig.

klar Uniformitdtsannahme gerechtfertigt bei zufalligen Daten
 Ingo Wegener . 26 Juni2008 25
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Erwartete Suchzeit bei offenem Hashing

erwarte Zeit fiir erfolglose Suche bei offenem Hashing
=0O(1+E(b))

Uniformitdtsannahme = E (b;) = ; = «

also erwartete Zeit fiir erfolglose Suche O(1 + «)

erwarte Zeit fiir erfolgreiche Suche bei offenem Hashing

Annahme nach jedem Schliissel € S mit gleicher W'keit suchen

erwartete Zeit = O (1+ E (Elemente € By, vor z))
= O (1+E(nach z eingefiigte Elemente € By,))

\
/
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Erwartete Zeit erfolgreiche Suche
1 falls h(z;) = h(z;)

Definition X; ; = 0
sonst

Uniformitdtsannahme =» Vi # j: Prob (X, ; = 1) = &

also E (nach z eingefiigte Elemente € By,))

n 1 n
= Bl 2 X
-

J=i+1
1 n n 1 n n 1
= a2 2 B =02 ) g
=1 j=i+1 i=1 j=i+1
1 o . 1 . nm+1l) n+l
= a2 = 2= o~y — @

also erwartete Suchzeit ©(1 + «)
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Wappnen gegen den Worst Case

klar mit n = O(M) (also a = O(1)) Zeit ©(1) ~ sehr anziehend
(vgl. Zeit O(logn) fiir AVL-Baume)

Wunsch Vermeidung des Worst Case

Idee ,,Verschiebung" des Zufalls
Idee Wa&hle Hashfunktion h zufdllig unabhangig von S.

,Konkrete Daten kénnen eine uns unbekannte Struktur haben.
Diese Struktur kann dazu fiihren, dass es sehr viele
Primarkollisionen gibt. Ein Ausweg aus diesem Dilemma besteht
darin, eine Klasse von Hashfunktionen zu betrachten und fiir jede
Anwendung eine Hashfunktion zufallig aus der Klasse zu wahlen.

[ .. ] Wir wollen diesen Aspekt hier nicht vertiefen.” (DAP 2-Skript)
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Zufillige Hashfunktionen
Annahme U endlich (also S endlich)

triviale [dee Wahle Hashfunktion aus {h: &/ — {0,1,..., M —1}}
zufillig gleichverteilt.

Problem speichern von |U| erforderlich ~~ nicht praktikabel

Annahme Y = {0,1,...,u—1}

Definition 15.2

Fiir p > |U| primist H; = {hqp | 0 < a < p,0 < b < p} eine Klasse
von Hashfunktionen mit h,p(x) := ((a - = + b) mod p) mod m.
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Wozu Klassen von Hashfunktionen?
erwartete Suchzeit fiir h € H zufillig gleichverteilt gewahlt?
klar weiterhin = 1+ E (by)) =14+ > Prob(h(y) = h(z))
yeS\{z}

zentraler Unterschied vorhin W'keit iiber Wahl von y
jetzt W'keit iiber Wahl von h

Was wiinschen wir uns?

Definition 15.1

Eine Hashklasse H C {h: U — {0,1,..., M — 1}} heiBt
c-universell, wenn bei zufalliger Wahl von h € H fiir beliebige
Schliissel z # y € U gilt:

Cc

Prob (h(z) = h(y)) < 7
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Suchzeiten bei c-universellen Hashklassen

Theorem 15.4

Die erwartete Suchzeit bei zufalliger Wahl von h aus einer
c-universellen Hashklasse H betragt bei erfolgreicher und
erfolgloser Suche ©(1 + ¢ - ).

Rechnung wie eben mit W'keit ¢/M statt 1/M
~ O(l+c-a) O

Gibt es iberhaupt c-universelle Hashklassen mit kleinem ¢?

Theorem 15.3

‘H; ist 1-universell.

Ingo Wegener 26. Juni 2008 31
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Beweis des Theorems

Seienz #y el ={0,1,...,u— 1} beliebig.
Seienae{l,....,p—1},b€{0,...,p— 1} rein zufallig.
Beobachtung p prim ~ {1,...,p — 1} = Z3

also 2’ := (az 4+ b) mod p und ¢’ := (ay + b) mod p verschieden
(chinesicher Restklassensatz)

also h(z) = h(y) < 2/ mod M =y’ mod M mit 2’ # ¢/

klar VicU: |{j €U |i=jmod M}| < Pij\/['—‘
also Prob (h(x) = h(y)) < IMMIZL < DA _ 1 -
—_——_T
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Zur Implementierung

Einwand alle Uberlegungen setzen voraus, dass |S| = n vorab
bekannt

Idee dynamische Anpassung der HashtabellengroBe

e Fixiere vorab gewiinschten Lastfaktor o’'.
e Fiihre Buch iliber aktuellen Lastfaktor a.
e Wenn a > o gilt,
e Erzeuge neue Hashtabelle doppelter GroBe.
o Wihle zufallig neue Hashfunktion.
e Trage alle Eintrdge aus alter Tabelle in neue Tabelle gemaB
neuer Hashfunktion. (Bemerkung vorheriges Search unnétig)
e LOsche alte Hashtabelle.

Beobachtungen bei < n Eintragen zu jeder Zeit
o Gesamtplatzbedarf O(n)
o Gesamtzeitbedarf fiirs Umkopieren O(n)
e erwarteter Gesamtzeitbedarf fiir £ > n Operationen O(k)
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Perfektes Hashing

bis jetzt alle Aussagen ,,im Erwartungswert"”
Kann man bessere Garantien fiir die Performanz bekommen?

perfektes Hashing Worst-Case Zugriffszeit O(1)
Anmerkung Worst-Case-Zeit O(1) je Operation verschieden von

amortisierter Worst-Case-Zeit O(1) je Operation

hier jetzt Worst-Case-Zeit O(1) je Operation
fiir statisches Worterbuch (z. B. CD-ROM)
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Auf dem Weg zum statisch perfekten Hashing

Wie erreichen wir Worst-Case-Zeit O(1) je Search?

triviale Beobachtung  wenn unter h kollisionsfrei,
dann sicher Zeit O(1)

Wie erreichen wir Kollisionsfreiheit?

triviale Beobachtung  Wahle M grof3 genug.

Lemma 15.5

Beim Hashen von n Schliisseln in eine Hashtabelle der

GroBe M := n? mit einer uniform zufillig gewahlten
Hashfunktion h € H; gibt es mit Wahrscheinlichkeit > 1/2 keine
Kollision.
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Beweis von Lemma 15.5

klar  Kollision < h(z) = h(y) firz #y € S
klar  Anzahl solcher Paare = (3)
also  fiir jedes Paar Kollisionsw'keit 1/M (Theorem 15.3)

also  erw. Anzahl Kollisionen E (K) = (3) - 47
— ’l’b(’l’b—].) < %

2n2
klar K > 0 also Markow-Ungleichung anwendbar
damit  Prob (K >2-1/2) =Prob (K >1) < 1/2
also  Prob (keine Kollision) =1 — Prob (K > 1) > 1/2 O



Lemma 15.5 kritisch hinterfragt

klar  quadratischer Platz vollig inakzeptabel

Geht es nicht auch mit M < n??

Beobachtung  Prob (keine Kollision) = (1 — %)(’2‘)
= (1= LYMOA o —()M e/

Fazit HashtabellengroBen M = o(n?/logn) chancenlos

also  bessere Idee bendtigt
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