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Koe zienten durch ,,Umsortieren\

De nition 14.34

Zu einemprimalen ProblenZ (x) = ¢c"'x ! min unter Ax  bund
X Oheitdas Problemzqy)= b'y! maxunterATy cund
y 0 dasduale Problem

Theorem 14.35

SeiP ein primales Problem der linearen Optimierung, Béidas zu
P duale Problem, seP®das zuP°duale Problem. Dann siné
und P %aquivalent.
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® x Losung vonP undy Lesung vonP?) Z(x) = Zqy)

® Aus dem lesungssimplextableau vdd kann die l®sung von
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Beweisstrategie
Betrachte Simplextableaus voR und P° parallel.
Fuhre Simplex-Algorithmuselr P aus.
Voliziehe jeden Basiswechsel parallel aughR°.
Beobachte die Beziehungen zwischen den beiden
Simplextableaus.
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Formulierung als ganzzahliges LP Relaxierung
P
Minimiere P c(v) Xy unter Minimiere  c(v) Xy unter
pr2v pr2Vv
8e2 E: Xy 1 8e?2 E: Xy 1
v2e v2e
8v2V:xy2f0;1g 8v2V:xy O

Erinnerung randomisiertes Runden

Duales ProblenD dazu

P
Maximiere  Ye unter
e2p
8v2V: Ye C(V)
e=fu;vg2E
8e2E:ye O
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Duales Problem und Approximation

P
Seiy zulassige bsungvon D. Wert(y) = Ye
e2E
P
klar Y OPT OPT
we’® Nz} " Kz ve
Theorem 14.36 Relaxierung

P
betrachte Vertex CoverV ° mit c(v) Wert(y)

v2VO0
X
C(V) We I’t(y) OPTP OPTVC
v2Vo
0c(v)
v2Vv 0; . .
also OPTve V*¥ist -Approximation
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.Kochrezept\ tir Approximation

@ Formuliere Relaxierun® und duales ProblenD.
® Starte mit Losungenx =0 undy =0.
Beobachtungy = 0 ist zulassig.x = 0 ist meist unzuéssig.
® Solange primale &sungx unzukssig
@ Eshehe einy;, bis eine duale Bedingung exakt el
( CYiaig =g ), dabeiy weiter zukssig
(2] Wlahle solche dualen Bedingungen und &k entsprechende
primale Variable ganzzahlig.
® In der Analyse, beweisg x yT b fur ein meglichst
kleines .
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Algorithmus &ir Vertex Cover (Algorithmus 14.39)

Primal-dualer Approximationsalgorithmus f wr Vertex Cover
Eingabeungerichteter GraptG = (V; E), Knotenkostenc: VI N
AusgabeVertex CoverM

1.x:=0,y:=0
2. WennE 6 ;
3.  WahleE® E beliebig.
4. Erhahq:ye fur allee 2 EC gleichbrmig
bis Ye = C(V) fur einv 2 V.
e=(u;vg2E )
_ P
5 S= v2V]j Ye = C(V)
e=fu,vg2E
6. Fur allev 2 S
7. Xy =1
8. E:=Enffu;vg2Eg
9.M =fv2Vjxy=1g
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Uber die primal-dualen Approximation von VC

zur Zulessigkeit vorx undy

klar initial y zulassig,x unzuklssig

netig am Endex zulassig

Lemma 14.40

Algorithmus 14.39 berechnet undy so, dassx zulassig ist &ir das
lineare ProgramnP (Relaxierung von Vertex Cover) und

y zulassig ist @r dessen duales Problem°
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au erdem bei Erreichen der Grenze wilentfernt
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Uber Algorithmus 14.39
Theorem 14.41

Der primal-duale ApproximationsalgorithmusirfVertex Cover ist
eine 2-Approximation.

Beweis.
Beobachtung polynomielle Laufzeit

P

aus Lemma 14.40 M ist Vertex Cover
Zu zeigen Approximationsgite
Betrachte M und zugelorigesx am Ende dgs Algorithmus

_ P P P
laut Algorithmus c(v) = Ye
M

v2 v2M  e=fuvg
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Uber Algorithmus 14.39
Theorem 14.41

Der primal-duale ApproximationsalgorithmusirfVertex Cover ist
eine 2-Approximation.

Beweis.
Beobachtung polynomielle Laufzeit

P

aus Lemma 14.40 M ist Vertex Cover

Zu zeigen Approximationsgite

Betrachte M und zugelorigesx am Ende dgs Algorithmus
P P

) P
laut Algorithmus c(v) = Ye
v2M v2M  e=fuvg

Beobachtung andere Summationsreihenfolge
P P
c(v) = 1 Ye
v2M e2E v2M\ e
~ Ingo Wegener . 26 Juni2008 21
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_ P P P
Wir haben c(v) = Ve
v2M v2M  e=fuvg
P P
= 1 ve

e2E v2M\ e
klar 8e2E: jg =2
P P
also c(v) 2 Ye

v2M e2E

also wie gesehen
2-Approximation
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Ein Thema aus DAP 2...

Erinnerung Werterbuchproblem

Aufgabe Verwalte Schkissel(mit Daten).
Operationeninsert, Search, Delete

Erinnerung Schhssel lennen geordnet und ungeordnet sein

Erinnerung , Lesungen\ z.B.
lineare Listen ¢infach langsam deterministisch)

AVL-Baume Gchnel] kompliziert, deterministisch,
nur fur geordnete Schisseluniversgn

Skip-Listen Echnel] eher unkompliziertrandomisiert,
nur fur geordnete Schisseluniversgn

Hashing cchnellim Average Caseangsamim Worst Case,
einfach randomisiert)



Hashing



Hashing
Erinnerung an DAP 2



Hashing
Erinnerung an DAP 2
Werterbuch Operationen Search, Insert, Delete



Hashing
Erinnerung an DAP 2
Werterbuch Operationen Search, Insert, Delete (Delete u. U.
problematisch
Daten (eigentlich Schissel) audJniversumU (S fUg ,
jSj = n)



0000 00000000 000000

Hashing
Erinnerung an DAP 2
Werterbuch Operationen Search, Insert, Delete (Delete u. U.
problematisch
Daten (eigentlich Schissel) audJniversumU (S fUg ,
jSj = n)
Hashfunktionh: U !'f 0;1;:::;M 1g



0000 00000000 000000

Hashing
Erinnerung an DAP 2
Werterbuch Operationen Search, Insert, Delete (Delete u. U.
problematisch
Daten (eigentlich Schissel) audJniversumU (S fUg ,
jSj = n)
Hashfunktionh: U !'f 0;1;:::;M  1g (jJU] M)



0000 00000000 000000

Hashing
Erinnerung an DAP 2

Werterbuch Operationen Search, Insert, Delete (Delete u. U.
problematisch
Daten (eigentlich Schissel) audJniversumU (S fUg ,
jSj = n)
Hashfunktionh: U !'f 0;1;:::;M 1g(jUj M)
Kollisionx 6 y 2 U mit h(x) = h(y)



0000 00000000 000000

Hashing
Erinnerung an DAP 2

Werterbuch Operationen Search, Insert, Delete (Delete u. U.
problematisch
Daten (eigentlich Schissel) audJniversumU (S fUg ,
jSj = n)
Hashfunktionh: U !'f 0;1;:::;M 1g(jUj M)
Kollisionx 6 y 2 U mit h(x) = h(y)
GeburtstagsparadoxoHKollisionen unvermeidlich



0000 00000000 000000

Hashing
Erinnerung an DAP 2

Werterbuch Operationen Search, Insert, Delete (Delete u. U.
problematisch

Daten (eigentlich Schissel) audUniversumU (S fUg ,

jSj = n)

Hashfunktionh: U !'f 0;1;:::;M 1g(jUj M)

Kollisionx 6 y 2 U mit h(x) = h(y)
GeburtstagsparadoxoHKollisionen unvermeidlich

0 enes HashingListe an jeder Arrayposition



(e} 0000 0000 0®000 0000
0000 00000000 000000

Hashing
Erinnerung an DAP 2

Werterbuch Operationen Search, Insert, Delete (Delete u. U.
problematisch
Daten (eigentlich Schissel) audUniversumU (S fUg ,
jSj = n)
Hashfunktionh: U !'f 0;1;:::;M 1g(jUj M)
Kollisionx 6 y 2 U mit h(x) = h(y)
GeburtstagsparadoxoHKollisionen unvermeidlich
0 enes HashingListe an jeder Arrayposition

geschlossenes Hashiimg Kollisionsfall andere Arrayposition
suchen



(e} 0000 0000 0®000 0000
0000 00000000 000000

Hashing
Erinnerung an DAP 2

Werterbuch Operationen Search, Insert, Delete (Delete u. U.
problematisch
Daten (eigentlich Schissel) audUniversumU (S fUg ,
jSj = n)
Hashfunktionh: U !'f 0;1;:::;M 1g(jUj M)
Kollisionx 6 y 2 U mit h(x) = h(y)
GeburtstagsparadoxoHKollisionen unvermeidlich
0 enes HashingListe an jeder Arrayposition
geschlossenes Hashiimg Kollisionsfall andere Arrayposition
suchen
Kollisionsstrategierbei geschlossenem Hashing: lineares
Sondieren, quadratisches Sondieren, multiplikatives deren,
doppeltes Hashing



(e} 0000 0000 0®000 0000
0000 00000000 000000

Hashing
Erinnerung an DAP 2

Werterbuch Operationen Search, Insert, Delete (Delete u. U.
problematisch
Daten (eigentlich Schissel) audUniversumU (S fUg ,
jSj = n)
Hashfunktionh: U !'f 0;1;:::;M 1g(jUj M)
Kollisionx 6 y 2 U mit h(x) = h(y)
GeburtstagsparadoxoHKollisionen unvermeidlich
0 enes HashingListe an jeder Arrayposition
geschlossenes Hashiimg Kollisionsfall andere Arrayposition
suchen
Kollisionsstrategierbei geschlossenem Hashing: lineares
Sondieren, quadratisches Sondieren, multiplikatives deren,
doppeltes Hashing
zentrale Kennge e Lastfaktor = n=M
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im Durchschnittsehr gut
aberim Worst Casesehr schlecht

ErinnerungWarum ist das so? (hier fur o enes Hashing)

Notation
Bi=fx2Sjh(x)=ig
b = jBij

im Worst Case8x;y 2 S: h(x) = h(y)
Zeit ( n) bei o enem Hashing

im Average Casé&niformit atsannahme

Die Hashwerteh(x) (x 2 S) sind rein zutllig.

klar Uniformitatsannahme gerechtfertigt bei zaifigen Daten
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Erwartete Suchzeit bei o enem Hashing

erwarte Zeit #ir erfolgloseSuche bei o enem Hashing
= @1+ E(b)

Uniformitatsannahme) E(b) = {r =

alsoerwartete Zeit #r erfolglose Suchgl+ )

erwarte Zeit #r erfolgreicheSuche bei o enem Hashing

Annahmenach jedem Schisselx 2 S mit gleicher W'keit suchen

erwartete Zeit 1+ E Elemente2 By vor X

1+ E nachx eingetigte Elemente2 By
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0 sonst

Uniformitatsannahme) 8 i 6 j : Prob(Xij =1)= &
algoE nach x eingeillgte Elemente2 By

X0 1 xXn

E@ © Xig A
. n . .
=1 J:|+1

1 XX

E(Xij)
i=1 j=i+1
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Erwartete Zeit effolgreiche Suche
1 fallsh(x;) = h(xj)

De nition Xjj =
0 sonst
Uniformitatsannahme) 8 i 6 j : Prob(Xij =1)= &

algoE nach x eingeﬂlgte Elemente2 By

X1 X
= E@ = Xi;jA
i1 M jzin
1 XX 1 XX
= n E(Xij) = n I'VE
i=1 j=i+l i=1 j=i+l
1 X . 1 X +1 +1
= — (n |+1):— |:n(n ):n :( )
Mn i1 Mn i1 2Mn M

alsoerwartete Suchzeit(1+ )
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Wappnen gegen den Worst Case

klar mit n = O(M) (also = O(1)) Zeit (1) sehr anziehend
(vgl. Zeit (log n) fur AVL-Baume)

WunschVermeidung des Worst Case

Idee, Verschiebung\ des Zufalls
Idee Weahle Hashfunktiorh zufallig unablangig vonS.

Konkrete Daten konnen eine uns unbekannte Struktur haben.
Diese Struktur kann dazu #ihren, dass es sehr viele
Primearkollisionen gibt. Ein Ausweg aus diesem Dilemma besteht
darin, eine Klasse von Hashfunktionen zu betrachten undrfjede
Anwendung eine Hashfunktion z@lig aus der Klasse zu ahlen.
[...] Wir wollen diesen Aspekt hier nicht vertiefen\ DAP 2-Skript)



Zufellige Hashfunktionen



Zufellige Hashfunktionen

AnnahmeU endlich



Zufellige Hashfunktionen
AnnahmeU endlich @lsoS endlich)

triviale IdeeWeahle Hashfunktion aush: U I'f 0;1;:::;M  1gg
zufallig gleichverteilt.



0000 00000000 080000

Zufellige Hashfunktionen
AnnahmeU endlich @lsoS endlich)

triviale IdeeWeahle Hashfunktion aush: U I'f 0;1;:::;M  1gg
zufallig gleichverteilt.

Problemspeichern vonUj erforderlich  nicht praktikabel



0000 00000000 080000

Zufellige Hashfunktionen
AnnahmeU endlich @lsoS endlich)

triviale IdeeWeahle Hashfunktion aush: U I'f 0;1;:::;M  1gg
zufallig gleichverteilt.

Problemspeichern vonUj erforderlich  nicht praktikabel
AnnahmeU = f0;1;:::;u 1g



[e] 0000 0000 00000 0000
0000 00000000 0O®0000

Zufallige Hashfunktionen
AnnahmeU endlich @lsoS endlich)

triviale IdeeWahle Hashfunktion aush: U !'f 0;1;:::;M  1gg
zufallig gleichverteilt.

Problemspeichern vonUj erforderlich  nicht praktikabel
AnnahmeU = f0;1;:::;u 19

De nition 15.2

Farp jUj primistH; = fhapjO<a<p; 0 b<pgeineKlasse
von Hashfunktionermit h,.p(x) := ((a x + b) mod p) mod m.
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Wozu Klassen von Hashfunktionen?

erwartete Suchzeitsir h 2 H zufellig gleichverteilt gewhlt?
Klar weiterhin=1+ E by, =1+ Prob(h(y) = h(x))
y2Snfxg

zentraler Unterschiedorhin W'keit mber Wahl vony
jetzt W'keit mber Wahl vonh

Was winschen wir uns?

De nition 15.1

Eine Hashklassél f h: U !f 0;1;:::;M 1lggheit
c-universell wenn bei zudlliger Wahl vonh 2 H fur beliebige
Schhisselx 8 y 2 U qilt:

Prob(h(x) = h(y)) Mi
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Wiederholung Dualitat Primal-duale Approximation Hashing Perfektes Hashing
o

0000 0000 00000 0000
0000 00000000 000e00

Suchzeiten beat-universellen Hashklassen

Theorem 15.4

Die erwartete Suchzeit bei zalliger Wahl vonh aus einer
c-universellen Hashklass¢ betragt bei erfolgreicher und
erfolgloser Suchg1+ ¢ ).

Rechnung wie eben mit W'keit=M statt 1=M
@+ c ) O

Gibt esuberhauptc-universelle Hashklassen mit kleines?

Theorem 15.3

H, ist 1-universell.
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fur statischesWerterbuch (z. B. CD-ROM)
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Auf dem Weg zum statisch perfekten Hashing

Wie erreichen wir Worst-Case-Ze@(1) je Search?

triviale Beobachtung wenn unterh kollisionsfrej
dann sicher ZeitO(1)

Wie erreichen wir Kollisionsfreiheit?

triviale Beobachtung WahleM gro genug

Lemma 15.5

Beim Hashen vom Schhisseln in eine Hashtabelle der

G e M := n? mit einer uniform zullig gevahlten
Hashfunktionh 2 H | gibt es mit Wahrscheinlichkeit 1=2 keine
Kollision.
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klar
klar
also

also

klar
damit

Kollision, h(x)= h(y) furx6y2 S
Anzahl solcher Paare %

fur jedes Paar Kollisionsw'keit=M (Theorem 15.3)

. - n 1
erw.( Aq)zahllKolllsmnen K)= 5
— n(n
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K 0 alsoMarkow-Ungleichung anwendbar
Prob(K 2 1=2) = Prob(K 1)< 1=2
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Beweis von Lemma 15.5

klar  Kollision, h(x)= h(y) furx6y2 S

klar  Anzahl solcher Paare 3

also fur jedes Paar Kollisionsw'keit=M (Theorem 15.3)

. - n 1
also erw. Anzahl Kollisionen EK) = 5
=nn 1 .1

2n2 2

klar K 0 alsoMarkow-Ungleichung anwendbar
damit Prob(K 2 1=2)= Prob(K 1)< 1=2
also Prob(keine Kollisiop=1 Prob(K 1)> 1=2 O
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Lemma 15.5 kritisch hinterfragt

klar quadratischer Platzellig inakzeptabel

Geht es nicht auch miM  n2?

Beobachtung Prob(keine Kollisiop= 1 1 ()
= 1 Mi M (2):M e (g):M = e ( n2=Mm)

Fazit Hashtabellenggen M = o(n=logn) chancenlos

also besseréddeebermtigt
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