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De�nition 14.34
Zu einemprimalen ProblemZ (x) = cT x ! min unter Ax � b und
x � 0 hei�t das ProblemZ 0(y) = bT y ! max unter AT y � c und
y � 0 dasduale Problem.

Theorem 14.35
SeiP ein primales Problem der linearen Optimierung, seiP0 das zu
P duale Problem, seiP00das zuP0 duale Problem. Dann sindP
und P00•aquivalent.
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Das Dualit•atstheorem
Theorem 14.37 (Dualit•atstheorem)

SeiP ein primales Problem der linearen Optimierung mit
Zielfunktion Z , seiP0 das zuP duale Problem mit ZielfunktionZ 0.
Es gilt:

1 P hat eine L•osung, P0 hat eine L•osung

2 x L•osung vonP und y L•osung vonP0 ) Z (x) = Z 0(y)

3 Aus dem L•osungssimplextableau vonP kann die L•osung von
P0 abgelesen werden und umgekehrt.
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Beweisstrategie
� Betrachte Simplextableaus vonP und P0 parallel.
� F•uhre Simplex-Algorithmus f•ur P aus.
� Vollziehe jeden Basiswechsel parallel auch f•ur P0.
� Beobachte die Beziehungen zwischen den beiden

Simplextableaus.
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Zum Beweis des Dualit•atstheorems
Betrachte Basiswechsel um� ai;k

x1 � � � xk � � � xn

� a1;1 � � � � a1;k � � � � a1;n b1

... � � �
... � � �

...
...

� ai; 1 � � � � ai;k � � � � ai;n bi

... � � �
... � � �

...
...

� am; 1 � � � � am;k � � � � am;n bm

c1 � � � ck � � � cn � = 0

� u1

...
� ui

...
� um

Z
y1 � � � yi � � � ym

a1;1 � � � ai; 1 � � � am; 1 � c1

... � � �
... � � �

...
...

a1;k � � � ai;k � � � am;k � ck

... � � �
... � � �

...
...

a1;n � � � ai;n � � � am;n � cn

� b1 � � � � bi � � � � bm � = 0

� v1

...
� vk

...
� vn

� Z 0
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� letzte Spalte inA0 = � letzte Zeile inA00

� letze Zeile inA0 = � letzte Spalte inA00

� � 00= � �

Das gilt f•ur alle Basiswechsel.

Simplex-Algo. f•ur P h•alt mit opt. Basispunktx � = 0 ; u� = � b� .
(1) Basispunkt zul•assig) � b� � 0
(2) Basispunkt optimal) c� � 0
(3) Wert � �

Was gilt f•ur Basispunkty� = 0 , v� = c� f•ur P0?
(1) c� � 0 ) zul•assig
(2) � b� � 0 ) optimal
(3) Wert � � � = � �
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Folgerung aus dem Dualit•atstheorem
Korollar 14.38
SeiP ein lineares Optimierungsproblem, seiP0 sein duales
Problem. Es gilt stets eine der vier folgenden Aussagen.

1 P und P0 haben beide L•osungen, die L•osungen haben den
gleichen Wert.

2 Z ist auf M P nach unten unbeschr•ankt und M P 0 = ; .

3 Z 0 ist auf M P 0 nach unten unbeschr•ankt und M P = ; .

4 M P = ; und M P 0 = ; .
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Folgerung aus dem Dualit•atstheorem
Korollar 14.38
SeiP ein lineares Optimierungsproblem, seiP0 sein duales
Problem. Es gilt stets eine der vier folgenden Aussagen.

1 P und P0 haben beide L•osungen, die L•osungen haben den
gleichen Wert.

2 Z ist auf M P nach unten unbeschr•ankt und M P 0 = ; .

3 Z 0 ist auf M P 0 nach unten unbeschr•ankt und M P = ; .

4 M P = ; und M P 0 = ; .

Anwendung

Beobachtung erster Basispunkt zuP unzul•assigund c � 0
) erster Basispunkt zuP0 zul•assig

also L•osen vonP0 spart erste Phase des Simplex-Algorithmus
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Auf dem Weg zu Approximationsalgorithmen
Zusammenfassung lineare Optimierung

primales Problem P duales Problem D

minimierecT x unter maximiereyT b unter
Ax � b yT A � c
x � 0 y � 0
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Auf dem Weg zu Approximationsalgorithmen
Zusammenfassung lineare Optimierung

primales Problem P duales Problem D

minimierecT x unter maximiereyT b unter
Ax � b yT A � c
x � 0 y � 0

Theorem 14.36:x; y zul•assig) cT x � yT b

Theorem 14.37:primal hat L•osung, dual hat L•osung
optimale L•osungen haben gleichen Wert

jetzt Entwicklung einesApproximationsalgorithmus
an einemkonkreten Beispiel
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Vertex Cover

Problemgewichtetes Vertex Cover

Eingabe ungerichteter gewichteter GraphG = ( V; E; c)
Knotengewichtec: V ! N

Ausgabe V 0 � V mit 8e 2 E : e \ V 0 6= ; und
P

v2 V 0
c(v) minimal
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Vertex Cover

Problemgewichtetes Vertex Cover

Eingabe ungerichteter gewichteter GraphG = ( V; E; c)
Knotengewichtec: V ! N

Ausgabe V 0 � V mit 8e 2 E : e \ V 0 6= ; und
P

v2 V 0
c(v) minimal

Fakt NP-schwierig

Beobachtung leicht als ganzzahliges LP formulierbar
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Vertex Cover

Problemgewichtetes Vertex Cover

Eingabe ungerichteter gewichteter GraphG = ( V; E; c)
Knotengewichtec: V ! N

Ausgabe V 0 � V mit 8e 2 E : e \ V 0 6= ; und
P

v2 V 0
c(v) minimal

Fakt NP-schwierig

Beobachtung leicht als ganzzahliges LP formulierbar
Minimiere

P

v2 V
c(v) � xv unter

8e 2 E :
P

v2 e
xv � 1

8v 2 V : xv 2 f 0; 1g
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Ganzzahliges LP als Ausgangspunkt

Formulierung als ganzzahliges LP

Minimiere
P

v2 V
c(v) � xv unter

8e 2 E :
P

v2 e
xv � 1

8v 2 V : xv 2 f 0; 1g
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Ganzzahliges LP als Ausgangspunkt

Formulierung als ganzzahliges LP

Minimiere
P

v2 V
c(v) � xv unter

8e 2 E :
P

v2 e
xv � 1

8v 2 V : xv 2 f 0; 1g
Erinnerung randomisiertes Runden
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Ganzzahliges LP als Ausgangspunkt

Formulierung als ganzzahliges LP RelaxierungP

Minimiere
P

v2 V
c(v) � xv unter Minimiere

P

v2 V
c(v) � xv unter

8e 2 E :
P

v2 e
xv � 1 8e 2 E :

P

v2 e
xv � 1

8v 2 V : xv 2 f 0; 1g 8v 2 V : xv � 0
Erinnerung randomisiertes Runden
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Ganzzahliges LP als Ausgangspunkt

Formulierung als ganzzahliges LP RelaxierungP

Minimiere
P

v2 V
c(v) � xv unter Minimiere

P

v2 V
c(v) � xv unter

8e 2 E :
P

v2 e
xv � 1 8e 2 E :

P

v2 e
xv � 1

8v 2 V : xv 2 f 0; 1g 8v 2 V : xv � 0
Erinnerung randomisiertes Runden

Duales ProblemD dazu

Maximiere
P

e2 E
ye unter

8v 2 V :
P

e= f u;vg2E
ye � c(v)

8e 2 E : ye � 0
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Duales Problem und Approximation

Seiy zul•assige L•osungvon D.
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Duales Problem und Approximation

Seiy zul•assige L•osungvon D. Wert(y) =
P

e2 E
ye
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Duales Problem und Approximation

Seiy zul•assige L•osungvon D. Wert(y) =
P

e2 E
ye

klar
P

e2 E
ye �|{z}

Theorem 14.36

OPTP
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Duales Problem und Approximation

Seiy zul•assige L•osungvon D. Wert(y) =
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ye

klar
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Theorem 14.36
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Duales Problem und Approximation

Seiy zul•assige L•osungvon D. Wert(y) =
P

e2 E
ye

klar
P

e2 E
ye �|{z}

Theorem 14.36

OPTP �|{z}
Relaxierung

OPTVC

betrachteVertex CoverV 0 mit
P

v2 V 0
c(v) � � � Wert(y)
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Duales Problem und Approximation

Seiy zul•assige L•osungvon D. Wert(y) =
P

e2 E
ye

klar
P

e2 E
ye �|{z}

Theorem 14.36

OPTP �|{z}
Relaxierung

OPTVC

betrachteVertex CoverV 0 mit
P

v2 V 0
c(v) � � � Wert(y)

X

v2 V 0

c(v) � � � Wert(y) � � � OPTP � � � OPTVC
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Duales Problem und Approximation

Seiy zul•assige L•osungvon D. Wert(y) =
P

e2 E
ye

klar
P

e2 E
ye �|{z}

Theorem 14.36

OPTP �|{z}
Relaxierung

OPTVC

betrachteVertex CoverV 0 mit
P

v2 V 0
c(v) � � � Wert(y)

X

v2 V 0

c(v) � � � Wert(y) � � � OPTP � � � OPTVC

also

P

v 2 V 0
c(v)

OPT VC
� � V 0 ist � -Approximation
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"
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1 Formuliere RelaxierungP und duales ProblemD.

2 Starte mit L•osungenx = 0 und y = 0 .
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"
Kochrezept\ f•ur Approximation

1 Formuliere RelaxierungP und duales ProblemD.
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i
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P

i
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"
Kochrezept\ f•ur Approximation

1 Formuliere RelaxierungP und duales ProblemD.

2 Starte mit L•osungenx = 0 und y = 0 .
Beobachtungy = 0 ist zul•assig.x = 0 ist meist unzul•assig.

3 Solange primale L•osungx unzul•assig
1 Erh•ohe einyi , bis eine duale Bedingung exakt erf•ullt

(
P

i
yi ai;j = cj ), dabei y weiter zul•assig

2 W•ahle solche dualen Bedingungen und erh•ohe entsprechende
primale Variable ganzzahlig.

4 In der Analyse, beweisecT x � � � yT b f•ur ein m•oglichst
kleines� .
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Algorithmus f•ur Vertex Cover (Algorithmus 14.39)

Primal-dualer Approximationsalgorithmus f •ur Vertex Cover
Eingabeungerichteter GraphG = ( V; E), Knotenkostenc: V ! N
AusgabeVertex CoverM
1. x := 0 , y := 0
2. WennE 6= ;
3. W•ahleE 0 � E beliebig.
4. Erh•oheye f•ur alle e 2 E 0 gleichf•ormig

bis
P

e= f u;vg2E
ye = c(v) f•ur ein v 2 V .

5. S :=

(

v 2 V j
P

e= f u;vg2E
ye = c(v)

)

6. F•ur allev 2 S
7. xv := 1
8. E := E n ff u; vg 2 Eg
9. M := f v 2 V j xv = 1g
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Beispiel Primal-duale Approximation VC
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Beispiel Primal-duale Approximation VC
1

2

3

4 5

6

7

8

1
2

3

4
5
6

7

primales Problem
Min.

P 8
i = 1 x i unter

x1 + x4 � 1
x2 + x4 � 1
x3 + x4 � 1
x4 + x5 � 1
x5 + x6 � 1
x5 + x7 � 1
x5 + x8 � 1
x1; : : : ; x8 � 0
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1

2

3

4 5

6

7

8

1
2

3

4
5
6

7

primales Problem duales Problem
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P 8
i = 1 x i unter Max.

P 7
i =1 yi unter

x1 + x4 � 1 y1 � 1
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y1; : : : ; y7 � 0
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•Uber die primal-dualen Approximation von VC

zur Zul•assigkeit vonx und y

klar initial y zul•assig,x unzul•assig

n•otig am Endex zul•assig

Lemma 14.40
Algorithmus 14.39 berechnetx und y so, dassx zul•assig ist f•ur das
lineare ProgrammP (Relaxierung von Vertex Cover) und
y zul•assig ist f•ur dessen duales ProblemP0.
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Beweis von Lemma 14.40

Beobachtung Kante f u; vg wird entfernt
, xu = 1 oder xv = 1

Beobachtung Algorithmus terminiert
, E = ;

also x am Ende zul•assig f•ur P

Beobachtung y initial zul•assig f•ur P0

Beobachtung ye explizit nur bis Grenze Zul•assigkeit erh•oht

au�erdem bei Erreichen der Grenze wirde entfernt

also y stets zul•assig f•ur P0
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Ein Thema aus DAP 2. . .
Erinnerung W•orterbuchproblem

Aufgabe VerwalteSchl•ussel(mit Daten).
OperationenInsert, Search, Delete

Erinnerung Schl•ussel k•onnen geordnet und ungeordnet sein

Erinnerung
"
L•osungen\ z. B.

� lineare Listen (einfach, langsam, deterministisch)
� AVL-B•aume (schnell, kompliziert, deterministisch,

nur f•ur geordnete Schl•usseluniversen)
� Skip-Listen (schnell, eher unkompliziert, randomisiert,

nur f•ur geordnete Schl•usseluniversen)
� Hashing (schnellim Average Case,langsamim Worst Case,

einfach, randomisiert)
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WunschVermeidung des Worst Case

Idee
"
Verschiebung\ des Zufalls

IdeeW•ahle Hashfunktionh zuf•allig unabh•angig vonS.

"
Konkrete Daten k•onnen eine uns unbekannte Struktur haben.

Diese Struktur kann dazu f•uhren, dass es sehr viele

Prim•arkollisionen gibt. Ein Ausweg aus diesem Dilemma besteht

darin, eine Klasse von Hashfunktionen zu betrachten und f•ur jede

Anwendung eine Hashfunktion zuf•allig aus der Klasse zu w•ahlen.

[. . . ] Wir wollen diesen Aspekt hier nicht vertiefen.\ (DAP 2-Skript)
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De�nition 15.2
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De�nition 15.1
Eine HashklasseH � f h : U ! f 0; 1; : : : ; M � 1gg hei�t
c-universell, wenn bei zuf•alliger Wahl vonh 2 H f•ur beliebige
Schl•usselx 6= y 2 U gilt:

Prob(h(x) = h(y)) �
c

M
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Lemma 15.5
Beim Hashen vonn Schl•usseln in eine Hashtabelle der
Gr•o�e M := n2 mit einer uniform zuf•allig gew•ahlten
Hashfunktionh 2 H l gibt es mit Wahrscheinlichkeit� 1=2 keine
Kollision.
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