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Lineare Optimierung
Was bisher geschah. ..

LP  MinimiereZ (x) = c'x
unterAx b
mit X 2 Ry
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Lineare Optimierung
Was bisher geschah...

LP  MinimiereZ(x) = c'x
unterAx b
mit X 2 Ry

Einsichten

Extrempunkte der Menge zatsiger bsungenM sind
Schnittpunkte vonn dern + m durch Nebenbedingungen
de nierten Hyperebenen

wennZ auf M Minimum annimmt, dann auch in einem
Extrempunkt vonM

wenn ein Extrempunkt lokal optimal ist, dann auch global
optimal
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Die Simplex-Methode

1. Finde zuhssigen Extrempunkx oder entscheide, dasd = ;.
Wenn ja, STOP.
. Fallsx lokal optimal,x auch global optimal STOP.
3. Tauscheeine dern Hyperebenen so,
dass ein neuer, zassiger Extrempunkk
mit kleineremZ -Wert gefunden wird.
Teste dabei,olz ! 1 . Wenn ja,STOP.
4. Weiter bei 2.

N

Simplex-MethodgDantzig, 1947)
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Viele Menschen besitzen Computer,
darum fhrt man Algorithmen nicht mehr selber aus.
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Wir schreiben das Jahr 2007...

Viele Menschen besitzen Computer,
darum fhrt man Algorithmen nicht mehr selber aus.

Ziel Rechnergem er Ausbau der Simplex-Methode
zum Simplex-Algorithmus




Das Simplex-Tableau
Die Optimierungsaufgabe

Z! min
c'x+ = Z
Ax b = u

X Ou O
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Das Simplex-Tableau
Die Optimierungsaufgabe

Z! min
c'x + = Z
Ax b = u

X Ou O

ar1  ar arn b up
a1  axp axn o)) uz
Am:1  9m:2 Am:n o Um
C1 C2 Cn Z
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Uber Simplex-Tableaus

De nition 14.24

Zwei Simplex-Tableaus hei enquivalent, wenn die zug®hnigen
Gleichungssysteme gleich@dungsmengen haben.
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Uber Simplex-Tableaus

De nition 14.24

Zwei Simplex-Tableaus hei enquivalent, wenn die zug®hnigen
Gleichungssysteme gleich@dungsmengen haben.

Theorem 14.25

Sind im Simplex-Tableau alle-Werte 0, ist der Basispunkt
zulassig.
Sind zusitzlich allec-Werte 0, ist der Basispunkt optimal.

Ingo Wegener 23. Juni 2008
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Uber Simplex-Tableaus

De nition 14.24

Zwei Simplex-Tableaus hei enquivalent, wenn die zug®hnigen
Gleichungssysteme gleich@dungsmengen haben.

Theorem 14.25

Sind im Simplex-Tableau alle-Werte 0, ist der Basispunkt
zulassig.
Sind zusitzlich allec-Werte 0, ist der Basispunkt optimal.

X =0, u= bist o enbar zulassig.
Dac O, istx =0 optimal. O

Ingo Wegener 23. Juni 2008
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Basispunkte und Hyperebenen

Theorem 14.26

Ist Simplex-Tableau zur Basis;, ..., Xk, Uk+1, - -+, Um
aquivalent zu einem linearen Optimierungsproblem ayéden
Simplex-Tableau, so sind die Hyperebenen=0, ..., ux =0,
Xk+1 =0, ..., Xn =0 linear unab’ngig.

Der Schnittpunkt der Hyperebenen ist, falls askig, Extrempunkt
der zukssigen Menge.

Ingo Wegener 23. Juni 2008
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Basispunkte und Hyperebenen

Theorem 14.26

Ist Simplex-Tableau zur Basis;, ..., Xk, Uk+1, - -+, Um
aquivalent zu einem linearen Optimierungsproblem ayéden
Simplex-Tableau, so sind die Hyperebenen=0, ..., ux =0,
Xk+1 =0, ..., Xn =0 linear unab’ngig.

Der Schnittpunkt der Hyperebenen ist, falls askig, Extrempunkt
der zukssigen Menge.

Beweis.Schreibe Hyperebenen als Gleichungen in wnsglichen
x-Variablen

Ingo Wegener 23. Juni 2008
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Basispunkte und Hyperebenen

Theorem 14.26

Ist Simplex-Tableau zur Basis;, ..., Xk, Uk+1, - -+, Um
aquivalent zu einem linearen Optimierungsproblem ayéden
Simplex-Tableau, so sind die Hyperebenen=0, ..., ux =0,
Xk+1 =0, ..., Xn =0 linear unab’ngig.

Der Schnittpunkt der Hyperebenen ist, falls askig, Extrempunkt
der zukssigen Menge.

Beweis.Schreibe Hyperebenen als Gleichungen in wnsglichen
x-Variablen

U =0 apixg+ +anXp=h

Xk+j = 0 bleibt so

Ingo Wegener 23. Juni 2008
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Beweis von Theorem 14.26 (Fortsetzung)

Betraghte Koe zientenmatrix 1
ai1 k. Arlk+1 ai:n
A= ay:1 Ak  Akk+1 Ak:n
1 0
0 : :
0 1
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Beweis von Theorem 14.26 (Fortsetzung)

Betraghte Koe zientenmatrix 1
ain Ak Ark+l ain
A= a1 Ak Akk+l Ai:n
1 0
0 : oo
0 1

klar Hyperebenen linear unakhgig, A invertierbar
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Beweis von Theorem 14.26 (Fortsetzung)

Betrazhte Koe zientenmatrix 1
ain Ak Ark+l ain
A= a1 Ak Akk+l Ai:n
1 0
0 : oo
0 1

klar Hyperebenera linear unakhgig 0 A invertierbar

a1 ag;k
betrachte A(K) = %) : : &
ag:1 Ak:k
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Beweis von Theorem 14.26 (Fortsetzung)

Betrazhte Koe zientenmatrix 1
ain Ak Ark+l ain
A = a1 Ak Akk+1 Ai:n
1 0
0 I oo
0 1
klar Hyperebenera linear unakhgig 0 A invertierbar
a1 ag;k
betrachte AK) = % : : X
;1 Ak

klar A invertierbar, A® invertierbar



Beweis von Theorem 14.26 (Fortsetzung (2))

Betrachte Koe zientenmatrix A° zum Tableau zur Basis
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Beweis von Theorem 14.26 (Fortsetzung (2))

Betrachte Koe zientenmatrix A° zum Tableau zur Basis

Mit Xy+1 = = X, =0 haben wir
x(K) = AQK) (k) k)
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Beweis von Theorem 14.26 (Fortsetzung (2))

Betrachte Koe zientenmatrix A° zum Tableau zur Basis

Mit Xg+1 = = Xn = 0 haben wir
x(K) = AdK) (k) pHAk)

aus dem Originaltableau u®) = AKxK) k)
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Beweis von Theorem 14.26 (Fortsetzung (2))

Betrachte Koe zientenmatrix A° zum Tableau zur Basis

Mit Xg+1 = = Xn = 0 haben wir

x(K) = ATOYK) k)
aus dem Originaltableau u®) = AKxK) k)
Einsetzen liefert

x®) = AT AR 4 (0 k)
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Beweis von Theorem 14.26 (Fortsetzung (2))

Betrachte Koe zientenmatrix A° zum Tableau zur Basis

Mit Xg+1 = = Xn = 0 haben wir

x(K) = ATOYK) k)
aus dem Originaltableau u®) = AKxK) k)
Einsetzen liefert

x®) = AT AR 4 (0 k)
alsox® = ATIAMRRK)  ATOHK) 4 (K
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Beweis von Theorem 14.26 (Fortsetzung (2))

Betrachte Koe zientenmatrix A° zum Tableau zur Basis

Mit Xg+1 = = Xn = 0 haben wir

x(K) = AdK) k) pIk)
aus dem Originaltableau u®) = AKxK) k)
Einsetzen liefert

x(K) = Adk) Ay (K) 4+ HK) bo(k)
alsox® = AT AWK R(K) AT LK) 4 HIK)
Gilt insbesonderesf x() = 0 (k)
also ATIRK) + gk = gk)
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Beweis von Theorem 14.26 (Fortsetzung (2))

Betrachte Koe zientenmatrix A° zum Tableau zur Basis

Mit Xg+1 = = Xn = 0 haben wir
x(K) = AdK) k) pIk)
aus dem Originaltableau u®) = AKxK) k)
Einsetzen liefert
x(K) = Adk) Ay (K) 4+ HK) bo(k)
alsox® = AT AWK R(K) AT LK) 4 HIK)
Gilt insbesonderesf x() = 0 (k)
also ATIRK) + gk = gk)
alsox(®) = AT AK) x(K) fyr allexk)
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Beweis von Theorem 14.26 (Fortsetzung (2))

Betrachte Koe zientenmatrix A° zum Tableau zur Basis

Mit Xg+1 = = Xn = 0 haben wir
x(K) = AdK) k) pIk)
aus dem Originaltableau u®) = AKxK) k)
Einsetzen liefert
x®) = AT AR 4 (0 k)
alsox( = AT AR (k) AAK)HK) 4+ HIK)
Gilt insbesonderesii x(¥) = 0 (K)
also ATKKK + gk = (k)
alsox(®) = AT AKX (k) fyr alle x(K)
alsoA®) = AK  ynd AK) invertierbar O



Basiswechsel am Simplex-Tableau
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Basiswechsel am Simplex-Tableau

Z! min
c'x+ = Z
Ax b = u
X Ou O

r ) Ik I
a;r a2 agk ain by
a1 A azk azn by
;1 Q2 Ak Qi:n b
Adm;1  am;2 Am:k Am:n o

C1 C2 Ck Cn

0000000

S1
S2

Si
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Basiswechsel am Simplex-Tableau
Z! min
cTx + = Z
Ax b = u
X Ou O
r ] Mk M
ay1  ap apk ayn by S1
ax1 az ak an o7} S2
a1 a2 Ak Ain b Si
Adm;1  am;2 Am:k Am:n o Sm
C1 C Ck Cn z

De nition 14.27
Beim Basiswechsel $ s; heit a; Pivotelement
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Basiswechsel am Simplex-Tableau
Z! min Voraussetzungefr Basiswechsel
cTx + = Z
Ax b = u
X Ou O
r ] Ik M
ay1  ap apk ayn by S1
ax1 az ak an o7} S2
a1 a2 Ak ain b Si
Adm;1  am;2 Am:k Am:n o Sm
C1 C Ck Cn z

De nition 14.27
Beim Basiswechsel $ s; heit a; Pivotelement
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Basiswechsel am Simplex-Tableau

Z! min Voraussetzungefr Basiswechsel
T _
c'x + = .
Pivotelementa;x 6 0
Ax b = k
X Ou O

r rz Mk M
ay1  ap apk ayn by S1
a1 agp aok azn 07} S2
a1 a2 Ak ain b Si
Am;1  @m;2 Am;k Am;n bm Sm
C1 C Ck Cn z

De nition 14.27

Beim Basiswechsel $ s; heit a; Pivotelement



Basiswechsel am Simplex-Tableau (2)

a1 a2 ark ain by S1

aj 1 aj; 2 Ak ain by Si
am; 1 am; 2 Am:k am;n bm Sm
[ c2 Ck Cn z

Basiswechselry $ s;



Basiswechsel am Simplex-Tableau (2)

a1 a2 ark ain by S1

aj 1 aj; 2 Ak ain by Si

am; 1 am; 2 Am:k am;n bm Sm
[ c2 Ck Cn z

Basiswechselry $ s;
i-te Zeile:
g =



Basiswechsel am Simplex-Tableau (2)

a1 a2 ark ain by S1
aj 1 aj; 2 Ak ain by Si

am; 1 am; 2 Am:k am;n bm Sm
[ c2 Ck Cn z

Basiswechselry $ s;

i-te Zeile:
— & Ak 1 1 Ak +1 ain by
= &1y Bk 1 o g Bka, 4 4 b
Mk ajx r ajx Mk 1 aik Si aj Mk+1 ajk In aik
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Basiswechsel am Simplex-Tableau (2)

a1 a2 ark ain by S1
ai:. 1 e‘i:. 2 e‘i;lk e‘i:ln .bi .Si
am.‘ 1 am.‘ 2 am.‘k aml;n t.Jm S.m
C1 C2 Ck Cn z
Basiswechselry $ sj
i-te Zeile:
T Ak 1 1 ik +1 Ai:n
= Sily 4 4%k 1 + 1 g4 Jik+1 + + & b
Mk ajx r ajx Mk 1 A T an Mk+1 ajk In aik
j-te Zeile § 6 i):
1M+ F ik 1Mk 1Tk kFAk+1lk+1+  +@nln b= 5



000 00

00000000 0000000

Basiswechsel am Simplex-Tableau (2)

a1 a2 ark ain by S1
ai:. 1 ai:. 2 ai;lk ai:ln .5i
arn.‘ 1 arn.‘ 2 am.‘k aml;n t.Jm Sm
C1 C2 Ck Cn z
Basiswechselry $ sj
i-te Zeile:
T Ak 1 1 ik +1 Ai:n
= Sily 4 4%k 1 + 1 g4 Jik+1 + + & b
Mk ajx r ajx Mk 1 A T an Mk+1 ajk In aik
j-te Zeile § 6 i):
a1ri+ k1l 1tk q+1le+r+ +@nln B = 5

rg in j-te Zeile eingesetztj(6 i):
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Basiswechsel am Simplex-Tableau (2)

az;1 az;2

agk ain by s1

aj; 1 aj 2 Ajk

am; 1 am; 2 Am:k amin bm
[ c2 Ck Cn z

Basiswechselry $ s;

i-te Zeile:
ai

_ a1 Ak 1 1 QAjk +1 QAi:n by
= A N e T T
Mk ajx r ajx Mk 1 A T an Mk+1 ajk In aik
j-te Zeile § 6 i):
a1r1+ ik 1Mk 1tk q+1lesrt  +@nln B = 5

rg inj-te Zeclaile eingesetztj(6 i):

i1
&1 Yk — It Tk 1 ik
J M J P Ak
Ak +1

ain o}
oGk o~ Tkt F &n B oo T T
15



Basiswechsel am Simplex-Tableau (3)

rq ro ry
ai;1 ai;2 agk
aj 1 aj; 2 Ajik
am; 1 am; 2 Am:k
C1 c2 Ck

S1
Si

Sm
z

Zusammenfassung Basiswechselry $ s;



Basiswechsel am Simplex-Tableau (3)

ri rp My n
a1 a2 ark ain by S1
ai; 1 ai;. 2 ai;lk ai;‘n .bi .Si
am.‘ 1 am.‘ 2 am.‘k aml;n l;m S.m
C1 C2 [o1% Cn z
Zusammenfassung Basiswechselry $ s;
Pivotelement ay ! ﬁ
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Basiswechsel am Simplex-Tableau (3)

r ra L% 'n

a1 a2 ark ain by S1
ai; 1 ai;. 2 ai;lk ai;‘n .bi .Si
am.‘ 1 am.‘ 2 am.‘k aml;n l;m S.m

C1 C2 Cyk Cn z
Zusammenfassung Basiswechselry $ s;
Pivotelement ay ! ﬁ

i ilei o & ] _b
Pivotzeilej 6 k aj; ! A b! A
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Basiswechsel am Slmplex Tableau (3)

r r M
ai;1 ai;2 agk ain by s1
aj; 1 aj 2 Ak ajn bj Si
am; 1 am; 2 am:k am;n bm Sm
c1 c2 [ Cn z

Zusammenfassung Basiswechselry $ s;

Pivotelementayy ! i-

. o aj;j
Pivotzeilej 6 k aij ! 2=, b ﬁ
Pivotspaltei 6 k ajx ! 2%, o ! s
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Basiswechsel am Slmplex Tableau (3)

rq ro Iy
a1 a2 ark ain by S1
ai;. 1 ai;‘ 2 ai;.k ai;.n .bi .Si
arn.' 1 arn.' 2 aml-k aml;n t.Jm S.m
Cy C2 Ck Cn z
Zusammenfassung Basiswechselry $ s;
Pivotelement a;y ! ﬁ
i ilei o & 1 _b
Pivotzeilej 6 k aj; ! A b! A

Pivotspaltei 6 k a ! a"‘ RV .

ik
andere Elementé 6 j, k 6 | ag ! &y Ak :;L ,
B! B axzxa! o G-
b
! cka



Gedchtnishilfe

zum Merken (p = Pivot)

= o

w o
Tl

hellnl
Tla
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Zum Simplex-Algorithmus

noch o en Wahl des Pivot-Elements

noch o en Korrektheit = partielle Korrektheitund Endlichkeit
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Zum Simplex-Algorithmus

noch o en Wahl des Pivot-Elements

noch o en Korrektheit = partielle Korrektheitund Endlichkeit

De nition 14.28

Zeilei gut, b  O(bzw. b 0)
Zeilei sonstschlecht




Der Simplex Algorithmus

1. Phase Finden eines zalssigen Basispunkts



Der Simplex Algorithmus

1. Phase Finden eines zalssigen Basispunkts

1. WennG = f1;:::;mg



Der Simplex Algorithmus

1. Phase Finden eines zalssigen Basispunkts

dann Ausgabe’ulassiger Basispunkt gefundeSTOP



Der Simplex Algorithmus

1. Phase Finden eines zalssigen Basispunkts

dann Ausgabe’ulassiger Basispunkt gefundeSTOP
2.s:=minfl j b < 0g (oberste schlechte Zeile)
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Der Simplex Algorithmus

1. Phase Finden eines zalssigen Basispunkts

dann Ausgabe’ulassiger Basispunkt gefundeSTOP
2.s:=minfl j b < 0g (oberste schlechte Zeile)
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Der Simplex Algorithmus

1. Phase Finden eines zalssigen Basispunkts

dann Ausgabe’ulassiger Basispunkt gefundeSTOP
2.s:=minfl jhh < Og (oberste schlechte Zeile)

dann Ausgabe&ulassige Menge leeSTOP
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Der Simplex Algorithmus

1. Phase Finden eines zalssigen Basispunkts

1. WennG=11;:::;mg
dann AusgabeZuIaSS|ger Basispunkt gefundeSTOP
2.s:=min fI j b < Og (oberste schlechte Zeile)

dann Ausgabe?_ulassige Menge lee6TOP
4. Wehleko mit as < 0. Wehle Pivotzeilep sg,
a:”*" = alz ij 2Gundaj, >0 .
Wenn a? ji2Gundajk,>0 =,
dann V\ahlep =s.
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Der Simplex Algorithmus

1. Phase Finden eines zalssigen Basispunkts

1. WennG=11;:::;mg
dann AusgabeZuIaSS|ger Basispunkt gefundeSTOP
2.s:=min fI j b < Og (oberste schlechte Zeile)

dann AusgabeZuIassige Menge lee6TOP
4, Wahle kg mit siify < 0. Wahle Pivotzeilep SO
B h >0 .
a[n( ‘
Wenn a‘h il 2 G undajk0> 0 =,
dann V\ahlep =s.

5. Fuhre Basiswechsel um Pivotelemedy:, durch.




00 000000 o] e} o 000 000
0000 (o]e} 00000000 0000000

Der Simplex Algorithmus

1. Phase Finden eines zalssigen Basispunkts

1. WennG=11;:::;mg
dann AusgabeZuIaSS|ger Basispunkt gefundeSTOP
2.s:=min fI j b < Og (oberste schlechte Zeile)

dann AusgabeZuIassige Menge lee6TOP
4, Wahle kg mit siify < 0. Wahle Pivotzeilep SO
by h >0 .
aﬂ ‘
Wenn a‘h il 2 G undajk0> 0 =,
dann V\ahlep =s.
5. Fuhre Basiswechsel um Pivotelemedy:, durch.

6. Fahre mit neuem Simplex-Tableau bei Zeile 1 fort.




Der Simplex Algorithmus (2)

2. Phase Minimieren vonZ auf zukssigen Basispunkten



Der Simplex Algorithmus (2)

2. Phase Minimieren vonZ auf zukssigen Basispunkten
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Der Simplex Algorithmus (2)

2. Phase Minimieren vonZ auf zukssigen Basispunkten

dann Ausgabesasispunkt optimal STOP
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Der Simplex Algorithmus (2)

2. Phase Minimieren vonZ auf zukssigen Basispunkten

dann Ausgabesasispunkt optimal STOP

2. Wahle kg mit Cko < 0. Wahle Pivotzeilep SO,
dass‘,ﬂ::r";0 = min a::O jji2G ungaj;ko >0 .
Wenn a;;kzo ji 2Gundaj,>0 =,

dann Ausgabe ! 1 . STOP
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Der Simplex Algorithmus (2)

2. Phase Minimieren vonZ auf zukssigen Basispunkten

dann Ausgabesasispunkt optimal STOP

2. Wahle kg mit Cko < 0. Wahle Pivotzeilep SO,
dassa:;";0 =min a::O 1]2G ungaj;ko >0 .
Wenn a,-;kzo ji 2Gundaj,>0 =,
dann AusgabeZ ! 1 . STOP

3. Fuhre Basiswechsel um Pivotelemedy:, durch.
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Der Simplex Algorithmus (2)

2. Phase Minimieren vonZ auf zukssigen Basispunkten

dann Ausgabesasispunkt optimal STOP

2. Wahle kg mit Cko < 0. Wahle Pivotzeilep SO,
dassa:;";0 =min a::O 1]2G ung Ak, >0 .
Wenn a,-;kzo ji 2Gundaj,>0 =,
dann AusgabeZ ! 1 . STOP

3. Fuhre Basiswechsel um Pivotelemedy:, durch.

4. Fahre mit neuem Simplex-Tableau bei Zeile 1 fort.
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Der Simplex Algorithmus (2)

2. Phase Minimieren vonZ auf zukssigen Basispunkten

dann Ausgabesasispunkt optimal STOP

2. Wahle kg mit Cko < 0. Wahle Pivotzeilep SO,
dassa:;";0 =min a::O 1]2G ung Ak, >0 .
Wenn a,-;kzo ji 2Gundaj,>0 =,
dann AusgabeZ ! 1 . STOP

3. Fuhre Basiswechsel um Pivotelemedy:, durch.

4. Fahre mit neuem Simplex-Tableau bei Zeile 1 fort.

zZu Zeile 2:
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Der Simplex Algorithmus (2)

2. Phase Minimieren vonZ auf zukssigen Basispunkten

dann Ausgabesasispunkt optimal STOP

2. Wahle kg mit Cko < 0. Wahle Pivotzeilep SO,
dassag;0 =min a::O 1]2G ung Ak, >0 .
Wenn a,-;kzo ji 2Gundaj,>0 =,
dann AusgabeZ ! 1 . STOP

3. Fuhre Basiswechsel um Pivotelemedy:, durch.

4. Fahre mit neuem Simplex-Tableau bei Zeile 1 fort.
zu Zeile 2:kg-te N-BV  Basis
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Der Simplex Algorithmus (2)

2. Phase Minimieren vonZ auf zukssigen Basispunkten

dann Ausgabesasispunkt optimal STOP

2. Wahle kg mit Cko < 0. Wahle Pivotzeilep SO,
dassag;0 =min a::O 1]2G ung Ak, >0 .
Wenn a::O ji 2Gundaj,>0 =,
dann AusgabeZ ! 1 . STOP

3. Fuhre Basiswechsel um Pivotelemedy:, durch.

4. Fahre mit neuem Simplex-Tableau bei Zeile 1 fort.
zu Zeile 2:kg-te N-BV  Basis; andere N-BV bleiben 0




00 000000 ooe o 000 000
0000 (o]e} 00000000 0000000

Der Simplex Algorithmus (2)

2. Phase Minimieren vonZ auf zukssigen Basispunkten

dann Ausgabesasispunkt optimal STOP

2. Wahle kg mit Cko < 0. Wahle Pivotzeilep SO,
dassa';;0 =min a::O 1]2G ung Ak, >0 .
Wenn a::O ji 2Gundaj,>0 =,
dann AusgabeZ ! 1 . STOP

3. Fuhre Basiswechsel um Pivotelemedy:, durch.

4. Fahre mit neuem Simplex-Tableau bei Zeile 1 fort.

zu Zeile 2:kg-te N-BV  Basis; andere N-BV bleiben 0
i-te Gleichungaik,rk, + si= b mith O
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Der Simplex Algorithmus (2)

2. Phase Minimieren vonZ auf zukssigen Basispunkten

dann Ausgabesasispunkt optimal STOP

2. Wahle kg mit Cko < 0. Wahle Pivotzeilep SO,
dassa';;0 =min a::O 1]2G ung Ak, >0 .
Wenn a:zo ji 2Gundaj,>0 =,
dann AusgabeZ ! 1 . STOP

3. Fuhre Basiswechsel um Pivotelemedy:, durch.

4. Fahre mit neuem Simplex-Tableau bei Zeile 1 fort.

zu Zeile 2:kg-te N-BV  Basis; andere N-BV bleiben 0
i-te Gleichungaik,rk, + si= b mith O

ak, O rg, kann beliebig wachsen; mg,, <0 Z!1
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Der Simplex Algorithmus (2)

2. Phase Minimieren vonZ auf zukssigen Basispunkten

dann Ausgabesasispunkt optimal STOP

2. Wahle kg mit Cko < 0. Wahle Pivotzeilep SO,
dassa';;0 =min a::O 1]2G ung Ak, >0 .
Wenn a:zo ji 2Gundaj,>0 =,
dann AusgabeZ ! 1 . STOP

3. Fuhre Basiswechsel um Pivotelemedy:, durch.

4. Fahre mit neuem Simplex-Tableau bei Zeile 1 fort.

zu Zeile 2:kg-te N-BV  Basis; andere N-BV bleiben 0
i-te Gleichungaik,rk, + si= b mith O
ak, O rg, kann beliebig wachsen; mg,, <0 Z!1

Ak, >0 Iy = k;—k? fi.hTo starkste Beschainkung #ir ry,




Noch einwinziges Beispiel
4x1 X2! min
unter  ix;+ xp 181
X2 15
X1  3Xo 3
%X]_ + Xo 13
X1 X2 4
X1 10
X1 +3X2 23
und x1 0, x» O



Wiederholung Simplex-Tableaus Simplex-Algorithmus Korrektheit

(e]e] 000000 000 [e]
0000 o0 00000000

Noch einwinziges Beispiel
4x1 X! min
unter  xy+ xp 18}
Xo 15 22
X1 3Xo 3 20
%Xl + Xo 13 18 -
X1 X2
X1 10 16
X1+ 3Xo 23 14 —
und X3 0, x2 0 124

10

Mehr Heuristik

000
0000000

Dualitat
000




Noch einwinziges Beispiel

4x1  Xp!
1
2X1+ X2
X2 15
X1 3X2
1
5X1t X2
X1 X2
X1 10
X1+ 3Xo
X1 0, X2

unter

und

Simplex-Algorithmus

0

mlin
185 0y ]
3 20—
13 18
16 —

23 14+
0 12—
10 —
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(e]e] 000000 000 [e] 000 (e]o]e}
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Noch einwinziges Beispiel
4x1 X2! min

unter  Ixi+ xp 183
Xo 15 22+

X1 3Xo 3 20—
%Xl"' X2 13 18 —
X1 X2
X1 10 16
X1 +3X, 23 14 —
und X3 0,x2 0 12—

10 —
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Noch einwinziges Beispiel
4x1 X2! min

unter  Ixi+ xp 183
xp 15 227

X1 3Xo 3 20
%Xl + Xo 13 18 —
X1 X2

X1 10 16

X1+3Xy 23 14 —
und X3 0, x2 0 124

10 —
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Noch einwinziges Beispiel
4x1 X! min

unter  Ixi+ xp 183
xp 15 227

X1  3X»o 3 204
%Xl + Xo 13 18 —
X1 X2
X1 10 16
X1 +3X, 23 14 —
und x1 O,x2 0 12—

10 —
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Noch einwinziges Beispiel

unter

und

000000
0000

4x1  Xo!
X1+ Xo
X2 15
X1 3X2
IX1+ X2
X1 X2
X1 10
X1+ 3Xo
X1 0, X2

000
[ le]

min
182

? 9p

3 20—

13 1g

16

(e}
00000000

000
0000000

000

23 14+
0 17—
10 —




00

Noch einwinziges Beispiel

unter

und

000000
0000

4x1  Xo!
X1+ Xo
X2 15
X1 3X2
%Xl + Xo
X1 X2
X1 10
X1+ 3Xo
X1 0, X2

000
[ le]

min
182

? 9p

3 20—

13 1g

4
16 —

000 000

(e}
00000000 0000000

23 14+
0 17—
10 —
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Noch einwinziges Beispiel

4x1  Xo!
X1+ Xo
X2 15
X1 3X2
%Xl + Xo
X1 X2
X1 10
X1+ 3Xo
X1 0, X2

unter

und

mlin
185 22_\
3 204 B
13 18 — /
16— /
23 144
0 154
10 —
8_
6_
r~
2_\//
P— e | |




0000

1o}

Noch einwinziges Beispiel

4x1  Xo!

unter  xq+ X

X2 15

X1 3X2
1

5X1+ X2
X1 X2

X1 10

X1+ 3X>o
und X1 0, Xo

min

18%
2 - _\

3 204
13 18-

16

00000000

0000000

23 14+
0 17—
10

T
~




Noch einwinziges Beispiel (2)

X1

0000

X2

oe

0:250 1000 18:500 | u
0:000 1000 15:000 | u2
1:000 3:000 3:000 | us
0:500 1000 13:000 | ua
1:000 1:000 4:000 | us
1:000 0000 10:000 | ue
1:000 3000 23.000 | uzy
4:000 1:000 0:000 | Z

00000000 0000000

20 B
18 —
16 /
14_/

174

104
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Noch einwinziges Beispiel (2)

X1 X2

0:250 1000 | 18500 | us 99 _\
0:000 1000 | 15000 | up 204 \
1:000  3:000 3:000 | us 18- —
0:500 1000 | 13000 | ug 16- /

1:000  1:000 |  4:000 | us
1:000 Q000 | 10:000 | us 12,_/
1:000 2000 | 23000 | uz

4000  1:.000 | 0:000 | Z 104
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Noch einwinziges Beispiel (2)

X1 X2

0:250 1000 | 18500 | us 99 _\
0:000 1000 | 15000 | up 204 \
1:000  3:000 3:000 | us 18- —
0:500 1000 | 13000 | ug 16- /

1:000  1:000 |  4:000 | us
1:000 Q000 | 10:000 | us 12,_/
1:000 2000 | 23000 | uz

4000  1:.000 | 0:000 | Z 104
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Noch einwinziges Beispiel (2)

us X2

0:000 1000 | 15000 | uz 904 B
1:000 3:000 3:000 | x1 18- —
0:500 0:500 14:500 | ug 164 /

1:000 4000 |  1:000 | us

1:000 3000 | 7:000 | ue 1‘21,:/

1:000 6000 20:000 | uz
4:000 13:000 12.000 | Z 10+
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Noch einwinziges Beispiel (2)

us X2

0:000 1000 | 15000 | uz 904 B
1:000 3:000 3:000 | x1 18- —
0:500 0:500 14:500 | ug 164 /

1:000 4000 |  1:000 | us

1:000 3000 | 7:000 | ue 1‘21,:/

1:000 6000 20:000 | uz
4:000 13:000 12.000 | Z 10+
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Noch einwinziges Beispiel (2)

us X2

0:000 1000 | 15000 | uz 904 B
1:000 3:000 3:000 | x1 18- —
0:500 0:500 14:500 | ug 164 /

1:000 4000 |  1:000 | us

1000 3000 | 7:000 | us 1‘21,:/

1:000 6000 20:000 | uz
4:000 13:000 12.000 | Z 10+
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Noch einwinziges Beispiel (2)

us Us
0:333  0:583 | 13667 | us 22_\

0:333  0:333 | 12667 | up 20 B
0:000 1000 | 10:000 | X 18- _—
0:333 0167 | 15667 | us 16- /

0:333 1333 | 8333 | us

0:333 0333 | 2:333 | xo 1‘21,:/

1:000 2:000 | 6000 | us
0333 4333 | 42333 Z 10+
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Noch einwinziges Beispiel (2)

us Us

0:333 0583 | 13667 | us 99 _\
0:333  0:333| 12667 | u, 20- B
0:000 1000 | 10:000 | x: 18- _—

0:333 0167 15:667 | us

16- /
0:333 1333 8:333 | us
0:333 0333 2:333 | x2 igé/

1:000 2:000 | 6000 | us
0333 4333 | 42333 Z 10+
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Noch einwinziges Beispiel (2)

us Us

0:333 0583 | 13667 | us 99 _\
0:333  0:333| 12667 | u, 20- B
0:000 1000 | 10:000 | x: 18- _—

0:333 0167 15:667 | us

16- /
0:333 1333 8:333 | us
0:333 0333 2:333 | x2 igé/

1:000 2:000 | 6000 | u
0333 4333 | 42333 Z 10+




Noch einwinziges Beispiel (2)

0000

oe

uz Us

0:333 0083 11:667 | u;
0:333 0333 10:667 | u>
0:000 1000 10:000 | x1
0:333 0833 13:667 | ua
0:333 0667 10:333 | us
0:333 0:333 4:333 | x2
1:000 2:000 6:000 | us
0:333 3667 44333 | Z

00000000 0000000

20 B
18 —
16 /
14_/

174

104




Noch einwinziges Beispiel (2)

0000

oe

uz Us

0:333 0083 11:667 | u;
0:333 0333 10:667 | u>
0:000 1000 10:000 | x1
0:333 0833 13:667 | ua
0:333 0667 10:333 | us
0:333 0:333 4:333 | x2
1:000 2:000 6:000 | us
0:333 3667 44333 | Z

00000000 0000000

20 B
18 —
16 /
14_/

174

104
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Noch einwinziges Beispiel (2)

uz Us

0:333 0083 | 11:667 | us 99 _\
0:333 0333 | 10667 | u, 20- B
0:000 1000 | 10:000 | x: 18- _—

0:333 0833 | 13667 | us 16- /

0:333 0667 10:333 | us

0:333 0333 | 4333 | x 1‘21,:/

1:000  2:000 | 6000 | us
0333 3667 | 44333 Z 10+

Z((10;4:333)) = 44:333 optimal
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zur 1. Phase AusgabeZulassiger Basispunkt gefunddkorrekt
AusgabeZulassige Menge ledorrekt
gesamt Ausgabe korrekt



Zwischen-Fazit Simplex-Algorithmus

zur 1. Phase AusgabeZulassiger Basispunkt gefunddkorrekt
AusgabeZulassige Menge ledorrekt
gesamt Ausgabe korrekt

zur 2. Phase



Zwischen-Fazit Simplex-Algorithmus

zur 1. Phase AusgabeZulassiger Basispunkt gefunddkorrekt
AusgabeZulassige Menge ledorrekt
gesamt Ausgabe korrekt

zur 2. Phase AusgabeBasispunkt optimalkorrekt
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Zwischen-Fazit Simplex-Algorithmus

zur 1. Phase AusgabeZulassiger Basispunkt gefunddkorrekt
AusgabeZulassige Menge ledorrekt
gesamt Ausgabe korrekt

zur 2. Phase AusgabeBasispunkt optimalkorrekt
AusgabeZ ! 1 korrekt
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Zwischen-Fazit Simplex-Algorithmus

zur 1. Phase AusgabeZulassiger Basispunkt gefunddkorrekt
AusgabeZulassige Menge ledorrekt
gesamt Ausgabe korrekt

zur 2. Phase AusgabeBasispunkt optimalkorrekt
AusgabeZ ! 1 korrekt
neuer Basispunkt zaksig
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Zwischen-Fazit Simplex-Algorithmus

zur 1. Phase AusgabeZulassiger Basispunkt gefunddkorrekt
AusgabeZulassige Menge ledorrekt
gesamt Ausgabe korrekt

zur 2. Phase AusgabeBasispunkt optimalkorrekt
AusgabeZ ! 1 korrekt
neuer Basispunkt zaksig
gesamt Ausgabe korrekt
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Zwischen-Fazit Simplex-Algorithmus

zur 1. Phase AusgabeZulassiger Basispunkt gefunddkorrekt
AusgabeZulassige Menge ledorrekt
gesamt Ausgabe korrekt

zur 2. Phase AusgabeBasispunkt optimalkorrekt
AusgabeZ ! 1 korrekt
neuer Basispunkt zaksig
gesamt Ausgabe korrekt

Theorem 14.30

Der Simplex-Algorithmus ist partiell korrekt.
Basiswechsel ist in Zei®(nm) durchihrbar.
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Zwischen-Fazit Simplex-Algorithmus

zur 1. Phase AusgabeZulassiger Basispunkt gefunddkorrekt
AusgabeZulassige Menge ledorrekt
gesamt Ausgabe korrekt

zur 2. Phase AusgabeBasispunkt optimalkorrekt
AusgabeZ ! 1 korrekt
neuer Basispunkt zaksig
gesamt Ausgabe korrekt

Theorem 14.30

Der Simplex-Algorithmus ist partiell korrekt.
Basiswechsel ist in Zei®(nm) durchihrbar.

Endlichkeit fehlt uns noch!
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Degenerierte Probleme

De nition 14.31

Ein lineares Optimierungsproblem heidegeneriert
wenn es unter dem + m Hyperebenem + 1 Hyperebenen mit
nicht leerem Schnitt gibt.
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Degenerierte Probleme

De nition 14.31

Ein lineares Optimierungsproblem heidegeneriert
wenn es unter dem + m Hyperebenem + 1 Hyperebenen mit
nicht leerem Schnitt gibt.

Beobachtungen
0 in b-Spalte) degeneriert
degenerierf) 9 aquiv. Simplex-Tableau mi@ in b-Spalte



Ein technisches Lemma
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Ein technisches Lemma

Lemma 14.32

Wenn Pivotelementy,«, gewahlt wird, dann a:_"; 0.
Ko
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(e]e] 000000 000 [e] 000 (e]o]e}
0000 (o]e} 0@000000 0000000

Ein technisches Lemma

Lemma 14.32

Wenn Pivotelementy,«, gewahlt wird, dann a:‘: 0.
Ko

Beweis.

. ji ZGundaj;ko>O 6 ;

Ak ¢

) gute p-Zeile wird gewhlt, alsob, 0 mit a,, > 0

Ingo Wegener 23. Juni 2008 21



Wiederholung Simplex-Tableaus Simplex-Algorithmus Korrektheit Mehr Heuristik Dualitat

(e]e] 000000 000 [e] 000 (e]o]e}
0000 (o]e} 0@000000 0000000

Ein technisches Lemma

Lemma 14.32

Wenn Pivotelementy,«, gewahlt wird, dann a:‘: 0.
Ko

Beweis.

. ji ZGundaj;ko>O 6 ;

Ak ¢

), gute p-Zeile wird gewhlt, alsoly, O mit apy, > 0
aj:?o ji 2Gundajk,>0 =,
) P=s, sschlecht, alsdy, < 0; au erdemagy, < 0 O

Ingo Wegener 23. Juni 2008 21
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Zur Endlichkeit. ..

Theorem 14.33

Der Simplex-Algorithmus istur nicht degenerierte Probleme
endlich.
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Zur Endlichkeit. ..
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Theorem 14.33

Der Simplex-Algorithmus istur nicht degenerierte Probleme
endlich.

Beweis.
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Zur Endlichkeit. ..

Theorem 14.33

Der Simplex-Algorithmus istur nicht degenerierte Probleme
endlich.

Beweis.
Teil 1: Phase 1 endet in endlicher Zeit.
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Zur Endlichkeit. ..

Theorem 14.33

Der Simplex-Algorithmus istur nicht degenerierte Probleme
endlich.

Beweis.
Teil 1: Phase 1 endet in endlicher Zeit.
Betrachte einen Basiswechsel:

r r0
0 0
Simplex-Tableau aj| b S ao [go S
c Z C Z
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Zur Endlichkeit. ..

Theorem 14.33

Der Simplex-Algorithmus istur nicht degenerierte Probleme
endlich.

Beweis.
Teil 1: Phase 1 endet in endlicher Zeit.
Betrachte einen Basiswechsel:

r r
0 0
Simplex-Tableau aj| b S ao EO S
c Z C 4

Behauptungen:

by 0) 4 0(gutbleibt gut)
K > bs (schlecht wird besser)



Beweis von Theorem 14.33 (2)
Behauptung:hy  0) b 0 (gut bleibt gut)



Beweis von Theorem 14.33 (2)
Behauptung:hy 0) b 0 (gut bleibt gut)

Pivotzeilep: b = gema Algorithmus

Apik o



Beweis von Theorem 14.33 (2)
Behauptung:hy 0) b 0 (gut bleibt gut)

Pivotzeilep: b = % gemm Algorithmus und =2 0

Apik o Apik o
nach Lemma 14.31
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Beweis von Theorem 14.33 (2)
Behauptung:hy 0) by 0 (gut bleibt gut)

Pivotzeilep: B = b" 0
nach Lemma 14.31 (sogar 0, da nlcht degeneriert)
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Beweis von Theorem 14.33 (2)
Behauptung:hy 0) by 0 (gut bleibt gut)

Pivotzeilep: B = b" 0

nach Lemma 14.31 (sogar 0, da nlcht degeneriert)
also Pivotzeile auf jeden Fall gut
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Beweis von Theorem 14.33 (2)
Behauptung:hy 0) K} 0 (gut bleibt gut)
. . . _ b . by
Pivotzeilep: B = el L Algorithmus und a0
nach Lemma 14.31 (sogaF 0, da nicht degeneriert)
also Pivotzeile auf jeden Fall gut

by

andere Zeild: = b ax, —— gema Algorithmus

|— 2
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Beweis von Theorem 14.33 (2)
Behauptung:hy 0) K} 0 (gut bleibt gut)
Pivotzeilep: B = % gemm Algorithmus und =2 0

Apik o Apik o
nach Lemma 14.31 (sogaF 0, da nicht degeneriert)
also Pivotzeile auf jeden Fall gut

by

andere Zeild: = b ax, —— gema Algorithmus
| {22k
1. Fall:ajx, O
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Beweis von Theorem 14.33 (2)
Behauptung:hy 0) K} 0 (gut bleibt gut)

Pivotzeilep: B = a:_"; gema Algorithmus und a:i 0
K0 K0
nach Lemma 14.31 (sogaF 0, da nicht degeneriert)

also Pivotzeile auf jeden Fall gut

by

andere Zeild: = b ax, —— gema Algorithmus
| {22k
1. Fall:ajx, O
i O
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Beweis von Theorem 14.33 (2)
Behauptung:hy 0) K} 0 (gut bleibt gut)

Pivotzeilep: B = 52— gema Algorithmus und a:i 0
K0 K0
nach Lemma 14.31 (sogaF 0, da nicht degeneriert)

also Pivotzeile auf jeden Fall gut

andere Zeild: = b  a, B gema Algorithmus
|—{2ky
1. Fall: aj, 6 p
i 0) tP=b i b O
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Beweis von Theorem 14.33 (2)
Behauptung:hy 0) K} 0 (gut bleibt gut)
. . . _ b . by
Pivotzeilep: B = el L Algorithmus und a0
nach Lemma 14.31 (sogaF 0, da nicht degeneriert)
also Pivotzeile auf jeden Fall gut

andere Zeild: = b  a, B gema Algorithmus
|—{2ky
1. Fall: aj, 6 p
i 0) tP=b i b O

2. Fall: &, > 0
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Beweis von Theorem 14.33 (2)
Behauptung:hy 0) K} 0 (gut bleibt gut)
. . . _ b . by
Pivotzeilep: B = el L Algorithmus und a0
nach Lemma 14.31 (sogaF 0, da nicht degeneriert)
also Pivotzeile auf jeden Fall gut

andere Zeild: = b  a, a& gema Algorithmus
K
| —{z25

1. Fall:ajx, O

P
i 0) BP=nh i b O
2. Fall: &, > 0
bei Berechnung vom auch Zeilei betrachtet
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Beweis von Theorem 14.33 (2)
Behauptung:hy 0) K} 0 (gut bleibt gut)
. . . _ b . by
Pivotzeilep: B = el L Algorithmus und a0
nach Lemma 14.31 (sogaF 0, da nicht degeneriert)
also Pivotzeile auf jeden Fall gut

andere Zeild: = b  a, B gema Algorithmus
8pik
| —{z—}
1. Fall:ajx, O p
i 0) ¥=h i b O
2. Fall: &, > 0
bei Berechnung vom auch Zeilei betrachtet

b by
darum e i
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Beweis von Theorem 14.33 (2)
Behauptung:hy 0) K} 0 (gut bleibt gut)
. . . _ b . by
Pivotzeilep: B = el L Algorithmus und a0
nach Lemma 14.31 (sogaF 0, da nicht degeneriert)
also Pivotzeile auf jeden Fall gut

andere Zeild: = b  a, a& gema Algorithmus
K
| —{z25

1. Fall:ajx, O

P
i 0) BP=nh i b O
2. Fall: &, > 0
bei Berechnung vom auch Zeilei betrachtet

b B
darum e i
_ ik obp

) qo B h apk o



Beweis von Theorem 14.33 (2)
Behauptung:hy 0) K} 0 (gut bleibt gut)
. . . _ b . by
Pivotzeilep: B = el L Algorithmus und a0
nach Lemma 14.31 (sogaF 0, da nicht degeneriert)
also Pivotzeile auf jeden Fall gut

andere Zeild: = b  a, a& gema Algorithmus
K
| —{z25

1. Fall:ajx, O

P
i 0) BP=nh i b O
2. Fall: &, > 0
bei Berechnung vom auch Zeilei betrachtet

b by
darum e i D
— Ak obp _ b b
) ho— b ﬁ = Qik, @y B 0



Beweis von Theorem 14.33 (3)

Behauptung:k > b (schlecht wird besser)



Beweis von Theorem 14.33 (3)

Behauptung:k > b (schlecht wird besser)

Pivotzeilep:



Beweis von Theorem 14.33 (3)

Behauptung:k > b (schlecht wird besser)

Pivotzeilep: wird auf jeden Fall gut (gerade gesehen)
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Beweis von Theorem 14.33 (3)

Behauptung:t > b (schlecht wird besser)

Pivotzeilep: wird auf jeden Fall gut (gerade gesehen)

by

andere Zeilé: = ayx, —— gemn Algorithmus

|— iz
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andere Zeilé: = b ai, a& gema Algorithmus
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Da Anzahl Basispunkte endlich, wird schlechte Zeile in eiir
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Beweis von Theorem 14.33 (3)

Behauptung:t > b (schlecht wird besser)
Pivotzeilep: wird auf jeden Fall gut (gerade gesehen)

andere Zeild: = b ay, B gema Algorithmus
|z

&k, < Ound a;?;o >0

also ; < 0undt’>b;

Da Anzahl Basispunkte endlich, wird schlechte Zeile in eiir
Zeit gut.

Also stoppt 1. Phase mit zidssigem Basispunkt odé = ;.
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wie in Phase lgute Zeile bleiben gut
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Gk, < 0 undagk, > 0 gema Wahl von ko
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also 9<



0000 00 00000800 0000000

Beweis von Theorem 14.33 (4)

Teil 2: Phase 2 endet in endlicher Zeit.

Start mit zulassigem Basispunkt

wie in Phase lgute Zeile bleiben gut
immer zukssiger Basispunkt

Behauptung: %<
0— b i
=+ ¢ Bk g gema Algorithmus
Gk, < 0 undagk, > 0 gema Wahl von ko

by > 0O, weil nicht degeneriert
also 9<

Da Anzahl Basispunkte endlich,
nach endlichen vielen Schritten optimal®@dung odeiZ ! 1
O
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Endlichkeit des Simplex-Algorithmus

Was ist bei degenerierten Problemen?

Wenn wir Gleick haben, mlt der Algorithmus in endlicher Zeit.
Dann ist das Ergebnis korrekt.

Wenn wir Pechhaben, mlt der Algorithmus nicht.

Kann man Endlichkeit nicht immer erreichen?

Doch! Alle Entscheidungen merken und Wiederholung vermeiden.
Speicherbedarfefr praktische Zwecke zu gro

in der Praxisrandomisierte Entscheidungen
endliche erwartete Rechenzeit
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Endliche viele Schritte. ..

Wie schnell oder langsam ist der Simplex-Algorithmus?

im Worst Caseexponentielle Rechenzeit
Worst Case Instanzen sind schwierig zu nden
in der Praxissehr schnell

Worst Case Instanzen singemp ndlich\:
wackeln\  polynomielle Rechenzeisfnoothed complexity

Es gibt (eher unpraktische) Polynomialzeitalgorithmen.
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Heuristische Verbesserungen

Simplex-Algorithmus ist empirisch guter Algorithmus.
Einige Ideen, um ihn empirisch noch besser zu machen:
(Ideen ohne Nachweis Heuristiken)
besserer Umgang mit unbesemkten Variablen
besserer Umgang mit nach oben besfikten Variablen
schnellere asung,ahnlichen Optimierungsprobleme
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Unbeschainkte Variable
bisherx; 2 R~ x? x®mit x%x® 0

Nachteil: eine Variable mehr
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Ideen
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Unbeschiinkte Variable
bisherx; 2 R~ x? x®mit x%x® 0
Nachteil: eine Variable mehr
neu Lasse unbeschnkte Variable direkt zu.

klar Macht Algorithmus komplizierter.

Ideen

Phase 1:Gleichungen mit unbescankten Variablen bei Wahl
von Pivotzeile und -spalte ignorieren, ansonsten uavelert

Phase 2:
Optimalitatskriteriumc 0 greift nicht mehr
unbeschankte Variable éir ¢, 6 0 benricksichtigen
optimal, wenn keine Variable &hlbar
bei Wahl unbesctemkter Variable als Pivotzeile auf
Zulessigkeit des Basispunkts achten
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Nach oben bescéinkte Variable
bisherx; i Nebenbedingung

Nachteil: eine Nebenbedingung mehr
neulLasse nach oben besemkte Variable direkt zu.
klar Macht Algorithmus komplizierter.

Ideen
erweitere De nition vonBasispunkt
Werte 0 und ; zugelassen
optimal, wenn keine erlaubt&nderung Zielfunktion vermindert
zZ'1 nicht von beschanktenx; abhangig
Phase 1:xx; > ; bei Zukssigkeit beachten
Phase 2:

Richtung der erlaubterAnderung bei Basiswechsel beachten
bei Wahl der neuen N-BV stkste Beschainkung vehlen
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Hinzukigen einer Variablen

SeiZ = ¢"x! min mit Ax = bundx 0 gebst.

Lesungx zur BasisB

neues Problendurch Hinzutigen vonx,+; und einer Spalte irA
Kennen wir das schnelleesen?

Vermutlich ist(x ;0) besserer Startpunkt.

Wenn,Weg zuB \ bekannt, ist das nutzbar.

Muss man das alles speichern?
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Z=c'x! min mit Ax = bundx 0 mit Lesungx zur Basis
B bekannt

neues Problendurch Hinzutigen vonx,+; und einer Spalte irA

WunschVerwendung vor(x ;0) als Startpunkt
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Hinzukigen einer Variablen (2)

Z=c'x! min mit Ax = bundx 0 mit Lesungx zur Basis
B bekannt

neues Problendurch Hinzutigen vonx,+; und einer Spalte irA
WunschVerwendung vor(x ;0) als Startpunkt
EinsichtWeg von Startbasi8 zu B unerheblich
kurzester Weghat Langeminfn; mg
RechenzeitO(mn minf m; ng)

Mit Hilfe von Theorem 14.26 geht es sogar noch direkter. ..
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Wiederholung: Theorem 14.26 und sein Beweis

Theorem 14.26

Ist Simplex-Tableau zur Basisi, ..., Xk, Uk+1, - ., Um
aquivalent zu einem linearen Optimierungsproblem gréden
Simplex-Tableau, so sind die Hyperebenen=0, ..., ux =0,
Xk+1 =0, ..., Xp =0 linear unablangig.

Der Schnittpunkt der Hyperebenen ist, falls mskig, Extrempunkt
der zukssigen Menge.
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Wiederholung: Theorem 14.26 und sein Beweis

Theorem 14.26

Ist Simplex-Tableau zur Basisi, ..., Xk, Uk+1, - ., Um
aquivalent zu einem linearen Optimierungsproblem gréden
Simplex-Tableau, so sind die Hyperebenen=0, ..., ux =0,
Xk+1 =0, ..., Xp =0 linear unablangig.

Der Schnittpunkt der Hyperebenen ist, falls mskig, Extrempunkt
der zukssigen Menge.

Beweis.Schreibe Hyperebenen als Gleichungen in wnsglichen
x-Variablen:

ui=0 a;1X1 + + aignXn = b

Xk+j = 0 bleibt so
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Beweis von Theorem 14.26 (Fortsetzung)

Betraghte Koe zientenmatrix: 1
ai1 k. Arlk+1 ai:n
A= ay:1 Ak  Akk+1 Ak:n
1 0
0 : :
0 1
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Betrazhte Koe zientenmatrix: 1
ain Ak Ark+l ain
A= a1 Ak Akk+l Ai:n
1 0
0 : oo
0 1

klar: Hyperebene@ linear unabhgigl A invertierbar

a1 ag;k
betrachte A(K) = %) : : X
ag:1 Ak:k
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Beweis von Theorem 14.26 (Fortsetzung)

Betrazhte Koe zientenmatrix: 1
ain Ak Ark+l ain
A = a1 Ak Akk+l Ai:n
1 0
0 I oo
0 1
klar: Hyperebene@ linear unabhgigl A invertierbar
a1 ag;k
betrachte AK) = % : : X
;1 Ak

klar: A invertierbar, A® invertierbar
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Mit Xg+1 = = Xn = 0 haben wir
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Mit Xg+1 = = Xn = 0 haben wir

x(K) = ATOYK) k)
aus dem Originaltableau: u® = A(Kx®) Kk
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also:x() = ATIAK) x(K) AT KK) 4 [HTk)
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Beweis von Theorem 14.26 (Fortsetzung (2))
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Mit Xg+1 = = Xn = 0 haben wir
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Beweis von Theorem 14.26 (Fortsetzung (2))

Betrachte Koe zientenmatrix A° zum Tableau zur Basis

Mit Xg+1 = = Xn = 0 haben wir
x(K) = AdK) k) pIk)
aus dem Originaltableau: u® = A(Kx®) Kk
Einsetzen liefert:
x®) = AT AR 4 (0 k)
also:x(K) = AT AK () AT KK) 4 1K)
Gilt insbesonderesir x(¥) = 0 (K)
also ATKKK + gk = (k)
alsox(®) = AT AR x(K) fyr alle x(K)
alsoA®) = AK  ynd AK) invertierbar O
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agk+1 ain

aA:k+1 azn
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Ak:k+1 Ak:n
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Hinzukigen einer Variablen (Fortsetzung)

geseherinverse vom () oben links im Tableau
Was passiert dabei mit dgin + 1) -ten Spalte?

Betrashte an+t Anfanq der langek dieser Spalte

agk+1 ain
aA:k+1 azn
B:= . : §,X0=(Xk+1;:::;Xn)
Ak:k+1 Ak:n
im StarttableauA®x®) + Bx %+ (a"1)Kx, ;B = y®
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Betrashte an+t Anfanq der langek dieser Spalte
agk+1 ain

aA:k+1 azn

. : g,X°=(Xk+1;:::;Xn)

Ak:k+1 Ak:n

im StarttableauA®x®) + Bx %+ (a"1)Kx, ;B = y®
)y AR Tyls A Tpy0r A T gntlyMx
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geseherinverse vom () oben links im Tableau
Was passiert dabei mit dgin + 1) -ten Spalte?

Betrashte an+t Anfanq der langek dieser Spalte
agk+1 ain

aA:k+1 azn
. : g,X°=(Xk+1;:::;Xn)

Ak:k+1 Ak:n
im StarttableauA®x®) + Bx %+ (a"1)Kx, ;B = y®

AR Ty 4 A Tpx0s AK) Tgntlyky
) @) %n41
NG O

A®  aplesbarnur A a2t ey 20 berechnen
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Beobachtungniemals in der Pivot-Zeile
immer Regek! s 7
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Hinzukigen einer Variablen (Fortsetzung (2))

Was ist mit restlichera-Elementen undc,+1 ?

Beobachtungniemals in der Pivot-Zeile
immer Regek! s 7

e _
neu) _ n+1
Ch+s1 = Cne1 ey 1 C1
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Beobachtungniemals in der Pivot-Zeile
immer Reges! s 7]

k=1

S SR o

k=2

ﬁlrlre]':]) = Cn+1 aﬂ;& 1C1 aﬂng& 2C2
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Was ist mit restlichema-Elementen undc,+1 ?

Beobachtungniemals in der Pivot-Zeile
immer Reges! s 7]

k=1

G’ = G Al o

k=2

grlref) = Ch+1 aﬂ;& 1 G aﬂé& 2 C2
allgemein (Beweis per Induktion)
= e a0
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Was ist mit restlichema-Elementen undc,+1 ?

Beobachtungniemals in der Pivot-Zeile
immer Reges! s 7]

k=1
neu
o) = cnn Al o
k=2
neu
o= e Al o aldl Lo
allgemein (Beweis per Induktion)
neu
S1+1) = Cn+1 aﬂg& |cI
i=1
analog #r a
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Hinzukigen einer Variablen (Fortsetzung (2))

Was ist mit restlichema-Elementen undc,+1 ?

Beobachtungniemals in der Pivot-Zeile
immer Reges! s 7]

k=1
neu
o) = cnn Al o
k=2
neu
o= e Al o aldl Lo
allgemein (Beweis per Induktion)
neu
$1+1) = Cn+1 aﬂgl} |(::i
i=1
analog #r a

alsoverschiedene e ziente Methoden vergbar
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Eine andere Perspektive

zurmachst nuram Beispiel
Z(X1;X2) =3X1 22X ! max

unter X1 Xo 0 (1)
2X1+ X2 7 (2)
X1+3X2 8 )
Idee Schranken #ir optimale losung aus Nebenbedingungen
zum Beispiel (1) (2) X1 7
Z(x1;x2) 7

zum Beispiel 2 (3)+5 (1) X1+ x2 16
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Eine andere Perspektive
zurmachst nuram Beispiel
Z(X1;X2) =3X1 22X ! max
unter x;1 X2 O Q)
2X1+ X2 7 2)
X1+3X, 8 3
Idee Schranken #ir optimale losung aus Nebenbedingungen
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Eine andere Perspektive

zunmachst nur
Z(X1;X2) =3X1 22X ! max

unter x; Xz O (1)
2X1+ X2 7 (2)
X1+3X2 8 )
Idee Schranken #ir optimale losung aus Nebenbedingungen
zum Beispiel (1) (2) X1 7
Z(X1;%X2) 7
zum Beispiel 3) (@B X1+ X2 16
Z(x1;X2) 16
allgemein D) (2) )
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0 yi+7 y>,+8 y3
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Eine andere Perspektive

zunmachst nur
Z(X1;X2) =3X1 22X ! max

unter x; Xz O (1)
2X1+ X2 7 (2)
X1+3X2 8 )
Idee Schranken #ir optimale losung aus Nebenbedingungen
zum Beispiel (1) (2) X1 7
Z(X1;%X2) 7
zum Beispiel 3) (@B X1+ X2 16
Z(x1;X2) 16
allgemein D) (2) )

(Yi+2y2 y3) Xi+( y1+Yy2+3y3) X2
0 yi+7 y,+8 y3=7y,+8y3
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Eine andere Perspektive (Fortsetzung)
Z(X]_;Xz) = 3X1 2X2 I max

unter X1 X O D)
X1+ Xp 7 (2)
X1+3X, 8 3

allgemein vy (1) +v2 (2) + v3 (3)
(Y1+2y2 y3) X1+( yi+y2+3y3) X2
7y> +8Yy3
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Eine andere Perspektive (Fortsetzung)
Z(X1;X2) =3x1 2X2! max

unter x; X2 O (1)
2X1 + Xo 7 (2)
X1+3%X2 8 )
allgemein (1) (2) (3)
(Yy1+2y2 y3) x1+( yi+y2+3y3) X2
7y2 +8ys

Vergleich mit ursprunglichem Problem
yit2y, ys 3
yi+Yy2+3ys3 2
) Z(X1;X2) Ty2+8ys
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Eine andere Perspektive (Fortsetzung)
Z(X1;X2) =3x1 2X2! max

unter x; X2 O (1)
2X1 + Xo 7 (2)
X1+3%X2 8 )
allgemein (1) (2) (3)
(Yy1+2y2 y3) x1+( yi+y2+3y3) X2
7y2 +8ys

Vergleich mit urspranglichem Problem
yit2y, ys 3
yi+y2+3ys 2
) Z(X1;X2) 7y2+8ys

also  Zqy1;y2;y3) =7y2+8ys! min
unter y;+2y, ysz 3
yi+y2+3ys 2
y1:y2;¥s O

23. Juni 2008
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Am Beispiel gesehen. ..

gesehen
LP mit n Variablen undm Nebenbedingungen
LP mit m Variablen undn Nebenbedingungen

Koe zienten durch ,,Umsortieren\

De nition 14.34

Zu einemprimalen ProblemZ (x) = c"x ! min unter Ax bund
X Oheitdas Problemzqy)= b'y! maxunterATy cund
y 0 dasduale Problem
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Am Beispiel gesehen. ..
gesehen

LP mit n Variablen undm Nebenbedingungen
LP mit m Variablen undn Nebenbedingungen

Koe zienten durch ,,Umsortieren\

De nition 14.34

Zu einemprimalen ProblenZ (x) = ¢c"'x ! min unter Ax  bund
X Oheitdas Problemzqy)= b'y! maxunterATy cund
y 0 dasduale Problem

Theorem 14.35

SeiP ein primales Problem der linearen Optimierung, Béidas zu
P duale Problem, seP®das zuP°duale Problem. Dann siné
und P %aquivalent.

Ingo Wegener 23. Juni 2008
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