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Lineare Optimierung

Was bisher geschah. . .

LP MinimiereZ (x) = cT x
unter Ax � b
mit x 2 R+

0
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Lineare Optimierung

Was bisher geschah. . .

LP MinimiereZ (x) = cT x
unter Ax � b
mit x 2 R+

0

Einsichten

� Extrempunkte der Menge zul•assiger L•osungenM sind
Schnittpunkte vonn der n + m durch Nebenbedingungen
de�nierten Hyperebenen

� wennZ auf M Minimum annimmt, dann auch in einem
Extrempunkt vonM

� wenn ein Extrempunkt lokal optimal ist, dann auch global
optimal
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Die Simplex-Methode

1. Finde zul•assigen Extrempunktx oder entscheide, dassM = ; .
Wenn ja,STOP.

2. Fallsx lokal optimal, x auch global optimal.STOP.
3. Tauscheeine dern Hyperebenen so,

dass ein neuer, zul•assiger Extrempunktx
mit kleineremZ -Wert gefunden wird.
Teste dabei, obZ ! �1 . Wenn ja,STOP.

4. Weiter bei 2.

Simplex-Methode(Dantzig, 1947)
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Wir schreiben das Jahr 2007. . .

Viele Menschen besitzen Computer,
darum f•uhrt man Algorithmen nicht mehr selber aus.
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Wir schreiben das Jahr 2007. . .

Viele Menschen besitzen Computer,
darum f•uhrt man Algorithmen nicht mehr selber aus.

Ziel Rechnergem•a�er Ausbau der Simplex-Methode
zum Simplex-Algorithmus
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Das Simplex-Tableau
Die Optimierungsaufgabe

Z ! min
cT x + � = Z
Ax � b = � u

x � 0; u � 0
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Das Simplex-Tableau
Die Optimierungsaufgabe

Z ! min
cT x + � = Z
Ax � b = � u

x � 0; u � 0

De�nition 14.34 (Zugeh•origes Simplex-Tableau)
x1 x2 � � � xn

a1;1 a1;2 � � � a1;n � b1 � u1

a2;1 a2;2 � � � a2;n � b2 � u2
...

... � � �
...

...
...

am;1 am;2 � � � am;n � bm � um

c1 c2 � � � cn � Z
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•Uber Simplex-Tableaus

De�nition 14.24
Zwei Simplex-Tableaus hei�en•aquivalent, wenn die zugeh•origen
Gleichungssysteme gleiche L•osungsmengen haben.
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•Uber Simplex-Tableaus

De�nition 14.24
Zwei Simplex-Tableaus hei�en•aquivalent, wenn die zugeh•origen
Gleichungssysteme gleiche L•osungsmengen haben.

Theorem 14.25
Sind im Simplex-Tableau alleb-Werte � 0, ist der Basispunkt
zul•assig.
Sind zus•atzlich allec-Werte � 0, ist der Basispunkt optimal.
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•Uber Simplex-Tableaus

De�nition 14.24
Zwei Simplex-Tableaus hei�en•aquivalent, wenn die zugeh•origen
Gleichungssysteme gleiche L•osungsmengen haben.

Theorem 14.25
Sind im Simplex-Tableau alleb-Werte � 0, ist der Basispunkt
zul•assig.
Sind zus•atzlich allec-Werte � 0, ist der Basispunkt optimal.

Beweis.
x = 0 , u = b ist o�enbar zul•assig.
Da c � 0, ist x = 0 optimal.
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Basispunkte und Hyperebenen

Theorem 14.26
Ist Simplex-Tableau zur Basisx1, . . . , xk , uk+1 , . . . , um

•aquivalent zu einem linearen Optimierungsproblem geh•origen
Simplex-Tableau, so sind die Hyperebenenu1 = 0 , . . . , uk = 0 ,
xk+1 = 0 , . . . , xn = 0 linear unabh•angig.
Der Schnittpunkt der Hyperebenen ist, falls zul•assig, Extrempunkt
der zul•assigen Menge.
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Basispunkte und Hyperebenen

Theorem 14.26
Ist Simplex-Tableau zur Basisx1, . . . , xk , uk+1 , . . . , um

•aquivalent zu einem linearen Optimierungsproblem geh•origen
Simplex-Tableau, so sind die Hyperebenenu1 = 0 , . . . , uk = 0 ,
xk+1 = 0 , . . . , xn = 0 linear unabh•angig.
Der Schnittpunkt der Hyperebenen ist, falls zul•assig, Extrempunkt
der zul•assigen Menge.

Beweis.Schreibe Hyperebenen als Gleichungen in urspr•unglichen
x-Variablen
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Basispunkte und Hyperebenen

Theorem 14.26
Ist Simplex-Tableau zur Basisx1, . . . , xk , uk+1 , . . . , um

•aquivalent zu einem linearen Optimierungsproblem geh•origen
Simplex-Tableau, so sind die Hyperebenenu1 = 0 , . . . , uk = 0 ,
xk+1 = 0 , . . . , xn = 0 linear unabh•angig.
Der Schnittpunkt der Hyperebenen ist, falls zul•assig, Extrempunkt
der zul•assigen Menge.

Beweis.Schreibe Hyperebenen als Gleichungen in urspr•unglichen
x-Variablen
ui = 0  ai; 1x1 + � � � + ai;n xn = bi

xk+ j = 0 bleibt so
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Beweis von Theorem 14.26 (Fortsetzung)

Betrachte Koe�zientenmatrix

A =

0

B
B
B
B
B
B
B
B
@

a1;1 � � � a1;k a1;k+1 � � � a1;n
... � � �

...
... � � �

...
ak;1 � � � ak;k ak;k +1 � � � ak;n

1 � � � 0

0
...

. . .
...

0 � � � 1

1

C
C
C
C
C
C
C
C
A
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Beweis von Theorem 14.26 (Fortsetzung)

Betrachte Koe�zientenmatrix

A =

0

B
B
B
B
B
B
B
B
@

a1;1 � � � a1;k a1;k+1 � � � a1;n
... � � �

...
... � � �

...
ak;1 � � � ak;k ak;k +1 � � � ak;n

1 � � � 0

0
...

. . .
...

0 � � � 1

1

C
C
C
C
C
C
C
C
A

klar Hyperebenen linear unabh•angig , A invertierbar
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Beweis von Theorem 14.26 (Fortsetzung)

Betrachte Koe�zientenmatrix

A =

0

B
B
B
B
B
B
B
B
@

a1;1 � � � a1;k a1;k+1 � � � a1;n
... � � �

...
... � � �

...
ak;1 � � � ak;k ak;k +1 � � � ak;n

1 � � � 0

0
...

. . .
...

0 � � � 1

1

C
C
C
C
C
C
C
C
A

klar Hyperebenen linear unabh•angig , A invertierbar

betrachteA (k) =

0

B
@

a1;1 � � � a1;k
... � � �

...
ak;1 � � � ak;k

1

C
A
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Beweis von Theorem 14.26 (Fortsetzung)

Betrachte Koe�zientenmatrix

A =

0

B
B
B
B
B
B
B
B
@

a1;1 � � � a1;k a1;k+1 � � � a1;n
... � � �

...
... � � �

...
ak;1 � � � ak;k ak;k +1 � � � ak;n

1 � � � 0

0
...

. . .
...

0 � � � 1

1

C
C
C
C
C
C
C
C
A

klar Hyperebenen linear unabh•angig , A invertierbar

betrachteA (k) =

0

B
@

a1;1 � � � a1;k
... � � �

...
ak;1 � � � ak;k

1

C
A

klar A invertierbar, A (k) invertierbar
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Beweis von Theorem 14.26 (Fortsetzung (2))

Betrachte Koe�zientenmatrix A0 zum Tableau zur Basis
x1; : : : ; xk ; uk+1 ; : : : ; um .
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Beweis von Theorem 14.26 (Fortsetzung (2))

Betrachte Koe�zientenmatrix A0 zum Tableau zur Basis
x1; : : : ; xk ; uk+1 ; : : : ; um .
Mit xk+1 = � � � = xn = 0 haben wir
� x(k) = A0(k)u(k) � b0(k)
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Beweis von Theorem 14.26 (Fortsetzung (2))

Betrachte Koe�zientenmatrix A0 zum Tableau zur Basis
x1; : : : ; xk ; uk+1 ; : : : ; um .
Mit xk+1 = � � � = xn = 0 haben wir
� x(k) = A0(k)u(k) � b0(k)

aus dem Originaltableau� u(k) = A (k)x(k) � b(k)
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Beweis von Theorem 14.26 (Fortsetzung (2))

Betrachte Koe�zientenmatrix A0 zum Tableau zur Basis
x1; : : : ; xk ; uk+1 ; : : : ; um .
Mit xk+1 = � � � = xn = 0 haben wir
� x(k) = A0(k)u(k) � b0(k)

aus dem Originaltableau� u(k) = A (k)x(k) � b(k)

Einsetzen liefert
� x(k) = A0(k)

�
� A (k)x(k) + b(k)

�
� b0(k)
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Beweis von Theorem 14.26 (Fortsetzung (2))

Betrachte Koe�zientenmatrix A0 zum Tableau zur Basis
x1; : : : ; xk ; uk+1 ; : : : ; um .
Mit xk+1 = � � � = xn = 0 haben wir
� x(k) = A0(k)u(k) � b0(k)

aus dem Originaltableau� u(k) = A (k)x(k) � b(k)

Einsetzen liefert
� x(k) = A0(k)

�
� A (k)x(k) + b(k)

�
� b0(k)

alsox(k) = A0(k)A (k)x(k) � A0(k)b(k) + b0(k)
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Beweis von Theorem 14.26 (Fortsetzung (2))

Betrachte Koe�zientenmatrix A0 zum Tableau zur Basis
x1; : : : ; xk ; uk+1 ; : : : ; um .
Mit xk+1 = � � � = xn = 0 haben wir
� x(k) = A0(k)u(k) � b0(k)

aus dem Originaltableau� u(k) = A (k)x(k) � b(k)

Einsetzen liefert
� x(k) = A0(k)

�
� A (k)x(k) + b(k)

�
� b0(k)

alsox(k) = A0(k)A (k)x(k) � A0(k)b(k) + b0(k)

Gilt insbesondere f•ur x(k) = 0 (k) ,
also� A0(k)b(k) + b0(k) = 0 (k)
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Beweis von Theorem 14.26 (Fortsetzung (2))

Betrachte Koe�zientenmatrix A0 zum Tableau zur Basis
x1; : : : ; xk ; uk+1 ; : : : ; um .
Mit xk+1 = � � � = xn = 0 haben wir
� x(k) = A0(k)u(k) � b0(k)

aus dem Originaltableau� u(k) = A (k)x(k) � b(k)

Einsetzen liefert
� x(k) = A0(k)

�
� A (k)x(k) + b(k)

�
� b0(k)

alsox(k) = A0(k)A (k)x(k) � A0(k)b(k) + b0(k)

Gilt insbesondere f•ur x(k) = 0 (k) ,
also� A0(k)b(k) + b0(k) = 0 (k)

alsox(k) = A0(k)A (k)x(k) f•ur alle x(k)
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Beweis von Theorem 14.26 (Fortsetzung (2))

Betrachte Koe�zientenmatrix A0 zum Tableau zur Basis
x1; : : : ; xk ; uk+1 ; : : : ; um .
Mit xk+1 = � � � = xn = 0 haben wir
� x(k) = A0(k)u(k) � b0(k)

aus dem Originaltableau� u(k) = A (k)x(k) � b(k)

Einsetzen liefert
� x(k) = A0(k)

�
� A (k)x(k) + b(k)

�
� b0(k)

alsox(k) = A0(k)A (k)x(k) � A0(k)b(k) + b0(k)

Gilt insbesondere f•ur x(k) = 0 (k) ,
also� A0(k)b(k) + b0(k) = 0 (k)

alsox(k) = A0(k)A (k)x(k) f•ur alle x(k)

alsoA0(k) =
�
A (k)

� � 1
und A (k) invertierbar
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Basiswechsel am Simplex-Tableau
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Basiswechsel am Simplex-Tableau
Z ! min

cT x + � = Z
Ax � b = � u

x � 0; u � 0
r1 r2 � � � r k � � � rn

a1;1 a1;2 � � � a1;k � � � a1;n � b1 � s1

a2;1 a2;2 � � � a2;k � � � a2;n � b2 � s2
...

... � � �
... � � �

...
...

...
ai; 1 ai; 2 � � � ai;k � � � ai;n � bi � si

...
... � � �

... � � �
...

...
...

am;1 am;2 � � � am;k � � � am;n � bm � sm

c1 c2 � � � ck � � � cn � Z
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Basiswechsel am Simplex-Tableau
Z ! min

cT x + � = Z
Ax � b = � u

x � 0; u � 0
r1 r2 � � � r k � � � rn

a1;1 a1;2 � � � a1;k � � � a1;n � b1 � s1

a2;1 a2;2 � � � a2;k � � � a2;n � b2 � s2
...

... � � �
... � � �

...
...

...
ai; 1 ai; 2 � � � ai;k � � � ai;n � bi � si

...
... � � �

... � � �
...

...
...

am;1 am;2 � � � am;k � � � am;n � bm � sm

c1 c2 � � � ck � � � cn � Z

De�nition 14.27
Beim Basiswechselr k $ si hei�t ai;k Pivotelement.
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Basiswechsel am Simplex-Tableau
Z ! min Voraussetzung f•ur Basiswechsel

cT x + � = Z
Ax � b = � u

x � 0; u � 0
r1 r2 � � � r k � � � rn
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...

... � � �
... � � �

...
...

...
ai; 1 ai; 2 � � � ai;k � � � ai;n � bi � si

...
... � � �

... � � �
...

...
...

am;1 am;2 � � � am;k � � � am;n � bm � sm

c1 c2 � � � ck � � � cn � Z

De�nition 14.27
Beim Basiswechselr k $ si hei�t ai;k Pivotelement.
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Basiswechsel am Simplex-Tableau
Z ! min Voraussetzung f•ur Basiswechsel

cT x + � = Z
Ax � b = � u

Pivotelementai;k 6= 0

x � 0; u � 0
r1 r2 � � � r k � � � rn

a1;1 a1;2 � � � a1;k � � � a1;n � b1 � s1

a2;1 a2;2 � � � a2;k � � � a2;n � b2 � s2
...

... � � �
... � � �

...
...

...
ai; 1 ai; 2 � � � ai;k � � � ai;n � bi � si

...
... � � �

... � � �
...

...
...

am;1 am;2 � � � am;k � � � am;n � bm � sm

c1 c2 � � � ck � � � cn � Z

De�nition 14.27
Beim Basiswechselr k $ si hei�t ai;k Pivotelement.
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Basiswechsel am Simplex-Tableau (2)
r 1 r 2 � � � r k � � � r n

a1; 1 a1; 2 � � � a1;k � � � a1;n � b1 � s1

.

.

.
.
.
. � � �

.

.

. � � �
.
.
.

.

.

.
.
.
.

a i; 1 a i; 2 � � � a i;k � � � a i;n � bi � s i

.

.

.
.
.
. � � �

.

.

. � � �
.
.
.

.

.

.
.
.
.

am; 1 am; 2 � � � am;k � � � am;n � bm � sm
c1 c2 � � � ck � � � cn � Z

Basiswechsel r k $ si
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Basiswechsel am Simplex-Tableau (2)
r 1 r 2 � � � r k � � � r n

a1; 1 a1; 2 � � � a1;k � � � a1;n � b1 � s1

.

.

.
.
.
. � � �

.

.

. � � �
.
.
.

.

.

.
.
.
.

a i; 1 a i; 2 � � � a i;k � � � a i;n � bi � s i

.

.

.
.
.
. � � �

.

.

. � � �
.
.
.

.

.

.
.
.
.

am; 1 am; 2 � � � am;k � � � am;n � bm � sm
c1 c2 � � � ck � � � cn � Z

Basiswechsel r k $ si

i -te Zeile:
� r k =
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Basiswechsel am Simplex-Tableau (2)
r 1 r 2 � � � r k � � � r n

a1; 1 a1; 2 � � � a1;k � � � a1;n � b1 � s1

.

.

.
.
.
. � � �

.

.

. � � �
.
.
.

.

.

.
.
.
.

a i; 1 a i; 2 � � � a i;k � � � a i;n � bi � s i

.

.

.
.
.
. � � �

.

.

. � � �
.
.
.

.

.

.
.
.
.

am; 1 am; 2 � � � am;k � � � am;n � bm � sm
c1 c2 � � � ck � � � cn � Z

Basiswechsel r k $ si

i -te Zeile:
� r k = ai; 1

ai;k
r1+ � � �+ ai;k � 1

ai;k
r k� 1+ 1

ai;k
si +

ai;k +1
ai;k

r k+1 + � � �+ ai;n
ai;k

rn � bi
ai;k
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Wiederholung Simplex-Tableaus Simplex-Algorithmus Korrektheit Mehr Heuristik Dualit •at

Basiswechsel am Simplex-Tableau (2)
r 1 r 2 � � � r k � � � r n

a1; 1 a1; 2 � � � a1;k � � � a1;n � b1 � s1

.

.

.
.
.
. � � �

.

.

. � � �
.
.
.

.

.

.
.
.
.

a i; 1 a i; 2 � � � a i;k � � � a i;n � bi � s i

.

.

.
.
.
. � � �

.

.

. � � �
.
.
.

.

.

.
.
.
.

am; 1 am; 2 � � � am;k � � � am;n � bm � sm
c1 c2 � � � ck � � � cn � Z

Basiswechsel r k $ si

i -te Zeile:
� r k = ai; 1

ai;k
r1+ � � �+ ai;k � 1

ai;k
r k� 1+ 1

ai;k
si +

ai;k +1
ai;k

r k+1 + � � �+ ai;n
ai;k

rn � bi
ai;k

j -te Zeile (j 6= i ):
aj; 1r1+ � � �+ aj;k � 1r k� 1+ aj;k r k+ aj;k +1 r k+1 + � � �+ aj;n rn � bj = � sj
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Wiederholung Simplex-Tableaus Simplex-Algorithmus Korrektheit Mehr Heuristik Dualit •at

Basiswechsel am Simplex-Tableau (2)
r 1 r 2 � � � r k � � � r n

a1; 1 a1; 2 � � � a1;k � � � a1;n � b1 � s1

.

.

.
.
.
. � � �

.

.

. � � �
.
.
.

.

.

.
.
.
.

a i; 1 a i; 2 � � � a i;k � � � a i;n � bi � s i

.

.

.
.
.
. � � �

.

.

. � � �
.
.
.

.

.

.
.
.
.

am; 1 am; 2 � � � am;k � � � am;n � bm � sm
c1 c2 � � � ck � � � cn � Z

Basiswechsel r k $ si

i -te Zeile:
� r k = ai; 1

ai;k
r1+ � � �+ ai;k � 1

ai;k
r k� 1+ 1

ai;k
si +

ai;k +1
ai;k

r k+1 + � � �+ ai;n
ai;k

rn � bi
ai;k

j -te Zeile (j 6= i ):
aj; 1r1+ � � �+ aj;k � 1r k� 1+ aj;k r k+ aj;k +1 r k+1 + � � �+ aj;n rn � bj = � sj

r k in j -te Zeile eingesetzt (j 6= i ):
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Wiederholung Simplex-Tableaus Simplex-Algorithmus Korrektheit Mehr Heuristik Dualit •at

Basiswechsel am Simplex-Tableau (2)
r 1 r 2 � � � r k � � � r n

a1; 1 a1; 2 � � � a1;k � � � a1;n � b1 � s1

.

.

.
.
.
. � � �

.

.

. � � �
.
.
.

.

.

.
.
.
.

a i; 1 a i; 2 � � � a i;k � � � a i;n � bi � s i

.

.

.
.
.
. � � �

.

.

. � � �
.
.
.

.

.

.
.
.
.

am; 1 am; 2 � � � am;k � � � am;n � bm � sm
c1 c2 � � � ck � � � cn � Z

Basiswechsel r k $ si

i -te Zeile:
� r k = ai; 1

ai;k
r1+ � � �+ ai;k � 1

ai;k
r k� 1+ 1

ai;k
si +

ai;k +1
ai;k

r k+1 + � � �+ ai;n
ai;k

rn � bi
ai;k

j -te Zeile (j 6= i ):
aj; 1r1+ � � �+ aj;k � 1r k� 1+ aj;k r k+ aj;k +1 r k+1 + � � �+ aj;n rn � bj = � sj

r k in j -te Zeile eingesetzt (j 6= i ):�
aj; 1 � aj;k

ai; 1

ai;k

�
r1 + � � � +

�
aj;k � 1 � aj;k

ai;k � 1

ai;k

�
r k� 1 �

aj;k

ai;k
si

+
�

aj;k +1 � aj;k
ai;k +1

ai;k

�
r k+1 + � � �+

�
aj;n � aj;k

ai;n

ai;k

�
rn �

�
bj � aj;k

bi

ai;k

�
=
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Wiederholung Simplex-Tableaus Simplex-Algorithmus Korrektheit Mehr Heuristik Dualit •at

Basiswechsel am Simplex-Tableau (3)
r 1 r 2 � � � r k � � � r n

a1; 1 a1; 2 � � � a1;k � � � a1;n � b1 � s1

.

.

.
.
.
. � � �

.

.

. � � �
.
.
.

.

.

.
.
.
.

a i; 1 a i; 2 � � � a i;k � � � a i;n � bi � s i

.

.

.
.
.
. � � �

.

.

. � � �
.
.
.

.

.

.
.
.
.

am; 1 am; 2 � � � am;k � � � am;n � bm � sm
c1 c2 � � � ck � � � cn � Z

Zusammenfassung Basiswechselr k $ si
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Wiederholung Simplex-Tableaus Simplex-Algorithmus Korrektheit Mehr Heuristik Dualit •at

Basiswechsel am Simplex-Tableau (3)
r 1 r 2 � � � r k � � � r n

a1; 1 a1; 2 � � � a1;k � � � a1;n � b1 � s1

.

.

.
.
.
. � � �

.

.

. � � �
.
.
.

.

.

.
.
.
.

a i; 1 a i; 2 � � � a i;k � � � a i;n � bi � s i

.

.

.
.
.
. � � �

.

.

. � � �
.
.
.

.

.

.
.
.
.

am; 1 am; 2 � � � am;k � � � am;n � bm � sm
c1 c2 � � � ck � � � cn � Z

Zusammenfassung Basiswechselr k $ si

Pivotelement ai;k ! 1
ai;k
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Wiederholung Simplex-Tableaus Simplex-Algorithmus Korrektheit Mehr Heuristik Dualit •at

Basiswechsel am Simplex-Tableau (3)
r 1 r 2 � � � r k � � � r n

a1; 1 a1; 2 � � � a1;k � � � a1;n � b1 � s1

.

.

.
.
.
. � � �

.

.

. � � �
.
.
.

.

.

.
.
.
.

a i; 1 a i; 2 � � � a i;k � � � a i;n � bi � s i

.

.

.
.
.
. � � �

.

.

. � � �
.
.
.

.

.

.
.
.
.

am; 1 am; 2 � � � am;k � � � am;n � bm � sm
c1 c2 � � � ck � � � cn � Z

Zusammenfassung Basiswechselr k $ si

Pivotelement ai;k ! 1
ai;k

Pivotzeilej 6= k ai;j ! ai;j
ai;k

, � bi ! � bi
ai;k
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Wiederholung Simplex-Tableaus Simplex-Algorithmus Korrektheit Mehr Heuristik Dualit •at

Basiswechsel am Simplex-Tableau (3)
r 1 r 2 � � � r k � � � r n

a1; 1 a1; 2 � � � a1;k � � � a1;n � b1 � s1

.

.

.
.
.
. � � �

.

.

. � � �
.
.
.

.

.

.
.
.
.

a i; 1 a i; 2 � � � a i;k � � � a i;n � bi � s i

.

.

.
.
.
. � � �

.

.

. � � �
.
.
.

.

.

.
.
.
.

am; 1 am; 2 � � � am;k � � � am;n � bm � sm
c1 c2 � � � ck � � � cn � Z

Zusammenfassung Basiswechselr k $ si

Pivotelement ai;k ! 1
ai;k

Pivotzeilej 6= k ai;j ! ai;j
ai;k

, � bi ! � bi
ai;k

Pivotspaltei 6= k aj;k ! � aj;k
ai;k

, ck ! � ck
ai;k
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Wiederholung Simplex-Tableaus Simplex-Algorithmus Korrektheit Mehr Heuristik Dualit •at

Basiswechsel am Simplex-Tableau (3)
r 1 r 2 � � � r k � � � r n

a1; 1 a1; 2 � � � a1;k � � � a1;n � b1 � s1

.

.

.
.
.
. � � �

.

.

. � � �
.
.
.

.

.

.
.
.
.

a i; 1 a i; 2 � � � a i;k � � � a i;n � bi � s i

.

.

.
.
.
. � � �

.

.

. � � �
.
.
.

.

.

.
.
.
.

am; 1 am; 2 � � � am;k � � � am;n � bm � sm
c1 c2 � � � ck � � � cn � Z

Zusammenfassung Basiswechselr k $ si

Pivotelement ai;k ! 1
ai;k

Pivotzeilej 6= k ai;j ! ai;j
ai;k

, � bi ! � bi
ai;k

Pivotspaltei 6= k aj;k ! � aj;k
ai;k

, ck ! � ck
ai;k

andere Elementei 6= j , k 6= l aj;l ! aj;l � aj;k
ai;l
ai;k

,

� bj ! � bj � aj;k
� bi
ai;k

, cl ! cl � ck
ai;l
ai;k

,

� ! � � ck
� bi
ai;k
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Wiederholung Simplex-Tableaus Simplex-Algorithmus Korrektheit Mehr Heuristik Dualit •at

Ged•achtnishilfe

zum Merken (p = Pivot)

�
p q
r s

�
!

"
1
p

q
p

� r
p s � rq

p

#
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Wiederholung Simplex-Tableaus Simplex-Algorithmus Korrektheit Mehr Heuristik Dualit •at

Zum Simplex-Algorithmus
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Wiederholung Simplex-Tableaus Simplex-Algorithmus Korrektheit Mehr Heuristik Dualit •at

Zum Simplex-Algorithmus

noch o�en
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Wiederholung Simplex-Tableaus Simplex-Algorithmus Korrektheit Mehr Heuristik Dualit •at

Zum Simplex-Algorithmus

noch o�en Wahl des Pivot-Elements
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Wiederholung Simplex-Tableaus Simplex-Algorithmus Korrektheit Mehr Heuristik Dualit •at

Zum Simplex-Algorithmus

noch o�en Wahl des Pivot-Elements

noch o�en
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Wiederholung Simplex-Tableaus Simplex-Algorithmus Korrektheit Mehr Heuristik Dualit •at

Zum Simplex-Algorithmus

noch o�en Wahl des Pivot-Elements

noch o�en Korrektheit
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Wiederholung Simplex-Tableaus Simplex-Algorithmus Korrektheit Mehr Heuristik Dualit •at

Zum Simplex-Algorithmus

noch o�en Wahl des Pivot-Elements

noch o�en Korrektheit = partielle Korrektheitund Endlichkeit
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Wiederholung Simplex-Tableaus Simplex-Algorithmus Korrektheit Mehr Heuristik Dualit •at

Zum Simplex-Algorithmus

noch o�en Wahl des Pivot-Elements

noch o�en Korrektheit = partielle Korrektheitund Endlichkeit

De�nition 14.28

� Zeile i gut , bi � 0 (bzw. � bi � 0)

� Zeile i sonstschlecht

� G := f l j l 2 f 1; : : : ; mg und l gutg
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Wiederholung Simplex-Tableaus Simplex-Algorithmus Korrektheit Mehr Heuristik Dualit •at

Der Simplex Algorithmus

1. Phase Finden eines zul•assigen Basispunkts
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Wiederholung Simplex-Tableaus Simplex-Algorithmus Korrektheit Mehr Heuristik Dualit •at

Der Simplex Algorithmus

1. Phase Finden eines zul•assigen Basispunkts

1. WennG = f 1; : : : ; mg
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Wiederholung Simplex-Tableaus Simplex-Algorithmus Korrektheit Mehr Heuristik Dualit •at

Der Simplex Algorithmus

1. Phase Finden eines zul•assigen Basispunkts

1. WennG = f 1; : : : ; mg
dann AusgabeZul•assiger Basispunkt gefunden. STOP
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Wiederholung Simplex-Tableaus Simplex-Algorithmus Korrektheit Mehr Heuristik Dualit •at

Der Simplex Algorithmus

1. Phase Finden eines zul•assigen Basispunkts

1. WennG = f 1; : : : ; mg
dann AusgabeZul•assiger Basispunkt gefunden. STOP

2.s := min f l j bl < 0g (oberste schlechte Zeile)
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Wiederholung Simplex-Tableaus Simplex-Algorithmus Korrektheit Mehr Heuristik Dualit •at

Der Simplex Algorithmus

1. Phase Finden eines zul•assigen Basispunkts

1. WennG = f 1; : : : ; mg
dann AusgabeZul•assiger Basispunkt gefunden. STOP

2.s := min f l j bl < 0g (oberste schlechte Zeile)
3. Wennminf as;1; : : : ; as;ng � 0
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Wiederholung Simplex-Tableaus Simplex-Algorithmus Korrektheit Mehr Heuristik Dualit •at

Der Simplex Algorithmus

1. Phase Finden eines zul•assigen Basispunkts

1. WennG = f 1; : : : ; mg
dann AusgabeZul•assiger Basispunkt gefunden. STOP

2.s := min f l j bl < 0g (oberste schlechte Zeile)
3. Wennminf as;1; : : : ; as;ng � 0

dann AusgabeZul•assige Menge leer. STOP
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Wiederholung Simplex-Tableaus Simplex-Algorithmus Korrektheit Mehr Heuristik Dualit •at

Der Simplex Algorithmus

1. Phase Finden eines zul•assigen Basispunkts

1. WennG = f 1; : : : ; mg
dann AusgabeZul•assiger Basispunkt gefunden. STOP

2.s := min f l j bl < 0g (oberste schlechte Zeile)
3. Wennminf as;1; : : : ; as;ng � 0

dann AusgabeZul•assige Menge leer. STOP
4. W•ahlek0 mit as;k0 < 0. W•ahle Pivotzeilep so,

dass bp
ap;k 0

= min
n

bj
aj;k 0

j j 2 G und aj;k 0 > 0
o

.

Wenn
n

bj
aj;k 0

j j 2 G und aj;k 0 > 0
o

= ; ,

dann w•ahlep := s.
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Wiederholung Simplex-Tableaus Simplex-Algorithmus Korrektheit Mehr Heuristik Dualit •at

Der Simplex Algorithmus

1. Phase Finden eines zul•assigen Basispunkts

1. WennG = f 1; : : : ; mg
dann AusgabeZul•assiger Basispunkt gefunden. STOP

2.s := min f l j bl < 0g (oberste schlechte Zeile)
3. Wennminf as;1; : : : ; as;ng � 0

dann AusgabeZul•assige Menge leer. STOP
4. W•ahlek0 mit as;k0 < 0. W•ahle Pivotzeilep so,

dass bp
ap;k 0

= min
n

bj
aj;k 0

j j 2 G und aj;k 0 > 0
o

.

Wenn
n

bj
aj;k 0

j j 2 G und aj;k 0 > 0
o

= ; ,

dann w•ahlep := s.
5. F•uhre Basiswechsel um Pivotelementap;k0 durch.
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Wiederholung Simplex-Tableaus Simplex-Algorithmus Korrektheit Mehr Heuristik Dualit •at

Der Simplex Algorithmus

1. Phase Finden eines zul•assigen Basispunkts

1. WennG = f 1; : : : ; mg
dann AusgabeZul•assiger Basispunkt gefunden. STOP

2.s := min f l j bl < 0g (oberste schlechte Zeile)
3. Wennminf as;1; : : : ; as;ng � 0

dann AusgabeZul•assige Menge leer. STOP
4. W•ahlek0 mit as;k0 < 0. W•ahle Pivotzeilep so,

dass bp
ap;k 0

= min
n

bj
aj;k 0

j j 2 G und aj;k 0 > 0
o

.

Wenn
n

bj
aj;k 0

j j 2 G und aj;k 0 > 0
o

= ; ,

dann w•ahlep := s.
5. F•uhre Basiswechsel um Pivotelementap;k0 durch.
6. Fahre mit neuem Simplex-Tableau bei Zeile 1 fort.
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Wiederholung Simplex-Tableaus Simplex-Algorithmus Korrektheit Mehr Heuristik Dualit •at

Der Simplex Algorithmus (2)
2. Phase Minimieren vonZ auf zul•assigen Basispunkten
Voraussetzung G = f 1; : : : ; mg (Basispunkt zul•assig)
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Wiederholung Simplex-Tableaus Simplex-Algorithmus Korrektheit Mehr Heuristik Dualit •at

Der Simplex Algorithmus (2)
2. Phase Minimieren vonZ auf zul•assigen Basispunkten
Voraussetzung G = f 1; : : : ; mg (Basispunkt zul•assig)

1. Wennminf c1; : : : ; cng � 0
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Wiederholung Simplex-Tableaus Simplex-Algorithmus Korrektheit Mehr Heuristik Dualit •at

Der Simplex Algorithmus (2)
2. Phase Minimieren vonZ auf zul•assigen Basispunkten
Voraussetzung G = f 1; : : : ; mg (Basispunkt zul•assig)

1. Wennminf c1; : : : ; cng � 0
dann AusgabeBasispunkt optimal. STOP
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Wiederholung Simplex-Tableaus Simplex-Algorithmus Korrektheit Mehr Heuristik Dualit •at

Der Simplex Algorithmus (2)
2. Phase Minimieren vonZ auf zul•assigen Basispunkten
Voraussetzung G = f 1; : : : ; mg (Basispunkt zul•assig)

1. Wennminf c1; : : : ; cng � 0
dann AusgabeBasispunkt optimal. STOP

2. W•ahlek0 mit ck0 < 0. W•ahle Pivotzeilep so,

dass bp
ap;k 0

= min
n

bj
aj;k 0

j j 2 G und aj;k 0 > 0
o

.

Wenn
n

bj
aj;k 0

j j 2 G und aj;k 0 > 0
o

= ; ,

dann AusgabeZ ! �1 . STOP
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Wiederholung Simplex-Tableaus Simplex-Algorithmus Korrektheit Mehr Heuristik Dualit •at

Der Simplex Algorithmus (2)
2. Phase Minimieren vonZ auf zul•assigen Basispunkten
Voraussetzung G = f 1; : : : ; mg (Basispunkt zul•assig)

1. Wennminf c1; : : : ; cng � 0
dann AusgabeBasispunkt optimal. STOP

2. W•ahlek0 mit ck0 < 0. W•ahle Pivotzeilep so,

dass bp
ap;k 0

= min
n

bj
aj;k 0

j j 2 G und aj;k 0 > 0
o

.

Wenn
n

bj
aj;k 0

j j 2 G und aj;k 0 > 0
o

= ; ,

dann AusgabeZ ! �1 . STOP
3. F•uhre Basiswechsel um Pivotelementap;k0 durch.
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Wiederholung Simplex-Tableaus Simplex-Algorithmus Korrektheit Mehr Heuristik Dualit •at

Der Simplex Algorithmus (2)
2. Phase Minimieren vonZ auf zul•assigen Basispunkten
Voraussetzung G = f 1; : : : ; mg (Basispunkt zul•assig)

1. Wennminf c1; : : : ; cng � 0
dann AusgabeBasispunkt optimal. STOP

2. W•ahlek0 mit ck0 < 0. W•ahle Pivotzeilep so,

dass bp
ap;k 0

= min
n

bj
aj;k 0

j j 2 G und aj;k 0 > 0
o

.

Wenn
n

bj
aj;k 0

j j 2 G und aj;k 0 > 0
o

= ; ,

dann AusgabeZ ! �1 . STOP
3. F•uhre Basiswechsel um Pivotelementap;k0 durch.
4. Fahre mit neuem Simplex-Tableau bei Zeile 1 fort.
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Wiederholung Simplex-Tableaus Simplex-Algorithmus Korrektheit Mehr Heuristik Dualit •at

Der Simplex Algorithmus (2)
2. Phase Minimieren vonZ auf zul•assigen Basispunkten
Voraussetzung G = f 1; : : : ; mg (Basispunkt zul•assig)

1. Wennminf c1; : : : ; cng � 0
dann AusgabeBasispunkt optimal. STOP

2. W•ahlek0 mit ck0 < 0. W•ahle Pivotzeilep so,

dass bp
ap;k 0

= min
n

bj
aj;k 0

j j 2 G und aj;k 0 > 0
o

.

Wenn
n

bj
aj;k 0

j j 2 G und aj;k 0 > 0
o

= ; ,

dann AusgabeZ ! �1 . STOP
3. F•uhre Basiswechsel um Pivotelementap;k0 durch.
4. Fahre mit neuem Simplex-Tableau bei Zeile 1 fort.

zu Zeile 2:
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Wiederholung Simplex-Tableaus Simplex-Algorithmus Korrektheit Mehr Heuristik Dualit •at

Der Simplex Algorithmus (2)
2. Phase Minimieren vonZ auf zul•assigen Basispunkten
Voraussetzung G = f 1; : : : ; mg (Basispunkt zul•assig)

1. Wennminf c1; : : : ; cng � 0
dann AusgabeBasispunkt optimal. STOP

2. W•ahlek0 mit ck0 < 0. W•ahle Pivotzeilep so,

dass bp
ap;k 0

= min
n

bj
aj;k 0

j j 2 G und aj;k 0 > 0
o

.

Wenn
n

bj
aj;k 0

j j 2 G und aj;k 0 > 0
o

= ; ,

dann AusgabeZ ! �1 . STOP
3. F•uhre Basiswechsel um Pivotelementap;k0 durch.
4. Fahre mit neuem Simplex-Tableau bei Zeile 1 fort.

zu Zeile 2:k0-te N-BV  Basis
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Wiederholung Simplex-Tableaus Simplex-Algorithmus Korrektheit Mehr Heuristik Dualit •at
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ap;k 0
� 0.

Beweis.n
bj

aj;k 0
j j 2 G und aj;k 0 > 0

o
6= ;

) gute p-Zeile wird gew•ahlt, alsobp � 0 mit ap;k0 > 0
p

n
bj

aj;k 0
j j 2 G und aj;k 0 > 0

o
= ;

) p = s, s schlecht, alsobp < 0; au�erdem ap;k0 < 0
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Zur Endlichkeit. . .

Theorem 14.33
Der Simplex-Algorithmus istf•ur nicht degenerierte Probleme
endlich.

Beweis.
Teil 1: Phase 1 endet in endlicher Zeit.
Betrachte einen Basiswechsel:

Simplex-Tableau

r
a � b
c �

� s
Z

 

r 0

a0 � b0

c0 � 0
� s0

Z
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Theorem 14.33
Der Simplex-Algorithmus istf•ur nicht degenerierte Probleme
endlich.

Beweis.
Teil 1: Phase 1 endet in endlicher Zeit.
Betrachte einen Basiswechsel:

Simplex-Tableau

r
a � b
c �

� s
Z

 

r 0

a0 � b0

c0 � 0
� s0

Z
Behauptungen:

� bg � 0 ) b0
g � 0 (gut bleibt gut)

� b0
s > bs (schlecht wird besser)
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2. Fall: ai;k 0 > 0
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Pivotzeilep: b0
p = bp

ap;k 0
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ap;k 0
� 0

nach Lemma 14.31 (sogar> 0, da nicht degeneriert)
also Pivotzeile auf jeden Fall gut

andere Zeilei : b0
i = bi � ai;k 0 �
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ap;k0| {z }
� i

gem•a� Algorithmus

1. Fall: ai;k 0 � 0
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2. Fall: ai;k 0 > 0
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) b0
i = bi �

ai;k 0 bp
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g � 0 (gut bleibt gut)

Pivotzeilep: b0
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ap;k 0
gem•a� Algorithmus und bp
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� 0

nach Lemma 14.31 (sogar> 0, da nicht degeneriert)
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� i

gem•a� Algorithmus
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p
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�
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p

andere Zeilei : b0
i = bi � ai;k 0 �

bp

ap;k0| {z }
� i

gem•a� Algorithmus

ai;k 0 < 0 und bp
ap;k 0

> 0
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p

andere Zeilei : b0
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� i

gem•a� Algorithmus

ai;k 0 < 0 und bp
ap;k 0

> 0

also� i < 0 und b0
i > b i

p

Da Anzahl Basispunkte endlich, wird schlechte Zeile in endlicher
Zeit gut.

Ingo Wegener 23. Juni 2008 24



Wiederholung Simplex-Tableaus Simplex-Algorithmus Korrektheit Mehr Heuristik Dualit •at

Beweis von Theorem 14.33 (3)

Behauptung:b0
s > bs (schlecht wird besser)

Pivotzeilep: wird auf jeden Fall gut (gerade gesehen)
p

andere Zeilei : b0
i = bi � ai;k 0 �

bp

ap;k0| {z }
� i

gem•a� Algorithmus

ai;k 0 < 0 und bp
ap;k 0

> 0

also� i < 0 und b0
i > b i

p

Da Anzahl Basispunkte endlich, wird schlechte Zeile in endlicher
Zeit gut.

Also stoppt 1. Phase mit zul•assigem Basispunkt oderM = ; .
p
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wie in Phase 1:gute Zeile bleiben gut
immer zul•assiger Basispunkt

Behauptung: � 0 < �

� 0 = � + ck0
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Teil 2: Phase 2 endet in endlicher Zeit.

Start mit zul•assigem Basispunkt

wie in Phase 1:gute Zeile bleiben gut
immer zul•assiger Basispunkt

Behauptung: � 0 < �

� 0 = � + ck0
bp

ap;k 0
gem•a� Algorithmus

ck0 < 0 und ap;k0 > 0 gem•a� Wahl von k0

bp > 0, weil nicht degeneriert

also� 0 < �

Da Anzahl Basispunkte endlich,
nach endlichen vielen Schritten optimale L•osung oderZ ! �1 .
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Dann ist das Ergebnis korrekt.
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Endlichkeit des Simplex-Algorithmus

Was ist bei degenerierten Problemen?

Wenn wirGl•uck haben, h•alt der Algorithmus in endlicher Zeit.
Dann ist das Ergebnis korrekt.

Wenn wirPechhaben, h•alt der Algorithmus nicht.

Kann man Endlichkeit nicht immer erreichen?

Doch! Alle Entscheidungen merken und Wiederholung vermeiden.
Speicherbedarf f•ur praktische Zwecke zu gro�

in der Praxisrandomisierte Entscheidungen
 endliche erwartete Rechenzeit
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Endliche viele Schritte. . .

Wie schnell oder langsam ist der Simplex-Algorithmus?

� im Worst Caseexponentielle Rechenzeit

� Worst Case Instanzen sind schwierig zu �nden

� in der Praxissehr schnell

� Worst Case Instanzen sind
"
emp�ndlich\:

"
wackeln\  polynomielle Rechenzeit (smoothed complexity)

� Es gibt (eher unpraktische) Polynomialzeitalgorithmen.
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Heuristische Verbesserungen

Simplex-Algorithmus ist empirisch guter Algorithmus.
Einige Ideen, um ihn empirisch noch besser zu machen:
(Ideen ohne Nachweis Heuristiken)

� besserer Umgang mit unbeschr•ankten Variablen

� besserer Umgang mit nach oben beschr•ankten Variablen

� schnellere L•osung
"
•ahnlicher\ Optimierungsprobleme
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Unbeschr•ankte Variable
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Unbeschr•ankte Variable
bisherx i 2 R  x0

i � x00
i mit x0

i ; x00
i � 0
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Unbeschr•ankte Variable
bisherx i 2 R  x0

i � x00
i mit x0

i ; x00
i � 0

Nachteil: eine Variable mehr

neu Lasse unbeschr•ankte Variable direkt zu.

klar Macht Algorithmus komplizierter.
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klar Macht Algorithmus komplizierter.

Ideen
� Phase 1:Gleichungen mit unbeschr•ankten Variablen bei Wahl

von Pivotzeile und -spalte ignorieren, ansonsten unver•andert
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Unbeschr•ankte Variable
bisherx i 2 R  x0

i � x00
i mit x0

i ; x00
i � 0

Nachteil: eine Variable mehr

neu Lasse unbeschr•ankte Variable direkt zu.

klar Macht Algorithmus komplizierter.

Ideen
� Phase 1:Gleichungen mit unbeschr•ankten Variablen bei Wahl

von Pivotzeile und -spalte ignorieren, ansonsten unver•andert
� Phase 2:

� Optimalit•atskriteriumc � 0 greift nicht mehr
� unbeschr•ankte Variable f•ur ck 6= 0 ber•ucksichtigen
� optimal, wenn keine Variable w•ahlbar
� bei Wahl unbeschr•ankter Variable als Pivotzeile auf

Zul•assigkeit des Basispunkts achten
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Nach oben beschr•ankte Variable
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Nachteil: eine Nebenbedingung mehr
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neu Lasse nach oben beschr•ankte Variable direkt zu.
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Ideen
� erweitere De�nition vonBasispunkt
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� optimal, wenn keine erlaubte•Anderung Zielfunktion vermindert
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Nach oben beschr•ankte Variable
bisherx i � � i  Nebenbedingung

Nachteil: eine Nebenbedingung mehr

neu Lasse nach oben beschr•ankte Variable direkt zu.

klar Macht Algorithmus komplizierter.

Ideen
� erweitere De�nition vonBasispunkt

� Werte 0 und� i zugelassen
� optimal, wenn keine erlaubte•Anderung Zielfunktion vermindert

� Z ! �1 nicht von beschr•ankten x i abh•angig
� Phase 1:x i > � i bei Zul•assigkeit beachten
� Phase 2:

� Richtung der erlaubten•Anderung bei Basiswechsel beachten
� bei Wahl der neuen N-BV st•arkste Beschr•ankung w•ahlen
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SeiZ = cT x ! min mit Ax = b und x � 0 gel•ost.
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Hinzuf•ugen einer Variablen

SeiZ = cT x ! min mit Ax = b und x � 0 gel•ost.
L•osungx � zur BasisB �

neues Problemdurch Hinzuf•ugen vonxn+1 und einer Spalte inA

K•onnen wir das schneller l•osen?

Vermutlich ist (x � ; 0) besserer Startpunkt.

Wenn
"
Weg zuB � \ bekannt, ist das nutzbar.

Muss man das alles speichern?
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Hinzuf•ugen einer Variablen (2)

Z = cT x ! min mit Ax = b und x � 0 mit L•osungx � zur Basis
B � bekannt

neues Problemdurch Hinzuf•ugen vonxn+1 und einer Spalte inA

WunschVerwendung von(x � ; 0) als Startpunkt

Ingo Wegener 23. Juni 2008 32



Wiederholung Simplex-Tableaus Simplex-Algorithmus Korrektheit Mehr Heuristik Dualit •at

Hinzuf•ugen einer Variablen (2)

Z = cT x ! min mit Ax = b und x � 0 mit L•osungx � zur Basis
B � bekannt

neues Problemdurch Hinzuf•ugen vonxn+1 und einer Spalte inA

WunschVerwendung von(x � ; 0) als Startpunkt

EinsichtWeg von StartbasisB zu B � unerheblich

Ingo Wegener 23. Juni 2008 32



Wiederholung Simplex-Tableaus Simplex-Algorithmus Korrektheit Mehr Heuristik Dualit •at

Hinzuf•ugen einer Variablen (2)
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Hinzuf•ugen einer Variablen (2)

Z = cT x ! min mit Ax = b und x � 0 mit L•osungx � zur Basis
B � bekannt

neues Problemdurch Hinzuf•ugen vonxn+1 und einer Spalte inA

WunschVerwendung von(x � ; 0) als Startpunkt

EinsichtWeg von StartbasisB zu B � unerheblich

k•urzester Weghat L•angeminf n; mg
 RechenzeitO(mn minf m; ng)

Mit Hilfe von Theorem 14.26 geht es sogar noch direkter. . .
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Wiederholung: Theorem 14.26 und sein Beweis

Theorem 14.26
Ist Simplex-Tableau zur Basisx1, . . . , xk , uk+1 , . . . , um

•aquivalent zu einem linearen Optimierungsproblem geh•origen
Simplex-Tableau, so sind die Hyperebenenu1 = 0 , . . . , uk = 0 ,
xk+1 = 0 , . . . , xn = 0 linear unabh•angig.
Der Schnittpunkt der Hyperebenen ist, falls zul•assig, Extrempunkt
der zul•assigen Menge.
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Wiederholung: Theorem 14.26 und sein Beweis

Theorem 14.26
Ist Simplex-Tableau zur Basisx1, . . . , xk , uk+1 , . . . , um

•aquivalent zu einem linearen Optimierungsproblem geh•origen
Simplex-Tableau, so sind die Hyperebenenu1 = 0 , . . . , uk = 0 ,
xk+1 = 0 , . . . , xn = 0 linear unabh•angig.
Der Schnittpunkt der Hyperebenen ist, falls zul•assig, Extrempunkt
der zul•assigen Menge.

Beweis.Schreibe Hyperebenen als Gleichungen in urspr•unglichen
x-Variablen:
ui = 0  ai; 1x1 + � � � + ai;n xn = bi

xk+ j = 0 bleibt so
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Beweis von Theorem 14.26 (Fortsetzung)

Betrachte Koe�zientenmatrix:

A =

0

B
B
B
B
B
B
B
B
@

a1;1 � � � a1;k a1;k+1 � � � a1;n
... � � �

...
... � � �

...
ak;1 � � � ak;k ak;k +1 � � � ak;n

1 � � � 0

0
...

. . .
...

0 � � � 1

1

C
C
C
C
C
C
C
C
A
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Beweis von Theorem 14.26 (Fortsetzung)

Betrachte Koe�zientenmatrix:

A =

0

B
B
B
B
B
B
B
B
@
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... � � �

...
... � � �

...
ak;1 � � � ak;k ak;k +1 � � � ak;n

1 � � � 0

0
...

. . .
...

0 � � � 1

1

C
C
C
C
C
C
C
C
A

klar: Hyperebenen linear unabh•angig , A invertierbar
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Beweis von Theorem 14.26 (Fortsetzung)

Betrachte Koe�zientenmatrix:

A =

0

B
B
B
B
B
B
B
B
@

a1;1 � � � a1;k a1;k+1 � � � a1;n
... � � �

...
... � � �

...
ak;1 � � � ak;k ak;k +1 � � � ak;n

1 � � � 0

0
...

. . .
...

0 � � � 1

1

C
C
C
C
C
C
C
C
A

klar: Hyperebenen linear unabh•angig , A invertierbar

betrachteA (k) =

0

B
@

a1;1 � � � a1;k
... � � �

...
ak;1 � � � ak;k

1

C
A
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Beweis von Theorem 14.26 (Fortsetzung)

Betrachte Koe�zientenmatrix:

A =

0

B
B
B
B
B
B
B
B
@

a1;1 � � � a1;k a1;k+1 � � � a1;n
... � � �

...
... � � �

...
ak;1 � � � ak;k ak;k +1 � � � ak;n

1 � � � 0

0
...

. . .
...

0 � � � 1

1

C
C
C
C
C
C
C
C
A

klar: Hyperebenen linear unabh•angig , A invertierbar

betrachteA (k) =

0

B
@

a1;1 � � � a1;k
... � � �

...
ak;1 � � � ak;k

1

C
A

klar: A invertierbar, A (k) invertierbar
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Beweis von Theorem 14.26 (Fortsetzung (2))

Betrachte Koe�zientenmatrix A0 zum Tableau zur Basis
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C
C
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Umsortieren\
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Theorem 14.35
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P duale Problem, seiP00das zuP0 duale Problem. Dann sindP
und P00•aquivalent.
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