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Lineare Optimierung
Minimiere eine lineare Zielfunktion tber z1,...,x,

unter m linearen Nebenbedingungen
durch  Wahl der z; > 0.

Minimiere Z(z) := c121 + coxa -+ + cpp
bei Beachtung von a; 121 + a;2x2 + - + a;nxn < b;
m Nebenbedingungen miti e {1,...,m}
und  z; >0 mitje{l,...,n}.

c1 a1 o Qip b1
Eingabe c¢= D]l A= L : b=
Cn, Am1 - Qmn bm,
z
Ausgabe z = : >0 mit Az <b
Iy

und Z(z) = 'z = min{c’2'}

alle Zahlen im Prinzip € R, im Rechner natiirlich € Q
19. Juni 2008 2
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Lineare Optimierung — Na, und?
Wen interessiert denn das?
Uns!  ~~ MAX-SAT mit randomisiertem Runden

Aber wir wollten Maximieren und es sah auch anders aus?

Das Problem ist allgemeiner als es aussieht
e — max ~~ — min durch Z(z) ~ —Z(x)
e > - < durch -(—1)
e = <und >

e z; €R -~ 2z, >0und 2/ >0 mit x; = 2, — 2

Und wie ersetzen wir <?
Gar nicht. < ist ,,unnatiirlich" und , hasslich“.
Minimiere —1-2;
unter z; <1 hat keine Losung.
und x>0

19. Juni 2008 3
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Geometrische Interpretation

ain®1 + a2 + -+ AinTn = b;
beschreibt Hyperebene der Dimension n — 1 im R"
(Gerade im R?, Ebene im R3)

Nebenbedingung

;11 + ;272 + - p Ty < by

beschreibt Halbraum , unter” der Hyperebene
Menge M der zul3ssigen Losungen

ist der Schnitt aller dieser Halbrdume

Wie sieht eine Losung aus?
1) M = () unzul3ssiges Problem
2) M # (), M beschrankt eindeutige Lsung
3) M # (), M unbeschrinkt, Z(z) — —oo in M keine Lésung
4) M # (), M unbeschrankt, Z(z) beschrankt in M eindeutige Ldsung
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Ein winziges Beispiel
—20x1 — 1029 — min
unter x1 + x9 < 100
91 + 629 < 720
X S 60
nd x1>0,29>0

0000000000000
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Was glauben wir nach dem Beispiel?

Wenn es eine Losung gibt, liegt sie ,am Rand"” von M,
also in einer Ecke oder auf eine Kante.
Dann auf jeden Fall Ecke ist optimale Losung

Losungsidee  Schaue dir alle Ecken von M.
Wahle eine mit minimalem Z-Wert.
Wie viele Ecken gibt es?
Punkt im R™ bestimmt durch Schnitt von n Hyperebenen

Wir wahlen aus n + m Bedingungen n aus ...

...also bis zu (””;m) Ecken

Wir sollten Ecken geschickt wahlen!

Problem Glauben reicht nicht aus.
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Einige Definitionen (Definition 14.1)

o Linge von z = (21,...,2,) € R"ist ||z|| := /23 + - + 22

e Abstand von x1,z9 € R" ist ||z — z3|

e Kugel mit Mittelpunkt m € R™ und Radius r € R ist
K:={zeR" |||z —m|| <r}

e Gerade mit Richtung y # 0 ist g ;== {z + Ay | A € R}

e Halbgerade mit Richtung y # 0 ist {z + Ay | A € R}

e Menge M C R" heiBt beschrankt, wenn
deeR:Vze M:|z|| <c
e Menge M C R"™ heiBt abgeschlossen, wenn lim x; € M fiir
1— 00
alle konvergente Folgen (z; € M)izlw,oo

e Menge M C R" heiBt kompakt, wenn M beschrankt und
abgeschlossen
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Simplex-Verfahren
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Uber Abstinde

g Gerade. Fiir alle Geradenpunkte g(A) = z + Ay gilt a) oder b):
a) VA" > A: |lg(N)]| > [lg(MI|
b) VA" < A: |lg(N)| > [lg(MI|

Beweis.

dar (llgOV)l| > llgID) < g > llgVI12
lgOOI2 = 3= (o + Noi)? =

=il
(i: yf) P L <z”: 2xiyi> N+ (i: x?)
i=1 i=1 i=1

=:c1 =:co =:c3
Weil y #£ 0, ist ¢; > 0.
Also ist ||g(\)||> Parabel und darum streng monoton. O

Ingo Wegener 19. Juni 2008 8
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Konvexe Mengen

Definition 14.3

Firz,y e R"ist {Az+ (1 = Ny | 0 < A < 1} die
Verbindungsstrecke zwischen x und y.

M C R"™ heiBt konvex, wenn

Ve,ye M: {dz+(1—-ANy|0< A< 1} C M gilt.

Lemma 14.4

l
M, My, ..., M; konvex = (| M, konvex
i=1

1=

Beweis.

Ve, y e M:Vi: x,y € M;

Weil alle M; konvex, ist Verbindungsstrecke in allen M;.

Also ist Verbindungsstrecke in M. O

Ingo Wegener 19. Juni 2008 9
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Zulassige Mengen

Lemma 14.5

Halbraum H := {z | ax < b} ist konvex.

Beweis.

z,y € H: ax <bund ay <b
a- A+ 1-=Ny)=Xaz+ (1 —XNay <A+ (1—-Xb=1b O

Theorem 14.6

Zuldssige Menge eines Problems der linearen Optimierung ist
Durchschnitt von n + m abgeschlossenen Halbraumen, konvex und
abgeschlossen.

Ingo Wegener 19. Juni 2008 10
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Konvexe Hiille

Definition 14.7

Konvexe Hiille KoHii(M) von M C R ist N S.
SDOM,S konvex

Definition 14.8

x € R™ ist konvexe Linearkombination (kL) von z1,...,z, € R",
P P

wenn 3N\, >0 mit Y\ =1lundxz= > Nz
=1 i=1

Theorem 14.9
KoHi(M) = {z | = ist kL von Punkten aus M}

Ingo Wegener 19. Juni 2008 11
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Theorem 14.9

KoHi(M) = S := {x | = ist kL von Punkten aus M}
Beweis.

»S C KoHii(M)*"

P
xelS: Jry,.. ., xp e M3, N €051] =) Ny
i=1

Induktion tiber p p=1: z =1-21 mit 21 € M C KoHui(M) \/

P
Induktionsschritt = Y A\jz;, 0. B.d.A. X\, < 1 (sonst trivial)
i=1

A Ap—
x:(l—)\p)-(l_l)\ x1+---+1i; xp_1>+>\pxp
p P

/

x/
2’ € KoHi(M) nach |.-V.
KoHii(M) konvex, also x € KoHui(M), weil = auf

Verbindungsstrecke von 2’ € KoHii(M) und z, € KoHii(M). v
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Theorem 14.9

KoHi(M) = S := {x | = ist kL von Punkten aus M}
,KoHii(M) C S*

VreM:x=1-z, alsokL, also M C S.

zu zeigen S konvex

Y,z €S, y=Mz1+ -+ M\pzpund z = Nz} + -+)\;$;
zu zeigen VA € [0;1]: Ay + (1 =Nz € S

MY+ (1=N)z = Az +- -+ A2y + (1= )N @) +- -+ (L= A\,
Weil A € [0;1], A; € [0;1], A} € [0;1], auch A); € [0;1] und
(L=2)N; € [0;1].

(é )x)\i) + (321(1 — A ) (é ) (1-)) (é A;)
O

=A+(1-))=1
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Rand- und Extrempunkte

Wir glauben, dass Optima in Ecken liegen.
Wir brauchen Formalisierung von ,, Ecke".

x € M (M konvex) heiBt
e Randpunkt, wenn Ve > 0: e-Kugel um z nicht ganz in M
e Extrempunkt, wenn Vy #0: x +y ¢ M oder x —y ¢ M

Lemma 14.11
x Extrempunkt von M = z Randpunkt von M

Beweis.

Annahme Extrempunkt z nicht Randpunkt. Betrachte e-Kugel um
x in M.Fir jedes y mit ||y|| < e ist {x +y,x — y} C M.
Widerspruch [l

Ingo Wegener 19. Juni 2008 14
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Lage von Extrem- und Randpunkten

Lemma 14.12

¢
My, ..., M; konvex, M := (| M,;.
i=1
x Randpunkt von M =- Ji: = Randpunkt von M;

Beweis.

Annahme z fiir jedes M; nicht Randpunkt.
Jdey ... ,er: jede g;-Kugel um z ist ganz in M;.
¢ :=min{ey,..., e }. e-Kugel um x ganz in M Widerspruch O

Ingo Wegener 19. Juni 2008 15
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Lage von Rand- und Extrempunkten (2)

Lemma 14.13

M konvexe Menge, K Kugel.
Jeder Extrempunkt z von M N K ist Extrempunkt von M oder K.

Beweis.
x Extrempunkt von M N K = x Randpunkt von M N K
= x Randpunkt von M oder K

Randpunkt < Extrempunkt

Falls x Randpunkt von K, fertig.
noch offen x Randpunkt von M, aber nicht von K
Annahme x kein Extrempunkt von M. ~~3y: {z +y,z —y} C M.
x kein Randpunkt von K, also Je: e-Kugel B(e) um z ganz in K
Schnitt von B(g) mit Verbindungstrecke von z +y und z — y
= Verbindungsstrecke von = + ¢’ und x — 3/ fiir ¢y # 0,
ganz in M N K.
Widerspruch da z Extrempunkt von M N K. O

16
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Existenz von Extrempunkten

Lemma 14.14

Sei () # M C R™ konvex und kompakt.

e Jmax ||z||
xeM

e me M mit ||m]|| = mz}&chH = m Extrempunkt von M
S

Beweis.

Existenz von max ||z|| gesichert,
xeM

da Distanz stetig und M kompakt.

Annahme m kein Extrempunkt.

Jy # 0: Verbindungsstrecke von m + y und m — y komplett in M
Punkte auf Verbindungsstrecke zwischen m und m + y oder
zwischen m und m — y haben groBeren Abstand von 0.
Widerspruch [l

Ingo Wegener 19. Juni 2008 17
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Trennende Hyperebenen

Definition 14.15

Menge M liegt ganz auf einer Seite der Hyperebene
H={y|lu-y=c}, wennVme M: u-m < coderu-m>c.

Lemma 14.16
() # M C R™ konvex und abgeschlossen, z € R \ M.
e Jz* € M mit ||z — 2*|| = min ||z — ||
zeM
e fiir Hyperbene H := {y | 2 HZ*—ZII IIz::zll ~z*} gilt:
. z=2z =2z *
Vim € M =iy - m 2 ey -

Ingo Wegener 19. Juni 2008 18
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Beweis von Lemma 14.16
Existenz von z* gesichert, da ||z — z|| auf M stetig und durch 0
nach unten beschrankt.
U= W lull =1
u-(2*—2)>0,alsou-z<u-z*
zu zeigen Vme M:u-m > u - 2*
Betrachte m € M und wy := Am + (1 — X\)z* mit A € [0;1].
M konvex = wy € M
Betrachte f()\) := [|Jwy — z||?.

f) =«
= (m+ (1 =Xz —2)?
(A(m = 2") + (" = 2))°
M(m — 2%)2 4+ 2X(m — 29) (2" — 2) + (2" — 2)?
Betrachte Ableitung f'(\) = 2A\(m — 2*)% + 2(m — z*)(z* — 2).
f/0)y=2(m—-2%)(z*—2)=d-u-(m—z*) fireind >0
 Ingo Wegener 10 Juni2008 19

wy — 2)?



Beweis von Lemma 14.16 (Fortsetzung)

F0)=2(m—2%)(z*—2)=d-u-(m—2z*) fireind > 0
Annahme f(0) < 0.

Ao > 0: f(Ao) < f(0)

l|z — wx, || < ||z — 2*|| Widerspruch
f0)z0=u-(m—=2") 20

su-m>u-z* O
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Trennende Hyperebenen

Lemma 14.17

M C R™ konvex und abgeschlossen, m,,nq Randpunkt von M.
3 Hyperebene H = {y | u -y = w - Myang} durch myang mit
VYm e M: u-m > u- Meand

(dhnlich wie Lemma 14.16, aber manq € M)

Beweis.

Betrachte (z;), z; ¢ M, (z;) konvergiert gegen mang.

Da myang Randpunkt, ist e-Kugel um my4ng nicht ganz in M und
Existenz von (z;) ist gesichert.

Betrachte zu jedem z; ein z; wie in Lemma 14.16, Hyperebene H;
durch wu; beschrieben.

|[ui]| = 1 fiir alle 7, also 3 Teilfolge u;(; —u

Zj — Myand, also Zi(§) — Mrand

(Vm € M : wgjy - m > wj -ZZ‘(J.)) = (Ym € Mu-m > u-Myand)
also H={y |u-y =u-mnd} gesuchte Hyperebene. o
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Theorem von Krein und Milman

Theorem 14.18

M C R™ konvex und kompakt.
Vxg € M: xq als kL von < n + 1 Extrempunkten von M darstellbar

Beweis. fiir M = (), sei also M # ().

Induktion iiber n firn=1 M=|a;b], a <b
n > 1 M hat Extrempunkt z”.

fiir zo = 2, sei also xg # 2.
Betrachte Gerade g durch xg und z” abgeschlossen und konvex
g N M konvex, kompakt, eindimensional — Verbindungsstrecke
zwischen z” und 2’ # 2" mit 2’ € g N M, Extrempunkt
Betrachte Hyperbene H = {y | uy = ua’} mit 2’ € H und M
ganz auf einer Seite von H, alsoVm e M:u-m > u- a2’
H konvex, abgeschlossen, n — 1-dimensional, also H N M
kompakt, konvex, n — 1-dimensional

[.-V. 2’ als kL von < n Extrempunkten von H N M darstellbar ”s
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Beweis von Theorem 14.18

Behauptung Extrempunkte von H N M auch Extrempunkte von M
Betrachte Extrempunkt z € H N M.

Annahme z kein Extrempunkt von M

Jy#£0:{z4+y,z—y} CM

u-(z4+y)>u-2’undu-(z—y) >u-2a

Annahme u - (z + y) > u -2/

uz=%u (z+y+z-—y) >3 (w2 +u-a2)=u-2'

also z ¢ M Widerspruch — also u - (2 +y) = u -2’ analog
u-(z—y)=wu-2' —also {z+y,z—y} C HNM, also z kein
Extrempunkt von H N M Widerspruch

jetzt g = A2’ + (1 — X\)2” und 2/ = Xp: Xix; mit p <mn, x1,...,Tp
Extrempunkte von M =

also zg = (Z A\ mz) (1 =N’
kL von p+ 1 <n + 1 Extrempunkten von M O
 Ingo Wegener 190 Juni2008 23
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Eigenschaften linearer Optimierungsprobleme

Theorem 14.19

M zul3ssige Menge eines linearen Optimierungsproblems.

e M # () = M hat mindestens einen Extrempunkt

o M # () = Vo € M: zg darstellbar als kL von z1,...,2, € M
mit A; > 0 und 21 Extrempunkt von M

Beweis.

Beobachtung 1. Aussage folgt aus 2.

M beschrénkt, konvex und kompakt (Theorem 14.6)

Aussage folgt dann direkt aus Theorem 14.18

ab jetzt: M unbeschrankt, g € M

xo = 0 trivial: wegen x; > 0 ist g = 0 Extrempunkt

xg # 0: Betrachte (n + 2)||zo||-Kugel K um 0.

M N K konvex und kompakt, also (Theorem 14.18) z( als kL von
Extrempunkten z1,..., 2z, (p < n + 1) darstellbar: 29 = i ANi;

i=1 24
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Fortsetzung Beweis von Theorem 14.19

O#woeM,w():
MNK

p
Aixi, p <n+ 1, z; Extrempunkte von
i=1

Lemma 15: x; Extrempunkt von M oder K

Annahme: alle x; Extrempunkte von K
||lzi]| = (n 4 2) - ||zo||, weil K Kugel

Schubfachprinzip: 3\; > % > n+r1

alle z; > 0, also alle Ajz; >0

llzoll = [IAz1 + - + Apapll > [[Xial| = Nilaill > 255 ||| >

[|zo|| Widerspruch O



Einmal Luft holen und nachdenken . ..

Wir wissen jetzt schon einiges liber Extrempunkte und ihre Lage.
Aber warum interessieren wir uns iiberhaupt fiir Extrempunkte?
Wir glauben, dass wir Optima in Extrempunkten finden.

Konnen wir das beweisen?
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Minimum der Zielfunktion

Theorem 14.20

Nimmt Z Minimum auf zuldssiger Menge M an, dann nimmt Z
Minimum in einem Extrempunkt von M an.

Beweis

Betrachte zp € M mit Z(zp) = min{Z(z) | x € M}.
Theorem 14.19: ¢ = i Aixz; mit A; > 0 fiir alle 7 und

1 Extrempunkt von ]\i/.?1

Z(wo) = z NZ(as) > Z NZ(z0) = Z(w0) 33 A = Z(0)

=1
also Z(a:z) = Z(xo), msbesondere Z(x1) = Z(xo) O

Ingo Wegener 19. Juni 2008 27



Auf dem Weg zum Algorithmus

Wir finden garantiert eine optimal Ldsung,
wenn wir uns alle Extrempunkte der zuldssigen Menge M ansehen.

noch offen Wie finden wir die systematisch?
Miissen wir uns wirklich alle Extrempunkte ansehen?

Kann man einem Extrempunkt vielleicht ansehen,
ob er optimal ist?

Wie erkennt man, dass Z unbeschrankt ist in M?
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Lokale Minima von Z

Definition 14.21

Zielfunktion Z definiert auf Menge M. m € M heiBt lokales

Minimum, wenn Je > 0: e-Kugel um m enthélt kein x € M mit
Z(x) < Z(m).

Theorem 14.22

Jedes lokale Minimum der linearen Zielfunktion Z auf der
zuldssigen Menge M ist ein globales Minimum.

Beweis.

Betrachte lokales Minimum zg € M.

Annahme: 3z1 € M: Z(z1) < Z(x0)

M konvex: Verbindungsstrecke zwischen zg und x; ganz in M
0<A<1l: ZOAzo+(1—=Nz1) = AZ(20)+ (1= N)Z(21) < Z(x0)

A— 1Az + (1= Nz — 29

also zg kein lokales Minimum Widerspruch O 2
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/wischenfazit

Zwei Moglichkeiten fiir zuldssige Menge M:
® ) beschrankt:
M = () oder ein Extrempunkt von M ist optimal
@® M unbeschrankt:
Z — —oco oder ein Extrempunkt von M ist optimal

mogliches Vorgehen:

Fiir alle Wahlen von n Hyperebenen
Teste die Hyperebenen auf lineare Unabhangigkeit.
Teste bei lin. unabh. Hyperebenen auf Zulassigkeit des Schnittpunkts.
Falls zuldssig, berechne Z in diesem Schnittpunkt

Test ob Z — —oo fehlt.
("F™) Moglichkeiten ~ viel zu viel
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Ein praktikableres Vorgehen

1. Finde zulissigen Extrempunkt = oder entscheide, dass M = ().
Wenn ja, STOP.
2. Falls x lokal optimal, x auch global optimal. STOP.
3. Tausche eine der n Hyperebenen so,
dass ein neuer, zuladssiger Extrempunkt x
mit kleinerem Z-Wert gefunden wird.
Teste dabei, ob Z — —o0. Wenn ja, STOP.
4. Weiter bei 2.

Simplex-Methode (Dantzig, 1947)

Simplex  konvexe Menge M C R™ mit n + 1 Extrempunkten
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Ein winziges Beispiel mit giinstigen Eigenschaften

Z(x) = —3x1 — brg — min
—r1 + w2 <2
unter 201 — 3xg < 3
2007 4+ 3z <12

120, 202>0
giinstig: alle rechte Seiten nicht negativ
darum 0 zuldssiger Extrempunkt mit Z(0) =0

Problem  rechnen mit Ungleichungen schwierig
~»  lieber mit Gleichungen formulieren
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Ein winziges Beispiel mit giinstigen Eigenschaften (2)

Z(z) = —3z1 — bre — min
—-x1 -+ To < 2
unter 200 — 3x9 < 3
201 + 3z < 12

120, 202>0
0 zuldssiger Extrempunkt, da alle rechte Seiten nicht negativ
Wie formuliert man in Gleichungen um?
Wir fiihren dazu
m = 3 neue Schlupfvariablen (slack variables) ein:

7 — min
unter Z +3x1+529=0
—-x1 + To + U = 2
261 — 3x9 4+ U2 = 3
21 +  3xo + ug = 12

1 2>0, 2020, u1 >0, up >0, u3>0
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Ein winziges Beispiel mit giinstigen Eigenschaften (3)

Z — min
unter Z +3x1+529=0
—-xr1 -+ To + U1 = 2
261 — 3x9 4+ U2 = 3
21 + 3xq + ug = 12

2120, 2220, u1 20, ug >0, u3 >0
m Basisvariablen: kommen jeweils genau einmal mit Faktor 1 vor
(hier uy,ug,u3)
andere Variablen: Nicht-Basisvariablen (N-BV) (hier z1, 2)
Basispunkt (0,0,2,3,12), Z-Wert 0
zuldssiger Basispunkt < zuldssiger Extrempunkt:
»Variable = 0 entspricht exakte Erfiillung der zugehdrigen
Ungleichung, sind n Variablen = 0 sind n Ungleichungen exakt
erfullt,
Losung entspricht Schnitt von n Hyperebenen — Extrempunkt
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Ein winziges Beispiel mit giinstigen Eigenschaften (4)

Z — min
unter Z+3x1+525=0
-1 + w2 4+ w = 2
201 — 3xo + U2 = 3
2x1 4+  3x9 + wug = 12

2120, 20>0,u1 >0, u0 >0, u3>0

Basispunkt (0,0,2,3,12), Z-Wert 0
Schritt Mache eine N-BV positiv, eine BV zur Nicht-BV
Wahle xo, da Vorfakor in Z groBer (greedy).
Wie groB kann x5 werden? (dabei z; = 0 fest)

o erste Gleichung: x5 < 2

e zweite Gleichung: zo — 00

e dritte Gleichung: x5 < 4

gesamt: zo < 2 wegen erster Gleichung; darum u; ~~ N-BV
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Ein winziges Beispiel mit giinstigen Eigenschaften (5)

Z — min
unter Z +3x1+529=0
—-x1 + To +  u = 2
201 — 3x9 4+ us2 = 3
21 +  3xo + ug = 12
2120, 2220, u1 20, u2 >0, u3 >0
Schritt: Mache zo zur BV, u; zur N-BV.
Lo = 2+ w1 — uy aus erster Gleichung
Einsetzen liefert
7 — min
unter Z + 8x1 — bu; = —10
-1 +  ur + X2 = 2
—r; +  3u +  ug = 9
5:171 — 3U1 + uz = 6

2120, 2220, u; >0, up >0, u3 >0
Basispunkt (0,2,0,9,6) mit Z-Wert —10
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Ein winziges Beispiel mit giinstigen Eigenschaften (6)

7 — min
unter Z + 8x1 — bup = —10
-1 +  ur + X2 = 2
—r; +  3u +  ug = 9
5:171 — 3U1 + uz = 6

120, 2220, u1 >0, us >0, u3 >0

Basispunkt (0,2,0,9,6) mit Z-Wert —10
uy groBer ~~ Z groBer
x1 groBer ~ Z kleiner
Schritt Mache z1 zur N-BV. Wie groB kann x; werden?

e erste Gleichung: 1 — oo

e zweite Gleichung: z1 — oo

e dritte Gleichung: x1 < 1,2

hier auch , 21 — 0" ~~» Z — —00
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Simplex-Verfahren

0000
000000@0000000

Ein winziges Beispiel mit giinstigen Eigenschaften (7)
7 — min
unter Z 4+ 8x1 — 5u; = —10
-1 + w4+ T2 = 2
—I1 + 3u1 + U2 =
5.1‘1 — 3U1 + uz = 6
120, 2220, u1 >0, up >0, u3 >0
Basispunkt (0,2,0,9,6) mit Z-Wert —10
Schritt 1 ~ BV, uz ~ N-BV
Einsetzen von z1 = 1,2 4+ 0,6u; — 0,2ug liefert
7 — min
unter 2 —0,2u; — 1,6us = —19,6
0,4u; + 02uz + 2o = 3,2
2,4U1 + 0,2U3 +  ug = 10,2
—O,6U1 + 0,2U3 + T = 1,2
1 >0, 2020, u1 >0, up >0, u3 >0
mit Basispunkt (1,2/3,2/0/10,2/0) mit Z-Wert —19,6
Weil u; > 0 und ug > 0, optimal.

NeJ
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Ein weiteres Beispiel

Z(x) = —bx1 — 2x9 — min
—3x1 - T < =3
unter —2r1 — 3z < —6
2r1 + r9 < 4
il Z 0, X9 Z 0
nach Umformulierung
7 — min
unter Z +5x1+2x9=0
-3z - To + u = -3
—2xr1 — 3x9 + U9 = —6
21 4+ 22 + uz = 4

1 2>0, 290 2>0,u1 20, up >0, u3 >0
Basispunkt (0,0, —3, —6,4) unzulissig
Was tun? Basiswechsel in der Hoffnung auf zuldssigen Basispunkt
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Ein weiteres Beispiel (2)

7 — min
unter Z+5x1 4+ 229 =0
=31 — 12 + w = -3
—2x1 — 3x9 + ug = —6
2r1 + To + w3 = 4

120,29 20, u1 20, u2>20, u3 >0

ug =4 > 0 ~ dritte Ungleichung \/
zweite Ungleichung 1 = 29 = 0, us = —6 unzulissig
erste Ungleichung x1 = 9 = 0, u; = —3 unzuldssig

Beobachtung Waren alle Koeffizienten positiv,
ware Gleichung nicht erfiillbar.
~ Nachweis M = ()

Entscheidung z; soll Basis betreten (gréBter Koeffizient in Z)
Welche BV verlasst die Basis dafiir?
 Ingo Wegener 10 Juni2008 40
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Ein weiteres Beispiel (3)

Z — min
unter Z 4+ 5x14+2x5=0
=31 — 12 + w = -3
—2x1 — 3x9 + U = —6
2r1 + To + w3 = 4

2120, 29>0,u1 >0, u0>0, u3 >0
x1 betritt Basis. \Wer verlasst Basis?
Ausprobieren ug 1 =3 — %xz + %’U,g
Einsetzen in dritte Gleichung

—2x9 + ug + ug = —2 keine gute Form
Ausprobieren ug 1 = —%1'2 — %U3 +2
Einsetzen in zweite Gleichung

—2x9 4+ ug + ug = —2 keine gute Form
Ausprobieren u;  x1 = —%xz + %ul +1
Einsetzen in zweite Gleichung

—%562 — %ul + uo = —4 keine gute Form
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Ein weiteres Beispiel (4)

7 — min
unter Z+5x1 4+ 229 =0
—3r1 — w2 + w = -3
—2x1 — 3x9 +  ug = —6
2r1 + T2 + w3 = 4

2120, 2220, u;1 >0, u2 20, u3 >0
x1 betritt Basis. Wir finden keine gute N-BV.

Spater werden wir begriinden

Betrachte Quotienten von rechter Seite und Koeffizienten der
neuen N-BV in den Gleichungen, die nicht oberhalb der untersten
Gleichung mit negativer rechter Seite stehen.

Waéhle N-BV aus der Gleichung mit kleinstem positiven
Quotienten.

—6 4
= =3 =2

Darum 7 betritt Basis, uz verldsst die Basis. "
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Ein weiteres Beispiel (5)

7 — min
unter Z 4+ 5x14+2x5=0
—3r1 - To + U = =3
—2x1 — 3x9 + U = —6
2r1 + To + w3 = 4

2120, 29>0,u1 >0, u0>0, u3 >0
1 betritt Basis, ug verldsst die Basis.
T1 = —3x9 — Luz + 2 (wie gehabt)
Einsetzen liefert

Z — min
unter 7z — %372 — %U3 =-10
%xz + %U3 + w = 3
—2x9 + us + uo = =2
%xg + %’U,g + 1 = 2

120, 22020, u1 >0, us >0, u3 >0

Basispunkt (2,0,3,—2,0) unzul3ssig
 Ingo Wegener . 10 Juni2008 43



Ein weiteres Beispiel (6)

7 — min
unter Z — %:cg — %’U,3 =—10
32+ Sus 4w = 3
—2z9 +  ug +  ug = —2
%:cg + %’U/g, + rr = 2

120, 2020, u1 >0, us >0, u3 >0
nur zweite Gleichung schlecht, nur x5 mit negativem Koeffizienten
~» To betritt die Basis
Welche BV verlasst die Basis?
. C =2 2
Quotientenvergleich =5 =1 < 3= 4

also uy verldsst die Basis
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Ein weiteres Beispiel (7)

Z — min
unter 7z — %372 — %U3 =-10
%mz + %U3 + w = 3
—2x9 + us + uo = =2
%xg + %’U,g + 1 = 2

120,222>20,u1 20, u2 20, u3 >0
xo betritt die Basis, uy verlasst die Basis
aus 2. Gleichung 932 = qu + %U3 +1
Einsetzen in Z Z — U3 — %’U,g 129
Einsetzen in 1. Glelchung ug + fug +uy =
Einsetzen in 3. Glelchung %U3 + qu2 + 1 =
aus 2. Gleichung — U3 — 2u2 +xz9=1

B LoD Ut



Ein weiteres Beispiel (8)

7 — min
unter 7z — 141 us — 4uQ %
%U:a - %Uz + w = 3
—35U3 — 5 U2 + T2 = 1
§U3 + Ly + z = 3

120, 2902>0,u1 >0, ups >0, u3 >0

Basispunkt (2,1, 2,0,0) zuldssig

Z-Wert — =

Beobachtung Koeffizienten der N-BV in Z alle < 0
~~ LOsung optimal
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