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Und wie ersetzen wir< ?

Gar nicht. < ist
"
unnat•urlich\ und

"
h•asslich\.

Minimiere � 1 � x1

unter x1 < 1
und x1 � 0

hat keine L•osung.

19. Juni 2008 3



Lineare Programmierung Simplex-Verfahren

Geometrische Interpretation

ai; 1x1 + ai; 2x2 + � � � + ai;n xn = bi

beschreibt Hyperebene der Dimensionn � 1 im Rn

Ingo Wegener 19. Juni 2008 4



Lineare Programmierung Simplex-Verfahren

Geometrische Interpretation

ai; 1x1 + ai; 2x2 + � � � + ai;n xn = bi

beschreibt Hyperebene der Dimensionn � 1 im Rn

(Gerade imR2, Ebene imR3)

Ingo Wegener 19. Juni 2008 4



Lineare Programmierung Simplex-Verfahren

Geometrische Interpretation

ai; 1x1 + ai; 2x2 + � � � + ai;n xn = bi

beschreibt Hyperebene der Dimensionn � 1 im Rn

(Gerade imR2, Ebene imR3)

Nebenbedingung
ai; 1x1 + ai; 2x2 + � � � ai;n xn � bi

beschreibt Halbraum
"
unter\ der Hyperebene

Ingo Wegener 19. Juni 2008 4



Lineare Programmierung Simplex-Verfahren

Geometrische Interpretation

ai; 1x1 + ai; 2x2 + � � � + ai;n xn = bi

beschreibt Hyperebene der Dimensionn � 1 im Rn

(Gerade imR2, Ebene imR3)

Nebenbedingung
ai; 1x1 + ai; 2x2 + � � � ai;n xn � bi

beschreibt Halbraum
"
unter\ der Hyperebene

MengeM der zul•assigen L•osungen
ist der Schnitt aller dieser Halbr•aume

Ingo Wegener 19. Juni 2008 4



Lineare Programmierung Simplex-Verfahren

Geometrische Interpretation

ai; 1x1 + ai; 2x2 + � � � + ai;n xn = bi

beschreibt Hyperebene der Dimensionn � 1 im Rn

(Gerade imR2, Ebene imR3)

Nebenbedingung
ai; 1x1 + ai; 2x2 + � � � ai;n xn � bi

beschreibt Halbraum
"
unter\ der Hyperebene

MengeM der zul•assigen L•osungen
ist der Schnitt aller dieser Halbr•aume

Wie sieht eine L•osung aus?

Ingo Wegener 19. Juni 2008 4



Lineare Programmierung Simplex-Verfahren

Geometrische Interpretation

ai; 1x1 + ai; 2x2 + � � � + ai;n xn = bi

beschreibt Hyperebene der Dimensionn � 1 im Rn

(Gerade imR2, Ebene imR3)

Nebenbedingung
ai; 1x1 + ai; 2x2 + � � � ai;n xn � bi

beschreibt Halbraum
"
unter\ der Hyperebene

MengeM der zul•assigen L•osungen
ist der Schnitt aller dieser Halbr•aume

Wie sieht eine L•osung aus?
1) M = ;

Ingo Wegener 19. Juni 2008 4



Lineare Programmierung Simplex-Verfahren

Geometrische Interpretation

ai; 1x1 + ai; 2x2 + � � � + ai;n xn = bi

beschreibt Hyperebene der Dimensionn � 1 im Rn

(Gerade imR2, Ebene imR3)

Nebenbedingung
ai; 1x1 + ai; 2x2 + � � � ai;n xn � bi

beschreibt Halbraum
"
unter\ der Hyperebene

MengeM der zul•assigen L•osungen
ist der Schnitt aller dieser Halbr•aume

Wie sieht eine L•osung aus?
1) M = ; unzul•assiges Problem

Ingo Wegener 19. Juni 2008 4



Lineare Programmierung Simplex-Verfahren

Geometrische Interpretation

ai; 1x1 + ai; 2x2 + � � � + ai;n xn = bi

beschreibt Hyperebene der Dimensionn � 1 im Rn

(Gerade imR2, Ebene imR3)

Nebenbedingung
ai; 1x1 + ai; 2x2 + � � � ai;n xn � bi

beschreibt Halbraum
"
unter\ der Hyperebene

MengeM der zul•assigen L•osungen
ist der Schnitt aller dieser Halbr•aume

Wie sieht eine L•osung aus?
1) M = ; unzul•assiges Problem
2) M 6= ; , M beschr•ankt

Ingo Wegener 19. Juni 2008 4



Lineare Programmierung Simplex-Verfahren

Geometrische Interpretation

ai; 1x1 + ai; 2x2 + � � � + ai;n xn = bi

beschreibt Hyperebene der Dimensionn � 1 im Rn

(Gerade imR2, Ebene imR3)

Nebenbedingung
ai; 1x1 + ai; 2x2 + � � � ai;n xn � bi

beschreibt Halbraum
"
unter\ der Hyperebene

MengeM der zul•assigen L•osungen
ist der Schnitt aller dieser Halbr•aume

Wie sieht eine L•osung aus?
1) M = ; unzul•assiges Problem
2) M 6= ; , M beschr•ankt eindeutige L•osung

Ingo Wegener 19. Juni 2008 4



Lineare Programmierung Simplex-Verfahren

Geometrische Interpretation

ai; 1x1 + ai; 2x2 + � � � + ai;n xn = bi

beschreibt Hyperebene der Dimensionn � 1 im Rn

(Gerade imR2, Ebene imR3)

Nebenbedingung
ai; 1x1 + ai; 2x2 + � � � ai;n xn � bi

beschreibt Halbraum
"
unter\ der Hyperebene

MengeM der zul•assigen L•osungen
ist der Schnitt aller dieser Halbr•aume

Wie sieht eine L•osung aus?
1) M = ; unzul•assiges Problem
2) M 6= ; , M beschr•ankt eindeutige L•osung
3) M 6= ; , M unbeschr•ankt, Z (x) ! �1 in M

Ingo Wegener 19. Juni 2008 4



Lineare Programmierung Simplex-Verfahren

Geometrische Interpretation

ai; 1x1 + ai; 2x2 + � � � + ai;n xn = bi

beschreibt Hyperebene der Dimensionn � 1 im Rn

(Gerade imR2, Ebene imR3)

Nebenbedingung
ai; 1x1 + ai; 2x2 + � � � ai;n xn � bi

beschreibt Halbraum
"
unter\ der Hyperebene

MengeM der zul•assigen L•osungen
ist der Schnitt aller dieser Halbr•aume

Wie sieht eine L•osung aus?
1) M = ; unzul•assiges Problem
2) M 6= ; , M beschr•ankt eindeutige L•osung
3) M 6= ; , M unbeschr•ankt, Z (x) ! �1 in M keine L•osung

Ingo Wegener 19. Juni 2008 4



Lineare Programmierung Simplex-Verfahren

Geometrische Interpretation

ai; 1x1 + ai; 2x2 + � � � + ai;n xn = bi

beschreibt Hyperebene der Dimensionn � 1 im Rn

(Gerade imR2, Ebene imR3)

Nebenbedingung
ai; 1x1 + ai; 2x2 + � � � ai;n xn � bi

beschreibt Halbraum
"
unter\ der Hyperebene

MengeM der zul•assigen L•osungen
ist der Schnitt aller dieser Halbr•aume

Wie sieht eine L•osung aus?
1) M = ; unzul•assiges Problem
2) M 6= ; , M beschr•ankt eindeutige L•osung
3) M 6= ; , M unbeschr•ankt, Z (x) ! �1 in M keine L•osung
4) M 6= ; , M unbeschr•ankt, Z (x) beschr•ankt in M

Ingo Wegener 19. Juni 2008 4



Lineare Programmierung Simplex-Verfahren

Geometrische Interpretation

ai; 1x1 + ai; 2x2 + � � � + ai;n xn = bi

beschreibt Hyperebene der Dimensionn � 1 im Rn

(Gerade imR2, Ebene imR3)

Nebenbedingung
ai; 1x1 + ai; 2x2 + � � � ai;n xn � bi

beschreibt Halbraum
"
unter\ der Hyperebene

MengeM der zul•assigen L•osungen
ist der Schnitt aller dieser Halbr•aume

Wie sieht eine L•osung aus?
1) M = ; unzul•assiges Problem
2) M 6= ; , M beschr•ankt eindeutige L•osung
3) M 6= ; , M unbeschr•ankt, Z (x) ! �1 in M keine L•osung
4) M 6= ; , M unbeschr•ankt, Z (x) beschr•ankt in M eindeutige L•osung

Ingo Wegener 19. Juni 2008 4



Lineare Programmierung Simplex-Verfahren

Ein winziges Beispiel
� 20x1 � 10x2 ! min

unter x1 + x2 � 100
9x1 + 6x2 � 720
x1 � 60

und x1 � 0, x2 � 0

Ingo Wegener 19. Juni 2008 5



Lineare Programmierung Simplex-Verfahren

Ein winziges Beispiel
� 20x1 � 10x2 ! min

unter x1 + x2 � 100
9x1 + 6x2 � 720
x1 � 60

und x1 � 0, x2 � 0

20 40 60 80 100 120

20
40
60
80

100
120

Ingo Wegener 19. Juni 2008 5



Lineare Programmierung Simplex-Verfahren

Ein winziges Beispiel
� 20x1 � 10x2 ! min

unter x1 + x2 � 100
9x1 + 6x2 � 720
x1 � 60

und x1 � 0, x2 � 0

20 40 60 80 100 120

20
40
60
80

100
120

Ingo Wegener 19. Juni 2008 5



Lineare Programmierung Simplex-Verfahren

Ein winziges Beispiel
� 20x1 � 10x2 ! min

unter x1 + x2 � 100
9x1 + 6x2 � 720
x1 � 60

und x1 � 0, x2 � 0

20 40 60 80 100 120

20
40
60
80

100
120

Ingo Wegener 19. Juni 2008 5



Lineare Programmierung Simplex-Verfahren

Ein winziges Beispiel
� 20x1 � 10x2 ! min

unter x1 + x2 � 100
9x1 + 6x2 � 720
x1 � 60

und x1 � 0, x2 � 0

20 40 60 80 100 120

20
40
60
80

100
120

Ingo Wegener 19. Juni 2008 5



Lineare Programmierung Simplex-Verfahren

Ein winziges Beispiel
� 20x1 � 10x2 ! min

unter x1 + x2 � 100
9x1 + 6x2 � 720
x1 � 60

und x1 � 0, x2 � 0

20 40 60 80 100 120

20
40
60
80

100
120

Ingo Wegener 19. Juni 2008 5



Lineare Programmierung Simplex-Verfahren

Ein winziges Beispiel
� 20x1 � 10x2 ! min

unter x1 + x2 � 100
9x1 + 6x2 � 720
x1 � 60

und x1 � 0, x2 � 0

20 40 60 80 100 120

20
40
60
80

100
120

Ingo Wegener 19. Juni 2008 5



Lineare Programmierung Simplex-Verfahren

Ein winziges Beispiel
� 20x1 � 10x2 ! min

unter x1 + x2 � 100
9x1 + 6x2 � 720
x1 � 60

und x1 � 0, x2 � 0

20 40 60 80 100 120

20
40
60
80

100
120

Ingo Wegener 19. Juni 2008 5



Lineare Programmierung Simplex-Verfahren

Ein winziges Beispiel
� 20x1 � 10x2 ! min

unter x1 + x2 � 100
9x1 + 6x2 � 720
x1 � 60

und x1 � 0, x2 � 0

20 40 60 80 100 120

20
40
60
80

100
120

Ingo Wegener 19. Juni 2008 5



Lineare Programmierung Simplex-Verfahren

Ein winziges Beispiel
� 20x1 � 10x2 ! min

unter x1 + x2 � 100
9x1 + 6x2 � 720
x1 � 60

und x1 � 0, x2 � 0

20 40 60 80 100 120

20
40
60
80

100
120

Ingo Wegener 19. Juni 2008 5



Lineare Programmierung Simplex-Verfahren

Ein winziges Beispiel
� 20x1 � 10x2 ! min

unter x1 + x2 � 100
9x1 + 6x2 � 720
x1 � 60

und x1 � 0, x2 � 0

20 40 60 80 100 120

20
40
60
80

100
120

Ingo Wegener 19. Juni 2008 5



Lineare Programmierung Simplex-Verfahren

Ein winziges Beispiel
� 20x1 � 10x2 ! min

unter x1 + x2 � 100
9x1 + 6x2 � 720
x1 � 60

und x1 � 0, x2 � 0

20 40 60 80 100 120

20
40
60
80

100
120

Ingo Wegener 19. Juni 2008 5



Lineare Programmierung Simplex-Verfahren

Ein winziges Beispiel
� 20x1 � 10x2 ! min

unter x1 + x2 � 100
9x1 + 6x2 � 720
x1 � 60

und x1 � 0, x2 � 0

20 40 60 80 100 120

20
40
60
80

100
120

Ingo Wegener 19. Juni 2008 5



Lineare Programmierung Simplex-Verfahren

Ein winziges Beispiel
� 20x1 � 10x2 ! min

unter x1 + x2 � 100
9x1 + 6x2 � 720
x1 � 60

und x1 � 0, x2 � 0

20 40 60 80 100 120

20
40
60
80

100
120

Ingo Wegener 19. Juni 2008 5



Lineare Programmierung Simplex-Verfahren

Was glauben wir nach dem Beispiel?

Wenn es eine L•osung gibt, liegt sie
"
am Rand\ vonM
.

Ingo Wegener 19. Juni 2008 6



Lineare Programmierung Simplex-Verfahren

Was glauben wir nach dem Beispiel?

Wenn es eine L•osung gibt, liegt sie
"
am Rand\ vonM ,

also in einer Ecke oder auf eine Kante.

Ingo Wegener 19. Juni 2008 6



Lineare Programmierung Simplex-Verfahren

Was glauben wir nach dem Beispiel?

Wenn es eine L•osung gibt, liegt sie
"
am Rand\ vonM ,

also in einer Ecke oder auf eine Kante.
Dann auf jeden FallEcke ist optimale L•osung

Ingo Wegener 19. Juni 2008 6



Lineare Programmierung Simplex-Verfahren

Was glauben wir nach dem Beispiel?

Wenn es eine L•osung gibt, liegt sie
"
am Rand\ vonM ,

also in einer Ecke oder auf eine Kante.
Dann auf jeden FallEcke ist optimale L•osung

L•osungsidee Schaue dir alle Ecken vonM .
W•ahle eine mit minimalemZ -Wert.

Ingo Wegener 19. Juni 2008 6



Lineare Programmierung Simplex-Verfahren

Was glauben wir nach dem Beispiel?

Wenn es eine L•osung gibt, liegt sie
"
am Rand\ vonM ,

also in einer Ecke oder auf eine Kante.
Dann auf jeden FallEcke ist optimale L•osung

L•osungsidee Schaue dir alle Ecken vonM .
W•ahle eine mit minimalemZ -Wert.

Wie viele Ecken gibt es?

Ingo Wegener 19. Juni 2008 6



Lineare Programmierung Simplex-Verfahren

Was glauben wir nach dem Beispiel?

Wenn es eine L•osung gibt, liegt sie
"
am Rand\ vonM ,

also in einer Ecke oder auf eine Kante.
Dann auf jeden FallEcke ist optimale L•osung

L•osungsidee Schaue dir alle Ecken vonM .
W•ahle eine mit minimalemZ -Wert.

Wie viele Ecken gibt es?
Punkt im Rn bestimmt durch Schnitt vonn Hyperebenen

Ingo Wegener 19. Juni 2008 6



Lineare Programmierung Simplex-Verfahren

Was glauben wir nach dem Beispiel?

Wenn es eine L•osung gibt, liegt sie
"
am Rand\ vonM ,

also in einer Ecke oder auf eine Kante.
Dann auf jeden FallEcke ist optimale L•osung

L•osungsidee Schaue dir alle Ecken vonM .
W•ahle eine mit minimalemZ -Wert.

Wie viele Ecken gibt es?
Punkt im Rn bestimmt durch Schnitt vonn Hyperebenen

Wir w•ahlen ausn + m Bedingungenn aus . . .

Ingo Wegener 19. Juni 2008 6



Lineare Programmierung Simplex-Verfahren

Was glauben wir nach dem Beispiel?

Wenn es eine L•osung gibt, liegt sie
"
am Rand\ vonM ,

also in einer Ecke oder auf eine Kante.
Dann auf jeden FallEcke ist optimale L•osung

L•osungsidee Schaue dir alle Ecken vonM .
W•ahle eine mit minimalemZ -Wert.

Wie viele Ecken gibt es?
Punkt im Rn bestimmt durch Schnitt vonn Hyperebenen

Wir w•ahlen ausn + m Bedingungenn aus . . .
. . . also bis zu

� n+ m
n

�
Ecken

Ingo Wegener 19. Juni 2008 6



Lineare Programmierung Simplex-Verfahren

Was glauben wir nach dem Beispiel?

Wenn es eine L•osung gibt, liegt sie
"
am Rand\ vonM ,

also in einer Ecke oder auf eine Kante.
Dann auf jeden FallEcke ist optimale L•osung

L•osungsidee Schaue dir alle Ecken vonM .
W•ahle eine mit minimalemZ -Wert.

Wie viele Ecken gibt es?
Punkt im Rn bestimmt durch Schnitt vonn Hyperebenen

Wir w•ahlen ausn + m Bedingungenn aus . . .
. . . also bis zu

� n+ m
n

�
Ecken

Wir sollten Ecken geschickt w•ahlen!

Ingo Wegener 19. Juni 2008 6



Lineare Programmierung Simplex-Verfahren

Was glauben wir nach dem Beispiel?

Wenn es eine L•osung gibt, liegt sie
"
am Rand\ vonM ,

also in einer Ecke oder auf eine Kante.
Dann auf jeden FallEcke ist optimale L•osung

L•osungsidee Schaue dir alle Ecken vonM .
W•ahle eine mit minimalemZ -Wert.

Wie viele Ecken gibt es?
Punkt im Rn bestimmt durch Schnitt vonn Hyperebenen

Wir w•ahlen ausn + m Bedingungenn aus . . .
. . . also bis zu

� n+ m
n

�
Ecken

Wir sollten Ecken geschickt w•ahlen!

Problem Glauben reicht nicht aus.
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� L•angevon x = ( x1; : : : ; xn ) 2 Rn ist jjxjj :=
p
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n
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� Gerademit Richtung y 6= 0 ist g := f x + �y j � 2 Rg
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0 g

� MengeM � Rn hei�t beschr•ankt, wenn
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� MengeM � Rn hei�t abgeschlossen, wenn lim
i !1

x i 2 M f•ur

alle konvergente Folgen(x i 2 M ) i =1 ;:::;1

� MengeM � Rn hei�t kompakt, wennM beschr•ankt und
abgeschlossen
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•Uber Abst•ande
Lemma 14.2
g Gerade. F•ur alle Geradenpunkteg(� ) = x + �y gilt a) oder b):

a) 8� 0 > � : jjg(� 0)jj > jjg(� )jj

b) 8� 0 < � : jjg(� 0)jj > jjg(� )jj

Ingo Wegener 19. Juni 2008 8



Lineare Programmierung Simplex-Verfahren

•Uber Abst•ande
Lemma 14.2
g Gerade. F•ur alle Geradenpunkteg(� ) = x + �y gilt a) oder b):

a) 8� 0 > � : jjg(� 0)jj > jjg(� )jj

b) 8� 0 < � : jjg(� 0)jj > jjg(� )jj

Beweis.
klar (jjg(� 0)jj > jjg(� )jj ) , jj g(� 0)jj2 > jjg(� )jj2
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•Uber Abst•ande
Lemma 14.2
g Gerade. F•ur alle Geradenpunkteg(� ) = x + �y gilt a) oder b):

a) 8� 0 > � : jjg(� 0)jj > jjg(� )jj

b) 8� 0 < � : jjg(� 0)jj > jjg(� )jj

Beweis.
klar (jjg(� 0)jj > jjg(� )jj ) , jj g(� 0)jj2 > jjg(� )jj2

jjg(� 0)jj2 =
nP

i =1
(x i + � 0yi )

2 =
 

nX

i =1

y2
i

!

| {z }
=: c1

�� 02 +

 
nX

i =1

2x i yi

!

| {z }
=: c2

�� 0+

 
nX

i =1

x2
i

!

| {z }
=: c3

Ingo Wegener 19. Juni 2008 8



Lineare Programmierung Simplex-Verfahren

•Uber Abst•ande
Lemma 14.2
g Gerade. F•ur alle Geradenpunkteg(� ) = x + �y gilt a) oder b):

a) 8� 0 > � : jjg(� 0)jj > jjg(� )jj

b) 8� 0 < � : jjg(� 0)jj > jjg(� )jj

Beweis.
klar (jjg(� 0)jj > jjg(� )jj ) , jj g(� 0)jj2 > jjg(� )jj2

jjg(� 0)jj2 =
nP

i =1
(x i + � 0yi )

2 =
 

nX

i =1

y2
i

!

| {z }
=: c1
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!
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!
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Weil y 6= 0 , ist c1 > 0.
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•Uber Abst•ande
Lemma 14.2
g Gerade. F•ur alle Geradenpunkteg(� ) = x + �y gilt a) oder b):

a) 8� 0 > � : jjg(� 0)jj > jjg(� )jj

b) 8� 0 < � : jjg(� 0)jj > jjg(� )jj

Beweis.
klar (jjg(� 0)jj > jjg(� )jj ) , jj g(� 0)jj2 > jjg(� )jj2

jjg(� 0)jj2 =
nP

i =1
(x i + � 0yi )

2 =
 

nX

i =1

y2
i

!

| {z }
=: c1

�� 02 +

 
nX

i =1

2x i yi

!

| {z }
=: c2

�� 0+

 
nX

i =1

x2
i

!

| {z }
=: c3

Weil y 6= 0 , ist c1 > 0.
Also ist jjg(� 0)jj2 Parabel und darum streng monoton.
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Konvexe Mengen
De�nition 14.3
F•ur x; y 2 Rn ist f �x + (1 � � )y j 0 � � � 1g die
Verbindungsstreckezwischenx und y.
M � Rn hei�t konvex, wenn
8x; y 2 M : f �x + (1 � � )y j 0 � � � 1g � M gilt.
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Konvexe Mengen
De�nition 14.3
F•ur x; y 2 Rn ist f �x + (1 � � )y j 0 � � � 1g die
Verbindungsstreckezwischenx und y.
M � Rn hei�t konvex, wenn
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lT
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Weil alleM i konvex, ist Verbindungsstrecke in allenM i .
Also ist Verbindungsstrecke inM .
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Zul•assige Mengen

Lemma 14.5
HalbraumH := f x j ax � bg ist konvex.

Ingo Wegener 19. Juni 2008 10



Lineare Programmierung Simplex-Verfahren

Zul•assige Mengen

Lemma 14.5
HalbraumH := f x j ax � bg ist konvex.

Beweis.
x; y 2 H : ax � b und ay � b
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Zul•assige Mengen

Lemma 14.5
HalbraumH := f x j ax � bg ist konvex.

Beweis.
x; y 2 H : ax � b und ay � b
a � (�x + (1 � � )y) = �ax + (1 � � )ay � �b + (1 � � )b = b
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Zul•assige Mengen

Lemma 14.5
HalbraumH := f x j ax � bg ist konvex.

Beweis.
x; y 2 H : ax � b und ay � b
a � (�x + (1 � � )y) = �ax + (1 � � )ay � �b + (1 � � )b = b

Theorem 14.6
Zul•assige Menge eines Problems der linearen Optimierung ist
Durchschnitt vonn + m abgeschlossenen Halbr•aumen, konvex und
abgeschlossen.
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Konvexe H•ulle

De�nition 14.7
Konvexe H•ulle KoH•u(M ) von M � Rn ist

T

S� M;S konvex
S.
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Konvexe H•ulle

De�nition 14.7
Konvexe H•ulle KoH•u(M ) von M � Rn ist

T

S� M;S konvex
S.

De�nition 14.8
x 2 Rn ist konvexe Linearkombination (kL)von x1; : : : ; xp 2 Rn ,

wenn9� i � 0 mit
pP

i =1
� i = 1 und x =

pP

i =1
� i x i
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Konvexe H•ulle

De�nition 14.7
Konvexe H•ulle KoH•u(M ) von M � Rn ist

T

S� M;S konvex
S.

De�nition 14.8
x 2 Rn ist konvexe Linearkombination (kL)von x1; : : : ; xp 2 Rn ,

wenn9� i � 0 mit
pP

i =1
� i = 1 und x =

pP

i =1
� i x i

Theorem 14.9
KoH•u(M ) = f x j x ist kL von Punkten aus Mg
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Theorem 14.9
KoH•u(M ) = S := f x j x ist kL von Punkten aus Mg
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Theorem 14.9
KoH•u(M ) = S := f x j x ist kL von Punkten aus Mg
Beweis.

"
S � KoH•u(M )\

Ingo Wegener 19. Juni 2008 12



Lineare Programmierung Simplex-Verfahren

Theorem 14.9
KoH•u(M ) = S := f x j x ist kL von Punkten aus Mg
Beweis.

"
S � KoH•u(M )\

x 2 S:
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Theorem 14.9
KoH•u(M ) = S := f x j x ist kL von Punkten aus Mg
Beweis.

"
S � KoH•u(M )\

x 2 S: 9x1; : : : ; xp 2 M : 9� 1; : : : ; � p 2 [0; 1] : x =
pP

i =1
� i x i
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Theorem 14.9
KoH•u(M ) = S := f x j x ist kL von Punkten aus Mg
Beweis.

"
S � KoH•u(M )\

x 2 S: 9x1; : : : ; xp 2 M : 9� 1; : : : ; � p 2 [0; 1] : x =
pP

i =1
� i x i

Induktion •uber p
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Theorem 14.9
KoH•u(M ) = S := f x j x ist kL von Punkten aus Mg
Beweis.

"
S � KoH•u(M )\

x 2 S: 9x1; : : : ; xp 2 M : 9� 1; : : : ; � p 2 [0; 1] : x =
pP

i =1
� i x i

Induktion •uber p p = 1 : x = 1 � x1 mit x1 2 M � KoH•u(M )
p
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Theorem 14.9
KoH•u(M ) = S := f x j x ist kL von Punkten aus Mg
Beweis.

"
S � KoH•u(M )\

x 2 S: 9x1; : : : ; xp 2 M : 9� 1; : : : ; � p 2 [0; 1] : x =
pP

i =1
� i x i

Induktion •uber p p = 1 : x = 1 � x1 mit x1 2 M � KoH•u(M )
p

Induktionsschrittx =
pP

i =1
� i x i , o. B. d. A. � p < 1 (sonst trivial)
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Theorem 14.9
KoH•u(M ) = S := f x j x ist kL von Punkten aus Mg
Beweis.

"
S � KoH•u(M )\

x 2 S: 9x1; : : : ; xp 2 M : 9� 1; : : : ; � p 2 [0; 1] : x =
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i =1
� i x i

Induktion •uber p p = 1 : x = 1 � x1 mit x1 2 M � KoH•u(M )
p

Induktionsschrittx =
pP

i =1
� i x i , o. B. d. A. � p < 1 (sonst trivial)

x = (1 � � p) �
�

� 1

1 � � p
x1 + � � � +

� p� 1

1 � � p
xp� 1

�

| {z }
x0

+ � pxp

Ingo Wegener 19. Juni 2008 12



Lineare Programmierung Simplex-Verfahren

Theorem 14.9
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i =1
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x = (1 � � p) �
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� 1
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+ � pxp

x0 2 KoH•u(M ) nach I.-V.
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Theorem 14.9
KoH•u(M ) = S := f x j x ist kL von Punkten aus Mg
Beweis.

"
S � KoH•u(M )\

x 2 S: 9x1; : : : ; xp 2 M : 9� 1; : : : ; � p 2 [0; 1] : x =
pP

i =1
� i x i

Induktion •uber p p = 1 : x = 1 � x1 mit x1 2 M � KoH•u(M )
p

Induktionsschrittx =
pP

i =1
� i x i , o. B. d. A. � p < 1 (sonst trivial)

x = (1 � � p) �
�

� 1

1 � � p
x1 + � � � +

� p� 1

1 � � p
xp� 1

�

| {z }
x0

+ � pxp

x0 2 KoH•u(M ) nach I.-V.
KoH•u(M ) konvex, alsox 2 KoH•u(M ), weil x auf

Verbindungsstrecke vonx0 2 KoH•u(M ) und xp 2 KoH•u(M ).
p
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Theorem 14.9
KoH•u(M ) = S := f x j x ist kL von Punkten aus Mg

"
KoH•u(M ) � S\
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Theorem 14.9
KoH•u(M ) = S := f x j x ist kL von Punkten aus Mg

"
KoH•u(M ) � S\

8x 2 M : x = 1 � x, also kL, alsoM � S.
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Theorem 14.9
KoH•u(M ) = S := f x j x ist kL von Punkten aus Mg

"
KoH•u(M ) � S\

8x 2 M : x = 1 � x, also kL, alsoM � S.
zu zeigenS konvex
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Theorem 14.9
KoH•u(M ) = S := f x j x ist kL von Punkten aus Mg

"
KoH•u(M ) � S\

8x 2 M : x = 1 � x, also kL, alsoM � S.
zu zeigenS konvex
y; z 2 S, y = � 1x1 + � � � + � pxp und z = � 0

1x0
1 + � � � + � 0

qx0
q
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"
KoH•u(M ) � S\

8x 2 M : x = 1 � x, also kL, alsoM � S.
zu zeigenS konvex
y; z 2 S, y = � 1x1 + � � � + � pxp und z = � 0

1x0
1 + � � � + � 0

qx0
q

zu zeigen8� 2 [0; 1] : �y + (1 � � )z 2 S
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y; z 2 S, y = � 1x1 + � � � + � pxp und z = � 0
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Theorem 14.9
KoH•u(M ) = S := f x j x ist kL von Punkten aus Mg

"
KoH•u(M ) � S\

8x 2 M : x = 1 � x, also kL, alsoM � S.
zu zeigenS konvex
y; z 2 S, y = � 1x1 + � � � + � pxp und z = � 0

1x0
1 + � � � + � 0

qx0
q

zu zeigen8� 2 [0; 1] : �y + (1 � � )z 2 S
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qx0
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Weil � 2 [0; 1]; � i 2 [0; 1]; � 0
j 2 [0; 1], auch �� i 2 [0; 1] und

(1 � � )� 0
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Rand- und Extrempunkte
Wir glauben, dass Optima in Ecken liegen.
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Rand- und Extrempunkte
Wir glauben, dass Optima in Ecken liegen.
Wir brauchen Formalisierung von

"
Ecke\.

De�nition 14.10
x 2 M (M konvex)hei�t

� Randpunkt, wenn8" > 0: "-Kugel umx nicht ganz inM

� Extrempunkt, wenn8y 6= 0 : x + y =2 M oderx � y =2 M

Lemma 14.11
x Extrempunkt vonM ) x Randpunkt vonM

Beweis.
AnnahmeExtrempunkt x nicht Randpunkt. Betrachte"-Kugel um
x in M .F•ur jedesy mit jjyjj < " ist f x + y; x � yg � M .
Widerspruch
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Lage von Extrem- und Randpunkten

Lemma 14.12

M 1; : : : ; M t konvex,M :=
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x Randpunkt vonM ) 9 i : x Randpunkt vonM i
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M 1; : : : ; M t konvex,M :=
tT

i =1
M i .

x Randpunkt vonM ) 9 i : x Randpunkt vonM i
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Lage von Extrem- und Randpunkten

Lemma 14.12

M 1; : : : ; M t konvex,M :=
tT

i =1
M i .

x Randpunkt vonM ) 9 i : x Randpunkt vonM i

Beweis.
Annahmex f•ur jedesM i nicht Randpunkt.
9"1 : : : ; " t : jede" i -Kugel umx ist ganz inM i .
" := min f "1; : : : ; " t g. "-Kugel umx ganz inM Widerspruch
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Lage von Rand- und Extrempunkten (2)
Lemma 14.13
M konvexe Menge,K Kugel.
Jeder Extrempunktx von M \ K ist Extrempunkt vonM oderK .
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Existenz von Extrempunkten
Lemma 14.14
Sei ; 6= M � Rn konvex und kompakt.

� 9 max
x2 M

jj xjj

� m 2 M mit jjmjj = max
x2 M

jj xjj ) m Extrempunkt vonM
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Existenz von Extrempunkten
Lemma 14.14
Sei ; 6= M � Rn konvex und kompakt.

� 9 max
x2 M

jj xjj

� m 2 M mit jjmjj = max
x2 M

jj xjj ) m Extrempunkt vonM

Beweis.
Existenz vonmax

x2 M
jj xjj gesichert,

da Distanz stetig undM kompakt.
Annahmem kein Extrempunkt.
9y 6= 0 : Verbindungsstrecke vonm + y und m � y komplett in M
Punkte auf Verbindungsstrecke zwischenm und m + y oder
zwischenm und m � y haben gr•o�eren Abstand von 0.
Widerspruch
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Lineare Programmierung Simplex-Verfahren

Trennende Hyperebenen

De�nition 14.15
MengeM liegt ganz auf einer Seite der Hyperebene
H = f y j u � y = cg, wenn8m 2 M : u � m � c oder u � m � c.
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Trennende Hyperebenen

De�nition 14.15
MengeM liegt ganz auf einer Seite der Hyperebene
H = f y j u � y = cg, wenn8m 2 M : u � m � c oder u � m � c.

Lemma 14.16
; 6= M � Rn konvex und abgeschlossen,z 2 Rn n M .

� 9z� 2 M mit jjz � z� jj = min
x2 M

jj z � xjj

� f•ur HyperbeneH :=
n

y j z� � z
jj z� � zjj � y = z� � z

jj z� � zjj � z�
o

gilt:

8m 2 M : z� � z
jj z� � zjj � m � z� � z

jj z� � zjj � z�
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Beweis von Lemma 14.16
Existenz vonz� gesichert, dajjz � xjj auf M stetig und durch 0
nach unten beschr•ankt.
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Beweis von Lemma 14.16
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jj z� � zjj , jjujj = 1
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zu zeigen8m 2 M : u � m � u � z�
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Ingo Wegener 19. Juni 2008 19



Lineare Programmierung Simplex-Verfahren

Beweis von Lemma 14.16
Existenz vonz� gesichert, dajjz � xjj auf M stetig und durch 0
nach unten beschr•ankt.
u := z� � z

jj z� � zjj , jjujj = 1
u � (z� � z) > 0, alsou � z < u � z� .
zu zeigen8m 2 M : u � m � u � z�

Betrachtem 2 M und w� := �m + (1 � � )z� mit � 2 [0; 1].
M konvex) w� 2 M
Betrachte f (� ) := jjw� � zjj2.

f (� ) = ( w� � z)2

= ( �m + (1 � � )z� � z)2

= ( � (m � z� ) + ( z� � z))2

= � 2(m � z� )2 + 2 � (m � z� )(z� � z) + ( z� � z)2
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Beweis von Lemma 14.16 (Fortsetzung)
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mit � 1 > 0 und x1 Extrempunkt vonM

Beweis.
Beobachtung 1. Aussage folgt aus 2.
M beschr•ankt, konvex und kompakt (Theorem 14.6)
Aussage folgt dann direkt aus Theorem 14.18
ab jetzt: M unbeschr•ankt, x0 2 M
x0 = 0 trivial: wegenx i � 0 ist x0 = 0 Extrempunkt
x0 6= 0 : Betrachte(n + 2) jjx0jj -Kugel K um 0.
M \ K konvex und kompakt, also (Theorem 14.18)x0 als kL von

Extrempunktenx1; : : : ; xp (p � n + 1 ) darstellbar:x0 =
pP

i =1
� i x i

24
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Fortsetzung Beweis von Theorem 14.19

0 6= x0 2 M , x0 =
pP

i =1
� i x i , p � n + 1 , x i Extrempunkte von

M \ K
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Fortsetzung Beweis von Theorem 14.19

0 6= x0 2 M , x0 =
pP

i =1
� i x i , p � n + 1 , x i Extrempunkte von

M \ K

Lemma 15:x i Extrempunkt vonM oder K

Annahme:alle x i Extrempunkte vonK

jjx i jj = ( n + 2) � jj x0jj , weil K Kugel

Schubfachprinzip:9� i � 1
p � 1

n+1

alle x j � 0, also alle� j x j � 0

jjx0jj = jj � 1x1 + � � � + � pxpjj � jj � i x i jj = � i jj x i jj � n+2
n+1 jj x0jj >

jjx0jj Widerspruch
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Einmal Luft holen und nachdenken . . .
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Einmal Luft holen und nachdenken . . .

Wir wissen jetzt schon einiges•uber Extrempunkte und ihre Lage.

Aber warum interessieren wir uns•uberhaupt f•ur Extrempunkte?

Wir glauben, dass wir Optima in Extrempunkten �nden.

K•onnen wir dasbeweisen?

Ingo Wegener 19. Juni 2008 26
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Minimum der Zielfunktion

Theorem 14.20
Nimmt Z Minimum auf zul•assiger MengeM an, dann nimmtZ
Minimum in einem Extrempunkt vonM an.
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Minimum der Zielfunktion

Theorem 14.20
Nimmt Z Minimum auf zul•assiger MengeM an, dann nimmtZ
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Beweis.
Betrachtex0 2 M mit Z (x0) = min f Z (x) j x 2 M g.
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Minimum der Zielfunktion

Theorem 14.20
Nimmt Z Minimum auf zul•assiger MengeM an, dann nimmtZ
Minimum in einem Extrempunkt vonM an.

Beweis.
Betrachtex0 2 M mit Z (x0) = min f Z (x) j x 2 M g.

Theorem 14.19:x0 =
pP

i =1
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Minimum der Zielfunktion

Theorem 14.20
Nimmt Z Minimum auf zul•assiger MengeM an, dann nimmtZ
Minimum in einem Extrempunkt vonM an.

Beweis.
Betrachtex0 2 M mit Z (x0) = min f Z (x) j x 2 M g.

Theorem 14.19:x0 =
pP

i =1
� i x i mit � i > 0 f•ur alle i und

x1 Extrempunkt vonM

Z (x0) =
pP

i =1
� i Z (x i ) �

pP

i =1
� i Z (x0) = Z (x0)

pP

i =1
� i = Z (x0)
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Minimum der Zielfunktion

Theorem 14.20
Nimmt Z Minimum auf zul•assiger MengeM an, dann nimmtZ
Minimum in einem Extrempunkt vonM an.

Beweis.
Betrachtex0 2 M mit Z (x0) = min f Z (x) j x 2 M g.

Theorem 14.19:x0 =
pP

i =1
� i x i mit � i > 0 f•ur alle i und

x1 Extrempunkt vonM

Z (x0) =
pP

i =1
� i Z (x i ) �

pP

i =1
� i Z (x0) = Z (x0)

pP

i =1
� i = Z (x0)

alsoZ (x i ) = Z (x0), insbesondereZ (x1) = Z (x0)
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Auf dem Weg zum Algorithmus

Wir �nden garantiert eine optimal L•osung,
wenn wir uns alle Extrempunkte der zul•assigen MengeM ansehen.
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Auf dem Weg zum Algorithmus

Wir �nden garantiert eine optimal L•osung,
wenn wir uns alle Extrempunkte der zul•assigen MengeM ansehen.

noch o�en Wie �nden wir die systematisch?

M•ussenwir uns wirklichalle Extrempunkte ansehen?

Kann man einem Extrempunkt vielleicht ansehen,
ob er optimal ist?

Wie erkennt man, dassZ unbeschr•ankt ist in M ?
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Lokale Minima vonZ
De�nition 14.21
Zielfunktion Z de�niert auf MengeM . m 2 M hei�t lokales
Minimum, wenn9" > 0: "-Kugel umm enth•alt kein x 2 M mit
Z (x) < Z (m).
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Minimum, wenn9" > 0: "-Kugel umm enth•alt kein x 2 M mit
Z (x) < Z (m).
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Zwischenfazit
Zwei M•oglichkeiten f•ur zul•assige MengeM :

1 M beschr•ankt:
M = ; oder ein Extrempunkt vonM ist optimal

2 M unbeschr•ankt:
Z ! �1 oder ein Extrempunkt vonM ist optimal
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Zwischenfazit
Zwei M•oglichkeiten f•ur zul•assige MengeM :

1 M beschr•ankt:
M = ; oder ein Extrempunkt vonM ist optimal

2 M unbeschr•ankt:
Z ! �1 oder ein Extrempunkt vonM ist optimal

m•ogliches Vorgehen:

F•ur alle Wahlen vonn Hyperebenen
Teste die Hyperebenen auf lineare Unabh•angigkeit.
Teste bei lin. unabh. Hyperebenen auf Zul•assigkeit des Schnittpunkts.
Falls zul•assig, berechneZ in diesem Schnittpunkt

Test ob Z ! �1 fehlt.� n+ m
n

�
M•oglichkeiten viel zu viel
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Ein praktikableres Vorgehen

1. Finde zul•assigen Extrempunktx oder entscheide, dassM = ; .
Wenn ja,STOP.

2. Fallsx lokal optimal, x auch global optimal.STOP.
3. Tauscheeine dern Hyperebenen so,

dass ein neuer, zul•assiger Extrempunktx
mit kleineremZ -Wert gefunden wird.
Teste dabei, obZ ! �1 . Wenn ja,STOP.

4. Weiter bei 2.

Simplex-Methode(Dantzig, 1947)
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Ein praktikableres Vorgehen

1. Finde zul•assigen Extrempunktx oder entscheide, dassM = ; .
Wenn ja,STOP.

2. Fallsx lokal optimal, x auch global optimal.STOP.
3. Tauscheeine dern Hyperebenen so,

dass ein neuer, zul•assiger Extrempunktx
mit kleineremZ -Wert gefunden wird.
Teste dabei, obZ ! �1 . Wenn ja,STOP.

4. Weiter bei 2.

Simplex-Methode(Dantzig, 1947)

Simplex?
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Ein praktikableres Vorgehen

1. Finde zul•assigen Extrempunktx oder entscheide, dassM = ; .
Wenn ja,STOP.

2. Fallsx lokal optimal, x auch global optimal.STOP.
3. Tauscheeine dern Hyperebenen so,

dass ein neuer, zul•assiger Extrempunktx
mit kleineremZ -Wert gefunden wird.
Teste dabei, obZ ! �1 . Wenn ja,STOP.

4. Weiter bei 2.

Simplex-Methode(Dantzig, 1947)

Simplex konvexe MengeM � Rn mit n + 1 Extrempunkten
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Ein winziges Beispiel mit g•unstigen Eigenschaften

Z (x) = � 3x1 � 5x2 ! min

unter
� x1 + x2 � 2
2x1 � 3x2 � 3
2x1 + 3x2 � 12

x1 � 0, x2 � 0
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Ein winziges Beispiel mit g•unstigen Eigenschaften

Z (x) = � 3x1 � 5x2 ! min

unter
� x1 + x2 � 2
2x1 � 3x2 � 3
2x1 + 3x2 � 12

x1 � 0, x2 � 0
g•unstig: alle rechte Seiten nicht negativ
darum 0 zul•assiger Extrempunkt mitZ (0) = 0

Problem rechnen mit Ungleichungen schwierig
 lieber mit Gleichungen formulieren
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Ein winziges Beispiel mit g•unstigen Eigenschaften (2)
Z (x) = � 3x1 � 5x2 ! min

unter
� x1 + x2 � 2
2x1 � 3x2 � 3
2x1 + 3x2 � 12

x1 � 0, x2 � 0
0 zul•assiger Extrempunkt, da alle rechte Seiten nicht negativ
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Ein winziges Beispiel mit g•unstigen Eigenschaften (2)
Z (x) = � 3x1 � 5x2 ! min

unter
� x1 + x2 � 2
2x1 � 3x2 � 3
2x1 + 3x2 � 12

x1 � 0, x2 � 0
0 zul•assiger Extrempunkt, da alle rechte Seiten nicht negativ
Wie formuliert man in Gleichungen um?
Wir f•uhren dazu
m = 3 neueSchlupfvariablen(slack variables) ein:

Z ! min
unter Z + 3x1 + 5x2 = 0

� x1 + x2 + u1 = 2
2x1 � 3x2 + u2 = 3
2x1 + 3x2 + u3 = 12

x1 � 0, x2 � 0, u1 � 0, u2 � 0, u3 � 0
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Ein winziges Beispiel mit g•unstigen Eigenschaften (3)
Z ! min

unter Z + 3x1 + 5x2 = 0
� x1 + x2 + u1 = 2
2x1 � 3x2 + u2 = 3
2x1 + 3x2 + u3 = 12

x1 � 0, x2 � 0, u1 � 0, u2 � 0, u3 � 0
m Basisvariablen: kommen jeweils genau einmal mit Faktor 1 vor
(hier u1; u2; u3)
andere Variablen:Nicht-Basisvariablen(N-BV) (hier x1; x2)
Basispunkt(0; 0; 2; 3; 12), Z -Wert 0
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Ein winziges Beispiel mit g•unstigen Eigenschaften (3)
Z ! min

unter Z + 3x1 + 5x2 = 0
� x1 + x2 + u1 = 2
2x1 � 3x2 + u2 = 3
2x1 + 3x2 + u3 = 12

x1 � 0, x2 � 0, u1 � 0, u2 � 0, u3 � 0
m Basisvariablen: kommen jeweils genau einmal mit Faktor 1 vor
(hier u1; u2; u3)
andere Variablen:Nicht-Basisvariablen(N-BV) (hier x1; x2)
Basispunkt(0; 0; 2; 3; 12), Z -Wert 0
zul•assiger Basispunkt$ zul•assiger Extrempunkt:

"
Variable = 0\ entspricht exakte Erf•ullung der zugeh•origen

Ungleichung, sindn Variablen = 0 sindn Ungleichungen exakt
erf•ullt,
L•osung entspricht Schnitt vonn Hyperebenen! Extrempunkt
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Lineare Programmierung Simplex-Verfahren

Ein winziges Beispiel mit g•unstigen Eigenschaften (4)
Z ! min

unter Z + 3x1 + 5x2 = 0
� x1 + x2 + u1 = 2
2x1 � 3x2 + u2 = 3
2x1 + 3x2 + u3 = 12

x1 � 0, x2 � 0, u1 � 0, u2 � 0, u3 � 0
Basispunkt(0; 0; 2; 3; 12), Z -Wert 0
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Lineare Programmierung Simplex-Verfahren

Ein winziges Beispiel mit g•unstigen Eigenschaften (4)
Z ! min

unter Z + 3x1 + 5x2 = 0
� x1 + x2 + u1 = 2
2x1 � 3x2 + u2 = 3
2x1 + 3x2 + u3 = 12

x1 � 0, x2 � 0, u1 � 0, u2 � 0, u3 � 0
Basispunkt(0; 0; 2; 3; 12), Z -Wert 0
Schritt Mache eine N-BV positiv, eine BV zur Nicht-BV
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Lineare Programmierung Simplex-Verfahren

Ein winziges Beispiel mit g•unstigen Eigenschaften (4)
Z ! min

unter Z + 3x1 + 5x2 = 0
� x1 + x2 + u1 = 2
2x1 � 3x2 + u2 = 3
2x1 + 3x2 + u3 = 12

x1 � 0, x2 � 0, u1 � 0, u2 � 0, u3 � 0
Basispunkt(0; 0; 2; 3; 12), Z -Wert 0
Schritt Mache eine N-BV positiv, eine BV zur Nicht-BV
W•ahlex2, da Vorfakor inZ gr•o�er (greedy).

Ingo Wegener 19. Juni 2008 35



Lineare Programmierung Simplex-Verfahren

Ein winziges Beispiel mit g•unstigen Eigenschaften (4)
Z ! min

unter Z + 3x1 + 5x2 = 0
� x1 + x2 + u1 = 2
2x1 � 3x2 + u2 = 3
2x1 + 3x2 + u3 = 12

x1 � 0, x2 � 0, u1 � 0, u2 � 0, u3 � 0
Basispunkt(0; 0; 2; 3; 12), Z -Wert 0
Schritt Mache eine N-BV positiv, eine BV zur Nicht-BV
W•ahlex2, da Vorfakor inZ gr•o�er (greedy).
Wie gro� kann x2 werden?(dabeix1 = 0 fest)
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Lineare Programmierung Simplex-Verfahren

Ein winziges Beispiel mit g•unstigen Eigenschaften (4)
Z ! min

unter Z + 3x1 + 5x2 = 0
� x1 + x2 + u1 = 2
2x1 � 3x2 + u2 = 3
2x1 + 3x2 + u3 = 12

x1 � 0, x2 � 0, u1 � 0, u2 � 0, u3 � 0
Basispunkt(0; 0; 2; 3; 12), Z -Wert 0
Schritt Mache eine N-BV positiv, eine BV zur Nicht-BV
W•ahlex2, da Vorfakor inZ gr•o�er (greedy).
Wie gro� kann x2 werden?(dabeix1 = 0 fest)

� erste Gleichung:x2 � 2

Ingo Wegener 19. Juni 2008 35



Lineare Programmierung Simplex-Verfahren

Ein winziges Beispiel mit g•unstigen Eigenschaften (4)
Z ! min

unter Z + 3x1 + 5x2 = 0
� x1 + x2 + u1 = 2
2x1 � 3x2 + u2 = 3
2x1 + 3x2 + u3 = 12

x1 � 0, x2 � 0, u1 � 0, u2 � 0, u3 � 0
Basispunkt(0; 0; 2; 3; 12), Z -Wert 0
Schritt Mache eine N-BV positiv, eine BV zur Nicht-BV
W•ahlex2, da Vorfakor inZ gr•o�er (greedy).
Wie gro� kann x2 werden?(dabeix1 = 0 fest)

� erste Gleichung:x2 � 2

� zweite Gleichung:x2 ! 1

Ingo Wegener 19. Juni 2008 35



Lineare Programmierung Simplex-Verfahren

Ein winziges Beispiel mit g•unstigen Eigenschaften (4)
Z ! min

unter Z + 3x1 + 5x2 = 0
� x1 + x2 + u1 = 2
2x1 � 3x2 + u2 = 3
2x1 + 3x2 + u3 = 12

x1 � 0, x2 � 0, u1 � 0, u2 � 0, u3 � 0
Basispunkt(0; 0; 2; 3; 12), Z -Wert 0
Schritt Mache eine N-BV positiv, eine BV zur Nicht-BV
W•ahlex2, da Vorfakor inZ gr•o�er (greedy).
Wie gro� kann x2 werden?(dabeix1 = 0 fest)

� erste Gleichung:x2 � 2

� zweite Gleichung:x2 ! 1

� dritte Gleichung:x2 � 4

Ingo Wegener 19. Juni 2008 35



Lineare Programmierung Simplex-Verfahren

Ein winziges Beispiel mit g•unstigen Eigenschaften (4)
Z ! min

unter Z + 3x1 + 5x2 = 0
� x1 + x2 + u1 = 2
2x1 � 3x2 + u2 = 3
2x1 + 3x2 + u3 = 12

x1 � 0, x2 � 0, u1 � 0, u2 � 0, u3 � 0
Basispunkt(0; 0; 2; 3; 12), Z -Wert 0
Schritt Mache eine N-BV positiv, eine BV zur Nicht-BV
W•ahlex2, da Vorfakor inZ gr•o�er (greedy).
Wie gro� kann x2 werden?(dabeix1 = 0 fest)

� erste Gleichung:x2 � 2

� zweite Gleichung:x2 ! 1

� dritte Gleichung:x2 � 4

gesamt:x2 � 2 wegen erster Gleichung; darumu1  N-BV
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Lineare Programmierung Simplex-Verfahren

Ein winziges Beispiel mit g•unstigen Eigenschaften (5)
Z ! min

unter Z + 3x1 + 5x2 = 0
� x1 + x2 + u1 = 2
2x1 � 3x2 + u2 = 3
2x1 + 3x2 + u3 = 12

x1 � 0, x2 � 0, u1 � 0, u2 � 0, u3 � 0
Schritt: Machex2 zur BV, u1 zur N-BV.
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Lineare Programmierung Simplex-Verfahren

Ein winziges Beispiel mit g•unstigen Eigenschaften (5)
Z ! min

unter Z + 3x1 + 5x2 = 0
� x1 + x2 + u1 = 2
2x1 � 3x2 + u2 = 3
2x1 + 3x2 + u3 = 12

x1 � 0, x2 � 0, u1 � 0, u2 � 0, u3 � 0
Schritt: Machex2 zur BV, u1 zur N-BV.
x2 = 2 + x1 � u1 aus erster Gleichung
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Lineare Programmierung Simplex-Verfahren

Ein winziges Beispiel mit g•unstigen Eigenschaften (5)
Z ! min

unter Z + 3x1 + 5x2 = 0
� x1 + x2 + u1 = 2
2x1 � 3x2 + u2 = 3
2x1 + 3x2 + u3 = 12

x1 � 0, x2 � 0, u1 � 0, u2 � 0, u3 � 0
Schritt: Machex2 zur BV, u1 zur N-BV.
x2 = 2 + x1 � u1 aus erster Gleichung
Einsetzen liefert

Z ! min
unter Z + 8x1 � 5u1 = � 10

� x1 + u1 + x2 = 2
� x1 + 3u1 + u2 = 9
5x1 � 3u1 + u3 = 6

x1 � 0, x2 � 0, u1 � 0, u2 � 0, u3 � 0
Basispunkt(0; 2; 0; 9; 6) mit Z -Wert � 10
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Lineare Programmierung Simplex-Verfahren

Ein winziges Beispiel mit g•unstigen Eigenschaften (6)
Z ! min

unter Z + 8x1 � 5u1 = � 10
� x1 + u1 + x2 = 2
� x1 + 3u1 + u2 = 9
5x1 � 3u1 + u3 = 6

x1 � 0, x2 � 0, u1 � 0, u2 � 0, u3 � 0
Basispunkt(0; 2; 0; 9; 6) mit Z -Wert � 10
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Lineare Programmierung Simplex-Verfahren

Ein winziges Beispiel mit g•unstigen Eigenschaften (6)
Z ! min

unter Z + 8x1 � 5u1 = � 10
� x1 + u1 + x2 = 2
� x1 + 3u1 + u2 = 9
5x1 � 3u1 + u3 = 6

x1 � 0, x2 � 0, u1 � 0, u2 � 0, u3 � 0
Basispunkt(0; 2; 0; 9; 6) mit Z -Wert � 10
u1 gr•o�er  Z gr•o�er
x1 gr•o�er  Z kleiner
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Lineare Programmierung Simplex-Verfahren

Ein winziges Beispiel mit g•unstigen Eigenschaften (6)
Z ! min

unter Z + 8x1 � 5u1 = � 10
� x1 + u1 + x2 = 2
� x1 + 3u1 + u2 = 9
5x1 � 3u1 + u3 = 6

x1 � 0, x2 � 0, u1 � 0, u2 � 0, u3 � 0
Basispunkt(0; 2; 0; 9; 6) mit Z -Wert � 10
u1 gr•o�er  Z gr•o�er
x1 gr•o�er  Z kleiner
Schritt Machex1 zur N-BV. Wie gro� kannx1 werden?
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Lineare Programmierung Simplex-Verfahren

Ein winziges Beispiel mit g•unstigen Eigenschaften (6)
Z ! min

unter Z + 8x1 � 5u1 = � 10
� x1 + u1 + x2 = 2
� x1 + 3u1 + u2 = 9
5x1 � 3u1 + u3 = 6

x1 � 0, x2 � 0, u1 � 0, u2 � 0, u3 � 0
Basispunkt(0; 2; 0; 9; 6) mit Z -Wert � 10
u1 gr•o�er  Z gr•o�er
x1 gr•o�er  Z kleiner
Schritt Machex1 zur N-BV. Wie gro� kannx1 werden?

� erste Gleichung:x1 ! 1

Ingo Wegener 19. Juni 2008 37



Lineare Programmierung Simplex-Verfahren

Ein winziges Beispiel mit g•unstigen Eigenschaften (6)
Z ! min

unter Z + 8x1 � 5u1 = � 10
� x1 + u1 + x2 = 2
� x1 + 3u1 + u2 = 9
5x1 � 3u1 + u3 = 6

x1 � 0, x2 � 0, u1 � 0, u2 � 0, u3 � 0
Basispunkt(0; 2; 0; 9; 6) mit Z -Wert � 10
u1 gr•o�er  Z gr•o�er
x1 gr•o�er  Z kleiner
Schritt Machex1 zur N-BV. Wie gro� kannx1 werden?

� erste Gleichung:x1 ! 1

� zweite Gleichung:x1 ! 1

Ingo Wegener 19. Juni 2008 37



Lineare Programmierung Simplex-Verfahren

Ein winziges Beispiel mit g•unstigen Eigenschaften (6)
Z ! min

unter Z + 8x1 � 5u1 = � 10
� x1 + u1 + x2 = 2
� x1 + 3u1 + u2 = 9
5x1 � 3u1 + u3 = 6

x1 � 0, x2 � 0, u1 � 0, u2 � 0, u3 � 0
Basispunkt(0; 2; 0; 9; 6) mit Z -Wert � 10
u1 gr•o�er  Z gr•o�er
x1 gr•o�er  Z kleiner
Schritt Machex1 zur N-BV. Wie gro� kannx1 werden?

� erste Gleichung:x1 ! 1

� zweite Gleichung:x1 ! 1

� dritte Gleichung:x1 � 1;2

Ingo Wegener 19. Juni 2008 37



Lineare Programmierung Simplex-Verfahren

Ein winziges Beispiel mit g•unstigen Eigenschaften (6)
Z ! min

unter Z + 8x1 � 5u1 = � 10
� x1 + u1 + x2 = 2
� x1 + 3u1 + u2 = 9
5x1 � 3u1 + u3 = 6

x1 � 0, x2 � 0, u1 � 0, u2 � 0, u3 � 0
Basispunkt(0; 2; 0; 9; 6) mit Z -Wert � 10
u1 gr•o�er  Z gr•o�er
x1 gr•o�er  Z kleiner
Schritt Machex1 zur N-BV. Wie gro� kannx1 werden?

� erste Gleichung:x1 ! 1

� zweite Gleichung:x1 ! 1

� dritte Gleichung:x1 � 1;2
hier auch

"
x1 ! 1 \  Z ! �1
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Lineare Programmierung Simplex-Verfahren

Ein winziges Beispiel mit g•unstigen Eigenschaften (7)
Z ! min

unter Z + 8x1 � 5u1 = � 10
� x1 + u1 + x2 = 2
� x1 + 3u1 + u2 = 9
5x1 � 3u1 + u3 = 6

x1 � 0, x2 � 0, u1 � 0, u2 � 0, u3 � 0
Basispunkt(0; 2; 0; 9; 6) mit Z -Wert � 10
Schritt x1  BV, u3  N-BV

38



Lineare Programmierung Simplex-Verfahren

Ein winziges Beispiel mit g•unstigen Eigenschaften (7)
Z ! min

unter Z + 8x1 � 5u1 = � 10
� x1 + u1 + x2 = 2
� x1 + 3u1 + u2 = 9
5x1 � 3u1 + u3 = 6

x1 � 0, x2 � 0, u1 � 0, u2 � 0, u3 � 0
Basispunkt(0; 2; 0; 9; 6) mit Z -Wert � 10
Schritt x1  BV, u3  N-BV
Einsetzen vonx1 = 1 ;2 + 0;6u1 � 0;2u3 liefert

Z ! min
unter Z � 0;2u1 � 1;6u3 = � 19;6

0;4u1 + 0 ;2u3 + x2 = 3 ;2
2;4u1 + 0 ;2u3 + u2 = 10;2

� 0;6u1 + 0 ;2u3 + x1 = 1 ;2
x1 � 0, x2 � 0, u1 � 0, u2 � 0, u3 � 0

mit Basispunkt(1;2=3;2=0=10;2=0) mit Z -Wert � 19;6
38



Lineare Programmierung Simplex-Verfahren

Ein winziges Beispiel mit g•unstigen Eigenschaften (7)
Z ! min

unter Z + 8x1 � 5u1 = � 10
� x1 + u1 + x2 = 2
� x1 + 3u1 + u2 = 9
5x1 � 3u1 + u3 = 6

x1 � 0, x2 � 0, u1 � 0, u2 � 0, u3 � 0
Basispunkt(0; 2; 0; 9; 6) mit Z -Wert � 10
Schritt x1  BV, u3  N-BV
Einsetzen vonx1 = 1 ;2 + 0;6u1 � 0;2u3 liefert

Z ! min
unter Z � 0;2u1 � 1;6u3 = � 19;6

0;4u1 + 0 ;2u3 + x2 = 3 ;2
2;4u1 + 0 ;2u3 + u2 = 10;2

� 0;6u1 + 0 ;2u3 + x1 = 1 ;2
x1 � 0, x2 � 0, u1 � 0, u2 � 0, u3 � 0

mit Basispunkt(1;2=3;2=0=10;2=0) mit Z -Wert � 19;6
Weil u1 � 0 und u3 � 0, optimal . 38



Lineare Programmierung Simplex-Verfahren

Ein weiteres Beispiel

Ingo Wegener 19. Juni 2008 39



Lineare Programmierung Simplex-Verfahren

Ein weiteres Beispiel

Z (x) = � 5x1 � 2x2 ! min

unter
� 3x1 � x2 � � 3
� 2x1 � 3x2 � � 6

2x1 + x2 � 4
x1 � 0, x2 � 0

Ingo Wegener 19. Juni 2008 39



Lineare Programmierung Simplex-Verfahren

Ein weiteres Beispiel

Z (x) = � 5x1 � 2x2 ! min

unter
� 3x1 � x2 � � 3
� 2x1 � 3x2 � � 6

2x1 + x2 � 4
x1 � 0, x2 � 0

nach Umformulierung
Z ! min

unter Z + 5x1 + 2x2 = 0
� 3x1 � x2 + u1 = � 3
� 2x1 � 3x2 + u2 = � 6

2x1 + x2 + u3 = 4
x1 � 0, x2 � 0, u1 � 0, u2 � 0, u3 � 0
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Lineare Programmierung Simplex-Verfahren

Ein weiteres Beispiel

Z (x) = � 5x1 � 2x2 ! min

unter
� 3x1 � x2 � � 3
� 2x1 � 3x2 � � 6

2x1 + x2 � 4
x1 � 0, x2 � 0

nach Umformulierung
Z ! min

unter Z + 5x1 + 2x2 = 0
� 3x1 � x2 + u1 = � 3
� 2x1 � 3x2 + u2 = � 6

2x1 + x2 + u3 = 4
x1 � 0, x2 � 0, u1 � 0, u2 � 0, u3 � 0

Basispunkt(0; 0; � 3; � 6; 4)

Ingo Wegener 19. Juni 2008 39



Lineare Programmierung Simplex-Verfahren

Ein weiteres Beispiel

Z (x) = � 5x1 � 2x2 ! min

unter
� 3x1 � x2 � � 3
� 2x1 � 3x2 � � 6

2x1 + x2 � 4
x1 � 0, x2 � 0

nach Umformulierung
Z ! min

unter Z + 5x1 + 2x2 = 0
� 3x1 � x2 + u1 = � 3
� 2x1 � 3x2 + u2 = � 6

2x1 + x2 + u3 = 4
x1 � 0, x2 � 0, u1 � 0, u2 � 0, u3 � 0

Basispunkt(0; 0; � 3; � 6; 4) unzul•assig

Ingo Wegener 19. Juni 2008 39



Lineare Programmierung Simplex-Verfahren

Ein weiteres Beispiel

Z (x) = � 5x1 � 2x2 ! min

unter
� 3x1 � x2 � � 3
� 2x1 � 3x2 � � 6

2x1 + x2 � 4
x1 � 0, x2 � 0

nach Umformulierung
Z ! min

unter Z + 5x1 + 2x2 = 0
� 3x1 � x2 + u1 = � 3
� 2x1 � 3x2 + u2 = � 6

2x1 + x2 + u3 = 4
x1 � 0, x2 � 0, u1 � 0, u2 � 0, u3 � 0

Basispunkt(0; 0; � 3; � 6; 4) unzul•assig
Was tun?
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Lineare Programmierung Simplex-Verfahren

Ein weiteres Beispiel

Z (x) = � 5x1 � 2x2 ! min

unter
� 3x1 � x2 � � 3
� 2x1 � 3x2 � � 6

2x1 + x2 � 4
x1 � 0, x2 � 0

nach Umformulierung
Z ! min

unter Z + 5x1 + 2x2 = 0
� 3x1 � x2 + u1 = � 3
� 2x1 � 3x2 + u2 = � 6

2x1 + x2 + u3 = 4
x1 � 0, x2 � 0, u1 � 0, u2 � 0, u3 � 0

Basispunkt(0; 0; � 3; � 6; 4) unzul•assig
Was tun?Basiswechselin der Ho�nung auf zul•assigen Basispunkt

Ingo Wegener 19. Juni 2008 39



Lineare Programmierung Simplex-Verfahren

Ein weiteres Beispiel (2)
Z ! min

unter Z + 5x1 + 2x2 = 0
� 3x1 � x2 + u1 = � 3
� 2x1 � 3x2 + u2 = � 6

2x1 + x2 + u3 = 4
x1 � 0, x2 � 0, u1 � 0, u2 � 0, u3 � 0
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Lineare Programmierung Simplex-Verfahren

Ein weiteres Beispiel (2)
Z ! min

unter Z + 5x1 + 2x2 = 0
� 3x1 � x2 + u1 = � 3
� 2x1 � 3x2 + u2 = � 6

2x1 + x2 + u3 = 4
x1 � 0, x2 � 0, u1 � 0, u2 � 0, u3 � 0

u3 = 4 � 0  dritte Ungleichung
p
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Lineare Programmierung Simplex-Verfahren

Ein weiteres Beispiel (2)
Z ! min

unter Z + 5x1 + 2x2 = 0
� 3x1 � x2 + u1 = � 3
� 2x1 � 3x2 + u2 = � 6

2x1 + x2 + u3 = 4
x1 � 0, x2 � 0, u1 � 0, u2 � 0, u3 � 0

u3 = 4 � 0  dritte Ungleichung
p

zweite Ungleichungx1 = x2 = 0 ; u2 = � 6 unzul•assig
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Lineare Programmierung Simplex-Verfahren

Ein weiteres Beispiel (2)
Z ! min

unter Z + 5x1 + 2x2 = 0
� 3x1 � x2 + u1 = � 3
� 2x1 � 3x2 + u2 = � 6

2x1 + x2 + u3 = 4
x1 � 0, x2 � 0, u1 � 0, u2 � 0, u3 � 0

u3 = 4 � 0  dritte Ungleichung
p

zweite Ungleichungx1 = x2 = 0 ; u2 = � 6 unzul•assig
erste Ungleichungx1 = x2 = 0 ; u1 = � 3 unzul•assig

Ingo Wegener 19. Juni 2008 40



Lineare Programmierung Simplex-Verfahren

Ein weiteres Beispiel (2)
Z ! min

unter Z + 5x1 + 2x2 = 0
� 3x1 � x2 + u1 = � 3
� 2x1 � 3x2 + u2 = � 6

2x1 + x2 + u3 = 4
x1 � 0, x2 � 0, u1 � 0, u2 � 0, u3 � 0

u3 = 4 � 0  dritte Ungleichung
p

zweite Ungleichungx1 = x2 = 0 ; u2 = � 6 unzul•assig
erste Ungleichungx1 = x2 = 0 ; u1 = � 3 unzul•assig

Beobachtung W•aren alle Koe�zienten positiv,
w•are Gleichung nicht erf•ullbar.
 NachweisM = ;
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Lineare Programmierung Simplex-Verfahren

Ein weiteres Beispiel (2)
Z ! min

unter Z + 5x1 + 2x2 = 0
� 3x1 � x2 + u1 = � 3
� 2x1 � 3x2 + u2 = � 6

2x1 + x2 + u3 = 4
x1 � 0, x2 � 0, u1 � 0, u2 � 0, u3 � 0

u3 = 4 � 0  dritte Ungleichung
p

zweite Ungleichungx1 = x2 = 0 ; u2 = � 6 unzul•assig
erste Ungleichungx1 = x2 = 0 ; u1 = � 3 unzul•assig

Beobachtung W•aren alle Koe�zienten positiv,
w•are Gleichung nicht erf•ullbar.
 NachweisM = ;

Entscheidungx1 soll Basis betreten (gr•o�ter Koe�zient in Z )

Ingo Wegener 19. Juni 2008 40



Lineare Programmierung Simplex-Verfahren

Ein weiteres Beispiel (2)
Z ! min

unter Z + 5x1 + 2x2 = 0
� 3x1 � x2 + u1 = � 3
� 2x1 � 3x2 + u2 = � 6

2x1 + x2 + u3 = 4
x1 � 0, x2 � 0, u1 � 0, u2 � 0, u3 � 0

u3 = 4 � 0  dritte Ungleichung
p

zweite Ungleichungx1 = x2 = 0 ; u2 = � 6 unzul•assig
erste Ungleichungx1 = x2 = 0 ; u1 = � 3 unzul•assig

Beobachtung W•aren alle Koe�zienten positiv,
w•are Gleichung nicht erf•ullbar.
 NachweisM = ;

Entscheidungx1 soll Basis betreten (gr•o�ter Koe�zient in Z )
Welche BV verl•asst die Basis daf•ur?

Ingo Wegener 19. Juni 2008 40



Lineare Programmierung Simplex-Verfahren

Ein weiteres Beispiel (3)
Z ! min

unter Z + 5x1 + 2x2 = 0
� 3x1 � x2 + u1 = � 3
� 2x1 � 3x2 + u2 = � 6

2x1 + x2 + u3 = 4
x1 � 0, x2 � 0, u1 � 0, u2 � 0, u3 � 0

x1 betritt Basis. Wer verl•asst Basis?
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Lineare Programmierung Simplex-Verfahren

Ein weiteres Beispiel (3)
Z ! min

unter Z + 5x1 + 2x2 = 0
� 3x1 � x2 + u1 = � 3
� 2x1 � 3x2 + u2 = � 6

2x1 + x2 + u3 = 4
x1 � 0, x2 � 0, u1 � 0, u2 � 0, u3 � 0

x1 betritt Basis. Wer verl•asst Basis?
Ausprobierenu2
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Lineare Programmierung Simplex-Verfahren

Ein weiteres Beispiel (3)
Z ! min

unter Z + 5x1 + 2x2 = 0
� 3x1 � x2 + u1 = � 3
� 2x1 � 3x2 + u2 = � 6

2x1 + x2 + u3 = 4
x1 � 0, x2 � 0, u1 � 0, u2 � 0, u3 � 0

x1 betritt Basis. Wer verl•asst Basis?
Ausprobierenu2 x1 = 3 � 3

2x2 + 1
2u2
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Lineare Programmierung Simplex-Verfahren

Ein weiteres Beispiel (3)
Z ! min

unter Z + 5x1 + 2x2 = 0
� 3x1 � x2 + u1 = � 3
� 2x1 � 3x2 + u2 = � 6

2x1 + x2 + u3 = 4
x1 � 0, x2 � 0, u1 � 0, u2 � 0, u3 � 0

x1 betritt Basis. Wer verl•asst Basis?
Ausprobierenu2 x1 = 3 � 3

2x2 + 1
2u2

Einsetzenin dritte Gleichung

Ingo Wegener 19. Juni 2008 41



Lineare Programmierung Simplex-Verfahren

Ein weiteres Beispiel (3)
Z ! min

unter Z + 5x1 + 2x2 = 0
� 3x1 � x2 + u1 = � 3
� 2x1 � 3x2 + u2 = � 6

2x1 + x2 + u3 = 4
x1 � 0, x2 � 0, u1 � 0, u2 � 0, u3 � 0

x1 betritt Basis. Wer verl•asst Basis?
Ausprobierenu2 x1 = 3 � 3

2x2 + 1
2u2

Einsetzenin dritte Gleichung
� 2x2 + u2 + u3 = � 2 keine gute Form
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Lineare Programmierung Simplex-Verfahren

Ein weiteres Beispiel (3)
Z ! min

unter Z + 5x1 + 2x2 = 0
� 3x1 � x2 + u1 = � 3
� 2x1 � 3x2 + u2 = � 6

2x1 + x2 + u3 = 4
x1 � 0, x2 � 0, u1 � 0, u2 � 0, u3 � 0

x1 betritt Basis. Wer verl•asst Basis?
Ausprobierenu2 x1 = 3 � 3

2x2 + 1
2u2

Einsetzenin dritte Gleichung
� 2x2 + u2 + u3 = � 2 keine gute Form
Ausprobierenu3
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Lineare Programmierung Simplex-Verfahren

Ein weiteres Beispiel (3)
Z ! min

unter Z + 5x1 + 2x2 = 0
� 3x1 � x2 + u1 = � 3
� 2x1 � 3x2 + u2 = � 6

2x1 + x2 + u3 = 4
x1 � 0, x2 � 0, u1 � 0, u2 � 0, u3 � 0

x1 betritt Basis. Wer verl•asst Basis?
Ausprobierenu2 x1 = 3 � 3

2x2 + 1
2u2

Einsetzenin dritte Gleichung
� 2x2 + u2 + u3 = � 2 keine gute Form
Ausprobierenu3 x1 = � 1

2x2 � 1
2u3 + 2
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Lineare Programmierung Simplex-Verfahren

Ein weiteres Beispiel (3)
Z ! min

unter Z + 5x1 + 2x2 = 0
� 3x1 � x2 + u1 = � 3
� 2x1 � 3x2 + u2 = � 6

2x1 + x2 + u3 = 4
x1 � 0, x2 � 0, u1 � 0, u2 � 0, u3 � 0

x1 betritt Basis. Wer verl•asst Basis?
Ausprobierenu2 x1 = 3 � 3

2x2 + 1
2u2

Einsetzenin dritte Gleichung
� 2x2 + u2 + u3 = � 2 keine gute Form
Ausprobierenu3 x1 = � 1

2x2 � 1
2u3 + 2

Einsetzenin zweite Gleichung

Ingo Wegener 19. Juni 2008 41



Lineare Programmierung Simplex-Verfahren

Ein weiteres Beispiel (3)
Z ! min

unter Z + 5x1 + 2x2 = 0
� 3x1 � x2 + u1 = � 3
� 2x1 � 3x2 + u2 = � 6

2x1 + x2 + u3 = 4
x1 � 0, x2 � 0, u1 � 0, u2 � 0, u3 � 0

x1 betritt Basis. Wer verl•asst Basis?
Ausprobierenu2 x1 = 3 � 3

2x2 + 1
2u2

Einsetzenin dritte Gleichung
� 2x2 + u2 + u3 = � 2 keine gute Form
Ausprobierenu3 x1 = � 1

2x2 � 1
2u3 + 2

Einsetzenin zweite Gleichung
� 2x2 + u2 + u3 = � 2 keine gute Form

Ingo Wegener 19. Juni 2008 41



Lineare Programmierung Simplex-Verfahren

Ein weiteres Beispiel (3)
Z ! min

unter Z + 5x1 + 2x2 = 0
� 3x1 � x2 + u1 = � 3
� 2x1 � 3x2 + u2 = � 6

2x1 + x2 + u3 = 4
x1 � 0, x2 � 0, u1 � 0, u2 � 0, u3 � 0

x1 betritt Basis. Wer verl•asst Basis?
Ausprobierenu2 x1 = 3 � 3

2x2 + 1
2u2

Einsetzenin dritte Gleichung
� 2x2 + u2 + u3 = � 2 keine gute Form
Ausprobierenu3 x1 = � 1

2x2 � 1
2u3 + 2

Einsetzenin zweite Gleichung
� 2x2 + u2 + u3 = � 2 keine gute Form
Ausprobierenu1
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Lineare Programmierung Simplex-Verfahren

Ein weiteres Beispiel (3)
Z ! min

unter Z + 5x1 + 2x2 = 0
� 3x1 � x2 + u1 = � 3
� 2x1 � 3x2 + u2 = � 6

2x1 + x2 + u3 = 4
x1 � 0, x2 � 0, u1 � 0, u2 � 0, u3 � 0

x1 betritt Basis. Wer verl•asst Basis?
Ausprobierenu2 x1 = 3 � 3

2x2 + 1
2u2

Einsetzenin dritte Gleichung
� 2x2 + u2 + u3 = � 2 keine gute Form
Ausprobierenu3 x1 = � 1

2x2 � 1
2u3 + 2

Einsetzenin zweite Gleichung
� 2x2 + u2 + u3 = � 2 keine gute Form
Ausprobierenu1 x1 = � 1

3x2 + 1
3u1 + 1

Ingo Wegener 19. Juni 2008 41



Lineare Programmierung Simplex-Verfahren

Ein weiteres Beispiel (3)
Z ! min

unter Z + 5x1 + 2x2 = 0
� 3x1 � x2 + u1 = � 3
� 2x1 � 3x2 + u2 = � 6

2x1 + x2 + u3 = 4
x1 � 0, x2 � 0, u1 � 0, u2 � 0, u3 � 0

x1 betritt Basis. Wer verl•asst Basis?
Ausprobierenu2 x1 = 3 � 3

2x2 + 1
2u2

Einsetzenin dritte Gleichung
� 2x2 + u2 + u3 = � 2 keine gute Form
Ausprobierenu3 x1 = � 1

2x2 � 1
2u3 + 2

Einsetzenin zweite Gleichung
� 2x2 + u2 + u3 = � 2 keine gute Form
Ausprobierenu1 x1 = � 1

3x2 + 1
3u1 + 1

Einsetzenin zweite Gleichung

Ingo Wegener 19. Juni 2008 41



Lineare Programmierung Simplex-Verfahren

Ein weiteres Beispiel (3)
Z ! min

unter Z + 5x1 + 2x2 = 0
� 3x1 � x2 + u1 = � 3
� 2x1 � 3x2 + u2 = � 6

2x1 + x2 + u3 = 4
x1 � 0, x2 � 0, u1 � 0, u2 � 0, u3 � 0

x1 betritt Basis. Wer verl•asst Basis?
Ausprobierenu2 x1 = 3 � 3

2x2 + 1
2u2

Einsetzenin dritte Gleichung
� 2x2 + u2 + u3 = � 2 keine gute Form
Ausprobierenu3 x1 = � 1

2x2 � 1
2u3 + 2

Einsetzenin zweite Gleichung
� 2x2 + u2 + u3 = � 2 keine gute Form
Ausprobierenu1 x1 = � 1

3x2 + 1
3u1 + 1

Einsetzenin zweite Gleichung
� 7

3x2 � 2
3u1 + u2 = � 4 keine gute Form
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Lineare Programmierung Simplex-Verfahren

Ein weiteres Beispiel (4)
Z ! min

unter Z + 5x1 + 2x2 = 0
� 3x1 � x2 + u1 = � 3
� 2x1 � 3x2 + u2 = � 6

2x1 + x2 + u3 = 4
x1 � 0, x2 � 0, u1 � 0, u2 � 0, u3 � 0

x1 betritt Basis. Wir �nden keine gute N-BV.
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Lineare Programmierung Simplex-Verfahren

Ein weiteres Beispiel (4)
Z ! min

unter Z + 5x1 + 2x2 = 0
� 3x1 � x2 + u1 = � 3
� 2x1 � 3x2 + u2 = � 6

2x1 + x2 + u3 = 4
x1 � 0, x2 � 0, u1 � 0, u2 � 0, u3 � 0

x1 betritt Basis. Wir �nden keine gute N-BV.

Sp•ater werden wir begr•unden
Betrachte Quotienten von rechter Seite und Koe�zienten der
neuen N-BV in den Gleichungen, die nicht oberhalb der untersten
Gleichung mit negativer rechter Seite stehen.
W•ahle N-BV aus der Gleichung mit kleinstem positiven
Quotienten.
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Lineare Programmierung Simplex-Verfahren

Ein weiteres Beispiel (4)
Z ! min

unter Z + 5x1 + 2x2 = 0
� 3x1 � x2 + u1 = � 3
� 2x1 � 3x2 + u2 = � 6

2x1 + x2 + u3 = 4
x1 � 0, x2 � 0, u1 � 0, u2 � 0, u3 � 0

x1 betritt Basis. Wir �nden keine gute N-BV.

Sp•ater werden wir begr•unden
Betrachte Quotienten von rechter Seite und Koe�zienten der
neuen N-BV in den Gleichungen, die nicht oberhalb der untersten
Gleichung mit negativer rechter Seite stehen.
W•ahle N-BV aus der Gleichung mit kleinstem positiven
Quotienten.

� 6
� 2 = 3 4

2 = 2
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Lineare Programmierung Simplex-Verfahren

Ein weiteres Beispiel (4)
Z ! min

unter Z + 5x1 + 2x2 = 0
� 3x1 � x2 + u1 = � 3
� 2x1 � 3x2 + u2 = � 6

2x1 + x2 + u3 = 4
x1 � 0, x2 � 0, u1 � 0, u2 � 0, u3 � 0

x1 betritt Basis. Wir �nden keine gute N-BV.

Sp•ater werden wir begr•unden
Betrachte Quotienten von rechter Seite und Koe�zienten der
neuen N-BV in den Gleichungen, die nicht oberhalb der untersten
Gleichung mit negativer rechter Seite stehen.
W•ahle N-BV aus der Gleichung mit kleinstem positiven
Quotienten.

� 6
� 2 = 3 4

2 = 2

Darum x1 betritt Basis, u3 verl•asst die Basis.
42



Lineare Programmierung Simplex-Verfahren

Ein weiteres Beispiel (5)
Z ! min

unter Z + 5x1 + 2x2 = 0
� 3x1 � x2 + u1 = � 3
� 2x1 � 3x2 + u2 = � 6

2x1 + x2 + u3 = 4
x1 � 0, x2 � 0, u1 � 0, u2 � 0, u3 � 0

x1 betritt Basis, u3 verl•asst die Basis.
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Lineare Programmierung Simplex-Verfahren

Ein weiteres Beispiel (5)
Z ! min

unter Z + 5x1 + 2x2 = 0
� 3x1 � x2 + u1 = � 3
� 2x1 � 3x2 + u2 = � 6

2x1 + x2 + u3 = 4
x1 � 0, x2 � 0, u1 � 0, u2 � 0, u3 � 0

x1 betritt Basis, u3 verl•asst die Basis.
x1 = � 1

2x2 � 1
2u3 + 2 (wie gehabt)
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Lineare Programmierung Simplex-Verfahren

Ein weiteres Beispiel (5)
Z ! min

unter Z + 5x1 + 2x2 = 0
� 3x1 � x2 + u1 = � 3
� 2x1 � 3x2 + u2 = � 6

2x1 + x2 + u3 = 4
x1 � 0, x2 � 0, u1 � 0, u2 � 0, u3 � 0

x1 betritt Basis, u3 verl•asst die Basis.
x1 = � 1

2x2 � 1
2u3 + 2 (wie gehabt)

Einsetzenliefert
Z ! min

unter Z � 1
2x2 � 5

2u3 = � 10
1
2x2 + 3

2u3 + u1 = 3
� 2x2 + u3 + u2 = � 2

1
2x2 + 1

2u3 + x1 = 2
x1 � 0, x2 � 0, u1 � 0, u2 � 0, u3 � 0
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Lineare Programmierung Simplex-Verfahren

Ein weiteres Beispiel (5)
Z ! min

unter Z + 5x1 + 2x2 = 0
� 3x1 � x2 + u1 = � 3
� 2x1 � 3x2 + u2 = � 6

2x1 + x2 + u3 = 4
x1 � 0, x2 � 0, u1 � 0, u2 � 0, u3 � 0

x1 betritt Basis, u3 verl•asst die Basis.
x1 = � 1

2x2 � 1
2u3 + 2 (wie gehabt)

Einsetzenliefert
Z ! min

unter Z � 1
2x2 � 5

2u3 = � 10
1
2x2 + 3

2u3 + u1 = 3
� 2x2 + u3 + u2 = � 2

1
2x2 + 1

2u3 + x1 = 2
x1 � 0, x2 � 0, u1 � 0, u2 � 0, u3 � 0

Basispunkt
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Lineare Programmierung Simplex-Verfahren

Ein weiteres Beispiel (5)
Z ! min

unter Z + 5x1 + 2x2 = 0
� 3x1 � x2 + u1 = � 3
� 2x1 � 3x2 + u2 = � 6

2x1 + x2 + u3 = 4
x1 � 0, x2 � 0, u1 � 0, u2 � 0, u3 � 0

x1 betritt Basis, u3 verl•asst die Basis.
x1 = � 1

2x2 � 1
2u3 + 2 (wie gehabt)

Einsetzenliefert
Z ! min

unter Z � 1
2x2 � 5

2u3 = � 10
1
2x2 + 3

2u3 + u1 = 3
� 2x2 + u3 + u2 = � 2

1
2x2 + 1

2u3 + x1 = 2
x1 � 0, x2 � 0, u1 � 0, u2 � 0, u3 � 0

Basispunkt(2; 0; 3; � 2; 0) unzul•assig
Ingo Wegener 19. Juni 2008 43



Lineare Programmierung Simplex-Verfahren

Ein weiteres Beispiel (6)

Z ! min
unter Z � 1

2x2 � 5
2u3 = � 10

1
2x2 + 3

2u3 + u1 = 3
� 2x2 + u3 + u2 = � 2

1
2x2 + 1

2u3 + x1 = 2
x1 � 0, x2 � 0, u1 � 0, u2 � 0, u3 � 0
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Lineare Programmierung Simplex-Verfahren

Ein weiteres Beispiel (6)

Z ! min
unter Z � 1

2x2 � 5
2u3 = � 10

1
2x2 + 3

2u3 + u1 = 3
� 2x2 + u3 + u2 = � 2

1
2x2 + 1

2u3 + x1 = 2
x1 � 0, x2 � 0, u1 � 0, u2 � 0, u3 � 0

nur zweite Gleichung schlecht, nur x2 mit negativem Koe�zienten
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Lineare Programmierung Simplex-Verfahren

Ein weiteres Beispiel (6)

Z ! min
unter Z � 1

2x2 � 5
2u3 = � 10

1
2x2 + 3

2u3 + u1 = 3
� 2x2 + u3 + u2 = � 2

1
2x2 + 1

2u3 + x1 = 2
x1 � 0, x2 � 0, u1 � 0, u2 � 0, u3 � 0

nur zweite Gleichung schlecht, nur x2 mit negativem Koe�zienten

 x2 betritt die Basis

Ingo Wegener 19. Juni 2008 44



Lineare Programmierung Simplex-Verfahren

Ein weiteres Beispiel (6)

Z ! min
unter Z � 1

2x2 � 5
2u3 = � 10

1
2x2 + 3

2u3 + u1 = 3
� 2x2 + u3 + u2 = � 2

1
2x2 + 1

2u3 + x1 = 2
x1 � 0, x2 � 0, u1 � 0, u2 � 0, u3 � 0

nur zweite Gleichung schlecht, nur x2 mit negativem Koe�zienten

 x2 betritt die Basis

Welche BV verl•asst die Basis?
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Lineare Programmierung Simplex-Verfahren

Ein weiteres Beispiel (6)

Z ! min
unter Z � 1

2x2 � 5
2u3 = � 10

1
2x2 + 3

2u3 + u1 = 3
� 2x2 + u3 + u2 = � 2

1
2x2 + 1

2u3 + x1 = 2
x1 � 0, x2 � 0, u1 � 0, u2 � 0, u3 � 0

nur zweite Gleichung schlecht, nur x2 mit negativem Koe�zienten

 x2 betritt die Basis

Welche BV verl•asst die Basis?

Quotientenvergleich
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Lineare Programmierung Simplex-Verfahren

Ein weiteres Beispiel (6)

Z ! min
unter Z � 1

2x2 � 5
2u3 = � 10

1
2x2 + 3

2u3 + u1 = 3
� 2x2 + u3 + u2 = � 2

1
2x2 + 1

2u3 + x1 = 2
x1 � 0, x2 � 0, u1 � 0, u2 � 0, u3 � 0

nur zweite Gleichung schlecht, nur x2 mit negativem Koe�zienten

 x2 betritt die Basis

Welche BV verl•asst die Basis?

Quotientenvergleich� 2
� 2 = 1 2

1=2 = 4

Ingo Wegener 19. Juni 2008 44



Lineare Programmierung Simplex-Verfahren

Ein weiteres Beispiel (6)

Z ! min
unter Z � 1

2x2 � 5
2u3 = � 10

1
2x2 + 3

2u3 + u1 = 3
� 2x2 + u3 + u2 = � 2

1
2x2 + 1

2u3 + x1 = 2
x1 � 0, x2 � 0, u1 � 0, u2 � 0, u3 � 0

nur zweite Gleichung schlecht, nur x2 mit negativem Koe�zienten

 x2 betritt die Basis

Welche BV verl•asst die Basis?

Quotientenvergleich� 2
� 2 = 1 < 2

1=2 = 4

Ingo Wegener 19. Juni 2008 44



Lineare Programmierung Simplex-Verfahren

Ein weiteres Beispiel (6)

Z ! min
unter Z � 1

2x2 � 5
2u3 = � 10

1
2x2 + 3

2u3 + u1 = 3
� 2x2 + u3 + u2 = � 2

1
2x2 + 1

2u3 + x1 = 2
x1 � 0, x2 � 0, u1 � 0, u2 � 0, u3 � 0

nur zweite Gleichung schlecht, nur x2 mit negativem Koe�zienten

 x2 betritt die Basis

Welche BV verl•asst die Basis?

Quotientenvergleich� 2
� 2 = 1 < 2

1=2 = 4

alsou2 verl•asst die Basis

Ingo Wegener 19. Juni 2008 44



Lineare Programmierung Simplex-Verfahren

Ein weiteres Beispiel (7)

Z ! min
unter Z � 1

2x2 � 5
2u3 = � 10

1
2x2 + 3

2u3 + u1 = 3
� 2x2 + u3 + u2 = � 2

1
2x2 + 1

2u3 + x1 = 2
x1 � 0, x2 � 0, u1 � 0, u2 � 0, u3 � 0

x2 betritt die Basis,u2 verl•asst die Basis
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Lineare Programmierung Simplex-Verfahren

Ein weiteres Beispiel (7)

Z ! min
unter Z � 1

2x2 � 5
2u3 = � 10

1
2x2 + 3

2u3 + u1 = 3
� 2x2 + u3 + u2 = � 2

1
2x2 + 1

2u3 + x1 = 2
x1 � 0, x2 � 0, u1 � 0, u2 � 0, u3 � 0

x2 betritt die Basis,u2 verl•asst die Basis

aus 2. Gleichung
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Lineare Programmierung Simplex-Verfahren

Ein weiteres Beispiel (7)

Z ! min
unter Z � 1

2x2 � 5
2u3 = � 10

1
2x2 + 3

2u3 + u1 = 3
� 2x2 + u3 + u2 = � 2

1
2x2 + 1

2u3 + x1 = 2
x1 � 0, x2 � 0, u1 � 0, u2 � 0, u3 � 0

x2 betritt die Basis,u2 verl•asst die Basis

aus 2. Gleichungx2 = 1
2u2 + 1

2u3 + 1
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Lineare Programmierung Simplex-Verfahren

Ein weiteres Beispiel (7)

Z ! min
unter Z � 1

2x2 � 5
2u3 = � 10

1
2x2 + 3

2u3 + u1 = 3
� 2x2 + u3 + u2 = � 2

1
2x2 + 1

2u3 + x1 = 2
x1 � 0, x2 � 0, u1 � 0, u2 � 0, u3 � 0

x2 betritt die Basis,u2 verl•asst die Basis

aus 2. Gleichungx2 = 1
2u2 + 1

2u3 + 1
Einsetzen inZ
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Lineare Programmierung Simplex-Verfahren

Ein weiteres Beispiel (7)

Z ! min
unter Z � 1

2x2 � 5
2u3 = � 10

1
2x2 + 3

2u3 + u1 = 3
� 2x2 + u3 + u2 = � 2

1
2x2 + 1

2u3 + x1 = 2
x1 � 0, x2 � 0, u1 � 0, u2 � 0, u3 � 0

x2 betritt die Basis,u2 verl•asst die Basis

aus 2. Gleichungx2 = 1
2u2 + 1

2u3 + 1
Einsetzen inZ Z � 11

4 u3 � 1
4u2 = � 19

2
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Lineare Programmierung Simplex-Verfahren

Ein weiteres Beispiel (7)

Z ! min
unter Z � 1

2x2 � 5
2u3 = � 10

1
2x2 + 3

2u3 + u1 = 3
� 2x2 + u3 + u2 = � 2

1
2x2 + 1

2u3 + x1 = 2
x1 � 0, x2 � 0, u1 � 0, u2 � 0, u3 � 0

x2 betritt die Basis,u2 verl•asst die Basis

aus 2. Gleichungx2 = 1
2u2 + 1

2u3 + 1
Einsetzen inZ Z � 11

4 u3 � 1
4u2 = � 19

2
Einsetzen in 1. Gleichung
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Lineare Programmierung Simplex-Verfahren

Ein weiteres Beispiel (7)

Z ! min
unter Z � 1

2x2 � 5
2u3 = � 10

1
2x2 + 3

2u3 + u1 = 3
� 2x2 + u3 + u2 = � 2

1
2x2 + 1

2u3 + x1 = 2
x1 � 0, x2 � 0, u1 � 0, u2 � 0, u3 � 0

x2 betritt die Basis,u2 verl•asst die Basis

aus 2. Gleichungx2 = 1
2u2 + 1

2u3 + 1
Einsetzen inZ Z � 11

4 u3 � 1
4u2 = � 19

2
Einsetzen in 1. Gleichung74u3 + 1

4u2 + u1 = 5
2

Einsetzen in 3. Gleichung
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Ein weiteres Beispiel (7)

Z ! min
unter Z � 1

2x2 � 5
2u3 = � 10

1
2x2 + 3

2u3 + u1 = 3
� 2x2 + u3 + u2 = � 2

1
2x2 + 1

2u3 + x1 = 2
x1 � 0, x2 � 0, u1 � 0, u2 � 0, u3 � 0

x2 betritt die Basis,u2 verl•asst die Basis

aus 2. Gleichungx2 = 1
2u2 + 1

2u3 + 1
Einsetzen inZ Z � 11

4 u3 � 1
4u2 = � 19

2
Einsetzen in 1. Gleichung74u3 + 1

4u2 + u1 = 5
2

Einsetzen in 3. Gleichung34u3 + 1
4u2 + x1 = 3

2
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Ein weiteres Beispiel (7)

Z ! min
unter Z � 1

2x2 � 5
2u3 = � 10

1
2x2 + 3

2u3 + u1 = 3
� 2x2 + u3 + u2 = � 2

1
2x2 + 1

2u3 + x1 = 2
x1 � 0, x2 � 0, u1 � 0, u2 � 0, u3 � 0

x2 betritt die Basis,u2 verl•asst die Basis

aus 2. Gleichungx2 = 1
2u2 + 1

2u3 + 1
Einsetzen inZ Z � 11

4 u3 � 1
4u2 = � 19

2
Einsetzen in 1. Gleichung74u3 + 1

4u2 + u1 = 5
2

Einsetzen in 3. Gleichung34u3 + 1
4u2 + x1 = 3

2
aus 2. Gleichung
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Ein weiteres Beispiel (7)

Z ! min
unter Z � 1

2x2 � 5
2u3 = � 10

1
2x2 + 3

2u3 + u1 = 3
� 2x2 + u3 + u2 = � 2

1
2x2 + 1

2u3 + x1 = 2
x1 � 0, x2 � 0, u1 � 0, u2 � 0, u3 � 0

x2 betritt die Basis,u2 verl•asst die Basis

aus 2. Gleichungx2 = 1
2u2 + 1

2u3 + 1
Einsetzen inZ Z � 11

4 u3 � 1
4u2 = � 19

2
Einsetzen in 1. Gleichung74u3 + 1

4u2 + u1 = 5
2

Einsetzen in 3. Gleichung34u3 + 1
4u2 + x1 = 3

2
aus 2. Gleichung� 1

2u3 � 1
2u2 + x2 = 1
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Ein weiteres Beispiel (8)

Z ! min
unter Z � 11

4 u3 � 1
4u2 = � 19

2
7
4u3 + 1

4u2 + u1 = 5
2

� 1
2u3 � 1

2u2 + x2 = 1
3
4u3 + 1

4u2 + x1 = 3
2

x1 � 0, x2 � 0, u1 � 0, u2 � 0, u3 � 0
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Ein weiteres Beispiel (8)

Z ! min
unter Z � 11

4 u3 � 1
4u2 = � 19

2
7
4u3 + 1

4u2 + u1 = 5
2

� 1
2u3 � 1

2u2 + x2 = 1
3
4u3 + 1

4u2 + x1 = 3
2

x1 � 0, x2 � 0, u1 � 0, u2 � 0, u3 � 0

Basispunkt
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Ein weiteres Beispiel (8)

Z ! min
unter Z � 11

4 u3 � 1
4u2 = � 19

2
7
4u3 + 1

4u2 + u1 = 5
2

� 1
2u3 � 1

2u2 + x2 = 1
3
4u3 + 1

4u2 + x1 = 3
2

x1 � 0, x2 � 0, u1 � 0, u2 � 0, u3 � 0

Basispunkt
� 3

2 ; 1; 5
2 ; 0; 0

�
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Ein weiteres Beispiel (8)

Z ! min
unter Z � 11

4 u3 � 1
4u2 = � 19

2
7
4u3 + 1

4u2 + u1 = 5
2

� 1
2u3 � 1

2u2 + x2 = 1
3
4u3 + 1

4u2 + x1 = 3
2

x1 � 0, x2 � 0, u1 � 0, u2 � 0, u3 � 0

Basispunkt
� 3

2 ; 1; 5
2 ; 0; 0

�
zul•assig
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Ein weiteres Beispiel (8)

Z ! min
unter Z � 11

4 u3 � 1
4u2 = � 19

2
7
4u3 + 1

4u2 + u1 = 5
2

� 1
2u3 � 1

2u2 + x2 = 1
3
4u3 + 1

4u2 + x1 = 3
2

x1 � 0, x2 � 0, u1 � 0, u2 � 0, u3 � 0

Basispunkt
� 3

2 ; 1; 5
2 ; 0; 0

�
zul•assig

Z -Wert
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Ein weiteres Beispiel (8)

Z ! min
unter Z � 11

4 u3 � 1
4u2 = � 19

2
7
4u3 + 1

4u2 + u1 = 5
2

� 1
2u3 � 1

2u2 + x2 = 1
3
4u3 + 1

4u2 + x1 = 3
2

x1 � 0, x2 � 0, u1 � 0, u2 � 0, u3 � 0

Basispunkt
� 3

2 ; 1; 5
2 ; 0; 0

�
zul•assig

Z -Wert � 19
2
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Ein weiteres Beispiel (8)

Z ! min
unter Z � 11

4 u3 � 1
4u2 = � 19

2
7
4u3 + 1

4u2 + u1 = 5
2

� 1
2u3 � 1

2u2 + x2 = 1
3
4u3 + 1

4u2 + x1 = 3
2

x1 � 0, x2 � 0, u1 � 0, u2 � 0, u3 � 0

Basispunkt
� 3

2 ; 1; 5
2 ; 0; 0

�
zul•assig

Z -Wert � 19
2

BeobachtungKoe�zienten der N-BV in Z alle < 0
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Ein weiteres Beispiel (8)

Z ! min
unter Z � 11

4 u3 � 1
4u2 = � 19

2
7
4u3 + 1

4u2 + u1 = 5
2

� 1
2u3 � 1

2u2 + x2 = 1
3
4u3 + 1

4u2 + x1 = 3
2

x1 � 0, x2 � 0, u1 � 0, u2 � 0, u3 � 0

Basispunkt
� 3

2 ; 1; 5
2 ; 0; 0

�
zul•assig

Z -Wert � 19
2

BeobachtungKoe�zienten der N-BV in Z alle < 0
 L•osung optimal
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