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Wiederholung MST multikriteriell Simulated Annealing und MA MST-Instanz Verallgemeinerung

Allgemeine randomisierte Suchheurstiken

Erinnerung

� Einordnung und Abgrenzung

� Anwendungsszenarien

� M•oglichkeiten und Grenzen

in der Vorlesung

� Einschr•ankung auf sehr einfache randomisierte Suchheuristiken

� immer Suchraumf 0; 1gn

� strukturell sehr•ahnliche Suchheuristiken

� immer ohne echtes Stoppkriterium

� immer Analyse der (erwarteten)Optimierzeit
= # f -Aufrufe, bis zum Finden eines Maximums
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Wiederholung MST multikriteriell Simulated Annealing und MA MST-Instanz Verallgemeinerung

Simulated Annealing
Algorithmus 13.1

SeiT : N ! R+
0 [ f1g eine Funktion,T hei�t Annealingschedule.

SeiN : f 0; 1gn ! P (f 0; 1gn ) eineNachbarschaft. Die folgende
Suchheuristik hei�tSimulated Annealing.

1. t := 1
2. W•ahlex t 2 f 0; 1gn uniform zuf•allig.
3. W•ahley 2 N (x t ) gem•a� einer festen Verteilung.
4. Mit Wahrscheinlichkeitmin

�
1; e� ( f (y)� f (x t )) =T(t)

	
,

setzex t+1 := y, sonstx t+1 := x t .
5. t := t + 1
6. Weiter bei 3.
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Simulated Annealing
Algorithmus 13.1

SeiT : N ! R+
0 [ f1g eine Funktion,T hei�t Annealingschedule.

SeiN : f 0; 1gn ! P (f 0; 1gn ) eineNachbarschaft. Die folgende
Suchheuristik hei�tSimulated Annealing.

1. t := 1
2. W•ahlex t 2 f 0; 1gn uniform zuf•allig.
3. W•ahley 2 N (x t ) gem•a� einer festen Verteilung.
4. Mit Wahrscheinlichkeitmin

�
1; e� ( f (y)� f (x t )) =T(t)

	
,

setzex t+1 := y, sonstx t+1 := x t .
5. t := t + 1
6. Weiter bei 3.

typische Nachbarschaft N (x) = f y 2 f 0; 1gn j 0 < d (x; y) � d� g
mit d� = 1 oder d� = 2

typische Verteilung GleichverteilungIngo Wegener 16. Juni 2008 3



Wiederholung MST multikriteriell Simulated Annealing und MA MST-Instanz Verallgemeinerung

Metropolis-Algorithmus, RLS und (1+1)-EA
Algorithmus 13.2 (Metropolis-Algorithmus

Der Metropolis-Algorithmusist Simulated Annealing mit fester
TemperaturT 2 R+

0 [ f1g .
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Der Metropolis-Algorithmusist Simulated Annealing mit fester
TemperaturT 2 R+

0 [ f1g .
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Metropolis-Algorithmus, RLS und (1+1)-EA
Algorithmus 13.2 (Metropolis-Algorithmus

Der Metropolis-Algorithmusist Simulated Annealing mit fester
TemperaturT 2 R+

0 [ f1g .

Algorithmus 13.3 (Randomisierte lokale Suche)

RLS ist der Metropolis-Algorithmus mit TemperaturT = 0 .

Algorithmus 13.4 ((1+1)-EA)

1. t := 1
2. W•ahlex t 2 f 0; 1gn uniform zuf•allig.
3. F•ur i 2 f 1; 2; : : : ; ng

Mit W'keit p, setzey[i ] := 1 � x t [i ], sonsty[i ] := x[i ].
4. If f (y) � f (x t ) Then x t+1 := y Elsex t+1 := x t .
5. t := t + 1
6. Weiter bei 3. 4
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Wiederholung MST multikriteriell Simulated Annealing und MA MST-Instanz Verallgemeinerung

Minimale Spannb•aume

Eingabe ungerichteter, gewichteter, zusammenh•angender
Graph(G = ( V; E); w) mit w : E ! N, jE j = m

Ausgabe ungerichteter, gewichteter, zusammenh•angender
Graph(G = ( V; E0); w) mit E 0 � E und w(E 0) =

P

e2 E 0
w(e)

minimal unter allen solchen Teilgraphen

Entscheidung Modellierung als Kantenauswahlproblem
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Minimale Spannb•aume

Eingabe ungerichteter, gewichteter, zusammenh•angender
Graph(G = ( V; E); w) mit w : E ! N, jE j = m

Ausgabe ungerichteter, gewichteter, zusammenh•angender
Graph(G = ( V; E0); w) mit E 0 � E und w(E 0) =

P

e2 E 0
w(e)

minimal unter allen solchen Teilgraphen

Entscheidung Modellierung als Kantenauswahlproblem
Suchraumf 0; 1gm mit x[i ] = 1 , ei gew•ahlt
Notation zu x 2 f 0; 1gm ist Ex =

S

x[i ]=1
ei
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Zielfunktionen

� f 1(x) := w(Ex )
Kritik ; ist optimal
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Zielfunktionen

� f 1(x) := w(Ex )
Kritik ; ist optimal

� f 2(x) :=

(
w(Ex ) falls (V; Ex ) zusammenh•angend

1 sonst
Kritik ohne Hilfezu schwer, •uberhaupt ST zu �nden

Ingo Wegener 16. Juni 2008 6



Wiederholung MST multikriteriell Simulated Annealing und MA MST-Instanz Verallgemeinerung

Zielfunktionen

� f 1(x) := w(Ex )
Kritik ; ist optimal

� f 2(x) :=

(
w(Ex ) falls (V; Ex ) zusammenh•angend

1 sonst
Kritik ohne Hilfezu schwer, •uberhaupt ST zu �nden

� f 3(x) := ( c(x) � 1) � w2
b + ( jxj � (n � 1)) � wb + w(Ex )

mit c(x) := #Zusammenhangskomponenten in(V; Ex ),

wb := m � maxf w(e1); : : : ; w(em )g und jxj =
nP

i =1
x[i ]

Kritik vielleicht zu sehr in Richtung L•osung formuliert
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Zielfunktionen

� f 1(x) := w(Ex )
Kritik ; ist optimal

� f 2(x) :=

(
w(Ex ) falls (V; Ex ) zusammenh•angend

1 sonst
Kritik ohne Hilfezu schwer, •uberhaupt ST zu �nden

� f 3(x) := ( c(x) � 1) � w2
b + ( jxj � (n � 1)) � wb + w(Ex )

mit c(x) := #Zusammenhangskomponenten in(V; Ex ),

wb := m � maxf w(e1); : : : ; w(em )g und jxj =
nP

i =1
x[i ]

Kritik vielleicht zu sehr in Richtung L•osung formuliert

� f 4(x) := ( c(x) � 1) � wb + w(Ex )
Kritik etwas k•unstliche Verschmelzung zweier Kriterien

� f 5(x) := ( c(x); w(Ex ))
Kritik Algorithmenanpassung n•otig

Ingo Wegener 16. Juni 2008 6



Wiederholung MST multikriteriell Simulated Annealing und MA MST-Instanz Verallgemeinerung

Randomisierte Suchheuristiken auf MST

Suchheuristik Modellierung Resultat
RLS f 3 O(m2(log(n) + log( wmax )))


( m2 log(n))
f 4 O(m2(log(n) + log( wmax )))


( m2 log(n))
(1+1) EA f 3 O(m2(log(n) + log( wmax )))


( m2 log(n))
f 4 O(m2(log(n) + log( wmax )))


( m2 log(n))
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Suchheuristik Modellierung Resultat
RLS f 3 O(m2(log(n) + log( wmax )))


( m2 log(n))
f 4 O(m2(log(n) + log( wmax )))


( m2 log(n))
(1+1) EA f 3 O(m2(log(n) + log( wmax )))


( m2 log(n))
f 4 O(m2(log(n) + log( wmax )))


( m2 log(n))

Jetzt f 5(x) := ( c(x); w(Ex ))
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MST modelliert mitf 5

f 5(x) = ( c(x); w(Ex )) ! min in beiden Komp.
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MST modelliert mitf 5

f 5(x) = ( c(x); w(Ex )) ! min in beiden Komp.
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Problem
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f 5(y) = ( y1; y2) � f 5(x) = ( x1; x2) :, (y1 � x1) ^ (y2 � x2)

Beobachtung � ist Halbordnung
(re
exiv, transitiv, antisymmetrisch)

x dominiert y :, (f (x) � f (y)) ^ (f (x) 6= f (y))
x mit f (x) minimal unter � hei�t Pareto-Optimum.
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MST modelliert mitf 5

f 5(x) = ( c(x); w(Ex )) ! min in beiden Komp.
Kritik Algorithmenanpassung n•otig

Problem
"
f 5(y) � f 5(x)\ sinnvoll de�nieren

naheliegend
f 5(y) = ( y1; y2) � f 5(x) = ( x1; x2) :, (y1 � x1) ^ (y2 � x2)

Beobachtung � ist Halbordnung
(re
exiv, transitiv, antisymmetrisch)

x dominiert y :, (f (x) � f (y)) ^ (f (x) 6= f (y))
x mit f (x) minimal unter � hei�t Pareto-Optimum.

f f (x) j x Pareto-Optimumg hei�t Pareto-Front.
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Wiederholung MST multikriteriell Simulated Annealing und MA MST-Instanz Verallgemeinerung

Simple Evolutionary Multiobjetive Optimizers
Algorithmus 13.16 (SEMO)

1. W•ahlex 2 f 0; 1gn uniform zuf•allig.
2. P := f xg
3. W•ahlex 2 P uniform zuf•allig.
4. W•ahley 2 N (x) gem•a� einer festen Verteilung zuf•allig.
5. Falls nicht9x0 2 P : (f (x0) � f (y)) ^ (f (x0) 6= f (y))
6. P := P n f x0 j f (y) � f (x0)g
7. P := P [ f yg
8. Weiter bei 3.
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Simple Evolutionary Multiobjetive Optimizers
Algorithmus 13.16 (SEMO)

1. W•ahlex 2 f 0; 1gn uniform zuf•allig.
2. P := f xg
3. W•ahlex 2 P uniform zuf•allig.
4. W•ahley 2 N (x) gem•a� einer festen Verteilung zuf•allig.
5. Falls nicht9x0 2 P : (f (x0) � f (y)) ^ (f (x0) 6= f (y))
6. P := P n f x0 j f (y) � f (x0)g
7. P := P [ f yg
8. Weiter bei 3.

Beobachtung SEMO ist lokal wie RLS.

alternativ Mutation wie beim (1+1)-EA
Ergebnishei�t global SEMO (GSEMO)
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MST multikriteriell mit f 5
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Wiederholung MST multikriteriell Simulated Annealing und MA MST-Instanz Verallgemeinerung

MST multikriteriell mit f 5

Beobachtung Pareto-Front unterf 5 besteht aus
n Elementen, f•ur jedesk 2 f 1; : : : ; ng eines
mit genauk Zusammenhangskomponenten

Beobachtungen

� MST ist Pareto-Optimum.

� ; ist Pareto-Optimum.

� P ist immer Menge nicht dominierter Punkte.

Ingo Wegener 16. Juni 2008 10



Wiederholung MST multikriteriell Simulated Annealing und MA MST-Instanz Verallgemeinerung

SEMO und Global SEMO f•ur f 5
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SEMO und Global SEMO f•ur f 5

Entscheidung N (x) := f y 2 f 0; 1gn j d(x; y) = 1 g
mit uniformer Verteilung aufN

Kann man MST so•uberhaupt erreichen?

Theorem 13.17
Die erwartete Optimierzeit von SEMO und GSEMO auf MST mit
f 5 betr•agt O(mn � (n + log wmax )) .
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Zum Beweis von Theorem 13.17
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Zum Beweis von Theorem 13.17
Betrachte zwei Phasen
exibler L•ange

1 Initialisierung bis erstmals; 2 P
2 Anschluss bis erstmals MST2 P

zur ersten Phase
Betrachte x � 2 P mit w(Ex � ) = min f w(Ex ) j x 2 Pg
Beobachtung Ex � hat max. Anzahl ZHK

klar Entfernen von Kante ausEx � senkt Gewicht
kann #Zusammenhangskomponenten vergr•o�ern

Beobachtung 9 m Hammingnachbarn,
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f 4 vs. f 5

bei polynomiellen Kantengewichten

f•ur f 4 RLS und (1+1)-EA O(m2 logn)

f•ur f 5 SEMO und GSEMOO(mn2)

f•ur dichte Graphenm = �( n2)  O(n4 logn) vs. O(n4)

f•ur d•unn-besetzte Graphenm = �( n)  O(n2 logn) vs. O(n3)

Experimentebest•atigen dieReihenfolge
der oberen Schranken alsrealistisch
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Wiederholung MST multikriteriell Simulated Annealing und MA MST-Instanz Verallgemeinerung

Randomisierte Suchheuristiken auf MST

Suchheuristik Modellierung Resultat
RLS f 3 O(m2(log(n) + log( wmax )))


( m2 log(n))
f 4 O(m2(log(n) + log( wmax )))


( m2 log(n))
(1+1) EA f 3 O(m2(log(n) + log( wmax )))


( m2 log(n))
f 4 O(m2(log(n) + log( wmax )))


( m2 log(n))
SEMO f 5 O(mn(n + log( wmax )))
GSEMO f 5 O(mn(n + log( wmax )))
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Metropolis-Algorithmus und Simulated Annealing

Erinnerung noch kein Ergebnis
f•ur Metropolis-Algorithmus und Simulated Annealing
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Metropolis-Algorithmus und Simulated Annealing

Erinnerung noch kein Ergebnis
f•ur Metropolis-Algorithmus und Simulated Annealing

Doch!
RLS = MA mit T = 0
MA = SA mit festem T

Was k•onnen MA und SA, was RLS nicht kann?

verschlechternde Schritte Entkommen aus lokalen Optima

ErinnerungRLS braucht 2-Bit-Flips, umf 3/ f 4 zu optimieren.

K•onnen MA und SA das auch nur mit 1-Bit-Flips scha�en?

Ist SA signi�kant besser als MA?
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Performanz parametrisierter Algorithmen

Wir beurteilen Performanz aufF � f f : f 0; 1gn ! Rg.

Wir sagen
A ist e�zient auf F
, 8 f 2 F : 9 Parametrisierung: A e�zient auf f
A ist nicht e�zient auf F
, 9 f 2 F : 8 Parametrisierungen: A nicht e�zient auf f

also
SA mindestens so e�zient wieMA
MA mindestens so e�zient wieRLS
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Wiederholung MST multikriteriell Simulated Annealing und MA MST-Instanz Verallgemeinerung

Gambler's-Ruin-Problem

vorab ein w'keitstheoretisches Tool (auch allgemeinn•utzlich)

Theorem 13.19
Seiens 2 N, a 2 f 0; 1; : : : ; Sg, pA 2]0; 1[nf 1=2g, pB := 1 � pA .
Betrachte den Zufallsprozess(X i ) i � 0 mit X 0 := a und

X i +1 =

(
X i + 1 mit WahrscheinlichkeitpA ,

X i � 1 mit WahrscheinlichkeitpB .

Es bezeichneT := min f X t j X t 2 f 0; sgg, q := pB =pA und
qA := Prob(X T = 0) .
Es gilt qA = qa � qs

1� qs und E(T) = (1� qA )�s� a
pA � pB

.
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Wiederholung MST multikriteriell Simulated Annealing und MA MST-Instanz Verallgemeinerung

Zum Beweis des Gambler's-Ruin-Theorems
Plan Anwendung Optional-Stopping-Theorem (Theorem 10.13)
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•Uber die W'keit, ruiniert zu werden

Wir haben q = pB =pA , T = min f X t j X t 2 f 0; sgg
M t = qX t ist Martingal

Optional-Stopping-Theorem E(M T ) = E(M 0) = E
�
qX 0

�
= qa

Beobachtung E(M T ) = qA � q0 + qB � qs

= qA + (1 � qA ) � qs = (1 � qs) � qA + qs

also qa = (1 � qs) � qA + qs

also qA = qa � qs

1� qs

p

Beobachtung sagt nichts •uber E(T)
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Zur erwarteten Dauer

Betrachte N t := X t � t � (pA � pB )
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Zur erwarteten Dauer

Betrachte N t := X t � t � (pA � pB )

Behauptung N t ist Martingal in Bezug auf(X i ) i � 0

E(N t+1 j X 1; X 2; : : : ; X t )

= E(N t+1 j X t )

= pA � (X t + 1 � (t + 1) � (pA � pB ))

+ pB � (X t � 1 � (t + 1) � (pA � pB ))

= ( pA + pB ) � X t + pA � pB � (pA + pB ) � (t + 1) � (pA � pB )

= X t + pA � pB � (t + 1) � (pA � pB )

= X t � t � (pA � pB ) = N t

p
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Wiederholung MST multikriteriell Simulated Annealing und MA MST-Instanz Verallgemeinerung

Anwendung Optional-Stopping-Theorem

Wir haben N t = X t � t � (pA � pB ) ist Martingal
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Wir haben N t = X t � t � (pA � pB ) ist Martingal

Optional-Stopping-Theorem
E(NT ) = E(N0) = E(X 0 � 0 � (pA � pB )) = a

Beobachtung
E(NT ) = qA � (0 � E(T) � (pA � pB ))+ qB � (s � E(T) � (pA � pB ))

also
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also E(T) (pA � pB ) � (qA + qB ) = qB � s � a

also E(T) (pA � pB ) = (1 � qA )s � a

also E(T) = (1� qA )s� a
pA � pB

Ingo Wegener 16. Juni 2008 23



Wiederholung MST multikriteriell Simulated Annealing und MA MST-Instanz Verallgemeinerung

Ein Beispielgraph
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Ein Beispielgraph
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Intuitionen f•ur G
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� gut  komplett erh•oht f 2 um m in leichten undm3 in

schweren Dreiecken
� gut  komplett sollte nicht zu wahrscheinlich sein

Fazit Unsere W•unsche
in schweren Dreiecken f 2  f 2 + m3 unwahrscheinlich

f 2  f 2 + m2 wahrscheinlich
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� schlecht komplett erh•oht f 2 um 1 in leichten undm2 in

schweren Dreiecken
� schlecht gut sollte nicht zu unwahrscheinlich sein
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Intuitionen f•ur G
� anfangs�( m) Dreiecke schlecht
� schlechte Dreiecke m•ussen komplett werden
� schlecht komplett erh•oht f 2 um 1 in leichten undm2 in

schweren Dreiecken
� schlecht gut sollte nicht zu unwahrscheinlich sein
� es sollte unwahrscheinlich sein, gute Dreiecke zu verlieren
� gut  komplett erh•oht f 2 um m in leichten undm3 in

schweren Dreiecken
� gut  komplett sollte nicht zu wahrscheinlich sein

Fazit Unsere W•unsche
in schweren Dreiecken f 2  f 2 + m3 unwahrscheinlich

f 2  f 2 + m2 wahrscheinlich
in leichten Dreiecken f 2  f 2 + m unwahrscheinlich

f 2  f 2 + 1 wahrscheinlich
mit nur einer festen Temperatur wohl nicht m •oglich
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MA auf G

Wir erwarten
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MA auf G

Wir erwarten
niedrige Temperatur schlechteschwere � bleibenschlecht
hohe Temperatur gute leichte � bleibennicht gut

Theorem 13.20
Es gibt eine Konstantec > 0, so dass MA aufG mit
Wahrscheinlichkeit1 � e� 
( m) mindestensecm Schritte zur
Optimierung braucht.
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Theorem 13.20
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MA auf G

Wir erwarten
niedrige Temperatur schlechteschwere � bleibenschlecht
hohe Temperatur gute leichte � bleibennicht gut

Theorem 13.20
Es gibt eine Konstantec > 0, so dass MA aufG mit
Wahrscheinlichkeit1 � e� 
( m) mindestensecm Schritte zur
Optimierung braucht.

Beweis.
anfangsalle Dreiecke komplett
f•ur jedes komplette� Prob(mache� schlecht) = 2

3
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Wiederholung MST multikriteriell Simulated Annealing und MA MST-Instanz Verallgemeinerung

MA auf G

Wir erwarten
niedrige Temperatur schlechteschwere � bleibenschlecht
hohe Temperatur gute leichte � bleibennicht gut

Theorem 13.20
Es gibt eine Konstantec > 0, so dass MA aufG mit
Wahrscheinlichkeit1 � e� 
( m) mindestensecm Schritte zur
Optimierung braucht.

Beweis.
anfangsalle Dreiecke komplett
f•ur jedes komplette� Prob(mache� schlecht) = 2

3
alsoProb(9 schlechtes schweres�) = 1 � e� 
( m)
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Wiederholung MST multikriteriell Simulated Annealing und MA MST-Instanz Verallgemeinerung

Beweis von Theorem 13.20
1. Fall: T < m (niedrige Temperatur)
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Beweis von Theorem 13.20
1. Fall: T < m (niedrige Temperatur)

Prob
�
f•ugem2-Kante im schlechten schweren� hinzu

�

=
1
m

� e� m2=T
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Wiederholung MST multikriteriell Simulated Annealing und MA MST-Instanz Verallgemeinerung

Beweis von Theorem 13.20
1. Fall: T < m (niedrige Temperatur)

Prob
�
f•ugem2-Kante im schlechten schweren� hinzu

�

=
1
m

� e� m2=T �
e� m

m
= e� 
( m)

2. Fall: T � m (hohe Temperatur)
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Prob
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=
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2. Fall: T � m (hohe Temperatur)

BetrachteX t = Anzahlguter leichter � nacht-ten Schritt.
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1. Fall: T < m (niedrige Temperatur)

Prob
�
f•ugem2-Kante im schlechten schweren� hinzu

�

=
1
m

� e� m2=T �
e� m

m
= e� 
( m)

2. Fall: T � m (hohe Temperatur)

Betrachtenur leichte Dreiecke.

BetrachteX t = Anzahlguter leichter � nacht-ten Schritt.

klar X 0 = 0
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Beweis von Theorem 13.20
1. Fall: T < m (niedrige Temperatur)

Prob
�
f•ugem2-Kante im schlechten schweren� hinzu

�

=
1
m

� e� m2=T �
e� m

m
= e� 
( m)

2. Fall: T � m (hohe Temperatur)

Betrachtenur leichte Dreiecke.

BetrachteX t = Anzahlguter leichter � nacht-ten Schritt.

klar X 0 = 0 gesuchtT = min f t j X t = ng

BeobachtungX t+1 h•angt nur vonb(x), g(x) und ct(x) ab
alle Werte bezogen auf gute�
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Wiederholung MST multikriteriell Simulated Annealing und MA MST-Instanz Verallgemeinerung

Beweis von Theorem 13.20 (Fortsetzung)

Transitionswahrscheinlichkeiten
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Beweis von Theorem 13.20 (Fortsetzung)

Transitionswahrscheinlichkeiten
komplett gut schlecht

komplett 1 � 3
m

1
m

2
m

gut 1
m � e� m=T 1 � 1

m � e� m=T 0
schlecht
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1
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2
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schlecht 1

m � e� 1=T 0 1� 1
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komplett 1 � 3
m

1
m

2
m

gut 1
m � e� m=T 1 � 1

m � e� m=T 0
schlecht 1

m � e� 1=T 0 1� 1
m � e� 1=T

Absch•atzungen

Prob(X t+1 = a + 1 j X t = a) �
n � a

m

Prob(X t+1 = a � 1 j X t = a) �
a
m

� e� m=T
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gut 1
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schlecht 1
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Beweis von Theorem 13.20 (Fortsetzung)

Transitionswahrscheinlichkeiten
komplett gut schlecht

komplett 1 � 3
m

1
m

2
m

gut 1
m � e� m=T 1 � 1

m � e� m=T 0
schlecht 1

m � e� 1=T 0 1� 1
m � e� 1=T

Absch•atzungen

Prob(X t+1 = a + 1 j X t = a) �
n � a

m

Prob(X t+1 = a � 1 j X t = a) �
a
m

� e� m=T �
a

3m

Beobachtung ~X t+1 nur noch von ~X t abh•angig (Markov-Kette)
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Wiederholung MST multikriteriell Simulated Annealing und MA MST-Instanz Verallgemeinerung

Beweis von Theorem 13.20 (Fortsetzung (2))

Prob(X t+1 = a + 1 j X t = a) �
n � a

m

Prob(X t+1 = a � 1 j X t = a) �
a

3m
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Beweis von Theorem 13.20 (Fortsetzung (2))

Prob(X t+1 = a + 1 j X t = a) �
n � a

m

Prob(X t+1 = a � 1 j X t = a) �
a

3m

Prob(X t+1 = X t � 1 j X t+1 6= X t ) � a=(3m)
a=(3m)+( n� a)=m = a

3n� 2a
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Beweis von Theorem 13.20 (Fortsetzung (2))

Prob(X t+1 = a + 1 j X t = a) �
n � a

m

Prob(X t+1 = a � 1 j X t = a) �
a

3m

Prob(X t+1 = X t � 1 j X t+1 6= X t ) � a=(3m)
a=(3m)+( n� a)=m = a

3n� 2a

Betrachte Situationerst ab(10=11)n guten Dreiecken.
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Prob(X t+1 = X t � 1 j X t+1 6= X t ) � a=(3m)
a=(3m)+( n� a)=m = a
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Betrachte Situationerst ab(10=11)n guten Dreiecken.
Brich Betrachtung abbei n oder (9=11)n guten Dreiecken.
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Wie gro� ist die Wkeit,n gute Dreiecke zu erreichen?
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Prob(X t+1 = a + 1 j X t = a) �
n � a

m

Prob(X t+1 = a � 1 j X t = a) �
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3m

Prob(X t+1 = X t � 1 j X t+1 6= X t ) � a=(3m)
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3n� 2a
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Brich Betrachtung abbei n oder (9=11)n guten Dreiecken.

Wie gro� ist die Wkeit,n gute Dreiecke zu erreichen?

Prob(X t+1 = X t � 1 j X t+1 6= X t ) � (9=11)n
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Wiederholung MST multikriteriell Simulated Annealing und MA MST-Instanz Verallgemeinerung

Beweis von Theorem 13.20 (Fortsetzung (2))

Prob(X t+1 = a + 1 j X t = a) �
n � a

m

Prob(X t+1 = a � 1 j X t = a) �
a

3m

Prob(X t+1 = X t � 1 j X t+1 6= X t ) � a=(3m)
a=(3m)+( n� a)=m = a

3n� 2a

Betrachte Situationerst ab(10=11)n guten Dreiecken.
Brich Betrachtung abbei n oder (9=11)n guten Dreiecken.

Wie gro� ist die Wkeit,n gute Dreiecke zu erreichen?

Prob(X t+1 = X t � 1 j X t+1 6= X t ) � (9=11)n
3n� 2�(9=11)n = 3

5

nur •andernde Schritte:Start bei (10=11)n,
•Anderung um� 1 bis (9=11)n oder n
W'keit Zunahme2=5, W'keit Abnahme3=5
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Wiederholung MST multikriteriell Simulated Annealing und MA MST-Instanz Verallgemeinerung

Anwendung Gambler's Ruin Theorem
qa = (pB =pA )s � (pB =pA )a

(pB =pA )s � 1
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Anwendung Gambler's Ruin Theorem
qa = (pB =pA )s � (pB =pA )a

(pB =pA )s � 1
mit pA = 3=5, a = (1 =11)n, s = (2 =11)n
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Wiederholung MST multikriteriell Simulated Annealing und MA MST-Instanz Verallgemeinerung

Anwendung Gambler's Ruin Theorem
qa = (pB =pA )s � (pB =pA )a

(pB =pA )s � 1
mit pA = 3=5, a = (1 =11)n, s = (2 =11)n

Prob(erreichen gute �) = qa = (2=3)(2 =11) n � (2=3)(1 =11) n

(2=3)(2 =11) n � 1
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( m)
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MA also bei jeder Temperaturho�nungslos.
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Wiederholung MST multikriteriell Simulated Annealing und MA MST-Instanz Verallgemeinerung

Anwendung Gambler's Ruin Theorem
qa = (pB =pA )s � (pB =pA )a

(pB =pA )s � 1
mit pA = 3=5, a = (1 =11)n, s = (2 =11)n

Prob(erreichen gute �) = qa = (2=3)(2 =11) n � (2=3)(1 =11) n

(2=3)(2 =11) n � 1

=
� 2

3

� n=11
� 1� (2=3)n= 11

1� (2=3)(2 =11) n <
� 2

3

� n=11
= e� 
( m)

alsoerwartete Anzahl solcher Anl•aufee
( m)

MA also bei jeder Temperaturho�nungslos.

Warum sollte es mit SA besser gehen?

IdeeBeginne mit hoher Temperatur und l•ose schwere Dreiecke,
senke Temperatur, darum bleiben schwere Dreiecke erhalten,
bei niedriger Temperatur l•ose leichte Dreiecke.
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Wiederholung MST multikriteriell Simulated Annealing und MA MST-Instanz Verallgemeinerung

Simulated Annealing aufG
Theorem 13.21
Seip ein Polynom inm. F•ur jede ausreichend gro�e Konstantec
�ndet Simulated Annealing mit Annealingschedule
T(t) := m3 �

�
1 � 1

cm

� t � 1
einen MST aufG in h•ochstens3cm ln m

Schritten mit Wahrscheinlichkeit mindestens1 � 1=p(m).
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Simulated Annealing aufG
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Seip ein Polynom inm. F•ur jede ausreichend gro�e Konstantec
�ndet Simulated Annealing mit Annealingschedule
T(t) := m3 �

�
1 � 1

cm

� t � 1
einen MST aufG in h•ochstens3cm ln m

Schritten mit Wahrscheinlichkeit mindestens1 � 1=p(m).

Beweis.
Wir unterteilen den Lauf in vierPhasen.
Phase 0:so langeT(t) > m 5=2

Phase 1:so langeT(t) 2 [m2; m5=2]
Phase 2:so langeT(t) 2 ]m1=2; m2[
Phase 3:so langeT(t) 2 [1;m1=2]
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Simulated Annealing aufG
Theorem 13.21
Seip ein Polynom inm. F•ur jede ausreichend gro�e Konstantec
�ndet Simulated Annealing mit Annealingschedule
T(t) := m3 �

�
1 � 1

cm

� t � 1
einen MST aufG in h•ochstens3cm ln m

Schritten mit Wahrscheinlichkeit mindestens1 � 1=p(m).

Beweis.
Wir unterteilen den Lauf in vierPhasen.
Phase 0:so langeT(t) > m 5=2

Phase 1:so langeT(t) 2 [m2; m5=2]
Phase 2:so langeT(t) 2 ]m1=2; m2[
Phase 3:so langeT(t) 2 [1;m1=2]
Wie viele Schritte sind das insgesamt?
T(t) = m3 �

�
1 � 1

cm

� t � 1 < 1
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Simulated Annealing aufG
Theorem 13.21
Seip ein Polynom inm. F•ur jede ausreichend gro�e Konstantec
�ndet Simulated Annealing mit Annealingschedule
T(t) := m3 �

�
1 � 1

cm

� t � 1
einen MST aufG in h•ochstens3cm ln m

Schritten mit Wahrscheinlichkeit mindestens1 � 1=p(m).

Beweis.
Wir unterteilen den Lauf in vierPhasen.
Phase 0:so langeT(t) > m 5=2

Phase 1:so langeT(t) 2 [m2; m5=2]
Phase 2:so langeT(t) 2 ]m1=2; m2[
Phase 3:so langeT(t) 2 [1;m1=2]
Wie viele Schritte sind das insgesamt?
T(t) = m3 �

�
1 � 1

cm

� t � 1 < 1
�
1 � 1

cm

� cm� t � 1
cm < 1

m3
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Wiederholung MST multikriteriell Simulated Annealing und MA MST-Instanz Verallgemeinerung

Simulated Annealing aufG
Theorem 13.21
Seip ein Polynom inm. F•ur jede ausreichend gro�e Konstantec
�ndet Simulated Annealing mit Annealingschedule
T(t) := m3 �

�
1 � 1

cm

� t � 1
einen MST aufG in h•ochstens3cm ln m

Schritten mit Wahrscheinlichkeit mindestens1 � 1=p(m).

Beweis.
Wir unterteilen den Lauf in vierPhasen.
Phase 0:so langeT(t) > m 5=2

Phase 1:so langeT(t) 2 [m2; m5=2]
Phase 2:so langeT(t) 2 ]m1=2; m2[
Phase 3:so langeT(t) 2 [1;m1=2]
Wie viele Schritte sind das insgesamt?
T(t) = m3 �

�
1 � 1
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� t � 1 < 1
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1 � 1

cm

� cm� t � 1
cm < 1

m3 e� (t � 1)=cm < e � 3 ln m
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Simulated Annealing aufG
Theorem 13.21
Seip ein Polynom inm. F•ur jede ausreichend gro�e Konstantec
�ndet Simulated Annealing mit Annealingschedule
T(t) := m3 �

�
1 � 1

cm

� t � 1
einen MST aufG in h•ochstens3cm ln m

Schritten mit Wahrscheinlichkeit mindestens1 � 1=p(m).

Beweis.
Wir unterteilen den Lauf in vierPhasen.
Phase 0:so langeT(t) > m 5=2

Phase 1:so langeT(t) 2 [m2; m5=2]
Phase 2:so langeT(t) 2 ]m1=2; m2[
Phase 3:so langeT(t) 2 [1;m1=2]
Wie viele Schritte sind das insgesamt?
T(t) = m3 �

�
1 � 1

cm

� t � 1 < 1
�
1 � 1

cm

� cm� t � 1
cm < 1

m3 e� (t � 1)=cm < e � 3 ln m

alsot > 1 + 3cm ln m reicht aus
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Wiederholung MST multikriteriell Simulated Annealing und MA MST-Instanz Verallgemeinerung

Simulated Annealing aufG
Theorem 13.21
Seip ein Polynom inm. F•ur jede ausreichend gro�e Konstantec
�ndet Simulated Annealing mit Annealingschedule
T(t) := m3 �

�
1 � 1

cm

� t � 1
einen MST aufG in h•ochstens3cm ln m

Schritten mit Wahrscheinlichkeit mindestens1 � 1=p(m).

Beweis.
Wir unterteilen den Lauf in vierPhasen.
Phase 0:so langeT(t) > m 5=2

Phase 1:so langeT(t) 2 [m2; m5=2]
Phase 2:so langeT(t) 2 ]m1=2; m2[
Phase 3:so langeT(t) 2 [1;m1=2]
Wie viele Schritte sind das insgesamt?
T(t) = m3 �

�
1 � 1

cm

� t � 1 < 1
�
1 � 1

cm

� cm� t � 1
cm < 1

m3 e� (t � 1)=cm < e � 3 ln m

alsot > 1 + 3cm ln m reicht aus
analogPhasenl•ange� (c=4)m ln m
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Wiederholung MST multikriteriell Simulated Annealing und MA MST-Instanz Verallgemeinerung

Beweis von Theorem 13.21
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Theorem 13.23
F•ur "(m) = o(1) �nden MA mit jeder Temperatur und SA mit
jedem Annealingschedule f•ur jede Konstantek und jedes Polynom
p in O(p(m)) Schritten einen MST mit Wahrscheinlichkeito(m� k ).

Beweis.
wie zuvormit gen•ugend gro�er W'keit �( m) vieleschlechte�
zun•achst nur MA betrachten
Prob(akzeptierew-Kante irgendwann im Lauf) = O(p(m) � e� w=T )

nur f•ur T � w=(
 � ln m) (
 > 0 konstant) ist das gro� genug

p� (T) := Prob(akzeptierew-Kante)

p�
" (T) := Prob(akzeptiere(1 + "(m))w-Kante)

zu zeigenUnterschied zwischenp� (T) und p�
" (T) zu klein
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Beweis von Theorem 13.23
p� (T) = Prob(akzeptierew-Kante)
p�

" (T) = Prob(akzeptiere(1 + "(m))w-Kante)
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Beweis von Theorem 13.23
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" (T) = Prob(akzeptiere(1 + "(m))w-Kante)

p� (T)
p�

" (T)
= e� w=T � e(1+ " (m)) w=T

= e" (m)w=T
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Beweis von Theorem 13.23
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p� (T)
p�

" (T)
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 ln m
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 < m � 8� > 0
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Wiederholung MST multikriteriell Simulated Annealing und MA MST-Instanz Verallgemeinerung

Beweis von Theorem 13.23
p� (T) = Prob(akzeptierew-Kante)
p�

" (T) = Prob(akzeptiere(1 + "(m))w-Kante)

p� (T)
p�

" (T)
= e� w=T � e(1+ " (m)) w=T

= e" (m)w=T � e" (m)
 ln m

= m" (m)
 < m � 8� > 0

Zufallsprozessbeschreibbar durchb(x) und ct(x)
Potenzialfunktion�( x) = 2 b(x) + ct(x)

anfangs�( x) = n
MST �( x) = 0
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Beweis von Theorem 13.23 (Fortsetzung)

Potenzialfunktion�( x) = 2 b(x) + ct(x) sinkt vonn auf 0
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Beweis von Theorem 13.23 (Fortsetzung)

Potenzialfunktion�( x) = 2 b(x) + ct(x) sinkt vonn auf 0

Prob(�( x t+1 ) = a + 1 j �( x t ) = a)

=
2ct(x t )

m| {z }

ippe leichte Kante in kompletten � raus

+
n � b(x t ) � ct(x t )

m
� p�

" (T)
| {z }


ippe schwere Kante in gutem � rein
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Beweis von Theorem 13.23 (Fortsetzung)

Potenzialfunktion�( x) = 2 b(x) + ct(x) sinkt vonn auf 0

Prob(�( x t+1 ) = a + 1 j �( x t ) = a)

=
2ct(x t )

m| {z }

ippe leichte Kante in kompletten � raus

+
n � b(x t ) � ct(x t )

m
� p�

" (T)
| {z }


ippe schwere Kante in gutem � rein

Prob(�( x t+1 ) = a � 1 j �( x t ) = a)
=

ct(x t )
m| {z }


ippe schwere Kante in kompletten � raus

+
b(x t )

m
� p� (T)

| {z }

ippe leichte Kante in schlechten � rein
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Beweis von Theorem 13.23 (Fortsetzung)

Potenzialfunktion�( x) = 2 b(x) + ct(x) sinkt vonn auf 0

Prob(�( x t+1 ) = a + 1 j �( x t ) = a)

=
2ct(x t )

m| {z }

ippe leichte Kante in kompletten � raus

+
n � b(x t ) � ct(x t )

m
� p�

" (T)
| {z }


ippe schwere Kante in gutem � rein

Prob(�( x t+1 ) = a � 1 j �( x t ) = a)
=

ct(x t )
m| {z }


ippe schwere Kante in kompletten � raus

+
b(x t )

m
� p� (T)

| {z }

ippe leichte Kante in schlechten � rein

Prob(�( x t+1 ) = a j �( x t ) = a) =
1 � Prob(�( x t+1 ) = a + 1 j �( x t ) = a) �
Prob(�( x t+1 ) = a � 1 j �( x t ) = a)
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Beweis von Theorem 13.23 (Fortsetzung (2))
Wenn wir zeigen k•onnen

Prob(�( x t+1 ) = a + 1 j �( x t ) = a)
Prob(�( x t+1 ) = a + 1 j �( x t ) = a) + Prob(�( x t+1 ) = a � 1 j �( x t ) = a)

�
3
5

Behauptung folgt ausGambler's Ruin Problemwie vorhin

Ingo Wegener 16. Juni 2008 39



Wiederholung MST multikriteriell Simulated Annealing und MA MST-Instanz Verallgemeinerung

Beweis von Theorem 13.23 (Fortsetzung (2))
Wenn wir zeigen k•onnen

Prob(�( x t+1 ) = a + 1 j �( x t ) = a)
Prob(�( x t+1 ) = a + 1 j �( x t ) = a) + Prob(�( x t+1 ) = a � 1 j �( x t ) = a)

�
3
5

Behauptung folgt ausGambler's Ruin Problemwie vorhin

(2ct(x t )) =m+(( n� b(x t )� ct(x t )) =m)�p�
" (T )

(2ct(x t )) =m+(( n� b(x t )� ct(x t )) =m)�p�
" (T )+( ct(x t )) =m+(( b(x t )) =m)�p� (T ) � 3

5
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Beweis von Theorem 13.23 (Fortsetzung (2))
Wenn wir zeigen k•onnen

Prob(�( x t+1 ) = a + 1 j �( x t ) = a)
Prob(�( x t+1 ) = a + 1 j �( x t ) = a) + Prob(�( x t+1 ) = a � 1 j �( x t ) = a)

�
3
5

Behauptung folgt ausGambler's Ruin Problemwie vorhin

(2ct(x t )) =m+(( n� b(x t )� ct(x t )) =m)�p�
" (T )

(2ct(x t )) =m+(( n� b(x t )� ct(x t )) =m)�p�
" (T )+( ct(x t )) =m+(( b(x t )) =m)�p� (T ) � 3

5
,

2ct(x t ) + ( n � b(x t ) � ct(x t )) � p�
" (T)

� 9
5ct(x t ) + 3

5(n � b(x t ) � ct(x t )) � p�
" (T) + 3

5b(x t ) � p� (T)
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Beweis von Theorem 13.23 (Fortsetzung (2))
Wenn wir zeigen k•onnen

Prob(�( x t+1 ) = a + 1 j �( x t ) = a)
Prob(�( x t+1 ) = a + 1 j �( x t ) = a) + Prob(�( x t+1 ) = a � 1 j �( x t ) = a)

�
3
5

Behauptung folgt ausGambler's Ruin Problemwie vorhin

(2ct(x t )) =m+(( n� b(x t )� ct(x t )) =m)�p�
" (T )

(2ct(x t )) =m+(( n� b(x t )� ct(x t )) =m)�p�
" (T )+( ct(x t )) =m+(( b(x t )) =m)�p� (T ) � 3

5
,

2ct(x t ) + ( n � b(x t ) � ct(x t )) � p�
" (T)

� 9
5ct(x t ) + 3

5(n � b(x t ) � ct(x t )) � p�
" (T) + 3

5b(x t ) � p� (T)
,

1
5ct(x t ) + 2

5(n � b(x t ) � ct(x t )) � p�
" (T) � 3

5b(x t ) � p� (T)
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Wiederholung MST multikriteriell Simulated Annealing und MA MST-Instanz Verallgemeinerung

Beweis von Theorem 13.23 (Fortsetzung (3))

zu zeigen1
5ct(x t ) + 2

5(n � b(x t ) � ct(x t )) � p�
" (T) � 3

5b(x t ) � p� (T)
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Beweis von Theorem 13.23 (Fortsetzung (3))

zu zeigen1
5ct(x t ) + 2

5(n � b(x t ) � ct(x t )) � p�
" (T) � 3

5b(x t ) � p� (T)

1. Fall ct(x t ) � 3b(x t )
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Beweis von Theorem 13.23 (Fortsetzung (3))

zu zeigen1
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Wiederholung MST multikriteriell Simulated Annealing und MA MST-Instanz Verallgemeinerung

Beweis von Theorem 13.23 (Fortsetzung (3))

zu zeigen1
5ct(x t ) + 2

5(n � b(x t ) � ct(x t )) � p�
" (T) � 3

5b(x t ) � p� (T)

1. Fall ct(x t ) � 3b(x t )
p

2. Fall ct(x t ) < 3b(x t )
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Beweis von Theorem 13.23 (Fortsetzung (3))

zu zeigen1
5ct(x t ) + 2

5(n � b(x t ) � ct(x t )) � p�
" (T) � 3

5b(x t ) � p� (T)

1. Fall ct(x t ) � 3b(x t )
p

2. Fall ct(x t ) < 3b(x t )
n � b(x t ) � ct(x t ) > n � 4b(x t )

Ingo Wegener 16. Juni 2008 40



Wiederholung MST multikriteriell Simulated Annealing und MA MST-Instanz Verallgemeinerung

Beweis von Theorem 13.23 (Fortsetzung (3))

zu zeigen1
5ct(x t ) + 2

5(n � b(x t ) � ct(x t )) � p�
" (T) � 3

5b(x t ) � p� (T)

1. Fall ct(x t ) � 3b(x t )
p

2. Fall ct(x t ) < 3b(x t )
n � b(x t ) � ct(x t ) > n � 4b(x t )
Uns gen•ugt letzte Phase mitb(x t ) � n1=2.
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2. Fall ct(x t ) < 3b(x t )
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alson � b(x t ) � ct(x t ) > n � 4n1=2

es gen•ugt 2(n � 4n1=2) � p�
" (T) � 3b(x t ) � p� (T)

Ingo Wegener 16. Juni 2008 40



Wiederholung MST multikriteriell Simulated Annealing und MA MST-Instanz Verallgemeinerung

Beweis von Theorem 13.23 (Fortsetzung (3))

zu zeigen1
5ct(x t ) + 2

5(n � b(x t ) � ct(x t )) � p�
" (T) � 3

5b(x t ) � p� (T)

1. Fall ct(x t ) � 3b(x t )
p

2. Fall ct(x t ) < 3b(x t )
n � b(x t ) � ct(x t ) > n � 4b(x t )
Uns gen•ugt letzte Phase mitb(x t ) � n1=2.
alson � b(x t ) � ct(x t ) > n � 4n1=2

es gen•ugt 2(n � 4n1=2) � p�
" (T) � 3b(x t ) � p� (T)

,
p� (T )
p�

" (T ) � 2
3(n1=2 � 4)
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Beweis von Theorem 13.23 (Fortsetzung (3))

zu zeigen1
5ct(x t ) + 2

5(n � b(x t ) � ct(x t )) � p�
" (T) � 3

5b(x t ) � p� (T)

1. Fall ct(x t ) � 3b(x t )
p

2. Fall ct(x t ) < 3b(x t )
n � b(x t ) � ct(x t ) > n � 4b(x t )
Uns gen•ugt letzte Phase mitb(x t ) � n1=2.
alson � b(x t ) � ct(x t ) > n � 4n1=2

es gen•ugt 2(n � 4n1=2) � p�
" (T) � 3b(x t ) � p� (T)

,
p� (T )
p�

" (T ) � 2
3(n1=2 � 4)

wir haben p� (T )
p�

" (T ) < m � 8� > 0
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Beweis von Theorem 13.23 (Fortsetzung (3))

zu zeigen1
5ct(x t ) + 2

5(n � b(x t ) � ct(x t )) � p�
" (T) � 3

5b(x t ) � p� (T)

1. Fall ct(x t ) � 3b(x t )
p

2. Fall ct(x t ) < 3b(x t )
n � b(x t ) � ct(x t ) > n � 4b(x t )
Uns gen•ugt letzte Phase mitb(x t ) � n1=2.
alson � b(x t ) � ct(x t ) > n � 4n1=2

es gen•ugt 2(n � 4n1=2) � p�
" (T) � 3b(x t ) � p� (T)

,
p� (T )
p�

" (T ) � 2
3(n1=2 � 4)

wir haben p� (T )
p�

" (T ) < m � 8� > 0

weil n = �( m)
p
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Beweis von Theorem 13.23 (Fortsetzung (4))

Was ist mit Simulated Annealing?
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Beweis von Theorem 13.23 (Fortsetzung (4))

Was ist mit Simulated Annealing?

mit W'keit sehr dicht an 19 schlechtesDreieck
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mit W'keit sehr dicht an 19 schlechtesDreieck

alsoT(t) � w=(
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polynomielle Schrittzahl
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Wiederholung MST multikriteriell Simulated Annealing und MA MST-Instanz Verallgemeinerung

Beweis von Theorem 13.23 (Fortsetzung (4))

Was ist mit Simulated Annealing?

mit W'keit sehr dicht an 19 schlechtesDreieck

alsoT(t) � w=(
 ln m) erforderlich

Beweis f•ur MA funktioniert f•ur alle solche Temperaturen

alsoauch SA nicht erfolgreich mit W'keit sehr dicht an 1 f•ur jede
polynomielle Schrittzahl

eher entmutigendf•ur einfache Graphklasse nicht erfolgreich

Kann man Graphklassen �nden, f•ur die SA in Polynomialzeit mit
W'keit dicht bei 1 erfolgreich ist?
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Wiederholung MST multikriteriell Simulated Annealing und MA MST-Instanz Verallgemeinerung

Verallgemeinerung
Man kann zeigen(1 + ")-Trennung von Kantengewichten reicht
auch aus.
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Wiederholung MST multikriteriell Simulated Annealing und MA MST-Instanz Verallgemeinerung

Verallgemeinerung
Man kann zeigen(1 + ")-Trennung von Kantengewichten reicht
auch aus.
hier ohne Beweis

Theorem
Sei " > 0 konstant, seiG = ( V; E; w) ein zusammenh•angender,
ungerichteter, gewichteter Graph mitw : V ! f 1; : : : ; 2jE jg und
w(e) > w (e0) ) w(e) � (1 + ")w(e0) f•ur alle e 2 E.
Simulated Annealing �ndet mit passendem Annealingschedule
einen MST f•ur G in polynomieller Zeit mit einer
Wahrscheinlichkeit polynomiell dicht an 1.
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Verallgemeinerung
Man kann zeigen(1 + ")-Trennung von Kantengewichten reicht
auch aus.
hier ohne Beweis

Theorem
Sei " > 0 konstant, seiG = ( V; E; w) ein zusammenh•angender,
ungerichteter, gewichteter Graph mitw : V ! f 1; : : : ; 2jE jg und
w(e) > w (e0) ) w(e) � (1 + ")w(e0) f•ur alle e 2 E.
Simulated Annealing �ndet mit passendem Annealingschedule
einen MST f•ur G in polynomieller Zeit mit einer
Wahrscheinlichkeit polynomiell dicht an 1.

Beweisideebei hinreichend langsamen Abk•uhlen werden nach
fallendem Gewicht gute Kanten hinzugef•ugt und nicht wieder
entfernt, zu schwere Kanten kommen sp•ater nicht mehr dazu
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ungerichteter, gewichteter Graph mitw : V ! f 1; : : : ; 2jE jg und
w(e) > w (e0) ) w(e) � (1 + ")w(e0) f•ur alle e 2 E.
Simulated Annealing �ndet mit passendem Annealingschedule
einen MST f•ur G in polynomieller Zeit mit einer
Wahrscheinlichkeit polynomiell dicht an 1.

Beweisideebei hinreichend langsamen Abk•uhlen werden nach
fallendem Gewicht gute Kanten hinzugef•ugt und nicht wieder
entfernt, zu schwere Kanten kommen sp•ater nicht mehr dazu
bei InteresseIngo Wegener: Simulated annealing beats Metropolis
in Combinatorial Optimization. ICALP 2005.
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