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Allgemeine randomisierte Suchheurstiken

Erinnerung
Einordnung und Abgrenzung
Anwendungsszenarien
Meglichkeiten und Grenzen

in der Vorlesung
Einschankung auf sehr einfache randomisierte Suchheuristiken
immer Suchraunf 0; 1g"
strukturell sehrahnliche Suchheuristiken
immer ohne echtes Stoppkriterium

immer Analyse der (erwartetenptimierzeit
= #f -Aufrufe, bis zum Finden eines Maximums
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Simulated Annealing
Algorithmus 13.1

SeiT:N! R§ [flg eine Funktion,T heit Annealingschedule
SeiN: f0;1g" ! P (f0;1g") eineNachbarschaft Die folgende
Suchheuristik hei tSimulated Annealing

1. t:=1

2. Wahlex; 2 f 0;1g" uniform zu#llig.

3. Wahley 2 N (x;) gema einer festen Verteilung.
4. Mit Wahrscheinlichkeitmin 1;e (f() fGx)=T(®)
setzexi+1 = Y, SONStXi+1 = X¢.

ti=t+1

Weiter bei 3.

RO
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Simulated Annealing
Algorithmus 13.1

SeiT:N! R§ [flg eine Funktion,T heit Annealingschedule
SeiN: f0;1g" ! P (f0;1g") eineNachbarschaft Die folgende
Suchheuristik hei tSimulated Annealing

1. t:=1

2. Wahlex; 2 f 0;1g" uniform zu#llig.

3. Wahley 2 N (x;) gema einer festen Verteilung.
4. Mit Wahrscheinlichkeitmin 1;e (f() fGx)=T(®)
setzexi+1 = Y, SONStXi+1 = X¢.

ti=t+1

Weiter bei 3.

RO

typische Nachbarschaft N(x) = fy2f0;1g" jO<d(x;y) dg
mitd =1 oderd =2

Ingo Wegener 16. Juni 2008 3
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Metropolis-Algorithmus, RLS und (1+1)-EA

Algorithmus 13.2 (Metropolis-Algorithmus

Der Metropolis-Algorithmusist Simulated Annealing mit fester
TemperaturT 2 R [flg
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Metropolis-Algorithmus, RLS und (1+1)-EA

Algorithmus 13.2 (Metropolis-Algorithmus

Der Metropolis-Algorithmusist Simulated Annealing mit fester
TemperaturT 2 R [flg

Algorithmus 13.3 (Randomisierte lokale Suche)

RLS ist der Metropolis-Algorithmus mit Temperatuf = 0.
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Metropolis-Algorithmus, RLS und (1+1)-EA

Algorithmus 13.2 (Metropolis-Algorithmus

Der Metropolis-Algorithmusist Simulated Annealing mit fester
TemperaturT 2 R [flg

Algorithmus 13.3 (Randomisierte lokale Suche)

RLS ist der Metropolis-Algorithmus mit Temperatuf = 0.

Algorithmus 13.4 ((1+1)-EA)

1. t:=1
2. Wahlex; 2 f 0;1g" uniform zu#llig.
3. Ruri2f1;2:::;ng
Mit W'keit p, setzey[i] :=1  x[i], sonsty[i] := x[i].
4. Iff(y) f(x¢) Thenxisg =y Elsexi+1 = X;.
t=t+1
6. Weiter bei 3. 4

el
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Minimale Spannéume

Eingabe ungerichteter, gewichteter, zusammesingender
Graph(G=(V;E);w) mitw:E! N,jEj=m
Ausgabe ungerichteter, gewichteter, zusammesufigender

_ P
Graph(G = (V;E9%;w) mit E° E undw(E9 = w(e)
e2E°
minimal unter allen solchen Teilgraphen

Entscheidung Modellierung als Kantenauswahlproblem
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Eingabe ungerichteter, gewichteter, zusammesingender
Graph(G=(V;E);w) mitw:E! N,jEj=m
Ausgabe ungerichteter, gewichteter, zusammesufigender

_ P
Graph(G = (V;E9%;w) mit E° E undw(E9 = w(e)
e2E°
minimal unter allen solchen Teilgraphen

Entscheidung Modellierung als Kantenauswahlproblem
Suchraumf 0; 1g™ mit x[i]=1, € gewahlt
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Minimale Spannéume

Eingabe ungerichteter, gewichteter, zusammesingender
Graph(G=(V;E);w) mitw:E! N,jEj=m
Ausgabe ungerichteter, gewichteter, zusammesufigender

_ P
Graph(G = (V;E9%;w) mit E° E undw(E9 = w(e)
e2E°
minimal unter allen solchen Teilgraphen

Entscheidung Modellierung als Kantenauswahlproblem
Suchraumf 0; 1g™ mit x[i] =1, esgev\ahlt

Notation zux 2 f 0; 1g™ ist Ex = e
x[i]=1
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fa(x):=

1 sonst
Kritik  ohne Hilfezu schwey uberhaupt ST zu nden
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Zielfunktionen

fa(x) == w(Ex)

Kritik ;( ist optimal

Fo(x) 1= w(Ex) falls(V;Ex) zusammen&ngend
2T sonst

Kritik  ohne Hilfezu schweyrmberhaupt ST zu nden

fa(x):=(c(x) 1) wg+(ixj (n 1)) wp+ W(Ex)
mit ¢(x) := #Zusammenhangskomponenten ifV; Ey),

Wp:= m maxfw(er);:::;w(em)gundjxj = x[i]

1=
Kritik  vielleicht zu sehr in Richtungedsung formuliert
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Kritik  ohne Hilfezu schweyrmberhaupt ST zu nden
fa(x):=(co(x) 1) wgp+(jxj (n 1)) wp+ w(Ex)
mit ¢(x) := #Zusammenhangskomponenten ifV; Ey),
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fa(x):=(cx) 1) wp+ W(Ex)
Kritik  etwas lnstliche Verschmelzung zweier Kriterien
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Zielfunktionen

fa(x) == w(Ex)

Kritik ;( ist optimal

Fo(x) 1= w(Ex) falls(V;Ex) zusammen&ngend
2T sonst

Kritik  ohne Hilfezu schweyrmberhaupt ST zu nden
fa(x):=(co(x) 1) wgp+(jxj (n 1)) wp+ w(Ex)
mit ¢(x) := #Zusammenhangskomponenten ifV; Ey),

Wp:= m maxfw(er);:::;w(em)g undjxj = . x[i]

1=
Kritik  vielleicht zu sehr in Richtungedsung formuliert

fa(x):=(cx) 1) wp+ W(Ex)
Kritik  etwas lnstliche Verschmelzung zweier Kriterien

f5(x) == (c(x); W(Ex))
Kritik  Algorithmenanpassungetig
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Randomisierte Suchheuristiken auf MST

Suchheuristik| Modellierung| Resultat
RLS f3 O(mZ(log(n) + log( Wmax)))
( m?log(n))
fa O(mz(l‘)g(n) +10g( Wmax)))
( m?log(n))
(1+1) EA fs O(mZ(log(n) + log( Wmax)))
( m?log(n))
fa O(mz(l‘)g(n) +10g( Wmax)))

( m?log(n))
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Randomisierte Suchheuristiken auf MST

Suchheuristik| Modellierung| Resultat
RLS f3 O(mZ(log(n) + log( Wmax)))
( m?log(n))
fa O(mz(l‘)g(n) +10g( Wmax)))
( m?log(n))
(1+1) EA fs O(mZ(log(n) + log( Wmax)))
( m?log(n))
fa O(mz(l‘)g(n) +10g( Wmax)))

Jetzt  fg(x):= (c(X);W(Ey))

( m?log(n))




MST modelliert mitf 5

fs5(x) = (c(x);w(Ex)) ! min in beiden Komp.
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fs5(x) = (c(x);w(Ex)) ! min in beiden Komp.
Kritik Algorithmenanpassungenig

Problem,fs(y) fs(x)\ sinnvoll de nieren
naheliegend

fs(y) =(yny2) fs(X)=(x1;x2): (Y1 x1) " (Y2 X2)
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naheliegend
fs(y) =(y1y2) fs(X)=(x1ix2)5, (Y1 X)) (Y2 X2)

Beobachtung ist Halbordnung
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MST modelliert mitf 5

fs5(x) = (c(x);w(Ex)) ! min in beiden Komp.

Kritik Algorithmenanpassungeiig

Problem,fs(y) fs(x)\ sinnvoll de nieren

naheliegend

fs(y) =(y1y2) fs(X)=(x1ix2)5, (Y1 X)) (Y2 X2)

Beobachtung ist Halbordnung
(re exiv, transitiv, antisymmetrisch)

x dominierty :, (f(x) f(y)) "™ (f(x) 6 f(y))
X mit f (x) minimal unter heit Pareto-Optimum
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MST modelliert mitf g
fs5(x) = (c(x);w(Ex)) ! min in beiden Komp.
Kritik Algorithmenanpassungeiig

Problem,fs(y) fs(x)\ sinnvoll de nieren

naheliegend
fs(y) =(yny2) fs(X)=(x1;x2): (Y1 x1) " (Y2 X2)

Beobachtung ist Halbordnung
(re exiv, transitiv, antisymmetrisch)

x dominierty :, (f(x) f(y)) "™ (f(x) 6 f(y))
X mit f (x) minimal unter heit Pareto-Optimum

ff(x) j x Pareto-Optimunyg hei t Pareto-Front



Wiederholung MST multikriteriell Simulated Annealing und MA MST-Instanz Verallgemeinerung
000000 (o] Yo} 0000 [e]e} o
0000 00000 00000000 00000000

Simple Evolutionary Multiobjetive Optimizers
Algorithmus 13.16 (SEMO)

1. Wahlex 2 f 0;1g" uniform zusllig.

2. P:=1fxg

3. Wahlex 2 P uniform zusllig.

4. Wahley 2 N (x) gema einer festen Verteilung zsilig.
5. Falls nicht9x%2 P: (f (x9 f(y)) ~ (f (x9 6 f (y))
6. P:=Pnfx%f(y) f(x%g

7. P:=P[f yg

8. Weiter bei 3.

Ingo Wegener 16. Juni 2008 9
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Simple Evolutionary Multiobjetive Optimizers
Algorithmus 13.16 (SEMO)
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5. Falls nicht9x%2 P: (f (x9 f(y)) ~ (f (x9 6 f (y))
6. P:=Pnfx%f(y) f(x%g

7. P:=P[f yg

8. Weiter bei 3.

Beobachtung SEMO ist wie RLS.
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Simple Evolutionary Multiobjetive Optimizers
Algorithmus 13.16 (SEMO)

1. Wahlex 2 f 0;1g" uniform zusllig.

2. P:=1fxg

3. Wahlex 2 P uniform zusllig.

4. Wahley 2 N (x) gema einer festen Verteilung zsilig.
5. Falls nicht9x%2 P: (f (x9 f(y)) ~ (f (x9 6 f (y))
6. P:=Pnfx%f(y) f(x%g

7. P:=P[f yg

8. Weiter bei 3.

Beobachtung SEMO ist wie RLS.

alternativ. Mutation wie beim (1+1)-EA

Ingo Wegener 16. Juni 2008 9
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Simple Evolutionary Multiobjetive Optimizers
Algorithmus 13.16 (SEMO)

1. Wahlex 2 f 0;1g" uniform zusllig.

2. P:=1fxg

3. Wahlex 2 P uniform zusllig.

4. Wahley 2 N (x) gema einer festen Verteilung zsilig.
5. Falls nicht9x%2 P: (f (x9 f(y)) ~ (f (x9 6 f (y))
6. P:=Pnfx%f(y) f(x%g

7. P:=P[f yg

8. Weiter bei 3.

Beobachtung SEMO ist wie RLS.

alternativ. Mutation wie beim (1+1)-EA
heit global SEMO (GSEMO)

Ingo Wegener 16. Juni 2008 9
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Beobachtung Pareto-Front unterf 5 besteht aus

mit genauk Zusammenhangskomponenten
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Beobachtung Pareto-Front unterf 5 besteht aus

mit genauk Zusammenhangskomponenten

Beobachtungen
MST ist Pareto-Optimum.
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MST multikriteriell mitf 5

Beobachtung Pareto-Front unterf 5 besteht aus

mit genauk Zusammenhangskomponenten

Beobachtungen
MST ist Pareto-Optimum.
; ist Pareto-Optimum.
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MST multikriteriell mitf 5

Beobachtung Pareto-Front unterf 5 besteht aus

mit genauk Zusammenhangskomponenten

Beobachtungen
MST ist Pareto-Optimum.
; ist Pareto-Optimum.
P ist immer Menge nicht dominierter Punkte.
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mit uniformer Verteilung auiN

Kann man MST souberhaupt erreichen?
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SEMO und Global SEMQuf f 5

Entscheidung N(x):= fy2f0;1g" jd(x;y) =19
mit uniformer Verteilung auiN

Kann man MST soeberhaupt erreichen?

Theorem 13.17
Die erwartete Optimierzeit von SEMO und GSEMO auf MST mit
f5 betragt O(mn (n +10g Wmax)) -



Zum Beweis von Theorem 13.17
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@ Initialisierung bis erstmals2 P
® Anschluss bis erstmals MST P
Zur ersten Phase
Betrachte x 2 P mit w(Ex ) =minfw(Ex) jx 2 Pg
Beobachtung Eyx hat max. Anzahl ZHK

12
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Zum Beweis von Theorem 13.17
Betrachte zwei Phasen
@ Initialisierung bis erstmals2 P
® Anschluss bis erstmals MST P
Zur ersten Phase
Betrachte x 2 P mit w(Ex ) =minfw(Ex) jx 2 Pg
Beobachtung E,x hat max. Anzahl ZHK

klar Entfernen von Kante augy senkt Gewicht
kann #Zusammenhangskomponenten vesgern
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Zum Beweis von Theorem 13.17
Betrachte zwei Phasen
@ Initialisierung bis erstmals2 P
® Anschluss bis erstmals MST P
Zur ersten Phase

Betrachte x 2 P mit w(Ex ) =minfw(Ex) jx 2 Pg
Beobachtung E,x hat max. Anzahl ZHK

klar Entfernen von Kante augy senkt Gewicht
kann #Zusammenhangskomponenten vesgern

Beobachtung 9 m Hammingnachbarn,
bei denen Gewichitn Durchschnittum w(x )=m sinkt

Nachrechnen dm In(2) (log(mwmax) +1) € Schritte  w(x ) < 1
Nicht vergessen Faktor O(n) fur Auswahl vonx

zusammen im Durchschnitt nach

O(mn (log(n) + log( Wmax))) Schritten; 2 P 12
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Zweite Phase
zur zweiten Phase

R; mit genauj Zusammenhangskomponenten

Beobachtung erfullt, weil anfangs; 2 P

Erinnerung stets passende KanteamlbarR; Ry 1
wie beim Algorithmus von Kruskal
Klar W'keit dafur % 1

n m

also E(Lange PhaseP= O m n?

zusammen E(T)= O(mn (log(n) + log( Wmax))) + O m n?
= O(mn (n +log(Wmax)))

U
~ Ingo Wegener " 16 Juni2008 13
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fsvs.f 5
bei polynomiellen Kantengewichten

fur f4 RLS und (1+1)-EAO(m?logn)
fur f 5 SEMO und GSEMQD(mn?)

fur dichte Grapherm = ( n?)  O(n*logn) vs. O(n%)

fur dunn-besetzte Graphem = ( n)  O(n?logn) vs. O(n%)

Experimentebesutigen dieReihenfolge
der oberen Schranken aisalistisch
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Randomisierte Suchheuristiken auf MST

Suchheuristik| Modellierung| Resultat
RLS fa O(m?(log(n) + log( Wmax)))
( m?log(n))
fa O(m?(log(n) + log( Wmax)))
( m?log(n))
(1+1) EA fa O(m?(log(n) + log( Wmax)))
( m?log(n))
fa O(m?(log(n) + log( Wmax)))
( m?log(n))
SEMO fg O(mn(n + log(Wmax)))
GSEMO fs O(mn(n +1og(Wmax)))
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Metropolis-Algorithmus und Simulated Annealing

Erinnerung noch kein Ergebnis
fur Metropolis-Algorithmus und Simulated Annealing

Doch!
RLS=MAmMitT=0
MA = SA mit festem T

Was lennen MA und SA, was RLS nicht kann?
verschlechternde Schritte Entkommen aus lokalen Optima

ErinnerungRLS braucht 2-Bit-Flips, unf 3/ f 4 zu optimieren.

Kennen MA und SA das auch nur mit 1-Bit-Flips scha en?
Ist SA signi kant besser als MA?
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MA und SA auff,
gesehen(V; Ex) zusammenkngend ist leicht erreichbar
Wir sparen uns das und starten deterministischlih
Wir betrachten MA und SA
W(Ex) falls(V;Ex) zusammenlemgendI
sonst

auf fo(x) = min

1. t:=1;x¢:=1"

2. Wahley 2 N (x¢) = fxjd(x;y) = 1g gleichverteilt.
3. Mit Wkeit min 1;e () fx)=T(1)
Xt+1 == Y
SonstXi+1 = Xt
4, t=t+1
5. Weiter bei 2.

mit T: N! [0;1 [ Simulated Annealing
mit T(t)= T 2 [0;1 [ Metropolis-Algorithmus
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Performanz parametrisierter Algorithmen

Wir beurteilen Performanz auf f f:f0;1g" ! Rg.

Wir sagen
A ist e zient auf F
, 8 f 2F : 9 Parametrisierung A e zient auf f
A ist nicht e zient auf F
, 9 f 2 F : 8 ParametrisierungenA nicht e zient auf f

also
SA mindestens so e zient wieMA
MA mindestens so e zient wieRLS



Wiederholung MST multikriteriell Simulated Annealing und MA MST-Instanz
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Gambler's-Ruin-Problem

vorab ein w'keitstheoretisches Tool (auch allgemein

Theorem 13.19

Verallgemeinerung

[e]
00000000

)

Seiens2 N,a2f0;1;:::;Sg, pa 2]0;1[nf1=2g, pg =1
Betrachte den Zufallsprozeqd¥;); o mit Xg := a und

(
X;+1 mit Wahrscheinlichkeitpa,
Xi+1 =

Xi 1 mit Wahrscheinlichkeitpg .

Es bezeichnd :=minfX;j X; 2f0;s9g, g:= pg=pa und
da = Prob(Xt =0).

Es giltga = & qqss und E(T) = %.

PaA-

Ingo Wegener 16. Juni 2008
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Zum Beweis des Gambler's-Ruin-Theorems
Plan Anwendung Optional-SF;opping-Theorem (Theorem 10.13)

Beobachtung T ist Stoppzeit

Betrachte My = ¢*t
Behauptung My, ist Martingal in Bezug auf(X;); o

= E(Mu1 jXy) = E g0 j X,
= pa M +pg gt

= g pa q+p—B
q
= pa PBapg P&
Pa B

= g% (pg + pa) = g
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Wir haben qg= pg=pa, T =minfX;j X 2f 0;sgg
M; = g*t ist Martingal

Optional-Stopping-Theorem E(M1) = E(Mg)= E gf° = @

Beobachtung E(M7)= ga o°+ g ©f
=g+l o) =1 o) W+

also *=(1 o) g+ P
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®ber die W'keit, ruiniert zu werden

Wir haben qg= pg=pa, T =minfX;j X 2f 0;sgg
M = *t ist Martingal

Optional-Stopping-Theorem E(M1) = E(Mg)= E gf° = @

Beobachtung E(M7)= ga o°+ g ©f
=g+l o) =1 o) W+

also g#=(1 °) Oa + O°

a S
also oa = T

Beobachtung sagtnichts uber E(T)
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Betrachte N;:= X{ t (pa pg)
Behauptung N ist Martingal in Bezug auf(X;)i o

E(Nt+1 j Xt)
pa (X¢+1 (t+1) (pa Ps))
+pg (Xt 1 (t+1) (pa Ps))
(Pa+ps) Xetpa P (Patps) (t+1) (pa  PB)
Xi+pa ps (t+1) [SpA Ps)

Xy t (pa Ps) = N¢



Anwendung Optional-Stopping-Theorem

Wir haben N;= X; t (pa ps) ist Martingal



Anwendung Optional-Stopping-Theorem

Wir haben N;= X; t (pa ps) ist Martingal

Optional-Stopping-Theorem
E(Nt) = E(No)



Anwendung Optional-Stopping-Theorem

Wir haben N;= X; t (pa ps) ist Martingal

Optional-Stopping-Theorem
E(Nt1)= E(No) = E(Xo 0 (pa pg))



Anwendung Optional-Stopping-Theorem

Wir haben N;= X; t (pa ps) ist Martingal

Optional-Stopping-Theorem
E(Nt)= E(No) = E(Xo O (pa pg)) = a



0000 [elelole] J 00000000 00000000

Anwendung Optional-Stopping-Theorem

Wir haben N;= X; t (pa ps) ist Martingal
Optional-Stopping-Theorem

E(NT)= E(No) = E(Xo O (pa ps)) = a

Beobachtung

E(NT)=aa (0 E(T) (pa pe))* a8 (s E(T) (Pa p8))



0000 [elelole] J 00000000 00000000

Anwendung Optional-Stopping-Theorem

Wir haben N;= X; t (pa ps) ist Martingal

Optional-Stopping-Theorem
E(Nt)= E(No) = E(Xo O (pa ps)) = @

Beobachtung
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Anwendung Optional-Stopping-Theorem

Wir haben N;= X; t (pa ps) ist Martingal

Optional-Stopping-Theorem
E(Nt)= E(No) = E(Xo O (pa ps)) = @

Beobachtung
E(NT)=an (O E(T) (pa pB))* G (s E(T) (pa pB))
also

a=da 0 E(T) (pa pe)+ & (s E(T) (pa ps))
also E(T)(pa ps) (Ga+ )= S a
also E(T)(pa ps)=(1 aa)s a

also E(T)= & )2 O
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allgemein
n . leichte\ Dreiecke
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4n +1 Knoten
m = 6n Kanten

wiederfur x 2 f 0; 1g™
b(x) schlechte g(x) gute, ct(x) komplette Dreiecke
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Intuitionen &r G

anfangs ( m) Dreiecke schlecht

schlechte Dreiecke sissen komplett werden

schlecht  komplett ertoht f> um 1 in leichten undm? in
schweren Dreiecken

schlecht gut sollte nicht zu unwahrscheinlich sein

es sollte unwahrscheinlich sein, gute Dreiecke zu verliere
gut  komplett erroht f> um m in leichten undm? in
schweren Dreiecken

gut  komplett sollte nicht zu wahrscheinlich sein

Fazit Unsere Winsche
in schweren Dreiecken f,  f,+ m3 unwahrscheinlich
fo  fo+ m?2 wahrscheinlich
in leichten Dreiecken f,  fo+ m unwahrscheinlich
fo  fo+1 wahrscheinlich
mit nur einer festen Temperatur wohl nicht m eglich
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Wir erwarten
niedrige Temperatur schlechteschwere  bleibenschlecht
hohe Temperatur guie leichte  bleibennicht gut

Theorem 13.20

Es gibt eine Konstante > 0, so dass MA aufs mit
Wahrscheinlichkeitt e (™ mindestense®™ Schritte zur
Optimierung braucht.
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MA auf G

Wir erwarten
niedrige Temperatur schlechteschwere bleibenschlecht
hohe Temperatur gute leichte  bleibennicht gut
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fur jedes komplette Prob(mache schlechj = %
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1. Fall: T <m (niedrige Temperatur)

Prob fugem?-Kante im schlechten schweren hinzu
— 1 e m2=T e m
m m

2. Fal: T m (hohe Temperatur)

Betrachte nur leichte Dreiecke.

Betrachte X; = Anzahlguter leichter nacht-ten Schritt.
klar Xo =0 gesuchtT =minftj X = ng

BeobachtungX+1 hangt nur vonh(x), g(x) und ct(x) ab
alle Werte bezogen auf gute
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Transitionswahrscheinlichkeiten

| komplett gut schlecht

komplett | 1 32 1 Z

gut LoemT 1 L gmdT 0
schlecht | = e ¥T 0 1 L e

Abschatzungen
. n a
Prob(Xi+1 = a+1j X = a) -

a - a

Prob(X(+1 = a 1jX;=a — e M
(Xt+1 jXt=a) om 3m

BeobachtungX+1 nur noch vonX; abhangig (Markov-Kette)
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Prob(Xes1 = a+1j X¢ = a) nma
a

Prob(Xes1 = @ 1j Xy = 2

rob(X+1 = a j Xt = a) 3m

a=(3m) _ a
a=@Bm)+(n a)=m ~ 3n 2a

Prob(Xt+1 = Xy 1] Xi+1 6 Xt)
Betrachte Situationerst ab(10=11)n guten Dreiecken.
Brich Betrachtung abbein oder(9=11)n guten Dreiecken.

Wie gro ist die Wkeith gute Dreiecke zu erreichen?

Prob(X1s1 = X;  1j Xts1 6 X4) % =3

nur andernde SchritteStart bei (10=11)n,
Anderung um 1 bis (9=11)n odern
W'keit Zunahme?2=5, W'keit Abnahme3=5
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Anwendung Gambler's Ruin Theorem

G = (P =pa)°® (P8 =Pa)?
] (ps =pa)® 1
mit pa =3=5, a=(1=11)n, s=(2=11)n

=3)(2 =11)n (2=3)(1 =11)n

Prob(erreichen gute )= gy = &

(2=3)(2=11)n 1
- 2 n=11 1 (2:3)"=11 < 2 n=1l: e (m)
3 T g@mn < 3
alsoerwartete Anzahl solcher Aaufee( ™ 0

MA also bei jeder Temperatuno nungslos
Warum sollte es mit SA besser gehen?

Idee Beginne mit hoher Temperatur undb$e schwere Dreiecke,
senke Temperatur, darum bleiben schwere Dreiecke erhalten
bei niedriger Temperaturelse leichte Dreiecke.
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E(#Kante e ippt) (MM - cinm

alsojede Kante mindestens®dn m Fllps in Phase 1Cherno)

Prob(schlechtes gutes in 2 nachsten Flips deg
1 g2=T() 1 1
3 - 3 ge - - .

Prob(passiert allen leichten Dreiecken in Phage=11  n K

wennc gro genug O
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im Misserfolgsfall, nicht schlimmer als neu gestartet\ O
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Theorem 13.23

Far "(m) = o(1) nden MA mit jeder Temperatur und SA mit
jedem Annealingscheduleirfjede Konstantek und jedes Polynom
p in O(p(m)) Schritten einen MST mit Wahrscheinlichkeii(m ).
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jedem Annealingscheduleirfjede Konstantek und jedes Polynom
p in O(p(m)) Schritten einen MST mit Wahrscheinlichkeii(m ).
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wie zuvormit gereigend gro er W'keit ( m) vieleschlechte



000000 000 0000 (ele} [e]
0000 00000 00000000 0®e000000

Verallgemeinerung auf mehr Graphemjegativ
Theorem 13.23

Far "(m) = o(1) nden MA mit jeder Temperatur und SA mit
jedem Annealingscheduleirfjede Konstantek und jedes Polynom
p in O(p(m)) Schritten einen MST mit Wahrscheinlichkeii(m ).

Beweis.
wie zuvormit gereigend gro er W'keit ( m) vieleschlechte
zurmachst nur MA betrachten
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Beweis.

wie zuvormit gereigend gro er W'keit ( m) vieleschlechte
zurmachst nur MA betrachten

Prob(akzeptierew-Kante irgendwann im Lajdf= O(p(m) e W=T)
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Verallgemeinerung auf mehr Graphemjegativ
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nurfar T w=( Inm) ( > 0 konstant) ist das gro genug
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Verallgemeinerung auf mehr Graphemjegativ
Theorem 13.23

Fur "(m) = o(1) nden MA mit jeder Temperatur und SA mit
jedem Annealingscheduleirfjede Konstantek und jedes Polynom
p in O(p(m)) Schritten einen MST mit Wahrscheinlichked(m ).

Beweis.

wie zuvormit gereigend gro er W'keit ( m) vieleschlechte
zurmachst nur MA betrachten

Prob(akzeptierew-Kante irgendwann im Lajdf= O(p(m) e W=T)

nurfar T w=( Inm) ( > 0 konstant) ist das gro genug

p (T) := Prob(akzeptierew-Kante)
p-(T) := Prob(akzeptiere(1l + "(m))w-Kante)

zu zeigenUnterschied zwischep (T) und p.(T) zu klein
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n
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Beweis von Theorem 13.23 (Fortsetzung)

Potenzialfunktion ( x) = 2b(x) + ct(x) sinkt vonn auf 0
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ippe leichte Kante in kompletten  raus ippe schwere Kante in gutem  rein
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Beweis von Theorem 13.23 (Fortsetzung)

Potenzialfunktion ( x) = 2 b(x) + ct(x) sinkt vonn auf 0

Prob(( xt+1) = a+1j ( xt) = a)

2ct(xy) N n  b(x¢) ct(xq) 0. (T)

| -2} | M _{z }

ippe leichte Kante in kompletten  raus ippe schwere Kante in gutem  rein

Prob(( xt+1)=a 1j (x)= a)

ct(x() . 10 7y
|23 | —{z—1}
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Prob(( xw+1) = aj (x¢)= &)=
1 Prob(( xi+1)=a+1j ( x¢)= a)
Prob(( xi+1)=a 1j ( xy)= a)
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Beweis von Theorem 13.23 (Fortsetzung (2))
Wenn wir zeigen &nnen

Prob(( xtx1)= a+1j ( xt) = a)
Prob(( xt+1) = a+1j ( xt)=a+ Prob(( xt+1)=a 1j (x¢)= @)
3

5

Behauptung folgt ausGambler's Ruin Problemvie vorhin
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Prob(( xt+1)= a+1j ( xt) = a)
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3
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Behauptung folgt ausGambler's Ruin Problemvie vorhin
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Uns genigt letzte Phase mit(x;) n'™.
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1. Fallct(x¢)  3b(xt)

2. Fall ct(x¢) < 3b(xt)
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Beweis von Theorem 13.23 (Fortsetzung (4))

Was ist mit Simulated Annealing?

mit W'keit sehr dicht an 19 schlechtedDreieck
alsoT(t) w=( Inm) erforderlich

Beweis @ir MA funktioniert fur alle solche Temperaturen

alsoauch SA nicht erfolgreich mit W'keit sehr dicht an & jede
polynomielle Schrittzahl O

eher entmutigendur einfache Graphklasse nicht erfolgreich

Kann man Graphklassen ndenwf die SA in Polynomialzeit mit
W'keit dicht bei 1 erfolgreich ist?



Verallgemeinerung

Man kann zeiger(1 + ")-Trennung von Kantengewichten reicht
auch aus.
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Verallgemeinerung
Man kann zeiger(1 + ")-Trennung von Kantengewichten reicht
auch aus.
hier ohne Beweis
Theorem
Sei" > 0 konstant, seiG = (V; E;w) ein zusammenéngender,

we) >w(e)) we @+ ")w(e) furallee2 E.

Simulated Annealing ndet mit passendem Annealingschedul
einen MST #rr G in polynomieller Zeit mit einer
Wahrscheinlichkeit polynomiell dicht an 1.
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Verallgemeinerung
Man kann zeiger(1 + ")-Trennung von Kantengewichten reicht
auch aus.

hier ohne Beweis
Theorem
Sei" > 0 konstant, seiG = (V; E;w) ein zusammenéngender,

we) >w(e)) we @+ ")w(e) furallee2 E.

Simulated Annealing ndet mit passendem Annealingschedul
einen MST #rr G in polynomieller Zeit mit einer
Wahrscheinlichkeit polynomiell dicht an 1.

Beweisidedbei hinreichend langsamen Abklen werden nach
fallendem Gewicht gute Kanten hinzugeft und nicht wieder
entfernt, zu schwere Kanten kommen efer nicht mehr dazu
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Verallgemeinerung

Man kann zeiger(1 + ")-Trennung von Kantengewichten reicht
auch aus.

hier ohne Beweis
Theorem
Sei" > 0 konstant, seiG = (V; E;w) ein zusammenéngender,

we) >w(e)) we @+ ")w(e) furallee2 E.

Simulated Annealing ndet mit passendem Annealingschedul
einen MST #rr G in polynomieller Zeit mit einer
Wahrscheinlichkeit polynomiell dicht an 1.

Beweisidedbei hinreichend langsamen Abklen werden nach
fallendem Gewicht gute Kanten hinzugggt und nicht wieder
entfernt, zu schwere Kanten kommen efer nicht mehr dazu

bei Interesséngo Wegener: Simulated annealing beats Metropolis
in Combinatorial Optimization. ICALP 2005.
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