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Simulated Annealing
Algorithmus 13.1

SeiT:N! R§ [flg eine Funktion,T heit Annealingschedule
SeiN: f0;1g" ! P (f0;1g") eineNachbarschaft Die folgende
Suchheuristik hei tSimulated Annealing

1. t:=1

2. Wahlex; 2 f 0;1g" uniform zu#llig.

3. Wahley 2 N (x;) gema einer festen Verteilung.
4. Mit Wahrscheinlichkeitmin 1;e (f() fGx)=T(®)
setzexi+1 = Y, SONStXi+1 = X¢.

ti=t+1

Weiter bei 3.

RO

12. Juni 2008
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Simulated Annealing
Algorithmus 13.1

SeiT:N! R§ [flg eine Funktion,T heit Annealingschedule
SeiN: f0;1g" ! P (f0;1g") eineNachbarschaft Die folgende
Suchheuristik hei tSimulated Annealing

1. t:=1

2. Wahlex; 2 f 0;1g" uniform zu#llig.

3. Wahley 2 N (x;) gema einer festen Verteilung.
4. Mit Wahrscheinlichkeitmin 1;e (f() fGx)=T(®)
setzexi+1 = Y, SONStXi+1 = X¢.

ti=t+1

Weiter bei 3.

RO

typische Nachbarschaft N(x) = fy2f0;1g" jO<d(x;y) dg
mitd =1 oderd =2

tvoische Verteiluna Gleichverteiluna 12. Juni 2008
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Metropolis-Algorithmus und RLS

Algorithmus 13.2 (Metropolis-Algorithmus)

Der Metropolis-Algorithmusist Simulated Annealing mit fester
TemperaturT 2 R [flg
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Metropolis-Algorithmus und RLS

Algorithmus 13.2 (Metropolis-Algorithmus)

Der Metropolis-Algorithmusist Simulated Annealing mit fester
TemperaturT 2 R [flg

Algorithmus 13.3 (Randomisierte lokale Suche)

RLS st der Metropolis-Algorithmus mit Temperatuf = 0, dabei
seimin le 90 =1.

Beobachtungen
RLS akzeptiert keine Verschlechterung imWert.
Metropolis-Algo. akzeptiert Verschlechterung imWert mit
W'keit, die vonT und f -Wert-Di erenz abhangt.
SA akzeptiert Verschlechterung ifn-Wert mit W'keit, die von
T, f -Wert-Di erenz und Zeitpunktt abhangt.

12. Juni 2008
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Ein sehr einfacher evolutiarer Algorithmus

De nition 13.4 ((1+1)-EA)

Seip 2 [0;1], p heit MutationswahrscheinlichkeitDie folgende
Suchheuristik hei t(1+1)-EA.

1. t:=1
2. Wahlex; 2 f 0;1g" uniform zu#llig.
3. Furi2f1;2:::;ng
Mit W'keit p, setzey[i]:=1 x[i], sonsty][i] := X][i].
4. Iff(y) f(xw),
Then X¢+1 = Yy ElseXxi+1 = X;.
t=t+1
6. Weiter bei 3.

el

Ingo Wegener 12. Juni 2008
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De nition 13.4 ((1+1)-EA)

Seip 2 [0;1], p heit MutationswahrscheinlichkeitDie folgende
Suchheuristik hei t(1+1)-EA.

1. t:=1
2. Wahlex; 2 f 0;1g" uniform zu#llig.
3. Furi2f1;2:::;ng
Mit W'keit p, setzey[i]:=1 x[i], sonsty][i] := X][i].

4. Iff(y) f(xw),

Then X¢+1 = Yy ElseXxi+1 = X;.
5 t=t+1
6. Weiter bei 3.

typische Mutationsw'keit p=1=n

Ingo Wegener 12. Juni 2008
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Notation m = jEj

Entscheidung Modellierung als Kantenauswahlproblem
Suchraumf 0; 1g™ mit x[i] =1, esgev\ahlt

Notation zux 2 f 0; 1g™ ist Ex = e
x[i]=1
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Problemcodierung
Notation m = jEj
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1 sonst
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2. Versuch fa(x) :=

Beobachtung Wabhl einerguten Zielfunktion nicht trivial
~ Ingo Wegener . 12 Juni2008 11
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3. Versuch f3(x):=(c(x) 1) Wg +(jxj (n 1)) wp+ w(Ey)
mit ¢(x) := #Zusammenhangskomponenten ifV; Ey),

und jxj = x[i]
i=1
Kritik  vielleicht zu sehr in Richtungedsung formuliert
4. Versuch fa(x):=(c(x) 1) wp+ w(Ey)

Kritik  etwas knstliche Verschmelzung zweier Kriterien

5. Versuch f5(x) = (c(x);W(Ex))
zu minimierenin beiden Komponenten
Kritik ~ nicht mehrfs: f0;1g™ ! R
Algorithmenanpassungetig



Randomisierte Suchheuristiken auf MST

Codierung und Fitnessfunktion \Weg frei
fur Anwendung und Analyse



000000 90000000000 000000

Randomisierte Suchheuristiken auf MST

Codierung und Fitnessfunktion \Weg frei
fur Anwendung und Analyse

zu den Algorithmen
NachbarschaftN (x) ;= fy 2f0;1g™ jO0<d(x;y) 29



000000 90000000000 000000

Randomisierte Suchheuristiken auf MST

Codierung und Fitnessfunktion \Weg frei
fur Anwendung und Analyse

zu den Algorithmen
NachbarschaftN (x) := fy 2f0;1g™ j0O<d(x;y) 29
Verteilung Mit W'keit 1=2 wahle aus
fy 2f0;1g™ j d(x;y) = 1 g uniform zutllig, sonst vahle aus
fy 2f0;1g™ j d(x;y) = 2 g uniform zutllig




00 000 000000000 00
000000 90000000000 000000

Randomisierte Suchheuristiken auf MST

Codierung und Fitnessfunktion \Weg frei
fur Anwendung und Analyse

zu den Algorithmen
NachbarschaftN (x) := fy2f0;1g™ jO<d(x;y) 29
Verteilung Mit W'keit 1=2 wahle aus
fy 2f0;1g™ j d(x;y) = 1 g uniform zufllig, sonst vehle aus
fy 2f0;1g™ j d(x;y) = 2 g uniform zutllig

Beobachtung
fur jedesy mit d(x;y) =1 ist W'keit, gewahlt zu werden
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fy 2f0;1g™ j d(x;y) = 1 g uniform zufllig, sonst vehle aus
fy 2f0;1g™ j d(x;y) = 2 g uniform zutllig

Beobachtung
fur jedesy mit d(x;y) =1 ist W'keit, gewahlt zu werden
1=(2n) = (1 =n)

fur jedesy mit d(x;y) = 2 ist W'keit, gewahlt zu werden
=29 =1 =n?

jetzt  Analyse #r f 3;f4;fs und verschiedene Suchheuristiken
~ Ingo Wegener . 12 Juni2008 13
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Die erwartete Zeit, bis RLS aufz einen Spannbaum ndet, ist
O(mlogm).
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f 3-bagierte Partition

_ fxjex)=n+1 g farl i<n
T fxj(e(x)=1) Ajxj=m+n ig furn i m+1
Ist Sq;:::5Sm (n 1) Wirklich f 3-basierte Partition?

@ f3-Werte fallen miti: fur i <n Klar, weil jede
Zshg-Komponente wenigefis-Zuwachs umw?2 bedeutet und
wg S0 gro ist, dass es andere Einsseuberwiegt; iri  n
auchklar, weil dann immerc(x) =1 und jede Kante weniger
f 3-Zuwachs umwy, bedeutet, was andere Eimsseuberwiegt

® 8X 2 Sp+1 : Ex ist Spannbaumklar, weil ¢(x) =1 und
JExj = n 1, also zusammerdngend,n Knoten undn 1
Kanten  Spannbaum

® von S; aus einS; mit j > i erreichbar:furi<n klar, weil bei
c(x) = kimmer k 1 Kanten existieren, deren Hinzunahme
c(x) verkleinert; tir i > n Kklar, weil bei n Kanten immer
eine entfernbar ist, ohne Zusammenhang zu verlieren
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Lemma 13.7
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Theorem 13.10

Die erwartete Optimierzeit des (1+1)-EA auf MST mit 3 ist
O(m?(log m + 10g Wmax)) Mit Wmax = maxfw(e)g.

Alle Uberlegungen bleibeneifig.
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Theorem 13.10

Die erwartete Optimierzeit des (1+1)-EA auf MST mit 3 ist
O(m?(log m + 10g Wmax)) Mit Wmax = maxfw(e)g.

Beweis.
Alle Uberlegungen bleibeneifig.

. N . .k 1 2 1 m 2
Pliob(machke einen vok 2-Bit-Flipg) = 7 =~ 1 =
emz = m? _ _ _ _
also gelten asymptotisch die gleichen Ergebnisse O

O(m?(log m + log Wmax)) ist langsam aber
Sind RLS und (1+1)-EA wirklich so langsam?
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allgemein
(n=2)-Cligue mit Kantengewichten 1
n=4 Dreiecke mit Kantengewichte®2 2n?und1 3n?
n Knoten
( n?) Kanten
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Begri k-Schritt: k Dreieckskanten ippen

k2f12g:
Prob(k-Schrity = § 0= m t= akoo 1
k 3
Prob(k-Schritt) = 0
Betrachte Phasealer Langen®=2.
# 1-Schritte =  n32 | # 2-Schritte = n¥2  (Cherno)

Vorsicht in k-Schritt kennen in Clique weitere Kanten ippen
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Die erste Phase
( n*™2) 2-Schritte konnen
b(x)-Wert um O(n?72) senken
cc (X)-Wert um O(n*™2) erhohen
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Ende 1. Phase: cg(x) =1 (wie fruher) undb(x) = ( n)

Ingo Wegener 12. Juni 2008
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Nach der zweiten Phase
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Nach der zweiten Phase
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cc(x) =1, b(x) = ( n), x ist Baum
1-Schritte nicht mehr akzeptiert

2-Schritte nur akzeptier}
wenn schlechtes Dreieck gutes Dreieck

Prob(b(x)-Wert sinkender 2-Schrijt= %
o) Summe ((jper) erwarteten Wartezeiten
n
m—b2=n4 2= ( n*logn) O
b=1 b=1
Anmerkung

Experimente auf zglligen Graphen
RLS langsamer als au®,
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(1+1)-EA auf G,

Theorem 13.14
(1+1)-EA hat auf G, eine erwartete Optimierzeit vor( n*logn).

Beweis. P
obere Schrankewie gesehen
fur untere Schranke:

Wir gehen den Beweiaf RLS noch einmal durch
und wollen neglichst vielnoch einmal verwenden

klar Initialisierung unvesindert
alsonach Initialisierungx(x) = ( n) undcc(x) =1
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(1+1)-EA auf G, nach der Initialisierung

Begri k-Schritt: k Dreieckskanten ippen

k2f12g:
Prob(k-Schritty= =9 Lk g 150 ko1
k 3
Prob(k-Schritt) = & fur konstantek
Betrachte Phasaler Langen>=2.
# 1-Schritte =  n%?2 | # 2-Schrite = n'®  (Cherno)

Vorsicht in k-Schritt kennen in Clique weitere Kanten ippen



Einleitung MST, RLS und (1+1)-EA Untere Schranke &ir MST
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Die erste Phase
( n*™2) 2-Schritte konnen
b(x)-Wert um O(n?72) senken
cc (X)-Wert um O(n*™2) erhohen

1-Schritte kwnnence (x)-Wert nicht erhehen,
weil neue Dreieckskante an Gewicht Cliquenkansgrerwiegt

1-Schritte konnen schlechtes Dreieck entfernen, indem
Kante entfernt wird  ¢p (x)-Wert steigt
Kante eingefigt wird ~ Gewicht vachst um2n?
alsoauf jeden Fallnetig: cc (x)-Wert muss gleichzeitig sinken
anfangscc (x) =1 und cc (x) wachst nurO(n'?) Mal
also insgesamb(x)-Wert sinkt um O(n'=2) und bleibt ( n)

Ende 1. Phase: cg(x) =1 (wie fruher) undb(x) = ( n)

Ingo Wegener 12. Juni 2008

(e]e}
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Die zweite Phase

eingangscg(X) =1 undb(x) = ( n)
cs(x) =1 bleibt erhalten
b(x)-Wert kann nur in 2-Schritten sinken

Prob(senkect(x)-Wert) % 3ct(x)

m

ct(x)-Wert immer n=4
im Erwartungswert nachO(mlogm) Schrittenct(x) =0

analogin dieser Zeit wird Clique zum Baum

Ende 2. Phase: cg(x) =1, b(x) = ( n), x ist Baum
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Die zweite Phase

eingangscg(X) =1 undb(x) = ( n)

cs(X) =1 bleibt erhalten

b(x)-Wert kann nur in 2-Schritten sinken
Prob(senkect(x)-Werty ~ %) L g 1M1
ct(x)-Wert immer n=4

im Erwartungswert naclO(mlogm) Schrittenct(x) =0

analogin dieser Zeit wird Clique zum Baum

Ende 2. Phase: cg(x) =1, b(x) = ( n), x ist Baum
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Nach der zweiten Phase

cc(x) =1, b(x)= ( n), x ist Baum
1-Schritte nicht mehr akzeptiert

2-Schritte nur akzeptier}
wenn schlechtes Dreieck gutes Dreieck
Prob(b(x)-Wert sinkender 2-Schrijt= %‘}

Summe der erwarteten Wartezeiten

m2

) 2
= n4 . %: ( n*logn)

b=1
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Nach der zweiten Phase

cc(x) =1, b(x)= ( n), x ist Baum
1-Schritte nicht mehr akzeptiert

2-Schritte nur akzeptier}
wenn schlechtes Dreieck gutes Dreieck

Prob(b(x)-Wert sinkender 2-Schrijt=" %)

|

Neu: k-Schritte mit k > 2 kennen wichtig werden
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Der (1+1)-EA nach der zweiten Phase
cc(x) =1, b(x) = ( n), x ist Baum
1-Schritte nicht mehr akzeptiert

2-Schritte nur akzeptierf wenn schlechtes gutes

Betrachte nur ( n*logn) Schritte, Prob(k-Schritt) = O(n )
alsokeinek-Schritte mitk 5

3-Schritte nicht mehr akeptiert

manche 4-Schritteandernb(x)-Wert nicht  egal

manche 4-Schritte senkel(x)-Wert um 2
Prob(dafr)= X = M) - 1

nicht in O(n*logn) Schritten

alsoSumme der Wartezeiten asymptotisch aug¢hn*logn)
O
~ Ingo Wegener " 12 Juni2008 38
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RLS und (1+1)-EA auf 4

fa(x)=(c(x) 1) wp+ w(Ex)! min

leicht zu sehenm Vergleich zuf 3
untere Schranke au6G, unvemndert

Beweis #@r Finden von zsh. Graph
ganz unveandert

Finden irgendeines Spannbaums
funktioniert so nicht mehr(nicht schlimm)
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Obere Schrankeuf RLS und (1+1)-EA auf 4

immer noch

n gute 2-Bit-Flips mit Durchschnittsgewinn
neu

m (n 1) gute 1-Bit Flips mit Durchschn.gewinn

W(Ex) Wopt
m

W(Ex) Wopt
n

analoge Rechnunéuhrt zu O(m?(log(n) + log( Wmax)))

Theorem

Die erwartete Optimierzeit von RLS und dem (1+1)EA auf MST
mit f 4 ist O(m?(log m + log Wmax)) und ( m?logm).

O
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