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� Initialisierung h•au�g uniform zuf•allig
� Selektion �tness-basiert
� Variation

� Mutation basierend auf einem Elter
� Crossoverbasierend auf zwei Eltern

� Abbruchkriterium meist ausgelassenf•ur Analyse
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Simulated Annealing
Algorithmus 13.1

SeiT : N ! R+
0 [ f1g eine Funktion,T hei�t Annealingschedule.

SeiN : f 0; 1gn ! P (f 0; 1gn ) eineNachbarschaft. Die folgende
Suchheuristik hei�tSimulated Annealing.

1. t := 1
2. W•ahlex t 2 f 0; 1gn uniform zuf•allig.
3. W•ahley 2 N (x t ) gem•a� einer festen Verteilung.
4. Mit Wahrscheinlichkeitmin

�
1; e� ( f (y)� f (x t )) =T(t)

	
,

setzex t+1 := y, sonstx t+1 := x t .
5. t := t + 1
6. Weiter bei 3.
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typische Nachbarschaft N (x) = f y 2 f 0; 1gn j 0 < d (x; y) � d� g
mit d� = 1 oder d� = 2

typische Verteilung Gleichverteilung 12. Juni 2008 7
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Ein sehr einfacher evolution•arer Algorithmus

De�nition 13.4 ((1+1)-EA)

Seip 2 [0; 1], p hei�t Mutationswahrscheinlichkeit. Die folgende
Suchheuristik hei�t(1+1)-EA.

1. t := 1
2. W•ahlex t 2 f 0; 1gn uniform zuf•allig.
3. F•ur i 2 f 1; 2; : : : ; ng

Mit W'keit p, setzey[i ] := 1 � x t [i ], sonsty[i ] := x[i ].
4. If f (y) � f (x t ),

Then x t+1 := y Elsex t+1 := x t .
5. t := t + 1
6. Weiter bei 3.
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Seip 2 [0; 1], p hei�t Mutationswahrscheinlichkeit. Die folgende
Suchheuristik hei�t(1+1)-EA.

1. t := 1
2. W•ahlex t 2 f 0; 1gn uniform zuf•allig.
3. F•ur i 2 f 1; 2; : : : ; ng

Mit W'keit p, setzey[i ] := 1 � x t [i ], sonsty[i ] := x[i ].
4. If f (y) � f (x t ),

Then x t+1 := y Elsex t+1 := x t .
5. t := t + 1
6. Weiter bei 3.

typische Mutationsw'keit p = 1=n
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Minimale Spannb•aume
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Graph(G = ( V; E0); w) mit E 0 � E und w(E 0) =
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e2 E 0
w(e)

minimal unter allen solchen Teilgraphen

klar

� Problem bekannt und gut verstanden

� nat•urlich in P

� e�ziente Algorithmen bekannt (Kruskal)

� in der Praxiskeine randomisierten Suchheuristikenbenutzen

� interessantesBeispielproblem Testfall f•ur E�zienz
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Problemcodierung
Notation m = jE j

Entscheidung Modellierung als Kantenauswahlproblem
Suchraumf 0; 1gm mit x[i ] = 1 , ei gew•ahlt
Notation zu x 2 f 0; 1gm ist Ex =

S

x[i ]=1
ei

De�nition einer passenden Zielfunktionf : f 0; 1gm ! R

1. Versuch f 1(x) := w(Ex )
Kritik ; ist optimal

2. Versuch f 2(x) :=

(
w(Ex ) falls (V; E0) zusammenh•angend

1 sonst
Kritik vielleichtzu schwer, •uberhaupt Spannbaum zu �nden

Beobachtung Wahl einerguten Zielfunktion nicht trivial
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Noch mehr Zielfunktionen

3. Versuch f 3(x) := ( c(x) � 1) � w2
b + ( jxj � (n � 1)) � wb + w(Ex )

mit c(x) := #Zusammenhangskomponenten in(V; Ex ),
wb := m � maxf w(e1); : : : ; w(em )g

und jxj =
nP

i =1
x[i ]
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mit c(x) := #Zusammenhangskomponenten in(V; Ex ),
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b + ( jxj � (n � 1)) � wb + w(Ex )

mit c(x) := #Zusammenhangskomponenten in(V; Ex ),
wb := m � maxf w(e1); : : : ; w(em )g

und jxj =
nP

i =1
x[i ]

Kritik vielleicht zu sehr in Richtung L•osung formuliert

4. Versuch f 4(x) := ( c(x) � 1) � wb + w(Ex )

Kritik etwas k•unstliche Verschmelzung zweier Kriterien

5. Versuch f 5(x) := ( c(x); w(Ex ))
zu minimierenin beiden Komponenten

Kritik nicht mehr f 5 : f 0; 1gm ! R
 Algorithmenanpassung n•otig
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Randomisierte Suchheuristiken auf MST

Codierung und Fitnessfunktion Weg frei
f•ur Anwendung und Analyse

zu den Algorithmen
� NachbarschaftN (x) := f y 2 f 0; 1gm j 0 < d (x; y) � 2g
� VerteilungMit W'keit 1=2 w•ahle aus
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��
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jetzt Analyse f•ur f 3; f 4; f 5 und verschiedene Suchheuristiken
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MST modelliert mitf 3

f 3(x) = ( c(x) � 1) � w2
b + ( jxj � (n � 1)) � wb + w(Ex ) ! min

Theorem
Die erwartete Zeit, bis RLS auff 3 einen Spannbaum �ndet, ist
O(m logm).
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Sind RLS und (1+1)-EA wirklich so langsam?
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2n2 2n2

3n2

2n2 2n2

3n2

2n2 2n2

3n2

2n2 2n2

3n2

1

allgemein

� (n=2)-Clique mit Kantengewichten 1

� n=4 Dreiecke mit Kantengewichten2 � 2n2 und 1 � 3n2

� n Knoten

� �( n2) Kanten
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im Erwartungswert nachO(m logm) Schritten ct(x) = 0

analogin dieser Zeit wird Clique zum Baum

Ende 2. Phase: cG(x) = 1 , b(x) = �( n), x ist Baum
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Anmerkung
Experimente auf zuf•alligen Graphen

 RLS langsamer als aufGn
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Einleitung MST, RLS und (1+1)-EA Untere Schranke f•ur MST f 4

(1+1)-EA auf Gn

Theorem 13.14
(1+1)-EA hat auf Gn eine erwartete Optimierzeit von�( n4 logn).
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RLS aufGn nach der Initialisierung

Begri� k-Schritt: k Dreieckskanten 
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�
(Cherno�)

Vorsicht in k-Schritt k•onnen in Clique weitere Kanten 
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k

�
�
� 1

m

� k �
�
1 � 1

m

� 3(n=4)� k = �
� 1

nk

�

k � 3:
Prob(k-Schritt) = 0

Betrachte Phaseder L•angen5=2.

# 1-Schritte = �
�
n3=2

�
, # 2-Schritte = �

�
n1=2

�
(Cherno�)

Vorsicht in k-Schritt k•onnen in Clique weitere Kanten 
ippen
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Einleitung MST, RLS und (1+1)-EA Untere Schranke f•ur MST f 4

(1+1)-EA auf Gn nach der Initialisierung

Begri� k-Schritt: k Dreieckskanten 
ippen

k 2 f 1; 2g:

Prob(k-Schritt) =
� 3(n=4)

k

�
�
� 1

m

� k �
�
1 � 1

m

� 3(n=4)� k = �
� 1

nk

�

k � 3:
Prob(k-Schritt) = �

� 1
nk

�
f•ur konstantek

Betrachte Phaseder L•angen5=2.

# 1-Schritte = �
�
n3=2

�
, # 2-Schritte = �

�
n1=2

�
(Cherno�)

Vorsicht in k-Schritt k•onnen in Clique weitere Kanten 
ippen
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Einleitung MST, RLS und (1+1)-EA Untere Schranke f•ur MST f 4

Die erste Phase
�( n1=2) 2-Schritte k•onnen

� b(x)-Wert um O(n1=2) senken
� cC (x)-Wert um O(n1=2) erh•ohen

1-Schritte k•onnencC (x)-Wert nicht erh•ohen,
weil neue Dreieckskante an Gewicht Cliquenkanten•uberwiegt

1-Schritte k•onnen schlechtes Dreieck entfernen, indem

� Kante entfernt wird cD (x)-Wert steigt

� Kante eingef•ugt wird  Gewicht w•achst um2n2

alsoauf jeden Falln•otig: cC (x)-Wert muss gleichzeitig sinken

anfangscC (x) = 1 und cC (x) w•achst nurO(n1=2) Mal

also insgesamtb(x)-Wert sinkt um O(n1=2) und bleibt �( n)

Ende 1. Phase: cG(x) = 1 (wie fr•uher) undb(x) = �( n)
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Einleitung MST, RLS und (1+1)-EA Untere Schranke f•ur MST f 4

Die zweite Phase

eingangscG(x) = 1 und b(x) = �( n)

cG(x) = 1 bleibt erhalten

b(x)-Wert kann nur in 2-Schritten sinken

Prob(senkect(x)-Wert) � 1
2 � 3ct(x)

m

ct(x)-Wert immer � n=4

im Erwartungswert nachO(m logm) Schritten ct(x) = 0

analogin dieser Zeit wird Clique zum Baum

Ende 2. Phase: cG(x) = 1 , b(x) = �( n), x ist Baum
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Einleitung MST, RLS und (1+1)-EA Untere Schranke f•ur MST f 4

Die zweite Phase

eingangscG(x) = 1 und b(x) = �( n)

cG(x) = 1 bleibt erhalten

b(x)-Wert kann nur in 2-Schritten sinken

Prob(senkect(x)-Wert) �
� 3ct(x)

1

�
� 1

m

�
1 � 1

m

� m� 1

ct(x)-Wert immer � n=4

im Erwartungswert nachO(m logm) Schritten ct(x) = 0

analogin dieser Zeit wird Clique zum Baum

Ende 2. Phase: cG(x) = 1 , b(x) = �( n), x ist Baum
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Einleitung MST, RLS und (1+1)-EA Untere Schranke f•ur MST f 4

Nach der zweiten Phase

cG(x) = 1 , b(x) = �( n), x ist Baum

1-Schritte nicht mehr akzeptiert

2-Schritte nur akzeptiert,
wenn schlechtes Dreieck gutes Dreieck

Prob(b(x)-Wert sinkender 2-Schritt) = �
�

b(x)
m2

�

Summe der erwarteten Wartezeiten
�( n)P

b=1

m2

b = n4
�( n)P

b=1

1
b = �( n4 logn)
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Einleitung MST, RLS und (1+1)-EA Untere Schranke f•ur MST f 4

Nach der zweiten Phase

cG(x) = 1 , b(x) = �( n), x ist Baum

1-Schritte nicht mehr akzeptiert

2-Schritte nur akzeptiert,
wenn schlechtes Dreieck gutes Dreieck

Prob(b(x)-Wert sinkender 2-Schritt) = �
�

b(x)
m2

�

Summe der erwarteten Wartezeiten
�( n)P

b=1

m2

b = n4
�( n)P

b=1

1
b = �( n4 logn)

Neu: k -Schritte mit k > 2 k•onnen wichtig werden
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Einleitung MST, RLS und (1+1)-EA Untere Schranke f•ur MST f 4

Der (1+1)-EA nach der zweiten Phase
cG(x) = 1 , b(x) = �( n), x ist Baum

1-Schritte nicht mehr akzeptiert

2-Schritte nur akzeptiert, wenn schlechtes�  gutes�
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Einleitung MST, RLS und (1+1)-EA Untere Schranke f•ur MST f 4

Der (1+1)-EA nach der zweiten Phase
cG(x) = 1 , b(x) = �( n), x ist Baum

1-Schritte nicht mehr akzeptiert

2-Schritte nur akzeptiert, wenn schlechtes�  gutes�

Betrachte nur�( n4 logn) Schritte, Prob(k-Schritt) = O(n� k)
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Einleitung MST, RLS und (1+1)-EA Untere Schranke f•ur MST f 4

Der (1+1)-EA nach der zweiten Phase
cG(x) = 1 , b(x) = �( n), x ist Baum

1-Schritte nicht mehr akzeptiert

2-Schritte nur akzeptiert, wenn schlechtes�  gutes�

Betrachte nur�( n4 logn) Schritte, Prob(k-Schritt) = O(n� k)

alsokeinek-Schritte mit k � 5
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Einleitung MST, RLS und (1+1)-EA Untere Schranke f•ur MST f 4

Der (1+1)-EA nach der zweiten Phase
cG(x) = 1 , b(x) = �( n), x ist Baum

1-Schritte nicht mehr akzeptiert

2-Schritte nur akzeptiert, wenn schlechtes�  gutes�

Betrachte nur�( n4 logn) Schritte, Prob(k-Schritt) = O(n� k)

alsokeinek-Schritte mit k � 5

3-Schritte nicht mehr akeptiert
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Einleitung MST, RLS und (1+1)-EA Untere Schranke f•ur MST f 4

Der (1+1)-EA nach der zweiten Phase
cG(x) = 1 , b(x) = �( n), x ist Baum

1-Schritte nicht mehr akzeptiert

2-Schritte nur akzeptiert, wenn schlechtes�  gutes�

Betrachte nur�( n4 logn) Schritte, Prob(k-Schritt) = O(n� k)

alsokeinek-Schritte mit k � 5

3-Schritte nicht mehr akeptiert

manche 4-Schritte•andernb(x)-Wert nicht
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Einleitung MST, RLS und (1+1)-EA Untere Schranke f•ur MST f 4

Der (1+1)-EA nach der zweiten Phase
cG(x) = 1 , b(x) = �( n), x ist Baum

1-Schritte nicht mehr akzeptiert

2-Schritte nur akzeptiert, wenn schlechtes�  gutes�

Betrachte nur�( n4 logn) Schritte, Prob(k-Schritt) = O(n� k)

alsokeinek-Schritte mit k � 5

3-Schritte nicht mehr akeptiert

manche 4-Schritte•andernb(x)-Wert nicht  egal

manche 4-Schritte senkenb(x)-Wert um 2
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Einleitung MST, RLS und (1+1)-EA Untere Schranke f•ur MST f 4

Der (1+1)-EA nach der zweiten Phase
cG(x) = 1 , b(x) = �( n), x ist Baum

1-Schritte nicht mehr akzeptiert

2-Schritte nur akzeptiert, wenn schlechtes�  gutes�

Betrachte nur�( n4 logn) Schritte, Prob(k-Schritt) = O(n� k)

alsokeinek-Schritte mit k � 5

3-Schritte nicht mehr akeptiert

manche 4-Schritte•andernb(x)-Wert nicht  egal

manche 4-Schritte senkenb(x)-Wert um 2

Prob(daf•ur) = �
�

b(x)2

m4

�
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Einleitung MST, RLS und (1+1)-EA Untere Schranke f•ur MST f 4

Der (1+1)-EA nach der zweiten Phase
cG(x) = 1 , b(x) = �( n), x ist Baum

1-Schritte nicht mehr akzeptiert

2-Schritte nur akzeptiert, wenn schlechtes�  gutes�

Betrachte nur�( n4 logn) Schritte, Prob(k-Schritt) = O(n� k)

alsokeinek-Schritte mit k � 5

3-Schritte nicht mehr akeptiert

manche 4-Schritte•andernb(x)-Wert nicht  egal

manche 4-Schritte senkenb(x)-Wert um 2

Prob(daf•ur) = �
�

b(x)2

m4

�
= �

�
b(x)2

n8

�
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Einleitung MST, RLS und (1+1)-EA Untere Schranke f•ur MST f 4

Der (1+1)-EA nach der zweiten Phase
cG(x) = 1 , b(x) = �( n), x ist Baum

1-Schritte nicht mehr akzeptiert

2-Schritte nur akzeptiert, wenn schlechtes�  gutes�

Betrachte nur�( n4 logn) Schritte, Prob(k-Schritt) = O(n� k)

alsokeinek-Schritte mit k � 5

3-Schritte nicht mehr akeptiert

manche 4-Schritte•andernb(x)-Wert nicht  egal

manche 4-Schritte senkenb(x)-Wert um 2

Prob(daf•ur) = �
�

b(x)2

m4

�
= �

�
b(x)2

n8

�
= O

� 1
n6

�
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Einleitung MST, RLS und (1+1)-EA Untere Schranke f•ur MST f 4

Der (1+1)-EA nach der zweiten Phase
cG(x) = 1 , b(x) = �( n), x ist Baum

1-Schritte nicht mehr akzeptiert

2-Schritte nur akzeptiert, wenn schlechtes�  gutes�

Betrachte nur�( n4 logn) Schritte, Prob(k-Schritt) = O(n� k)

alsokeinek-Schritte mit k � 5

3-Schritte nicht mehr akeptiert

manche 4-Schritte•andernb(x)-Wert nicht  egal

manche 4-Schritte senkenb(x)-Wert um 2

Prob(daf•ur) = �
�

b(x)2

m4

�
= �

�
b(x)2

n8

�
= O

� 1
n6

�

nicht in O(n4 logn) Schritten
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Einleitung MST, RLS und (1+1)-EA Untere Schranke f•ur MST f 4

Der (1+1)-EA nach der zweiten Phase
cG(x) = 1 , b(x) = �( n), x ist Baum

1-Schritte nicht mehr akzeptiert

2-Schritte nur akzeptiert, wenn schlechtes�  gutes�

Betrachte nur�( n4 logn) Schritte, Prob(k-Schritt) = O(n� k)

alsokeinek-Schritte mit k � 5

3-Schritte nicht mehr akeptiert

manche 4-Schritte•andernb(x)-Wert nicht  egal

manche 4-Schritte senkenb(x)-Wert um 2

Prob(daf•ur) = �
�

b(x)2

m4

�
= �

�
b(x)2

n8

�
= O

� 1
n6

�

nicht in O(n4 logn) Schritten

alsoSumme der Wartezeiten asymptotisch auch
( n4 logn)
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Einleitung MST, RLS und (1+1)-EA Untere Schranke f•ur MST f 4

RLS und (1+1)-EA auff 4

f 4(x) = ( c(x) � 1) � wb + w(Ex ) ! min
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Einleitung MST, RLS und (1+1)-EA Untere Schranke f•ur MST f 4

RLS und (1+1)-EA auff 4

f 4(x) = ( c(x) � 1) � wb + w(Ex ) ! min

leicht zu sehenim Vergleich zuf 3

untere Schranke aufGn unver•andert
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Einleitung MST, RLS und (1+1)-EA Untere Schranke f•ur MST f 4

RLS und (1+1)-EA auff 4

f 4(x) = ( c(x) � 1) � wb + w(Ex ) ! min

leicht zu sehenim Vergleich zuf 3

untere Schranke aufGn unver•andert

Beweis f•ur Finden von zsh. Graph
ganz unver•andert
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Einleitung MST, RLS und (1+1)-EA Untere Schranke f•ur MST f 4

RLS und (1+1)-EA auff 4

f 4(x) = ( c(x) � 1) � wb + w(Ex ) ! min

leicht zu sehenim Vergleich zuf 3

untere Schranke aufGn unver•andert

Beweis f•ur Finden von zsh. Graph
ganz unver•andert

Finden irgendeines Spannbaums
funktioniert so nicht mehr
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Einleitung MST, RLS und (1+1)-EA Untere Schranke f•ur MST f 4

RLS und (1+1)-EA auff 4

f 4(x) = ( c(x) � 1) � wb + w(Ex ) ! min

leicht zu sehenim Vergleich zuf 3

untere Schranke aufGn unver•andert

Beweis f•ur Finden von zsh. Graph
ganz unver•andert

Finden irgendeines Spannbaums
funktioniert so nicht mehr(nicht schlimm)

Ingo Wegener 12. Juni 2008 39



Einleitung MST, RLS und (1+1)-EA Untere Schranke f•ur MST f 4

Obere Schranke f•ur RLS und (1+1)-EA auff 4
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Einleitung MST, RLS und (1+1)-EA Untere Schranke f•ur MST f 4

Obere Schranke f•ur RLS und (1+1)-EA auff 4

immer noch
n gute 2-Bit-Flips mit Durchschnittsgewinn� w(E x )� wopt

n
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Einleitung MST, RLS und (1+1)-EA Untere Schranke f•ur MST f 4

Obere Schranke f•ur RLS und (1+1)-EA auff 4

immer noch
n gute 2-Bit-Flips mit Durchschnittsgewinn� w(E x )� wopt

n
neu

m � (n � 1) gute 1-Bit Flips mit Durchschn.gewinn
� w(E x )� wopt

m
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Einleitung MST, RLS und (1+1)-EA Untere Schranke f•ur MST f 4

Obere Schranke f•ur RLS und (1+1)-EA auff 4

immer noch
n gute 2-Bit-Flips mit Durchschnittsgewinn� w(E x )� wopt

n
neu

m � (n � 1) gute 1-Bit Flips mit Durchschn.gewinn
� w(E x )� wopt

m

analoge Rechnungf•uhrt zu O(m2(log(n) + log( wmax )))

Ingo Wegener 12. Juni 2008 40



Einleitung MST, RLS und (1+1)-EA Untere Schranke f•ur MST f 4

Obere Schranke f•ur RLS und (1+1)-EA auff 4

immer noch
n gute 2-Bit-Flips mit Durchschnittsgewinn� w(E x )� wopt

n
neu

m � (n � 1) gute 1-Bit Flips mit Durchschn.gewinn
� w(E x )� wopt

m

analoge Rechnungf•uhrt zu O(m2(log(n) + log( wmax )))

Theorem
Die erwartete Optimierzeit von RLS und dem (1+1)EA auf MST
mit f 4 ist O(m2(log m + log wmax )) und 
( m2 logm).
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