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Erinnerung pprim,jf r2 Nj(rjggj=2

Ein einfacher Algorithmus
1. Fori2f23:::;9 1g

2. Ifi j g Then Ausgabe,q ist keine Primzahl\; STOP.
3. Ausgabe,q ist PrimzahN\
p

Beobachtung 91<r< q:rjq
, 9 "g <r%q:r%q

Ein besserer einfacher Algorithmus

1. Fori2f2,3;:::; pqg
2. If i j g Then Ausgabe,q ist keine Primzahl\; STOP.
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Beobachtungen

o ensichtlich korrekt

liefert sogar zustzlich Teiler vonq
Laufzeit P [¢}
Also Problem gaist?

Beobachtung bei Eingabeq ist Eingabedinge= (log Q)

also Laufzeit g =  (logq)z tv@=oulogq
exponentiellin der Eingabeainge
Hinweis vielleicht intuitiv klarer bei Vorstellung
Eingabeq2f1;2;:::;99 f0;1;:::;99
mit gelegentlicher Interpretation alg 2 N

Aber wen interessieren so riesig gro e Zahlen?
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Moderne Kryptographie
Weinsche

E e zient berechenbar

D e zient berechenbar

bei Kenntnis vorE (k; m), E und D
trotzdem m nicht e zient berechenbar

Problem sicherer Austausch degeheimenSchhisselsk
Anmerkung bis 1976 in der Tat ein Problem
Di e, Hellmann (1976): New Directions in Cryptography.

zentrale Idee Mache Schiisselk © entlich

Kryptosysteme mite entlichem Schhssel
public key cryptography
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® A schicktB e entlich E(k;m).
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E e zient berechenbar
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® Berechne Eulerfunktion
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Beobachtung Kenntnis vonm; mod n ausreichend
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Voraussetzung Wir rechnen allesnodm (m = n =22,
Kostenmodella mod m sowie Addition, Subtraktion, .
mit solchen Zahlerin Zeit O(1) berechenbar
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Addition, Subtraktiorb Multiplikation, Division
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Aufgabe Berechnex™ mod m.
Algorithmus 12.2

Eingabe x;n 2 N
Ausgabe x"
r=1
Whilen > 1
If n ungerade Then
r-=r Xx
=n 1
X=X X
n:= n=2
Ausgabex r

=]

1
2
3
4,
5.
6
7
8
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Schnelles Potenzieren
Aufgabe Berechnex™ mod m.
Algorithmus 12.2

Eingabe x;n 2 N

Ausgabe x"

1. r:=1

2. Whilen> 1

3 If n ungerade Then
4. r=r x

5. n=n 1

6 X=X X

7 n:= n=2

8. Ausgabex r

Theorem 12.3
Algorithmus 12.2 berechnet" mit 1+ 2log n Multiplikationen.

12
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Schnelle ggT-Berechnung

Algorithmus 12.4 (Euklidischer Algorithmus)

Eingabe a b2 N
Ausgabe ggT(a;b)

1. c:=amodb

2. Ifc=0

3. Then Ausgabé

4. Else Ausgabe ggb; 0

Theorem 12.5

Der euklidische Algorithmus berechnet g b) in Zeit
OQog(a+ b)). Dje Anzahl der modulo-Operationen ist

logs—,(a+ b) .

Ingo Wegener 05. Juni 2008 15
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Beobachtung 9k 2 N:a=k b+c
mitc2f0;1;:::;b 1g

1.Fall c=0
dann bja ggT(a;bh=0Db
2.Fall ¢c>0
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Algorithmus 12.6
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Ausgabe b ! moda

1. Ifb=1 Then Ausgabe 1. STOP.
2. c:=amodb

3. ¢c:=cmodb

4. Ausgabe 2-£-2 moda

Theorem 12.7
Algorithmus 12.6 berechnébd * mod a in Zeit O(log(a + b)).
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MengeG mit binaerer Operation heit Gruppe wenn gilt:
8a;b;c2 G:(a b c=a (b c) (Assoziativiat)
9e2 G:8a2 G:a e=e a= a(neutrales Element
8a2 G:92 G:a b=b a= e(inverse Elemenje
Gilt zusatzlich8a;b2 G: a b= b a (Kommutativitat), so heit
(G; ;e) abelsche Gruppe

Beobachtungen

e ist eindeutig
8a2 G: inverses Elemera ! eindeutig
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(Nur ganz wenig) Gruppentheorie
MengeG mit binaerer Operation heit Gruppe wenn gilt:
8a;b;c2 G:(a b c=a (b c) (Assoziativiat)
9e2 G:8a2 G:a e=e a= a(neutrales Element
8a2 G:92 G:a b=b a= e(inverse Elemenje
Gilt zusatzlich8a;b2 G: a b= b a (Kommutativitat), so heit
(G; ;e) abelsche Gruppe

Beobachtungen

e ist eindeutig
8a2 G: inverses Elemera ! eindeutig

8a;b;c2G:a c=b ¢, a=b

05. Juni 2008

31



RSA Zahlentheorie Gruppentheorie
000 00000000000 ©00000000
0000000 00000000

(Nur ganz wenig) Gruppentheorie
MengeG mit binaerer Operation heit Gruppe wenn gilt:
8a;b;c2 G:(a b c=a (b c) (Assoziativiat)
9e2 G:8a2 G:a e=e a= a(neutrales Element
8a2 G:92 G:a b=b a= e(inverse Elemenje
Gilt zusatzlich8a;b2 G: a b= b a (Kommutativitat), so heit
(G; ;e) abelsche Gruppe

Beobachtungen

e ist eindeutig
8a2 G: inverses Elemera ! eindeutig

8a;b;c2G:a c=b ¢, a=b, ¢c a=c b
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(Nur ganz wenig) Gruppentheorie

De nition 12.13

MengeG mit binaerer Operation heit Gruppe wenn gilt:
8a;b;c2 G:(a b c=a (b c) (Assoziativiat)
9e2 G:8a2 G:a e=e a= a(neutrales Element
8a2 G:92 G:a b=b a= e(inverse Elemenje

Gilt zusatzlich8a;b2 G: a b= b a (Kommutativitat), so heit

(G; ;e) abelsche Gruppe

Beobachtungen
e ist eindeutig
8a2 G: inverses Elemera ! eindeutig

8a;b;c2G:a c=b ¢, a=b, ¢c a=c b
Beispiele
(Z;+,0)
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(Nur ganz wenig) Gruppentheorie

MengeG mit binaerer Operation heit Gruppe wenn gilt:
8a;b;c2 G:(a b c=a (b c) (Assoziativiat)
9e2 G:8a2 G:a e=e a= a(neutrales Element
8a2 G:92 G:a b=b a= e(inverse Elemenje

Gilt zusatzlich8a;b2 G: a b= b a (Kommutativitat), so heit
(G; ;e) abelsche Gruppe

Beobachtungen
e ist eindeutig
8a2 G: inverses Elemera ! eindeutig
8a;b;c2G:a c=b ¢, a=b, ¢c a=c b
Beispiele
(Z;+;0) unendliche Gruppe
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(Nur ganz wenig) Gruppentheorie

MengeG mit binaerer Operation heit Gruppe wenn gilt:
8a;b;c2 G:(a b c=a (b c) (Assoziativiat)
9e2 G:8a2 G:a e=e a= a(neutrales Element
8a2 G:92 G:a b=b a= e(inverse Elemenje

Gilt zusatzlich8a;b2 G: a b= b a (Kommutativitat), so heit
(G; ;e) abelsche Gruppe

Beobachtungen
e ist eindeutig
8a2 G: inverses Elemera ! eindeutig
8a;b;c2G:a c=b ¢, a=b, ¢c a=c b
Beispiele
(Z;+;0) unendliche Gruppe
(f1g; ;1) endliche Gruppe

05. Juni 2008 31



Untergruppen



000 00000000000 O@0000000
0000000 00000000

Untergruppen

De nition 12.14

Sei(G; ;e) Gruppe.H G heit Untergruppe wenn(H; ;e€)
Gruppe ist.
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Untergruppen

De nition 12.14

Sei(G; ;e) Gruppe.H G heit Untergruppe wenn(H; ;e€)
Gruppe ist.

Zu einer Untergruppeéd von G de nieren wir Relation y durch

8a;b2G:a b, bl a2H
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Untergruppen

De nition 12.14

Sei(G; ;e) Gruppe.H G heit Untergruppe wenn(H; ;e€)
Gruppe ist.

Zu einer Untergruppeéd von G de nieren wir Relation y durch
8a;b2G:a b, bl a2H

Beobachtung y ist Aquivalenzrelation
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Untergruppen

De nition 12.14

Sei(G; ;e) Gruppe.H G heit Untergruppe wenn(H; ;e€)
Gruppe ist.

Zu einer Untergruppeéd von G de nieren wir Relation y durch
8a;b2G:a b, bl a2H

Beobachtung y ist Aquivalenzrelation

P

reexivi. a pa weillal a=e2H
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Untergruppen

De nition 12.14

Sei(G; ;e) Gruppe.H G heit Untergruppe wenn(H; ;e€)
Gruppe ist.

Zu einer Untergruppeéd von G de nieren wir Relation y durch
8a;b2G:a b, bl a2H

Beobachtung y ist Aquivalenzrelation

P

reexivi. a pa weillal a=e2H
symmetrisch a y b(alsob ! a2H)) b y a, well
bl a al b =eundwegen Abschlusseigenschaft

P

dann auch inH
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Untergruppen

De nition 12.14

Sei(G; ;e) Gruppe.H G heit Untergruppe wenn(H; ;e€)
Gruppe ist.

Zu einer Untergruppeéd von G de nieren wir Relation y durch
8a;b2G:a b, bl a2H

Beobachtung  y ist

reexivi. a pa weillal a=e2H

symmetrisch a y b(alsob ! a2H)) b y a, well
bl a al b =eundwegen Abschlusseigenschaft
dann auch inH

transitvn. a p bundb yc) a y ¢ well

cl b bl azc! a2H wegen
Abschlusseigenschaft
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Wir haben fur GruppeG und UntergruppeH
Aquivalenzrelation y mita b, bl a2H



Uber Untergruppen y

Wir haben fur GruppeG und UntergruppeH
Aquivalenzrelation y mita b, bl a2H

Betrachte fur b2 G Abbildungfy: [y ! G
mitf(a)=b?! a
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Uber Untergruppen y

Wir haben fur GruppeG und UntergruppeH
Aquivalenzrelation y mita b, bl a2H

Betrachte fur b2 G Abbildungfy: [y ! G
mitf(a)=b?! a

klar 8a2([by:f(a)2H
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Uber Untergruppen y

Wir haben fur GruppeG und UntergruppeH
Aquivalenzrelation y mita b, bl a2H

Betrachte fur b2 G Abbildungfy: [bly ! G
mitf(a)=b ! a

klar 8a2[by:f(a)2H

Beobachtung 8a;a2 [0y : a6 a°, f(a)6 f(ad
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Uber Untergruppen y

Wir haben fur GruppeG und UntergruppeH
Aquivalenzrelation y mita b, bl a2H

Betrachte fur b2 G Abbildungfy: [bly ! G
mitf(a)=b ! a

klar 8a2[by:f(a)2H

Beobachtung 8a;a2 [0y : a6 a°, f(a)6 f(ad

also fy, Bijektion zwischenbly und H
mit j[blnj = jHj
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Uber Untergruppen y

Wir haben fur GruppeG und UntergruppeH
Aquivalenzrelation y mita b, bl a2H

Betrachte fur b2 G Abbildungfy: [bly ! G
mitf(a)=b ! a
klar 8a2[by:f(a)2H
Beobachtung 8a;a2 [0y : a6 a°, f(a)6 f(ad
also fy, Bijektion zwischenbly und H
mit j[bnj = jHj
Anmerkung fur endliche Gruppels
H abgeschlossen gegenmit e 2 H ist Untergruppe
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Uber Untergruppen y

Wir haben fur GruppeG und UntergruppeH
Aquivalenzrelation y mita b, bl a2H

Betrachte fur b2 G Abbildungfy: [bly ! G
mitf(a)=b ! a
klar 8a2[by:f(a)2H
Beobachtung 8a;a2 [0y : a6 a°, f(a)6 f(ad
also fy, Bijektion zwischenbly und H
mit j[bnj = jHj
Anmerkung fur endliche Gruppels
H abgeschlossen gegenmit e 2 H ist Untergruppe

Gilt das auch #@r unendliche Gruppen?
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Uber Untergruppen y

Wir haben fur GruppeG und UntergruppeH
Aquivalenzrelation y mita b, bl a2H

Betrachte fur b2 G Abbildungfy: [bly ! G
mitf(a)=b ! a
klar 8a2[by:f(a)2H
Beobachtung 8a;a2 [0y : a6 a°, f(a)6 f(ad
also fy, Bijektion zwischenbly und H
mit j[bnj = jHj
Anmerkung fur endliche Gruppels
H abgeschlossen gegenmit e 2 H ist Untergruppe

Gilt das auch #@r unendliche Gruppen?
Nein! Beispiel(Z;+;0) und N
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Uber Untergruppen

Theorem 12.15

G endliche GruppeH Untergruppe vonG.
JHjjjG]
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Uber Untergruppen

Theorem 12.15

G endliche GruppeH Untergruppe vonG.
JHjjjG]

Beweis.
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Uber Untergruppen

Theorem 12.15

G endliche GruppeH Untergruppe vonG.
JHjjjG]

Beweis.

klar G endlich,alsoH endlich,alsor endlich
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Uber Untergruppen

Theorem 12.15

G endliche GruppeH Untergruppe vonG.
JHjjjG]

Beweis.

klar G endlich,alsoH endlich,alsor endlich

gerade gesehen 8i: jCij = jHj
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Uber Untergruppen

Theorem 12.15

G endliche GruppeH Untergruppe vonG.
JHjjjG]

Beweis.

klar G endlich,alsoH endlich,alsor endlich
gerade gesehen 8i: jCij = jHj

Erinnerung Aquivalenzklassen paarweise disjunkt
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Uber Untergruppen

Theorem 12.15

G endliche GruppeH Untergruppe vonG.
JHjjjG]

Beweis.

klar G endlich,alsoH endlich,alsor endlich
gerade gesehen 8i: jCij = jHj

Erinnerung Aquivalenzklassen paarweise disjunkt

%
also G= CiundjGj=r jH]j
i=1
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Uber Untergruppen

Theorem 12.15
G endliche GruppeH Untergruppe vonG.
JHijiG]

Beweis.

klar G endlich,alsoH endlich,alsor endlich
gerade gesehen 8i: jCij = jHj
Erinnerung Aquivalenzklassen paarweise disjunkt
8
also G= CiundjGj=r jH]j
i=1

also jHjjjGj O



Zyklische Gruppen

De niere fur G%lppe(G; ;6),a2Gundi 2 Z
2e fallsi =0
a:=_a al fallsi>0
z (i) -
al fallsi< 0



Zyklische Gruppen

De niere fur G%lppe(G; ;6),a2Gundi 2 Z
2e fallsi =0
a:=_a al fallsi>0
z (i) -
al fallsi< 0

Beobachtungen _ _
8a2G;i2z: & logi



Zyklische Gruppen

De niere fur G%lppe(G; ;6),a2Gundi 2 Z
2e fallsi =0

a =_a al falsi> 0

all? falsi< 0
Beobachtungen _ _
8a2G;i2Z: a'. .1= a ! .
8a2 G;i;j 2z:d*)=4d a
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Zyklische Gruppen

De niere fur G%lppe(G; ;6),a2Gundi 2 Z
2e fallsi =0

a =_a al falsi> 0

allh) falsi< 0

Beobachtungen
8a2G:i27Z: a ‘=al
8a2 G;i;j 2Z:a*i=a a
8a;b2 Gmita b=b a:(a b'=a b
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Zyklische Gruppen
De niere fur Gréjppe(G; ;€),a2Gundi 2Z

2e fallsi =0
a:=_a al falsi>0
> (i) .
al fallsi< 0
Beobachtungen

8a2G;i2z: a ‘=al

8a2 Gii;j 2z:ad% =a a o

8a;b2Gmita b=b a:(a h'=a b
De nition 12.16

Sei(G; ;e) Gruppe,a2 G.Esisthai ;== aji2Z ,

ordg(a) := jhaij heit Ordnungvona in G. a heit erzeugendes
Element wennhai = G gilt. G heit zyklisch wennG erzeugendes
Element hat.
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Zyklische Gruppen
De niere fur Gréjppe(G; ;€),a2Gundi 2Z

2e fallsi =0
a:=_a al falsi>0
> (i) .
al fallsi< 0
Beobachtungen

8a2G;i2z: a ‘=al

8a2 Gii;j 2z:ad% =a a o

8a;b2Gmita b=b a:(a h'=a b
De nition 12.16

Sei(G; ;e) Gruppe,a2 G.Esisthai ;== aji2Z ,

ordg(a) := jhaij heit Ordnungvona in G. a heit erzeugendes
Element wennhai = G gilt. G heit zyklisch wennG erzeugendes
Element hat.
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Beobachtungen
(Z;+;0) ist unendliche Gruppe



Wichtige Gruppen
Beobachtungen
(Z;+;0) ist unendliche Gruppe
(Zn;+mod n;0) mit Z, = f0;1;2;:::;n 1gist endliche
Gruppe
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Wichtige Gruppen
Beobachtungen
(Z;+;0) ist unendliche Gruppe
(Zn;+mod n;0) mit Z, = f0;1;2;:::;n 1gist endliche
Gruppe

Lemma 12.17
Sei(G; ;e) Gruppe,a?2 G.
@ Wenna' verschieden sincif allei 2 Z, dann ist
ordg(@) = 1 und (G; ;e) ist isomorph zu(Z; +;0).
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Wichtige Gruppen
Beobachtungen
(Z;+;0) ist unendliche Gruppe
(Zn;+mod n;0) mit Z, = f0;1;2;:::;n 1gist endliche
Gruppe

Sei(G; ;e) Gruppe,a?2 G.
@ Wenna' verschieden sincif allei 2 Z, dann ist
ordg(@) = 1 und (G; ;e) ist isomorph zu(Z; +;0).
® Wenna = a fureini<j ,dannistorc(a) | .
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Wichtige Gruppen
Beobachtungen
(Z;+;0) ist unendliche Gruppe
(Zn;+mod n;0) mit Z, = f0;1;2;:::;n 1gist endliche
Gruppe

Sei(G; ;e) Gruppe,a?2 G.
@ Wenna' verschieden sincif allei 2 Z, dann ist
ordg(a) = 1 und(G; ;e) istisomorph zu(Z; +;0).
® Wenna = a fureini<j ,dannistorc(a) | .

Beweis.
@ Beobachtungi ! a' de niert Isomorphismus .
weil0! a®=ei+j! a*i=4a &, il a'= a
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Beweis von Theorem 12.17

Behauptung a = & fureini<j ) ordg(a) | i
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Beweis von Theorem 12.17

Behauptung a = & fureini<j ) ordg(a) | i
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Karal '=d & “=da d



Beweis von Theorem 12.17

Behauptung a = & fureini<j ) ordg(a) | i

1

Kard '=a a '=d & '=4d al



Beweis von Theorem 12.17

Behauptung a = & fureini<j ) ordg(a) | i

1

kKlaral '=a a —ad a '=d al=e



Beweis von Theorem 12.17

Behauptung a = al fureini<j ) ordg(a) j i

1

kKlaral '=a a —ad a '=d al=e

zu zeigenhaij i



Beweis von Theorem 12.17

Behauptung a = al fureini<j ) ordg(a) j i

Karal i=a a '=za a '=zd al=e
zu zeigenhaij i

Betrachtea' fur beliebiged 2 Z



Beweis von Theorem 12.17

Behauptung a = al fureini<j ) ordg(a) j i

Kara i=al & '=da d '=zd ai=e
zu zeigenhaij i

Betrachtea fur beliebiged 2 Z

Denierer = Imod(j i),q=b=(j i)c

alsol=q (j D+rmit0 r<j .



0000000 00000000

Beweis von Theorem 12.17

Behauptung a = al fureini<j ) ordg(a) j i
Kara i=al & '=da d '=zd ai=e
zu zeigenhaij i

Betrachtea fur beliebiged 2 Z

Denierer = Imod(j i),q=b=(j i)c
alsol=q (j D+rmit0 r<j .

alsoal = gl D*r
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Beweis von Theorem 12.17

Behauptung a = al fureini<j ) ordg(a) j i
Kara i=al & '=da d '=zd ai=e
zu zeigenhaij i

Betrachtea fur beliebiged 2 Z

Denierer = Imod(j i),q=b=(j i)c
alsol=q (j D+rmit0 r<j .

alsoa = gd D*r= aG D g
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Beweis von Theorem 12.17

Behauptung a = al fureini<j ) ordg(a) j i
Kara i=al & '=da d '=zd ai=e
zu zeigenhaij i

Betrachtea fur beliebiged 2 Z

Denierer = Imod(j i),q=b=(j i)c
alsol=q (j D+rmit0 r<j .

alsoal = qdl D+r = galG ) g = gr
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Beweis von Theorem 12.17

Behauptung a = al fureini<j ) ordg(a) j i
Kard i=ad & '=a a '=zZd al=e
zu zeigenjhaij i

Betrachtea fur beliebiged 2 Z

Denierer = Imod(j i),q=b=(j i)c
alsol=q (j i)+rmit0 r<j i

alsoal = a9l *r=aa0 O g =g

alsohai a%al;:::al 11 0
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Uber endliche Gruppen

Theorem 12.18

Sei(G; ;e) Gruppe,a2 G mit ordg(a) = n fur einm 2 N.
@8 j:a=a, nj(j i
® hai ist isomorph zu(Zn,;+ mod n; 0).
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Uber endliche Gruppen

Theorem 12.18

Sei(G; ;e) Gruppe,a2 G mit ordg(a) = n fur einm 2 N.
@8 j:a=a, nj(j i
® hai ist isomorph zu(Zn,;+ mod n; 0).

Beweis.
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Uber endliche Gruppen

Theorem 12.18

Sei(G; ;e) Gruppe,a2 G mit ordg(a) = n fur einm 2 N.
@8 j:a=a, nj(j i
® hai ist isomorph zu(Zn,;+ mod n; 0).

Beweis.

also9i 2f0;1;:::;n 1g:a = a"
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Uber endliche Gruppen

Theorem 12.18

Sei(G; ;e) Gruppe,a2 G mit ordg(a) = n fur einm 2 N.
@8 j:a=a, nj(j i
® hai ist isomorph zu(Zn,;+ mod n; 0).

Beweis.

also9i 2f0;1;:::;n 1g:a = a"
Behauptunga” = a® = e
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Uber endliche Gruppen

Sei(G; ;e) Gruppe,a2 G mit ordg(a) = n fur einm 2 N.
@8 j:a=a, nj(j i
® hai ist isomorph zu(Zn,;+ mod n; 0).

Beweis.

also9i 2f0;1;:::;n 1g:a = a"
Behauptunga = a% = e
WiderspruchbeweisAnnahmea” = a' mit
i2f12:::;n 19
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Uber endliche Gruppen

Theorem 12.18

Sei(G; ;e) Gruppe,a2 G mit ordg(a) = n fur einm 2 N.
@8 j:a=a, nj(j i
® hai ist isomorph zu(Zn,;+ mod n; 0).

Beweis.

also9i 2f0;1;:::;n 1g:a = a"

Behauptunga” = a® = e
WiderspruchbeweisAnnahmea” = a' mit
i2f12:::;n 19

dannordg(a) n i<n (Lemma 12.17)Widerspruch
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Uber endliche Gruppen

Theorem 12.18

Sei(G; ;e) Gruppe,a2 G mit ordg(a) = n fur einm 2 N.
@8 j:a=a, nj(j i
® hai ist isomorph zu(Zn,;+ mod n; 0).

Beweis.

also9i 2f0;1;:::;n 1g: a=an

Behauptunga” = a® = e
WiderspruchbeweisAnnahmea” = a' mit
i2f12:::;n 19

dannordg(a) lb i<n (Lemma 12.17)Widerspruch

alsoa" = a’= e
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zuzeigen 8i j:a=a, nj( i)
Beweis,(\ Geltenj(j 1)
also 992Z:q n=j i



Beweis von Theorem 12.18
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zuzeigen 8i j:a=a, nj( i)
Beweis,(\ Geltenj(j 1)
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Beweis von Theorem 12.18
zuzeigen 8i j:a=a, nj( i)
Beweis,(\ Geltenj(j 1)
also 992Z:q n=j i
Erinnerung a" = e
also a=a (a")%=alnti= g

Beweis,) \ Gelte @ = a



Beweis von Theorem 12.18
zuzeigen 8i j:a=a, nj( i)
Beweis,(\ Geltenj(j 1)
also 992Z:q n=j i
Erinnerung a" = e
also a=a (a")%=alnti= g
Beweis,) \  Gelte a‘ = ai .
aso a '=a a'=a al=e=a
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Beweis von Theorem 12.18
zuzeigen 8i j:a=a, nj( i)
Beweis,( \ Geltenj(j i)
also 992Z:q n=j i
Erinnerung a" = e
also a=a (a")%=alnti= g
Beweis,) \  Gelte a‘ = ai .
aso a '=a a'=a al=e=a
Deniere r=(j i)modn,q=hb(j i)=nc
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Beweis von Theorem 12.18
zuzeigen 8i j:a=a, nj( i)
Beweis,( \ Geltenj(j i)
also 9q2Z:g n=j i
Erinnerung a" = e
also a=a (a")%=alnti= g

Beweis,) \ Gelte @ = a

aso a '=ad a‘=a al=ze=a
Deniere r=(j i)modn,q=hb(j i)=nc
also j i=gn+rmit0 r<n
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Beweis von Theorem 12.18
zuzeigen 8i j:a=a, nj( i)
Beweis,( \ Geltenj(j i)
also 9q2Z:g n=j i
Erinnerung a" = e
also a=a (a")%=alnti= g

Beweis,) \ Gelte @ = a

also d '=a al=zd al=ze=al
Deniere r=(j i)modn,q=h( i)=nc
also j i=gn+rmit0 r<n

also a '=aintr=gf
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Beweis von Theorem 12.18
zuzeigen 8i j:a=a, nj( i)
Beweis,( \ Geltenj(j i)
also 9q2Z:g n=j i
Erinnerung a" = e
also a=a (a")%=alnti= g

Beweis,) \ Gelte @ = a

aso a '=a ai=za al=ze=a
Deniere r=(j i)modn,qg=Db(j i)=nc
also j i=gn+rmit0 r<n

also a '=aimr=ar

Weil a =g alsoa’ = e, alsor =0
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Beweis von Theorem 12.18
zuzeigen 8i j:a=a, nj( i)
Beweis,( \ Geltenj(j i)
also 9q2Z:g n=j i
Erinnerung a" = e
also a=a (a")%=alnti= g

Beweis,) \ Gelte @ = a

aso a '=a ai=za al=ze=a
Deniere r=(j i)modn,qg=Db(j i)=nc
also j i=gn+rmit0 r<n

also a '=aimr=ar

Weil a = e,'glsoarz e alsor =0

also nj( 1)
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Beweis von Theorem 12.18
zuzeigen 8i j:a=a, nj( i)
Beweis,( \ Geltenj(j i)
also 9q2Z:g n=j i
Erinnerung a" = e
also a=a (a")%=alnti= g

Beweis,) \ Gelte @ = a

aso a '=ad a‘=a al=ze=a
Deniere r=(j i)modn,q=hb(j i)=nc
also j i=gn+rmit0 r<n
also a "= ai"™r =g
Weil a =g }glsoar = g alsor =0
also nj( 1)

@® Beobachtung i! a de niert Isomorphismus
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