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Eingabe gewichteter, ungerichteter Grap& = (V;E)
Kantengewichtew(e) 2 N
(ungewichteter Graphb alle Kantengewichte= 1)
zulassige bsung Schnitt Vi; Vs,
mit Vy [ Vo=V
Bewertung w(Vy; Vo) = w(e)
e2ff u;vgju2Vi;v2Vag

Min Cut  Ziel nde Schnitt mit minimalem Wert
mit V1 6 ; undV, 6 ;

Max Cut Ziel ndet Schnitt mit maximalem Wert
~ Ingo Wegener . 02 Juni2008 2
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Uber Max Cut
klar Max Cut2 NPO

bekannt

zugeloriges Entscheidungsproblem NP-vodatig
(Karp 1972)

Max Cut hat einel;14-Approximation
(Goemans und Williamson 1994)

Max Cut hat keinel;06-Approximation, wenn F6 NP
(Fhstad 1996)

hier und heute sehr einfacher randomisierter Algorithmus
schnell, sehr leicht zu implementieren
erwartete Approximationsgte 2
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Ein randomisierter Max-Cut-Algorithmus

Algorithmus 11.1

1. V1=V .=,
2. Furv2V
3. Mit W'keit 1=2 setzeV; := Vp [f vg

sonst setzé/, ;= Vo [f vg
AusgabeVi; Vo

Ea
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Ein randomisierter Max-Cut-Algorithmus

Algorithmus 11.1

1. V1=V .=,
2. Rarva2yv
3. Mit W'keit 1=2 setzeV; := Vp [f vg

sonst setze/, := Vo [f vg
4. AusgabeVi; Vo

Theorem 11.2

Algorithmus 11.1 berechnetif einen ungewichteten Graphen
G =(V;E) in Zeit O(jVj) einen Schnitt, der im Erwartungswert
JE] =2 Kanten schneidet und erwarteteste 2 hat.

Ingo Wegener 02. Juni 2008 4
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Zum Beweis von Theorerrbll.Z
Beobachtung LaufzeitO(jVj)

Y

Beobachtung erwartete Guite 2
folgt aus E(#geschnittene Kanten = jEj =2
well OPT j Ej

noch oen E(#geschnittene Kanten = E(w(Vy; Vo)) = JEj=2

De niere Indikatorva(riablenxe fure2 E
1 fallsje\ Vij=je\ Wpj=1
mit X o = allsje\ Vij = je\ V;j

0 sonst

P
Beobachtung w(vy; Vo) = Xe
e2E
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0 sonst
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Analyse von Algorithmus 11.1

Wir haben Indikatorva(riablenxe fure2 E
1 fallsje\ Vij=je\ Vpj=1

mit Xe :=
0 sonst
und damitw(Vy; Vo) = Xe
e2E
1
X
E(w(Vi;V2)) = E Xe
e2E
= E(Xe)
E
= Prob(Xe =1)
e2E

JE] Prob(Xe=1)
= JEj Prob(je\ Vij = je\ V,j=1)
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Erwartete Anzahl geschnittener Kanten

Wir haben

E(w(V1; V2))
= JEj Prob(je\ Vij = je\ Vp=1)
= JEj Prob(((u2 V1) " (v2Vz)) _((u2Vz)" (v2 Vi)
= jJEj (Prob((u2 V1) " (v2 V,)+ Prob((u2 Vo)™ (v2 Vy)))
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Min Cut

bei Min Cut im Unterschied zu Max Cut
Minimierung vonw(V1; V2)
V16 ; undV, 6 ;

Voraussetzung G zusammenkangend
sonst losung mitw(V1; Vo) =0 optimal
und in Linearzeit deterministisch berechenbar

Erinnerung Berechnung minimaleQ-S-Schnitt 2 P

klar Y megliche Wahlendr Q, S
also Min Cut2 PO

hier und jetzt einfache randomisierte Algorithmen
mit W'keit sehr dicht an 1 minimaler Schnitt
sehr schnell
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Zentrale Method&ontraktion (u;v) mitué v2 V

Kontraktion (u;v)
1. V:=(Vnfu,vg) [f zg E := E nff u;vgg
2. Furallex 2 V mit ff u;xg;fv;xgg\ E 6 ;
3. If jff u;xg;fv;xgg\ Ej =2 Then
E .= (E nffu;xgfv;xgg [ff X;zgg
w(fx;zg) := w(fu;xg) + w(fv;xg)

4, If fu;xg2 E Then
E :=(Enffuxgg [ff X;zgg w(fx;zg):= w(fu;xQ)
5. If fv;xg 2 E Then

E :=(Enffv;xgg) [ff Xx;zgg w(fx;zg) := w(fv;x0Q)
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Min Cut durch Kontraktion

Idee

1. Repeat

2. Wahleu 6 v 2 V geeignet

3. Kontraktion (u;v)

4. Untiljvj=2

5. Gib den durch die beiden Knoten de nierten Schnitt aus.

klar  Implementierung von geeignei entscheidend
Ziel keine Kante zwischen min. Schnitt;; V> kontrahieren
Heuristik  Kanten mit gro em Gewicht kontrahieren

klar ,gro\ ist kontextabhangig
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Ein einfacher Min-Cut-Algorithmus

Algorithmus 11.3 (Randomisierte Kontraktion)

Repeat P
Wahlee = fu;vg mit Wkeit w(e)=  w(e9.
e2E
Kontraktion (u;v)
Until jVj =2
Gib den durch die beiden Knoten de nierten Schnitt aus.

s w N
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Ein einfacher Min-Cut-Algorithmus

Algorithmus 11.3 (Randomisierte Kontraktion)

Repeat P
Wehlee = fu;vg mit W'keit w(e)= w(e9).
e2E
Kontraktion (u;v)
Until jVj =2
Gib den durch die beiden Knoten de nierten Schnitt aus.

s w N

Lemma 11.4

Algorithmus 11.3 hat LaufzeiO jVj2 auf einem Graphen
G=(V;E).

Ingo Wegener 02. Juni 2008 11
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Laufzeit des Algorithmus Randomisierte Kontraktion
Beobachtung
initial zusammenkngend
also Wahl vore = fu;vg meglich
Zusammenhang bleibt bei Kontraktion erhalten
also Wahl vore = fu;vg immer meglich

also korrekt
Beobachtung

initial Summe der Kantengewichte in Ze@(jEj) = O jVj2

jVj 2 Aufrufe vonKontraktion

je Aufruf Zeit O(jVj), da nur Nachbarn zu durchlaufen sind

also Gesamtzei® jVj?
[l

~ Ingo Wegener . 02 Juni2008 12
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Notation Ww(E9Y = w(e)
e2E0°
mMinCut(G) = min fw(Vy; Vo) j V1; Vo Schnitt fur Gg
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Min Cut: Struktureinsichten

_ P
Notation w(E9 = w(e)
e2E°
mMinCut(G) = min fw(Vy1;V2) j V1; V> Schnitt fur Gg

Lemma 11.5

Fur alle zusammenémgenden, gewichteten, ungerichteten Graphen
G = (V;E) gelten die folgenden Aussagen.

@ Ein SchnittVy; V> ist genau dann Ausgabe von

Algorithmus 11.3, wenn nie eine Kante zwischeénund V,
kontrahiert wurde.

® W(E) minCut(G) jVj=2
® 8e=fu;vg 2 E: minCut(G) minCut(Kontraktion (u;Vv))

Ingo Wegener 02. Juni 2008 13
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Beweis von Lemma 11.5 { Teil 1

Zu zeigen Schnitt Vq; V> ist Ausgabe von Algorithmus 11.3
, keine Kante zwischelv; und V, wird kontrahiert

Betrachte Vp;Vo mit V; [ Vo=V
Beobachtung Kante zwischerV; und V, kontrahiert

) u2Vpundv 2V, werden verschmolzen
) Vi; Vo nicht Ausgabe von Algorithmus 11.3
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Beweis von Lemma 11.5 { Teil 1

Zu zeigen Schnitt Vq; V> ist Ausgabe von Algorithmus 11.3
keine Kante zwischelv; und V> wird kontrahiert

Betrachte Vi;Vomit Vo[ Vo=V

Beobachtung Kante zwischerV; und V, kontrahiert
) u2Viundv 2 V, werden verschmolzen
) Vi; Vo nicht Ausgabe von Algorithmus 11.3

Beobachtung keine Kante zwischeiw; und V, kontrahiert
) Vi undV, am Ende getrennt
) AusgabeVi; Vo

P
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e=fv; g2E

Beobachtung minfdy,(v) jv2 Vg minCut(G)
dennfalls9v 2 V : dy(v) < minCut(G)
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zu zeigen wW(E) minCut(G) jVj=2

P
De niere  fur dy(v) = w(e) furv2 V
e=fv; g2E

Beobachtung minfdy,(v) jv2 Vg minCut(G)
dennfalls9v 2 V : dy(v) < minCut(G)

dannw(V1; V2) < minCut{G) mit Vy := fvg, Vo := V nV

P
Beobachtung dw(v) =2w(E)
v2V

P
also w(E)= 3 o dw(v) 3 jVj minCut(G)
\
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Beobachtung durch Kontraktion lennen Schnitt verloren gehen
aberkeine hinzukommen
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zu zeigen 8e= fu;vg 2 E: minCut(G) minCut(Kontraktion (u;V))

Beobachtung durch Kontraktion lennen Schnitt verloren gehen
aberkeine hinzukommen

also Optimum kann hechstens schlechter werden
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Beweis von Lemma 11.5 { Teil 3

zu zeigen 8e= fu;vg 2 E: minCut(G) minCut(Kontraktion (u;V))

Beobachtung durch Kontraktion lennen Schnitt verloren gehen
aberkeine hinzukommen

also Optimum kann hechstens schlechter werden

entspricht minCut{G) minCut(Kontraktion (u;v))
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Uber,Randomisierte Kontraktion\

Theorem 11.6

Fur einen zusammergmgenden, gewichteten ungerichteten
GraphenG = (V; E) seiVy; V2 ein minimaler Schnitt.

Algorithmus 11.3 berechnet in Ze®® jVj?> mit
Wahrscheinlichkeit mindester%:jij den SchnittVy; Vs.
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Uber,Randomisierte Kontraktion\

Theorem 11.6

Fur einen zusammergmgenden, gewichteten ungerichteten
GraphenG = (V; E) seiVy; V2 ein minimaler Schnitt.
Algorithmus 11.3 berechnet in ZeiD jVj2 mit

Wahrscheinlichkeit mindesteﬁ$=jVj2 den SchnittVy; Vs.

Beweis.
schon gesehen Laufzeit (Lemma 11.4)
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Uber,Randomisierte Kontraktion\

Theorem 11.6

Fur einen zusammergmgenden, gewichteten ungerichteten
GraphenG = (V; E) seiVy; V2 ein minimaler Schnitt.
Algorithmus 11.3 berechnet in ZeiD jVj2 mit

Wahrscheinlichkeit mindesten%:jij den SchnittVy; Vs.

Beweis.
schon gesehen Laufzeit (Lemma 11.4)

De niere  Gj+1 = (Vi+1;Eij+1) Ergebnis vor-ter Kontraktion
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Uber,Randomisierte Kontraktion\

Theorem 11.6

Fur einen zusammergmgenden, gewichteten ungerichteten
GraphenG = (V; E) seiVy; V2 ein minimaler Schnitt.

Algorithmus 11.3 berechnet in Zeld jVj2 mit
Wahrscheinlichkeit mindesten%:jij den SchnittVy; Vs.

Beweis.
schon gesehen Laufzeit (Lemma 11.4)

De niere  Gj+1 = (Vi+1;Eij+1) Ergebnis vor-ter Kontraktion

Betrachte FolgeG = Gi, Gz, Gs, ..., Gjvj 1
mit nj ;= jVij=jVj i+1 (n:=jVj=ny)

Ingo Wegener 02. Juni 2008 17
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Uber die Kontraktion passender Kanten
Notation E%= ff u;vgju 2 Vi;v 2 Vaog

De niere  EreignisA;: in den ersteni 1 Kontraktionen
keine Kante aus ° betro en

damit

Prob(Algorithmus 11.3 berechnels; V)
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= Prob i-te Kontraktion betri t keine Kante ausE®j A;
i=1
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Uber die Kontraktion passender Kanten
Notation E%= ff u;vgju2 Vi;v 2 Vog

De niere  EreignisA;: in den ersteni 1 Kontraktionen
keine Kante aus ° betro en

damit

Prob(Algorithmus 11.3 berechnels; V)

y 2
= Prob i-te Kontraktion betri t keine Kante ausE®j A;
i=1

Beobachtung A;) minCut(G) = minCut(G;)
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Uber die Kontraktion passender Kanten
Notation E%= ff u;vgju2 Vi;v 2 Vog

De niere  EreignisA;: in den ersteni 1 Kontraktionen
keine Kante aus ° betro en

damit

Prob(Algorithmus 11.3 berechnels; V)

y 2
= Prob i-te Kontraktion betri t keine Kante ausE®j A;
i=1

Beobachtung A;) minCut{(G) = minCut(G;)

Beobachtung minCut(G) = minCut(G;)
) W(Ei)) minCul(G) jvij=2
(Lemma 11.5)
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Kontraktion von Kanten auk?°
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Prob(i-te Kontraktion betri t keine Kante ausE®j A;)
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I;’(rob i-Kontraktion betri t Kante aus E°j A;

= Prob(i-te Kontraktion betrit ej A;)
e2E0
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Kontraktion von Kanten auk?°

Wir brauchen
Prob(i-te Kontraktion betri t keine Kante ausg®j A;)

Beobachtung Gegenwahrscheinlichkeit leichter zu berechnen

I;’(rob i-Kontraktion betri t Kante aus E°j A;

= Prob(i-te Kontraktion betrit ej A;j)
e2E0

X w(e _ wEY _ minCu(G)
w(Ei) Ww(Ei) w(Ei)

e2E0
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Kontraktion von Kanten auk?°

Wir brauchen
Prob(i-te Kontraktion betri t keine Kante ausg®j A;)

Beobachtung Gegenwahrscheinlichkeit leichter zu berechnen

I)D(rob i-Kontraktion betri t Kante aus E°j A;
= Prob(i-te Kontraktion betrit ej A;)
e2E0
X w(e _ w(EY _ minCut(G)
w(Ei)  w(Ei) wW(E;)
minCut(G)
minCut(G) jVij=2

e2E0
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Wir brauchen
Prob(i-te Kontraktion betri t keine Kante ausg®j A;)

Beobachtung Gegenwahrscheinlichkeit leichter zu berechnen

I)D(rob i-Kontraktion betri t Kante aus E°j A;
= Prob(i-te Kontraktion betrit ej A;)
e2E0
X w(e _ w(EY _ minCut(G)
w(Ei)  w(Ei) wW(E;)
minCut(G) _ 2
minCut(G) jVij=2 jVj i+1

e2E0




00

0000 00000
0000 0000000e00000 00000000000

Kontraktion von Kanten auk?°

Wir brauchen
Prob(i-te Kontraktion betri t keine Kante ausg®j A;)

Beobachtung Gegenwahrscheinlichkeit leichter zu berechnen

I)D(rob i-Kontraktion betri t Kante aus E°j A;

= Prob(i-te Kontraktion betrit ej A;)
e2E0

X w(e _ w(EY _ minCut(G)

w(Ei)  w(Ei) wW(E;)

minCut(G) _ 2 2

minCut(G) jVij=2 jVj i+1 n i+1

e2E0




Beweis von Theorem 11.6
Wir haben Prob(Algorithmus 11.3 berechneWy; V,)
2
= rQ Prob(i-te Kontr. betri t nicht E°j A;)

i=1
und Prob(i-Kontraktion betrit E%j Aj) = —2.+
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2
= rQ Prob(i-te Kontr. betri t nicht E°j A;)
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und Prob(i-Kontraktion betrit E%j Aj) = —2.+
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Prob(Algorithmus 11.3 berechneWy; V>)
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= Prob i-te Kontraktion betri t keine Kante ausEOj Aj
i=1
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also

Prob(Algorithmus 11.3 berechneWy; V)
2

- Prob(i-te Kontr. betri t nicht E°j A;)
i=1

und Prob(i-Kontraktion betrit E%j A;) = —2
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also

Prob(Algorithmus 11.3 berechneWy; V)
2

- Prob(i-te Kontr. betri t nicht E°j A;)
i=1

und Prob(i-Kontraktion betrit E%j A;) = —2
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Beweis von Theorem 11.6
Wir haben Prob(Algorithmus 11.3 berechneWy; V,)
= @2 Prob(i-te Kontr. betri t nicht E°j A;)
unglProb(i-Kontraktion betrit EOj A))= —2

n i+l
also
Prob(Algorithmus 11.3 berechneWy; V>)
vy 2
= Prob i-te Kontraktion betri t keine Kante ausEOj Aj
i=1
'y 2 2 Yin i o1
= 1 - = R
- n i+1 iy N i+1
Y'i 2 (n 2y 2

g (nh=2 ~ n(n 1)
 ingoWegener 2 auni2008 20
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Beweis von Theorem 11.6
Wir haben Prob(Algorithmus 11.3 berechneWy; V,)
= @2 Prob(i-te Kontr. betri t nicht E°j A;)
unglProb(i-Kontraktion betrit EOj A))= —2

n i+l
also
Prob(Algorithmus 11.3 berechneWy; V>)

vy 2
= Prob i-te Kontraktion betri t keine Kante ausEOj Aj
i=1

y 2 2 Y2h i 1
= 1 — = S
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Algorithmus, Randomisierte Kontraktion\ im &ckblick

Wir haben LaufzeitO jVj2 (prima)

1;0* und Erfolgswahrscheinlichkeit 2=n? (Mist!)
0;8
0,6
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0;2

-
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Also Randomisierte Kontraktion nutzlos?

Erinnerung Probability Ampli cation
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Probability Ampli cation

Lemma 11.7

Gibt man #r einen Graphers = (V; E) einen Schnitt mit
kleinstem Wert untemr Ausgaben von unal#ngigen
Wiederholungen von Algorithmus 11.3 aus, so ist der aushgege
Schnitt mit Wahr§che|nllchke|t mlndestens

1 1 25jvj? 1 e @D3VI® minimal.
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Probability Ampli cation

Lemma 11.7

Gibt man #r einen Graphers = (V; E) einen Schnitt mit
kleinstem Wert untemr Ausgaben von unal#ngigen
Wiederholungen von Algorithmus 11.3 aus, so ist der aushgege
Schnitt mit Wahr§che|nllchke|t mlndestens

1 1 25jvj? 1 e @D3VI® minimal.

Beweis.
Theorem 11.6 je Durchlauf Prol(min. Schnit) 2=n?

(n=jVj)

also je Durchlauf Prob(kein min. Schnity 1 2=n?

also Prob(in r Durchlaufen nie min. Schni{t 1 2=n? '
also Prob(min. Schnitt inr Durchleufey 1 1 2=n?'

Ingo Wegener 02. Juni 2008 22
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Neutzliche Randomisierte Kontraktion

Korollar 11.8

Durch unablengige Wiederholungen von Algorithmus 11.3 ndet
man fur einen Graphei = (V;E) mit jVj = n und jede
Konstantec > 0 in Zeit O(n*logn) einen minimalen Schnitt mit
Wahrscheinlichkeit mindesters  1=n°.
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Beweis.
klar ~ mit Lemma 11.7
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Durch unablengige Wiederholungen von Algorithmus 11.3 ndet
man fur einen Graphei = (V;E) mit jVj = n und jede
Konstantec > 0 in Zeit O(n“logn) einen minimalen Schnitt mit
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Neutzliche Randomisierte Kontraktion

Korollar 11.8

Durch unablengige Wiederholungen von Algorithmus 11.3 ndet
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Korollar 11.8

Durch unablengige Wiederholungen von Algorithmus 11.3 ndet
man fur einen Graphei = (V;E) mit jVj = n und jede
Konstantec > 0 in Zeit O(n“logn) einen minimalen Schnitt mit
Wahrscheinlichkeit mindesterts  1=nC.

Beweis.
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Wehle r:= cn?lnn
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Beobachtung schon mitc = 1=2 Erfolgsw'keit

Beobachtung LaufzeitO n*logn nicht uberzeugend
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Laufzeitn*logn im Reckblick
Wieso brauchen wir so lange?

Zwei Faktoren
@ Laufzeit ( n?) fur Randomisierte Kontraktion

® ( n?logn) Wiederholungen
Beobachtung ( n?) fur Schnitt im Grapherprima
Wie kennen wir die Anzahl der Wiederholungen senken?

Wie kennen wir die Erfolgsw'keit je Durchgang verbessern?

Lemma 11.9

Bricht man Algorithmus 11.3 auf einem Graphéh= (V;E) mit
jVj=n ab, wennjVj =t gilt (mit t 2f 2;3;:::;ng), So ist mit
Wahrscheinlichkeit mindesterts (t 1)=(n (n 1)) noch keine
Kante eines festen minimalen Schnitt§; V. kontrahiert.



Beweis von Lemma 11.9

Beweis.
analog zum Beweis von Theorem 11.6

Prob(Schnitt V1; V> noch neglich)

'Ytl 2

— 1
i=1 noi
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anfangs Wahkinfach Prob(wahle ginstig) gro
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Ideen
reduziere Knotenanzahkkursivum konstanten Faktor
berechne auf jeder Rekursionsebene zwei Schnitte
Anzahl Versuche achst exponentiell mit Rekursionstiefe
lose sehr kleine Schnittprobleme optimal

Dauern exponentiell viele Versuche nicht zu lange?
Vergm ert das die Erfolgswahrscheinlichkeit signi kant?
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Algorithmus Fast Cut
Algorithmus 11.10

Eingabe zusammenkngender gewichteter GrapB = (V; E)
Ausgabe Schnitt V1; V>
1. IfjVj 6Then

Berechne minimalen Schnit¥y; Vs.

AusgabeVi; Vo

2. Else m

3. ti= 1+ b\%

4, H := RandomisierteKontraktion (G)
bist Knoten ubrig sind.

5. H%:= RandomisierteKontraktion (G)
bist Knoten wubrig sind.

6. (V1; Vo) := FastCut(H)

7. (V2 VH = FastCut(H9

8. Vergleiche(Vy; Vo) und (V3 VJ), gib kleineren Schritt aus.
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Laufzeit von Fast Cut

Lemma 11.11

Algorithmus 11.10 hat auf einem Graphé&h= (V;E) mit jVj=n
LaufzeitO n?logn .

Beweis.
De niere  T(n) = Laufzeit von Algo. 11.10 auG mit n Knoten

Erinnerung Laufzeit von Algo 11.3 (Zeilen 4, 5p n?
Notationsvereinfachung n?=2

I m
also T(n)=2 T 1+#% +n’furn> 6

T(n)= O() furn 6

Notationsvereinfachung T(n)=1 furn 6
~ Ingo Wegener " 02 Juni2008 30
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Analyse der Rekursion

Betrachte auftretende Knptenanz':ﬁhlen | m
Ng := P,nl:: r:rll+|8% ,No:= 1+ 8L ...,

2
ne := 1+9|£‘?1 mitn, 6

damit  T(n)= T(ng) = 2T(ny)+ n3
=2 2T(n2)+ n? + n{=4T(n2)+2n2+ nj
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Analyse der Rekursion

Betrachte auftretende Knptenanzlzfllhlen | m

damit

No =, Ny = r%+|5‘%,n2:= 1+ 8L
Ny = 1+5|5T1 mitn, 6
T(n)= T(no) =2T(ny) + nj

=2 2T(np)+ n? + n3=4T(ny)+2n3+ nj
=8T(n3)+4n3+2n?+ n3

5 0

Fast Min Cut

(o]e]
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Analyse der Rekursion

Betrachte auftretende Knptenanzlzfllhlen | m
— — 0 — 1
no.-P,nl.- r%+|5‘—§,n2.— 1+§—§,...,
npi= 1+ 32t zl mitn, 6

damit T(n)= T(no)=2T(ny)+ n3
=2 2T(n2)+ n? + n3=4T(n2)+2n2+ nj
=8T(ng) +4n5+2n%+ ng
P1_
=2'T(n)+  2n?
i=0
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Analyse der Rekursion

Betrachte auftretende Knptenanzlzf\hlen |
nozzp,nlzz r%+é‘%,n2:= 1+§L§,...,
no= 1+ EéTl mitn, 6

m

damit T(n)= T(ng) =2T(ny)+ n3
=2 2T(np)+ n? + n3=4T(ny)+2n3+ nj
=8T(n3)+4n3+2n?+ nj
Pl P1_
=2"T(n;)+ 2n2=2"+  2n?
i=0 i=0
Wie entwickelt sich2 n??  klar 2*1=2' =2
L™

1+
Beobachtung n—'zl— =

N
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Analyse der Rekursion
Betrachte auftretende Knptenanzghlen |
No =, Ny = r%]-H&% ,Np= 1+ 8L
n, = 1+5|i=71 mitn, 6
damit T(n)= T(ng) =2T(ny)+ n3

=2 2T(np)+ n? + n3=4T(ny)+2n3+ nj
=8T(n3)+4n3+2n?+ nj

P1 P1
=2"T(n;)+ 2n2=2"+  2n?

i=0 i=0
Wie entwickelt sich2 n??  klar 2*1=2' =2
bm no 2
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Beobachtung —'nzl— = n22 n22
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Analyse der Rekursion
Betrachte auftretende Knptenanzghlen |
No =, Ny = r%]-H&% ,Np= 1+ 8L
n, = 1+5|i=71 mitn, 6
damit T(n)= T(ng) =2T(ny)+ n3

=2 2T(np)+ n? + n3=4T(ny)+2n3+ nj
=8T(n3)+4n3+2n?+ nj

P1 P1
=2"T(n;)+ 2n2=2"+  2n?

5 e

i=0 i=0
Wie entwickelt sich2 n??  klar 2*1=2' =2
n2 I (n2=2)+ ” 2 +1
i+l — 2 2 — (n{=2)+ nj+
Beobachtung T TR e —
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Analyse der Rekursion
Betrachte auftretende Knptenanzghlen | m
No := P,nlzz r%]-H&% , Ny = 1+15LE
n, = 1+5|i=71 mitn, 6
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Analyse der Rekursion
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2
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Analyse der Rekursion
Betrachte auftretende Knptenanzghlen | m
No := P,nlzz r%+|5‘% , Ny = 1+15Li
n, = 1+5|i=71 mitn, 6
damit T(n)= T(ng) =2T(ny)+ n3

=2 2T(np)+ n? + n3=4T(ny)+2n3+ nj
=8T(n3)+4n3+2n?+ n3

P1_ P1_
=2"T(n;)+ 2n2=2"+  2n?
i=0 i=0

Wie entwickelt sich2 n??  klar 2*1=2' =2

i DT S )
ni T3 3 2=0)+ " 2n;j+1
Beobachtung -5 = 2 2 = (= 20,

" péni 141 " i

-1

=2twm a2

also 2% ni2+1 = 2ini2 >2 (1=2)=1 02. Juni 2008 31
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Laufzeitanalyse von Fast Cut

P1
Wir haben T(n)=2"+  2'n?

i=0 | m
No:= N, Nj+1 == 1+ é"—i
2|+1 n2
N ryald 1

also  2'n? maximal #iri = r

P1_
also T(n)=2"+  2n?
i=0
2+ 2n? 241 20 36=0(r 2)

noch oen Rekursionstiefe

Plan Rekursionstiefe anhand vam bestimmen
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1
=

jetzt  Prob(A(n)) und Prob(B (t)) getrennt abschtzen
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damit Prob(A(n)) 1 fur allen
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=pr)= ¢

Erinnerung r = O(logn)
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Abschatzung vonp(i)

Wir haben p(0)=1
pi) ) pi+1)  gr

also p(i) & (induktiv)
also p(i)= (1 =i)

durch Einsetzen Prob(B(n; r)) = Prob(B(ng)) = Prob(B(n))
=pr)= ¢

Erinnerung r = O(log n)

zusammen Erfolgswahrscheinlichkeit % O
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nden fur GraphenG = (V;E) mit jVj = n und jede Konstante
c> 0in Zeit O n2log®>n einen minimalen Schnitt mit W'keit
mindestensl  1=n° und fur jede Konstante'> 0 in Zeit

O n?log?n einen minimalen Schnitt mit W'keit mindesters .
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Unabhangige Wiederholungen von Algorithmus 11.10 (Fast Cut)
nden fur GraphenG = (V;E) mit jVj = n und jede Konstante
c> 0in Zeit O n2log®>n einen minimalen Schnitt mit W'keit
mindestensl  1=n° und fur jede Konstante'> 0 in Zeit

O n?log?n einen minimalen Schnitt mit W'keit mindesterts

Bew: Erinnerungiur Fast Cut gilt9k;: T k; nlogn (Lemma 11.11)
9k,: Prob(Erfolg) ke=Inn (Lemma 11.12)

Wahle Anzahl unablngiger Wiederholungen
w:= (c=k)In?n
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nden fur GraphenG = (V;E) mit jVj = n und jede Konstante
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Theorem 11.13

Unabhangige Wiederholungen von Algorithmus 11.10 (Fast Cut)
nden fur GraphenG = (V;E) mit jVj = n und jede Konstante
c> 0in Zeit O n2log®>n einen minimalen Schnitt mit W'keit
mindestensl  1=n° und fur jede Konstante'> 0 in Zeit

O n?log?n einen minimalen Schnitt mit W'keit mindesters .

Bew: Erinnerungiur Fast Cut gilt9k;: T k; nlogn (Lemma 11.11)
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analog zweite Aussage mitv := d(1=ky)In(1=")In ne O
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