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Noch ein alter Bekannter aus GTI/TIfAI

SAT Eingabe m Klauseln ¢y, ¢3, ..., ¢m
liber n Variablen x1, z2, ..., 2,
(Z. B. cj = 333\/33_5\/33_7\/1179)
zuldssige Losungen
Belegungen b € {0,1}"
Bewertung Anzahl durch b erfiillter Klauseln

klar
e SAT e NPO
e zugehoriges Entscheidungsproblem NP-vollstandig

Schon wieder so ein Problem? Was soll das?



Motivation , SAT"“
bisher
e KP  FPTAS
e metrisches TSP Christofides mit geschickt gewahlten
Komponenten

e euklidisches TSP PTAS mit dynamischer Programmierung

jetzt neu  Randomisierung ganz zentral
(viel mehr als bei Arora)

insbesondere  vollstindiges Ausprobieren keine Option

Wiederholung  Analyse randomisierter Algorithmen

Erinnerung  bei randomisiertem Quicksort alles schon gemacht



00000 0000000000

Grundlagen

Erinnerung  Turingmaschine
randomisierte Turingmaschine

Annahme  Algorithmus (TM) und Eingabe fest

klar  bei deterministischer TM
Rechenweg fest
Rechenzeit = Lange des Rechenweges

Erinnerung  bei randomisierter TM
Baum maoglicher Rechenwege
Kanten gewichtet mit Wahrscheinlichkeiten

erwartete Rechenzeit = Y Tiefe(v) - Prob (v)
v Blatt
erwartete Rechenzeit = > Prob (v)

v Knoten
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Uber Zufallsexperimente

in GTI/TIfAl  randomisierte TM mit fairen Miinzwiirfen

hier  beinahe beliebige Zufallsexperimente

erforderlich  Wahrscheinlichkeitsverteilung
approximierbar mit polynomiell wenigen Miinzwiirfen

klar  fiir genaue Rechenzeit Details wichtig

hier  Zufallsexperiment in konstanter Zeit
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Ein Miniatur-Beispiel
Sei  p €]0;1] fest.
1. Mit Wahrscheinlichkeit p setze z := 0

Sonst setze z ;=1
2. If 2 =0 Then Weiter bei 1.

Festlegung  ein Durchlauf Zeilen 1-2 = 1 Rechenschritt

Definition T = #Rechenschritte

Was ist E (77)7
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Bestimmung von E (7T')

Summation iber die Blatter

1. Méglichkeit
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Bestimmung von E (7T')

2. Moglichkeit ~ Summation iiber die Knoten

[ee] o0
E(T) = > (1—p)-p"t+p" =) p" —p+p?
d=1 d=1
N L
= 2 1oy
d=0

Beobachtung  Rechenzeit = #Versuche bis Ereignis ,, 1 — p*
klar ~ Wartezeit geometisch verteilt, Parameter 1 — p
also  E(T) =L

—-p
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Zufallige Wabhl einer Teilmenge

noch ein  konkretes Beispiel

Aufgabe  Ziehe aus {1,2,...,49}
uniform zufillige sechselementige Teilmenge.

Beobachtung 1 mit Wahrscheinlichkeit 6/49 enthalten

Beobachtung  wenn feststeht, ob 1 enthalten
falls 1 enthalten 2 mit W'keit 5/48 enthalten
sonst 2 mit W'keit 6/48 enthalten

klar  so fortsetzbar
~ Algorithmus 1
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Algorithmus 1

1 n:=49;, k:=6;i:=1
2 Repeat
3. Mit W'keit k/n gibt i aus; k:=k — 1
4 t:=14+1,n=n—-1
5 Until k=0
Festlegung T' = Rechenzeit =i — 1 am Ende des Algorithmus
klar  E(T)= > t-Prob(T =1t)
t=0

Festlegung M = groBte ausgegebene Zahl

49 49 (m—l)
E(T) = Zm-Prob(M:m):Zm- -
m=>6 m=>6 (6)
300
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Kritische Riickschau

klar  Problem und Algorithmus verallgemeinerbar
auf beliebige n € Nund k € {1,2,...,n}

dann  E(T) fiir Algorithmus 1 vielleicht zu groB
fiir sehr groBe m und kleine k

Anmerkung  wenn Zufallsexperimente teuer
weniger Zufallsexperimente wiinschenswert

hier  Algorithmus 2 fiir n = 49 und k = 6 zum Vergleich
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Algorithmus 2

Fiiri € {1,2,...,49}
If a[i] =1 Then Ausgabe i

Beobachtung  Laufzeit Q(n)
Festlegung 7 = #Zufallsexperimente

1.  Firie{1,2,...,49} setze ali] := 0.

2. Firie{1,2,...,6}

3. Repeat

4, Wabhle z € {1,2,...,49} uniform zufillig.
5. Until a[z] =0

6. alz] :==1

7.

8.

Beobachtung  fiir ¢ im E-Wert m Zufallsexp.

6
49
E(T) = ;49— i—1)

— 1_|_§_|_§ @ @.p@wﬁqq 26. Mai 2008
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Algorithmus 3

Firi e {1,2,...,49} setze a[i] :=i.
Firie{1,2,...,6}
Wabhle z € {i,i + 1,...,49} gemaB Gleichverteilung zufillig.
Vertausche a[i] und alz].
Firie{1,2,...,6}
Ausgabe a]i]

ONPA~WhD =

Beoabchtung  Rechenzeit ©(n)

Rechenzeit  Anzahl Zufallsexperiment = k
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MAXSAT und MAX-£-SAT
zuriick  zu SAT

Festlegung  Optimierungsvariante von SAT heit MAXSAT

Festlegung  Klausel, in der keine Variable mehrfach vorkommt,
heiBt reduziert

Festlegung  MAXSAT-Instanz mit ausschlieBlich reduzierten Klauseln
heiBt reduziert
ab jetzt  nur noch reduzierte Instanzen

Festlegung  Anzahl Literale einer Klausel heiBt Lange

Festlegung  MAXSAT-Instanz, in der alle Klauseln Lange = k haben,
heiBt MAX-k-SAT-Instanz
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MAX-k-SAT approximieren

Fakten
k-SAT NP-vollstandig fir k € N\ {1, 2}
2-SAT e P
MAX-E-SAT NP-schwierig fiir k € N\ {1}
MAX-2-SAT NP-schwierig

Algorithmus 10.1

1. Firie{l,2,...,n}
2. Mit W'keit 1/2 setze b[i] := 0 sonst setze b[i] := 1.
3. Ausgabe b

Theorem 10.2

Algorithmus 10.1 hat Laufzeit ©(n) und erfiillt im Durchschnitt
(1 — Q_k) -m aller Klauseln einer reduzierten MAX-k-SAT-Instanz
mit m Klauseln.

15



Beweis von Theorem 10.2
Laufzeit \/
Definiere  ZV X = #durch b erfiillte Klauseln

1 b erfillt ¢

Definiere 7V X; = {
0 sonst

m
Kar X =3 X,
i=1

E(X) = E (ix) = Xm:E(Xi) = zm:Prob (X;=1)
=1 =1 i=1

= ) Prob (b erfiillt c;)
i=1
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Erfillen einer MAX-E-SAT-Klausel

Wir haben X = #durch b erfiillte Klauseln
E(X) = >_ Prob (b erfiillt ¢;)
i=1
Betrachte MAX-k-SAT-Klausel ¢;
klar  ¢; hat Lange k

Beobachtung ¢; enthalt k verschiedene Variable
weil ¢; reduziert

Betrachte alle 2F Teilbelegungen fiir ¢;
Beobachtung genau 1 Belegung erfl'jllt ¢; nicht
also  Prob (b erfiillt ¢;) = 2k =1-
also E(X)=(1-27%)-m O
~ Ingo Wegener . 26 Mai2008 17
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Vom randomisierten Algorithmus zur Approximation

Erinnerung  c-Approximation
liefert deterministisch in Polynomialzeit
Losung mit Giite < ¢

Konnen wir aus Algorithmus 10.1 ¢-Approximation machen?

Begriff  systematische Uberfiihrung randomisiert ~ deterministisch
heiBt Derandomisierung

Beobachtung  wie beim PTAS von Arora funktioniert nicht
alle 2" Belegungen nicht ausprobierbar
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Derandomisierung von Algorithmus 10.1

Erinnerung b wird von links nach rechts belegt
also p; := Prob (X; = 1) immer € {0,1/2,1}

Definition  I" := {j € {1,...,n} | z; kommt in ¢; vor}
I7:={je{l,...,n} | T; kommt in ¢; vor}

damit  Ci(p1,...,pn) =E(Xy)=1— ] 1 —p;)- II pj
jert JeI;
Beobachtung  gilt auch nach Festlegung von p; € {0, 1}

Definition  C(p1,...,pn) :=E(X) =3 Ci(p1,--.,0m)
i=1

klar ~ C, C; in jedem einzelnen p; linear
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Schrittweise ,, Optimierung" von C
gesehen  C(p1,...,Di—1, %, Pit1s---sPn) =M -x+b

>

Beobachtung  Extrema an Randern des Definitionsbereichs

Algorithmus 10.3

1.
2.
3.

2 @1 o=

Firi e {1,2,...,n} setze p; := 1/2.
Firie {1,2,...,n}
If C(pl, 600 ,pi_l,O,le, 600 7pn)
> C(p1,---,pi-1,1,Pit1,- -+, Pn)
Then p; := 0 Else p; := 1.
Firi e {1,2,...,n} setze b[i] := p;
Ainisocabe b 20
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Uber Algorithmus 10.3
Theorem 10.4

Algorithmus 10.3 berechnet zu einer reduzierten
MAX-Ek-SAT-Instanz mit m Klauseln iiber n Variablen in Zeit
O(n - m) eine Belegung, die mindestens (1 —27%) . m Klauseln
erfiillt.

Algorithmus 10.3 ist eine (1 I ﬁ)—Approximation fiir
MAX-E-SAT.

Beweis der Laufzeit
e Zeilen 1, 5, 6 Zeit ©(n)
e Preprocessing C =m - (1 —27%), C; =1 — 27" Zeit O(m)
e Preprocessing je Klausel Inzidenzvektor iiber Var. Zeit
©O(m-n)
o Zeile 3 i-Schleife tiber {1,...,n}  Schleife iiber Klauseln
mit Preprocessing Test und Anpassung in Zeit ©(1) gesamt

Zeit O(n - m)

21
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Approximationsgiite von Algorithmus 10.3

initial  C=m- (1— 2—’f)\/

fiir jedes i alle p; mit j # 4 fest

also C' lineare Funktion in p;
darum  Maximum von C fiir p; € {0,1}
klar  p; passend gesetzt
also  C kann nicht kleiner werden

also b€ {0,1}" und C >m- (1 —27%) O
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Ein anderes Problem: Ganzzahlige lineare Programmierung

Eingabe lineare Zielfunktion iiber x1,xs,...,x,
m lineare Ungleichungen iber x1,x9,..., 2,
Koeffizienten € 7Z

zuldssige Losungen  Belegungen € Z"
alle linearen Ungleichungen gleichzeitig erfiillt

Bewertung  Zielfunktion, maximieren

klar  ganzzahlige lineare Optimierung € NPO

Und was soll das jetzt?

Behauptung  MAXSAT als ganzzahliges lineares Programm
formulierbar
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MAXSAT als ganzzahliges lineares Programm

Variable  fiir MAXSAT-Variable z; gLP-Variable y;
fiir Klausel c; gL P-Variable z;
Idee Zj = Xj

m
Zielfunktion )~ z;
j=1

Nebenbedingungen y; <1, y; >0
Zj § 1, Zj Z 0

Yt X l-vi>z
z'elj iel;

Beobachtung  polynomielle Reduktion

direkte Entsprechung von Belegungen z; < y;

direkte Entsprechung Zielfunktion < #erfiillte Klauseln
klar ~ gLP NP-schwierig  Wo ist denn da der Sinn?

26. Mai 2008 24
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Ein anderes Problem: Lineare Programmierung

Eingabe lineare Zielfunktion iiber x1,zs,..., 2,
m lineare Ungleichungen iiber x1,x9, ..., 2,
Koeffizienten € Z

zuldssige Losungen  Belegungen € R"
alle linearen Ungleichungen gleichzeitig erfiillt

Bewertung  Zielfunktion, maximieren

Fakt lineare Programmierung € P
klar  ganzzahliges lineares Programm ist auch lineares Programm
Losung  statt € {0,1}" nun € [0;1]"

Beobachtung  Lésungsraum groBer
weniger Einschrankungen
heiBt Relaxierung
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Randomisiertes Runden

Was niitzt uns die Losung des relaxierten Problems?

Idee  Belegungen geben Hinweise
Wert fiir y; nahe 0 ~» vermutlich besser x; = 0 setzen
Wert fiir y; nahe 1 ~» vermutlich besser x; = 1 setzen

Algorithmus 10.5

Formuliere zur MAX-k-SAT-Instanz das lineare Programm.
Berechne optimale Losung 91,92, - - -, Un, 21, 22, - - - , 2m dazu.
Firie {1,2,...,n}

Mit W'keit g; setze b[i] := 1 sonst setze b[i] := 0.
Ausgabe b

SIS CORIOE B
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Uber randomisiertes Runden

Theorem 10.6

o Algorithmus 10.5 berechnet zu einer reduzierten
MAX-k-SAT-Instanz mit m-Klauseln iiber n Variablen in
Polynomialzeit eine Belegung, die im Erwartungswert
mindestens (1 — (1 —1/k)*) - OPT Klauseln erfiillt, wenn
OPT die maximal gleichzeitig erfiillbare Anzahl der Klauseln
angibt.

e Algorithmus 10.5 berechnet zu einer MAXSAT-Instanz mit
m-Klauseln tiber n Variablen in Polynomialzeit eine Belegung,
die im Erwartungswert mindestens (1 — e_l) - OPT Klauseln
erfiillt, wenn OPT die maximal gleichzeitig erfiillbare Anzahl
der Klauseln angibt.

o Jede einzelne Klausel ¢; mit k& Literalen wird mit
Wahrscheinlichkeit mindestens (1 — (1 — %)k) - 2; erfiillt.

Ingo Wegener 26. Mai 2008 27
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MAXSAT approximieren
00000

Zwei Hilfsaussagen ohne Beweis
Lemma 10.7

& k

e Y a;

4 . =1

Val,ag,...,akERO.Haig .
i=1

Lemma 10.8

VazE[O,l]:VkeN:l—(l—%)kz (1-(1_%)k) .

26. Mai 2008 28

Ingo Wegener



Beweis von Theorem 10.6
Betrachte  Klausel ¢;

O0.B.dA. c¢=x1VaaV---Vay

Beobachtung  Prob (c; nicht erfiillt) = ] (1 — 9;)
i=1

also  Prob (¢; erfiillt) =1 — ] (1 — )

=1
k
aus LP Qz > 2j
i=1
k
also > (1 —9) <k—2%
i=1
k k
k 22 (1) bz \ K sk
mit Lemma 10.7 (1 — @) < | =5 < (TJ) = (1 - TJ)

=1



Abschatzung fiir Klausel ¢;

k
Wir haben  Prob (¢; erfiillt) =1 — ] (1 — 9)
i=1
k s\ Kk
[I(1—=g) < (1— %J)
i=1

k S\ k
also  Prob (¢; erfiillt) = 1 — [[ (1 —g;) > 1— (1 - ?J>
=1
>1-(1- %)k -2 (mit Lemma 10.8)

Fakt 1—(1—4)">1—¢t



Abschatzung fiir alle Klauseln

Wir haben  Prob (¢; erfiillt) > 1 — (1 — 1)" . 2
1-(1-1)Ff>1-¢

m
E (#erfiillte Klauseln) = Z Prob (¢; erfiillt)
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MAX-k-SAT und MAXSAT

Wir haben  E (#erfiillte Klauseln)
1\ k meo
> (1-0-p)- 25
> (1—e) f:fj

Jj=1

Erinnerung  LP ist Relaxierung

deshalb 3" 2; > OPT
j=1
also  E (#erfiillte Klauseln) > (1 —e™1) - OPT O
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Wir haben fir MAX-E-SAT. ..

zwei randomisierte Algorithmen  im Erwartungswert

Algorithmus 10.1  erfiillt > (1 —27%) - OPT Klauseln
= Giite (1+ 55)

Algorithmus 105 erfiillt > (1 — (1 — 1/k)*) - OPT Klauseln
~ (1-1/k)*
= Giite (1 + m)

Welcher Algorithmus ist besser?

- o

@

Apteil erf. Klaus

26. Mai 2008
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Eine naheliegende Idee

Algorithmus 10.9

1.  Berechne Belegung a; mit Algorithmus 10.1.
2. Berechne Belegung az mit Algorithmus 10.5.
3.  Gib die Belegung aus, die mehr Klauseln erfiillt.

Nitzt das etwas?

Sei Ay = #erf. Klauseln durch a1
Ao = #erf. Klauseln durch as

klar  Algorithmus 10.9 erfiillt max{A;, A2} Klauseln
Ziel  E(max{A;, As}) abschatzen
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E (max{A;, A2}) abschatzen
Beobachtung  max{A;, A2} > %
Betrachte  Klausel ¢; mit Lange [;
Erinnerung  Prob (ay erfiillt ¢;) =1 — 27U
Erinnerung  Prob (ay erfiillt ¢;) > 1 — (1 — 1/1;)¥

also  E(4;) > f) (1-274) > f) (1—274) %
j=1 j=1
E(A) > X (1-(1-1/1)") -2
j=1
zusammen E (%
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Ergebnis fiir MAXSAT
Wir haben  E (41342) = 1. (E(4;) + E(A2))

> 1. (j 1 ((1 — 27l 4 (1 (- 1/lj)’j)) zj)

1—27l

(1 —1/1\b
S __ 1—(1-1/1,)

(1-279)+(1-(-1/1)"9)

NIE

A

. 2
Ll 1—=276 ] 1—(1—1/1;)b ((1—2L"”j) +(1—(1—1/1))4)) /2
1| 05 1,0 0,75
2| 0,75 0,75 0,75
3] 0875 0,704 0,79
4| 0,938 0,684 0,81
5| 0,969 0,672 0,82
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Zusammenfassung

Theorem 10.10

Algorithmus 10.9 berechnet zu einer MAXSAT-Instanz, in der
hochstens OPT Klauseln gleichzeitig erfiillt werden konnen, in
Polynomialzeit eine Belegung, in der im Erwartungswert
mindestens (3/4) - OPT Klauseln gleichzeitig erfiillt sind.

Fakt Es gibt kein PTAS, wenn P # NP.
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