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klar

� SAT 2 N PO

� zugeh•origes Entscheidungsproblem NP-vollst•andig

Schon wieder so ein Problem? Was soll das?
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klar f•ur genaue Rechenzeit Details wichtig
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Ingo Wegener 26. Mai 2008 5



Randomisierte Algorithmen MAX- k -SAT approximieren MAXSAT approximieren

Ein Miniatur-Beispiel
Sei p 2]0; 1[ fest.

1. Mit Wahrscheinlichkeitp setzez := 0
Sonst setzez := 1

2. If z = 0 Then Weiter bei 1.

Ingo Wegener 26. Mai 2008 6



Randomisierte Algorithmen MAX- k -SAT approximieren MAXSAT approximieren

Ein Miniatur-Beispiel
Sei p 2]0; 1[ fest.

1. Mit Wahrscheinlichkeitp setzez := 0
Sonst setzez := 1

2. If z = 0 Then Weiter bei 1.

Festlegung ein Durchlauf Zeilen 1{2b= 1 Rechenschritt

Ingo Wegener 26. Mai 2008 6



Randomisierte Algorithmen MAX- k -SAT approximieren MAXSAT approximieren

Ein Miniatur-Beispiel
Sei p 2]0; 1[ fest.

1. Mit Wahrscheinlichkeitp setzez := 0
Sonst setzez := 1

2. If z = 0 Then Weiter bei 1.

Festlegung ein Durchlauf Zeilen 1{2b= 1 Rechenschritt

p 1 � p

p 1 � p

p 1 � p

p 1 � p

. . .Ingo Wegener 26. Mai 2008 6



Randomisierte Algorithmen MAX- k -SAT approximieren MAXSAT approximieren

Ein Miniatur-Beispiel
Sei p 2]0; 1[ fest.

1. Mit Wahrscheinlichkeitp setzez := 0
Sonst setzez := 1

2. If z = 0 Then Weiter bei 1.

Festlegung ein Durchlauf Zeilen 1{2b= 1 Rechenschritt

p 1 � p

p 1 � p

p 1 � p

p 1 � p

. . .

De�nition T = #Rechenschritte

Ingo Wegener 26. Mai 2008 6



Randomisierte Algorithmen MAX- k -SAT approximieren MAXSAT approximieren

Ein Miniatur-Beispiel
Sei p 2]0; 1[ fest.

1. Mit Wahrscheinlichkeitp setzez := 0
Sonst setzez := 1

2. If z = 0 Then Weiter bei 1.

Festlegung ein Durchlauf Zeilen 1{2b= 1 Rechenschritt

p 1 � p

p 1 � p

p 1 � p

p 1 � p

. . .

De�nition T = #Rechenschritte

Was ist E(T)?

Ingo Wegener 26. Mai 2008 6



Randomisierte Algorithmen MAX- k -SAT approximieren MAXSAT approximieren

Bestimmung von E(T)

Ingo Wegener 26. Mai 2008 7



Randomisierte Algorithmen MAX- k -SAT approximieren MAXSAT approximieren

Bestimmung von E(T)
1. M•oglichkeit Summation•uber die Bl•atter

Ingo Wegener 26. Mai 2008 7



Randomisierte Algorithmen MAX- k -SAT approximieren MAXSAT approximieren

Bestimmung von E(T)
1. M•oglichkeit Summation•uber die Bl•atter

E(T) =
1X

d=1

d � pd� 1 � (1 � p)

Ingo Wegener 26. Mai 2008 7



Randomisierte Algorithmen MAX- k -SAT approximieren MAXSAT approximieren

Bestimmung von E(T)
1. M•oglichkeit Summation•uber die Bl•atter

E(T) =
1X

d=1

d � pd� 1 � (1 � p) = (1 � p) �
1X

d=1

d � pd� 1

Ingo Wegener 26. Mai 2008 7



Randomisierte Algorithmen MAX- k -SAT approximieren MAXSAT approximieren

Bestimmung von E(T)
1. M•oglichkeit Summation•uber die Bl•atter

E(T) =
1X

d=1

d � pd� 1 � (1 � p) = (1 � p) �
1X

d=1

d � pd� 1

= (1 � p) �

 
1X

d=1

1X

i = d

pi � 1

!

Ingo Wegener 26. Mai 2008 7



Randomisierte Algorithmen MAX- k -SAT approximieren MAXSAT approximieren

Bestimmung von E(T)
1. M•oglichkeit Summation•uber die Bl•atter

E(T) =
1X

d=1

d � pd� 1 � (1 � p) = (1 � p) �
1X

d=1

d � pd� 1

= (1 � p) �

 
1X

d=1

1X

i = d

pi � 1

!

= (1 � p) �

 
1X

d=1

1X

i = d� 1

pi

!

Ingo Wegener 26. Mai 2008 7



Randomisierte Algorithmen MAX- k -SAT approximieren MAXSAT approximieren

Bestimmung von E(T)
1. M•oglichkeit Summation•uber die Bl•atter

E(T) =
1X

d=1

d � pd� 1 � (1 � p) = (1 � p) �
1X

d=1

d � pd� 1

= (1 � p) �

 
1X

d=1

1X

i = d

pi � 1

!

= (1 � p) �

 
1X

d=1

1X

i = d� 1

pi

!

= (1 � p) �

 
1X

d=1

 
1X

i =0

pi �
d� 2X

i =0

pi

!!

Ingo Wegener 26. Mai 2008 7



Randomisierte Algorithmen MAX- k -SAT approximieren MAXSAT approximieren

Bestimmung von E(T)
1. M•oglichkeit Summation•uber die Bl•atter

E(T) =
1X

d=1

d � pd� 1 � (1 � p) = (1 � p) �
1X

d=1

d � pd� 1

= (1 � p) �

 
1X

d=1

1X

i = d

pi � 1

!

= (1 � p) �

 
1X

d=1

1X

i = d� 1

pi

!

= (1 � p) �

 
1X

d=1

 
1X

i =0

pi �
d� 2X

i =0

pi

!!

= (1 � p) �

 
1X

d=1

�
1

1 � p
�

1 � pd� 1

1 � p

� !

Ingo Wegener 26. Mai 2008 7



Randomisierte Algorithmen MAX- k -SAT approximieren MAXSAT approximieren

Bestimmung von E(T)
1. M•oglichkeit Summation•uber die Bl•atter

E(T) =
1X

d=1

d � pd� 1 � (1 � p) = (1 � p) �
1X

d=1

d � pd� 1

= (1 � p) �

 
1X

d=1

1X

i = d

pi � 1

!

= (1 � p) �

 
1X

d=1

1X

i = d� 1

pi

!

= (1 � p) �

 
1X

d=1

 
1X

i =0

pi �
d� 2X

i =0

pi

!!

= (1 � p) �

 
1X

d=1

�
1

1 � p
�

1 � pd� 1

1 � p

� !

=
1X

d=1

pd� 1

Ingo Wegener 26. Mai 2008 7



Randomisierte Algorithmen MAX- k -SAT approximieren MAXSAT approximieren

Bestimmung von E(T)
1. M•oglichkeit Summation•uber die Bl•atter

E(T) =
1X

d=1

d � pd� 1 � (1 � p) = (1 � p) �
1X

d=1

d � pd� 1

= (1 � p) �

 
1X

d=1

1X

i = d

pi � 1

!

= (1 � p) �

 
1X

d=1

1X

i = d� 1

pi

!

= (1 � p) �

 
1X

d=1

 
1X

i =0

pi �
d� 2X

i =0

pi

!!

= (1 � p) �

 
1X

d=1

�
1

1 � p
�

1 � pd� 1

1 � p

� !

=
1X

d=1

pd� 1 =
1X

d=0

pd

Ingo Wegener 26. Mai 2008 7



Randomisierte Algorithmen MAX- k -SAT approximieren MAXSAT approximieren

Bestimmung von E(T)
1. M•oglichkeit Summation•uber die Bl•atter

E(T) =
1X

d=1

d � pd� 1 � (1 � p) = (1 � p) �
1X

d=1

d � pd� 1

= (1 � p) �

 
1X

d=1

1X

i = d

pi � 1

!

= (1 � p) �

 
1X

d=1

1X

i = d� 1

pi

!

= (1 � p) �

 
1X

d=1

 
1X

i =0

pi �
d� 2X

i =0

pi

!!

= (1 � p) �

 
1X

d=1

�
1

1 � p
�

1 � pd� 1

1 � p

� !

=
1X

d=1

pd� 1 =
1X

d=0

pd =
1

1 � p

Ingo Wegener 26. Mai 2008 7



Randomisierte Algorithmen MAX- k -SAT approximieren MAXSAT approximieren

Bestimmung von E(T)

Ingo Wegener 26. Mai 2008 8



Randomisierte Algorithmen MAX- k -SAT approximieren MAXSAT approximieren

Bestimmung von E(T)

2. M•oglichkeit Summation•uber die Knoten

Ingo Wegener 26. Mai 2008 8



Randomisierte Algorithmen MAX- k -SAT approximieren MAXSAT approximieren

Bestimmung von E(T)

2. M•oglichkeit Summation•uber die Knoten

E(T) =
1X

d=1

(1 � p) � pd� 1 + pd

Ingo Wegener 26. Mai 2008 8



Randomisierte Algorithmen MAX- k -SAT approximieren MAXSAT approximieren

Bestimmung von E(T)

2. M•oglichkeit Summation•uber die Knoten

E(T) =
1X

d=1

(1 � p) � pd� 1 + pd =
1X

d=1

pd� 1 � pd + pd

Ingo Wegener 26. Mai 2008 8



Randomisierte Algorithmen MAX- k -SAT approximieren MAXSAT approximieren

Bestimmung von E(T)

2. M•oglichkeit Summation•uber die Knoten

E(T) =
1X

d=1

(1 � p) � pd� 1 + pd =
1X

d=1

pd� 1 � pd + pd

=
1X

d=0

pd

Ingo Wegener 26. Mai 2008 8



Randomisierte Algorithmen MAX- k -SAT approximieren MAXSAT approximieren

Bestimmung von E(T)

2. M•oglichkeit Summation•uber die Knoten

E(T) =
1X

d=1

(1 � p) � pd� 1 + pd =
1X

d=1

pd� 1 � pd + pd

=
1X

d=0

pd =
1

1 � p

Ingo Wegener 26. Mai 2008 8



Randomisierte Algorithmen MAX- k -SAT approximieren MAXSAT approximieren

Bestimmung von E(T)

2. M•oglichkeit Summation•uber die Knoten

E(T) =
1X

d=1

(1 � p) � pd� 1 + pd =
1X

d=1

pd� 1 � pd + pd

=
1X

d=0

pd =
1

1 � p

Beobachtung Rechenzeit = #Versuche bis Ereignis
"
1 � p\

Ingo Wegener 26. Mai 2008 8



Randomisierte Algorithmen MAX- k -SAT approximieren MAXSAT approximieren

Bestimmung von E(T)

2. M•oglichkeit Summation•uber die Knoten

E(T) =
1X

d=1

(1 � p) � pd� 1 + pd =
1X

d=1

pd� 1 � pd + pd

=
1X

d=0

pd =
1

1 � p

Beobachtung Rechenzeit = #Versuche bis Ereignis
"
1 � p\

klar Wartezeit geometisch verteilt, Parameter1 � p

Ingo Wegener 26. Mai 2008 8



Randomisierte Algorithmen MAX- k -SAT approximieren MAXSAT approximieren

Bestimmung von E(T)

2. M•oglichkeit Summation•uber die Knoten

E(T) =
1X

d=1

(1 � p) � pd� 1 + pd =
1X

d=1

pd� 1 � pd + pd

=
1X

d=0

pd =
1

1 � p

Beobachtung Rechenzeit = #Versuche bis Ereignis
"
1 � p\

klar Wartezeit geometisch verteilt, Parameter1 � p

also E(T) = 1
1� p

Ingo Wegener 26. Mai 2008 8



Randomisierte Algorithmen MAX- k -SAT approximieren MAXSAT approximieren

Zuf•allige Wahl einer Teilmenge
noch ein konkretes Beispiel

Aufgabe Ziehe ausf 1; 2; : : : ; 49g
uniform zuf•allige sechselementige Teilmenge.

Ingo Wegener 26. Mai 2008 9



Randomisierte Algorithmen MAX- k -SAT approximieren MAXSAT approximieren

Zuf•allige Wahl einer Teilmenge
noch ein konkretes Beispiel

Aufgabe Ziehe ausf 1; 2; : : : ; 49g
uniform zuf•allige sechselementige Teilmenge.

Beobachtung 1 mit Wahrscheinlichkeit6=49 enthalten

Ingo Wegener 26. Mai 2008 9



Randomisierte Algorithmen MAX- k -SAT approximieren MAXSAT approximieren

Zuf•allige Wahl einer Teilmenge
noch ein konkretes Beispiel

Aufgabe Ziehe ausf 1; 2; : : : ; 49g
uniform zuf•allige sechselementige Teilmenge.

Beobachtung 1 mit Wahrscheinlichkeit6=49 enthalten

Beobachtung wenn feststeht, ob 1 enthalten
falls 1 enthalten2 mit W'keit 5=48 enthalten
sonst 2 mit W'keit 6=48 enthalten

klar so fortsetzbar
 Algorithmus 1
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5. Until k = 0
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Beobachtung Extrema an R•andern des De�nitionsbereichs

Algorithmus 10.3

1. F•ur i 2 f 1; 2; : : : ; ng setzepi := 1=2.
2. F•ur i 2 f 1; 2; : : : ; ng
3. If C(p1; : : : ; pi � 1; 0; pi +1 ; : : : ; pn )

> C (p1; : : : ; pi � 1; 1; pi +1 ; : : : ; pn )
4. Then pi := 0 Elsepi := 1 .
5. F•ur i 2 f 1; 2; : : : ; ng setzeb[i ] := pi

6. Ausgabeb 20
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Randomisiertes Runden
Was n•utzt uns die L•osung des relaxierten Problems?

Idee Belegungen gebenHinweise
Wert f•ur yi nahe 0 vermutlich besserx i = 0 setzen
Wert f•ur yi nahe 1 vermutlich besserx i = 1 setzen

Algorithmus 10.5

1. Formuliere zur MAX-k-SAT-Instanz das lineare Programm.
2. Berechne optimale L•osungŷ1; ŷ2; : : : ; ŷn ; ẑ1; ẑ2; : : : ; ẑm dazu.
3. F•ur i 2 f 1; 2; : : : ; ng
4. Mit W'keit ŷi setzeb[i ] := 1 sonst setzeb[i ] := 0 .
5. Ausgabeb
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•Uber randomisiertes Runden
Theorem 10.6

� Algorithmus 10.5 berechnet zu einer reduzierten
MAX-k-SAT-Instanz mitm-Klauseln•uber n Variablen in
Polynomialzeit eine Belegung, die im Erwartungswert
mindestens

�
1 � (1 � 1=k)k

�
� OPT Klauseln erf•ullt, wenn

OPT die maximal gleichzeitig erf•ullbare Anzahl der Klauseln
angibt.
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� Algorithmus 10.5 berechnet zu einer MAXSAT-Instanz mit
m-Klauseln•uber n Variablen in Polynomialzeit eine Belegung,
die im Erwartungswert mindestens

�
1 � e� 1

�
� OPT Klauseln

erf•ullt, wenn OPT die maximal gleichzeitig erf•ullbare Anzahl
der Klauseln angibt.

� Jede einzelne Klauselcj mit k Literalen wird mit

Wahrscheinlichkeit mindestens
�

1 �
�
1 � 1

k

� k
�

� ẑj erf•ullt.
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Zwei Hilfsaussagen ohne Beweis
Lemma 10.7

8a1; a2; : : : ; ak 2 R+
0 :

kY

i =1

ai �

0

B
B
B
@

kP

i =1
ai

k

1

C
C
C
A

k
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Lemma 10.8

8x 2 [0; 1] : 8k 2 N: 1 �
�

1 �
x
k

� k
�

 

1 �
�

1 �
1
k

� k
!

� x
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Beweis von Theorem 10.6
Betrachte Klauselcj
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aus LP
kP

i =1
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also Prob(cj erf•ullt) = 1 �
kQ

i =1
(1 � ŷi )

aus LP
kP

i =1
ŷi � ẑj

also
kP

i =1
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mit Lemma 10.7
kQ

i =1
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0

@
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Absch•atzung f•ur Klauselcj

Wir haben Prob(cj erf•ullt) = 1 �
kQ

i =1
(1 � ŷi )

kQ

i =1
(1 � ŷi ) �

�
1 � ẑj

k

� k
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kQ

i =1
(1 � ŷi )
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k

� k

Ingo Wegener 26. Mai 2008 30



Randomisierte Algorithmen MAX- k -SAT approximieren MAXSAT approximieren

Absch•atzung f•ur Klauselcj

Wir haben Prob(cj erf•ullt) = 1 �
kQ

i =1
(1 � ŷi )

kQ

i =1
(1 � ŷi ) �

�
1 � ẑj

k

� k

also Prob(cj erf•ullt) = 1 �
kQ

i =1
(1 � ŷi ) � 1 �

�
1 � ẑj

k

� k

� 1 �
�
1 � 1

k

� k � ẑj (mit Lemma 10.8)
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kQ

i =1
(1 � ŷi )

kQ

i =1
(1 � ŷi ) �

�
1 � ẑj

k

� k

also Prob(cj erf•ullt) = 1 �
kQ

i =1
(1 � ŷi ) � 1 �

�
1 � ẑj

k

� k

� 1 �
�
1 � 1

k

� k � ẑj (mit Lemma 10.8)

Fakt 1 �
�
1 � 1

k

� k � 1 � e� 1
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Absch•atzung f•ur alle Klauseln

Wir haben Prob(cj erf•ullt) � 1 �
�
1 � 1

k

� k � ẑj

1 �
�
1 � 1

k

� k
� 1 � e� 1
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Absch•atzung f•ur alle Klauseln

Wir haben Prob(cj erf•ullt) � 1 �
�
1 � 1

k

� k � ẑj

1 �
�
1 � 1

k

� k
� 1 � e� 1

E(#erf •ullte Klauseln) =
mX

j =1

Prob(cj erf•ullt)
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� ẑj

�
mX

j =1

�
1 � e� 1�

� ẑj
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MAX-k-SAT und MAXSAT

Wir haben E(#erf •ullte Klauseln)

�
�

1 �
�
1 � 1

k

� k
�

�
mP

j =1
ẑj

�
�
1 � e� 1

�
�

mP

j =1
ẑj
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MAX-k-SAT und MAXSAT

Wir haben E(#erf •ullte Klauseln)
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�

�
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j =1
ẑj

�
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�
�
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j =1
ẑj
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MAX-k-SAT und MAXSAT

Wir haben E(#erf •ullte Klauseln)
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1 � 1
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� k
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mP

j =1
ẑj

�
�
1 � e� 1

�
�

mP

j =1
ẑj

Erinnerung LP ist Relaxierung

deshalb
mP

j =1
ẑj � OPT

also E(#erf •ullte Klauseln) �
�
1 � e� 1

�
� OPT
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Wir haben f•ur MAX-k-SAT. . .
zwei randomisierte Algorithmen im Erwartungswert

Algorithmus 10.1 erf•ullt �
�
1 � 2� k

�
� OPT Klauseln

b= G•ute
�

1 + 1
2k � 1

�

Algorithmus 10.5 erf•ullt �
�
1 � (1 � 1=k)k

�
� OPT Klauseln

b= G•ute
�

1 + (1� 1=k)k

1� (1� 1=k)k

�
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Eine naheliegende Idee

Algorithmus 10.9

1. Berechne Belegunga1 mit Algorithmus 10.1.
2. Berechne Belegunga2 mit Algorithmus 10.5.
3. Gib die Belegung aus, die mehr Klauseln erf•ullt.
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Eine naheliegende Idee

Algorithmus 10.9

1. Berechne Belegunga1 mit Algorithmus 10.1.
2. Berechne Belegunga2 mit Algorithmus 10.5.
3. Gib die Belegung aus, die mehr Klauseln erf•ullt.

N•utzt das etwas?

Sei A1 = #erf. Klauseln durcha1

A2 = #erf. Klauseln durcha2

klar Algorithmus 10.9 erf•ullt maxf A1; A2g Klauseln

Ziel E(maxf A1; A2g) absch•atzen
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E(maxf A1; A2g) absch•atzen
Beobachtung maxf A1; A2g � A 1+ A 2

2
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Betrachte Klauselcj mit L•angel j
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� ẑj

Ingo Wegener 26. Mai 2008 35



Randomisierte Algorithmen MAX- k -SAT approximieren MAXSAT approximieren

E(maxf A1; A2g) absch•atzen
Beobachtung maxf A1; A2g � A 1+ A 2

2

Betrachte Klauselcj mit L•angel j

Erinnerung Prob(a1 erf•ullt cj ) = 1 � 2� l j

Erinnerung Prob(a2 erf•ullt cj ) � 1 � (1 � 1=lj ) l j

also E(A1) �
mP

j =1

�
1 � 2� l j

�
�

mP

j =1

�
1 � 2� l j

�
� ẑj
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��
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�
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��
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1 0;5 1;0 0;75
2 0;75 0;75 0;75
3 0;875 0;704 0;79
4 0;938 0;684 0;81
5 0;969 0;672 0;82
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Zusammenfassung

Theorem 10.10
Algorithmus 10.9 berechnet zu einer MAXSAT-Instanz, in der
h•ochstens OPT Klauseln gleichzeitig erf•ullt werden k•onnen, in
Polynomialzeit eine Belegung, in der im Erwartungswert
mindestens(3=4) � OPT Klauseln gleichzeitig erf•ullt sind.
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Fakt Es gibt kein PTAS, wenn P6= NP.
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