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Zergliederung und Quadtree

Zergliederung
zergliedere bis Gr•o�e 1 (� 1 Punkt)
interpretiere als 4-•arer Baum

Gr•o�e O(L 2), Tiefe O(log L)

Quadtree
kann weniger Knoten haben
O(n) Bl•atter, Tiefe O(log L)
O(n logL) Knoten
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Sei " > 0 konstant, sei eine euklidische TSP-Instanzx1; x2; : : : ; xn

so gegeben, dass alle Punkte ganzzahlige Koordinaten habenund
der kleinste Abstand zwischen zwei Punkten 8 ist, seiL die
Seitenl•ange des kleinsten einschlie�enden Quadrats, sei OPT die
L•ange einer optimalen Tour zu dieser Instanz, seien
a; b2 f 0; 1; : : : ; L � 1g zuf•allig gem•a� Gleichverteilung gew•ahlt.
Es gibt m = O

�
" � 1 logL

�
und r = O

�
" � 1

�
, so dass es mit

Wahrscheinlichkeit mindestens1=2 einen f•ur die
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sp•ater deterministisches PTAS

Ingo Wegener 19. Mai 2008 21



Einleitung Der Algorithmus Approximationsg•ute

Zur Approximationsg•ute

Erinnerung Approximationsg•ute bishernur versprochen
Strukturtheoremnoch unbewiesen

Ingo Wegener 19. Mai 2008 22



Einleitung Der Algorithmus Approximationsg•ute

Zur Approximationsg•ute

Erinnerung Approximationsg•ute bishernur versprochen
Strukturtheoremnoch unbewiesen

jetzt auf dem Weg zum Beweis des Strukurtheorems

Ingo Wegener 19. Mai 2008 22



Einleitung Der Algorithmus Approximationsg•ute

Zur Approximationsg•ute

Erinnerung Approximationsg•ute bishernur versprochen
Strukturtheoremnoch unbewiesen

jetzt auf dem Weg zum Beweis des Strukurtheorems

Erinnerung zentral (m; r )-leichte Pfade

Ingo Wegener 19. Mai 2008 22



Einleitung Der Algorithmus Approximationsg•ute

Zur Approximationsg•ute

Erinnerung Approximationsg•ute bishernur versprochen
Strukturtheoremnoch unbewiesen

jetzt auf dem Weg zum Beweis des Strukurtheorems

Erinnerung zentral (m; r )-leichte Pfade

Erinnerung Anzahl Schnittpunkte� 4r = O(1=")

Ingo Wegener 19. Mai 2008 22
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Zur Approximationsg•ute

Erinnerung Approximationsg•ute bishernur versprochen
Strukturtheoremnoch unbewiesen

jetzt auf dem Weg zum Beweis des Strukurtheorems

Erinnerung zentral (m; r )-leichte Pfade

Erinnerung Anzahl Schnittpunkte� 4r = O(1=")

also gute Vorbereitung auf Strukturtheorem
Technik zur Reduzierung der Schnittpunkte
Patchinglemma
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Das Patchinglemma
Lemma 9.9 (Patchinglemma)

SeiS ein Liniensegment der L•anges, seiP ein geschlossener Pfad,
der S mindestens drei Mal schneidet.
Es gibt einen geschlossenen PfadP0, der S h•ochstens zwei Mal
schneidet und als Erweiterung vonP durch einige Linienabschnitte
von S beschrieben werden kann, wobei die Gesamtl•angen der
Linienabschnitte vonS durch 2s nach oben beschr•ankt ist.
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Betrachte Pfad P und SchnittpunkteM 1, M 2, . . . , M t (t � 3)
Modelliere durch GraphG mit M 0

i ; M 00
i f•ur M i

Beobachtungen
� G zusammenh•angend mit Eulerkreis
� G hat t Schnittpunkte mit S

Idee Modi�ziere G schrittweise so, dass
� G zusammenh•angend mit Eulerkreis bleibt
� G nur noch� 2 Schnittpunkte mit S hat
� G nur um � 2s l•anger wird
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Modi�kation von G

1. F•ur alle i 2 f 1; 3; 5; : : : ; 2dt=2e � 3g
2. Entfernef M 0

i ; M 00
i g.

3. Entfernef M 0
i +1 ; M 00

i +1 g.
4. F•ugef M 0

i ; M 0
i +1 g ein.

5. F•ugef M 00
i ; M 00

i +1 g ein.
6. If G nicht zusammenh•angend

Then MacheG zusammenh•angend
Entweder durch Einf•ugen vonf M 0

i +1 ; M 0
i +2 g und f M 0

i +1 ; M 0
i +2 g

Oder durch Einf•ugen vonf M 00
i +1 ; M 00

i +2 g und f M 00
i +1 ; M 00

i +2 g.
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Lemma 9.10
Sei eine TSP-Instanz so gegeben, dass alle Punkte ganzzahlige
Koordinaten haben und der minimale Abstand zwischen zwei
Punkten vier betr•agt. Sei� eine optimale Tour f•ur diese
TSP-Instanz mit L•ange OPT, seig eine Gitterlinie des
Einheitsgitters, gebe� (�; g ) die Anzahl der Schnittpunkte
zwischen� und g an.

X

g vertikal

� (�; g ) +
X

g horizontal

� (�; g ) � 2OPT

Ingo Wegener 19. Mai 2008 29



Einleitung Der Algorithmus Approximationsg•ute

Tourl•ange und Schnittpunkte

Betrachte Betrachte Kantee aus� mit L•anges
und ihre Projektionen mit L•angenu und v.

Ingo Wegener 19. Mai 2008 30



Einleitung Der Algorithmus Approximationsg•ute

Tourl•ange und Schnittpunkte

Betrachte Betrachte Kantee aus� mit L•anges
und ihre Projektionen mit L•angenu und v.

x i

x j

s u

v

Ingo Wegener 19. Mai 2008 30



Einleitung Der Algorithmus Approximationsg•ute

Tourl•ange und Schnittpunkte

Betrachte Betrachte Kantee aus� mit L•anges
und ihre Projektionen mit L•angenu und v.

x i

x j

s u

v

Beobachtung #Schnitte e mit Gitterlinien
� (u + 1) + ( v + 1) = u + v + 2

Ingo Wegener 19. Mai 2008 30



Einleitung Der Algorithmus Approximationsg•ute

Tourl•ange und Schnittpunkte

Betrachte Betrachte Kantee aus� mit L•anges
und ihre Projektionen mit L•angenu und v.

x i

x j

s u

v

Beobachtung #Schnitte e mit Gitterlinien
� (u + 1) + ( v + 1) = u + v + 2

Beobachtung (u � v)2 � 0

Ingo Wegener 19. Mai 2008 30



Einleitung Der Algorithmus Approximationsg•ute

Tourl•ange und Schnittpunkte

Betrachte Betrachte Kantee aus� mit L•anges
und ihre Projektionen mit L•angenu und v.

x i

x j

s u

v

Beobachtung #Schnitte e mit Gitterlinien
� (u + 1) + ( v + 1) = u + v + 2

Beobachtung (u � v)2 � 0 , u2 + v2 � 2uv

Ingo Wegener 19. Mai 2008 30



Einleitung Der Algorithmus Approximationsg•ute

Tourl•ange und Schnittpunkte

Betrachte Betrachte Kantee aus� mit L•anges
und ihre Projektionen mit L•angenu und v.

x i

x j

s u

v

Beobachtung #Schnitte e mit Gitterlinien
� (u + 1) + ( v + 1) = u + v + 2

Beobachtung (u � v)2 � 0 , u2 + v2 � 2uv
, 2

�
u2 + v2

�
� (u + v)2

Ingo Wegener 19. Mai 2008 30



Einleitung Der Algorithmus Approximationsg•ute

Tourl•ange und Schnittpunkte

Betrachte Betrachte Kantee aus� mit L•anges
und ihre Projektionen mit L•angenu und v.

x i

x j

s u

v

Beobachtung #Schnitte e mit Gitterlinien
� (u + 1) + ( v + 1) = u + v + 2

Beobachtung (u � v)2 � 0 , u2 + v2 � 2uv
, 2

�
u2 + v2

�
� (u + v)2

, u + v �
p

2 (u2 + v2)

Ingo Wegener 19. Mai 2008 30



Einleitung Der Algorithmus Approximationsg•ute

Tourl•ange und Schnittpunkte

Betrachte Betrachte Kantee aus� mit L•anges
und ihre Projektionen mit L•angenu und v.

x i

x j

s u

v

Beobachtung #Schnitte e mit Gitterlinien
� (u + 1) + ( v + 1) = u + v + 2

Beobachtung (u � v)2 � 0 , u2 + v2 � 2uv
, 2

�
u2 + v2

�
� (u + v)2

, u + v �
p

2 (u2 + v2) =
p

2s2

Ingo Wegener 19. Mai 2008 30



Einleitung Der Algorithmus Approximationsg•ute

Von der Kante zur Tour

Ingo Wegener 19. Mai 2008 31



Einleitung Der Algorithmus Approximationsg•ute

Von der Kante zur Tour

Wir haben #Schnitt e mit Gitterlinien
�

p
2s + 2

Ingo Wegener 19. Mai 2008 31



Einleitung Der Algorithmus Approximationsg•ute

Von der Kante zur Tour

Wir haben #Schnitt e mit Gitterlinien
�

p
2s + 2 � 2s

weil s � 4

Ingo Wegener 19. Mai 2008 31



Einleitung Der Algorithmus Approximationsg•ute

Von der Kante zur Tour

Wir haben #Schnitt e mit Gitterlinien
�

p
2s + 2 � 2s

weil s � 4

also f•ur jede Kantee 2 �
#Schnitte mit Gitterlinien � 2 jej

Ingo Wegener 19. Mai 2008 31



Einleitung Der Algorithmus Approximationsg•ute

Von der Kante zur Tour

Wir haben #Schnitt e mit Gitterlinien
�

p
2s + 2 � 2s

weil s � 4

also f•ur jede Kantee 2 �
#Schnitte mit Gitterlinien � 2 jej

also summiert •uber alle Kanten� 2OPT

Ingo Wegener 19. Mai 2008 31



Einleitung Der Algorithmus Approximationsg•ute

Von der Kante zur Tour

Wir haben #Schnitt e mit Gitterlinien
�

p
2s + 2 � 2s

weil s � 4

also f•ur jede Kantee 2 �
#Schnitte mit Gitterlinien � 2 jej

also summiert •uber alle Kanten� 2OPT

klar summiert •uber alle Gitterlinien unver•andert

Ingo Wegener 19. Mai 2008 31



Einleitung Der Algorithmus Approximationsg•ute

Jetzt endlich. . .
Theorem 9.8 (Strukturtheorem)

Sei " > 0 konstant, sei eine euklidische TSP-Instanzx1; x2; : : : ; xn

so gegeben, dass alle Punkte ganzzahlige Koordinaten habenund
der kleinste Abstand zwischen zwei Punkten 8 ist, seiL die
Seitenl•ange des kleinsten einschlie�enden Quadrats, sei OPT die
L•ange einer optimalen Tour zu dieser Instanz, seien
a; b2 f 0; 1; : : : ; L � 1g zuf•allig gem•a� Gleichverteilung gew•ahlt.
Es gibt m = O

�
" � 1 logL

�
und r = O

�
" � 1

�
, so dass es mit

Wahrscheinlichkeit mindestens1=2 einen f•ur die
(a; b)-Verschiebung(m; r )-leichten TSP-Pfad mit L•ange
� (1 + ")OPT gibt.

Beweis
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Wahrscheinlichkeit mindestens1=2 einen f•ur die
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Beweisstrategie.
1 Starte mit optimaler Tour� .
2 Transformiere schrittweise in(m; r )-leichten Pfad.
3 Amortisierte Analyse des L•angenzuwachses. 19. Mai 2008 32
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Tiefe logL = l

De�niere Leveleines Quadrats/Knotens im Baum
Wurzel auf Level 0
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2i � 1

L falls i � 1
1
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Einleitung Der Algorithmus Approximationsg•ute

Zusammenfassung

Theorem 9.11
Der Algorithmus von Arora hat LaufzeitO

�
n (log n)O(" � 1)

�
, er

berechnet f•ur jede Instanz des euklidischen TSP in der Ebene mit
n Punkten f•ur jedes" > 0 mit Wahrscheinlichkeit mindestens1=2
eine(1 + ")-Approximation.
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berechnet f•ur jede Instanz des euklidischen TSP in der Ebene mit
n Punkten f•ur jedes" > 0 mit Wahrscheinlichkeit mindestens1=2
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Der Algorithmus von Arora ist ein PTAS f•ur das TSP und hat
Laufzeit
O

�
n3 (log n)O(" � 1)

�
.
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Einleitung Der Algorithmus Approximationsg•ute

Zusammenfassung

Theorem 9.11
Der Algorithmus von Arora hat LaufzeitO

�
n (log n)O(" � 1)

�
, er

berechnet f•ur jede Instanz des euklidischen TSP in der Ebene mit
n Punkten f•ur jedes" > 0 mit Wahrscheinlichkeit mindestens1=2
eine(1 + ")-Approximation.
Der Algorithmus von Arora ist ein PTAS f•ur das TSP und hat
Laufzeit
O

�
n3 (log n)O(" � 1)

�
.

Es gilt euklidisches TSP2 PTAS .
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Schlussbemerkungen

� P 6= NP ) euklidisches TSP=2 FPTAS

� verallgemeinerbar aufd-dimensionales euklidisches TSP,

randomisiert LaufzeitO
�

n (log n)O(
p

d�" � 1)d� 1
�

,

deterministisch LaufzeitO
�

nd+1 (log n)O(
p

d�" � 1)d� 1
�
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Einleitung Der Algorithmus Approximationsg•ute

Schlussbemerkungen

� P 6= NP ) euklidisches TSP=2 FPTAS

� verallgemeinerbar aufd-dimensionales euklidisches TSP,

randomisiert LaufzeitO
�

n (log n)O(
p

d�" � 1)d� 1
�

,

deterministisch LaufzeitO
�

nd+1 (log n)O(
p

d�" � 1)d� 1
�

� Algorithmus von Arora nicht praktisch relevant
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