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Flussproblen2 PO
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metrisches TSR2 APX n PTAS

TSP2NPONAPX
fehlt noch  Beispiel2 PTAS n FPTAS
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Der Algorithmus von Arora

@ Diskretisiere und normiere die Eingabe.
® Wahle randomisiert eine Zerlegung in Teilprobleme.
©® Berechne eine optimaleelsung aller Teilprobleme mit
dynamischer Programmierung.
® Gib eine aus dieserosung abgeleitete Tour aus.
Eigenschaften
fur "> 0 LaufzeitO n(logn)’ *
Ausgabe ist(1 + ")-Approximation mit Wahrscheinlichkeit
1=2
Ist das ein hilfreicher Algorithmus?

klar  kein Approximationsschema
abermit Probability Ampli cation sicherhilfreich

hier Ausbau zu deterministischem AlgorithmusTAS)
~ Ingo Wegener . 19 Mai2008 4
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also Gesamtvedngerung ("=4) OPT

also unproblematischdurch”  (3=4)" ausgleichbar

denn (1 +(3=4)")-Approximation + Verlangerung durch Verschiebul
=(1+ ")-Approximation
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Beobachtung nach Verschiebung alle neuen Punkte
Koordinaten(i ("L )=(8n);j ("L)=(8n))
mit i;j 2f0;1;:::;b8n="cg

Normierung Division alle Koordinaten durck"L )=(64n)

danach
alle Koordinaten ganzzahlig
kleinste Absande 8
neue lange des umschlie enden Quadrates= O(n)
bis jetzt benutzes Gitter vergessen
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Iteriere bis Quadrate Seitemnge 1 haben
klar kleinste Quadrate entweder leer oder mit einesn
klar  Baum mit TiefelogL und Ge e L?

Anmerkung Ergebnis nennen wirergliederung

adaptiv  ahnlich, abere zienter
Quadtree
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Zergliederung und Quadtree

° °
° ° ° °
° °
° °
° ° ° °

Zerglieaerung Quadtree
zergliedere bis Gre 1 (1 Punkt) kann weniger Knoten haben
interpretiere als darer Baum O(n) Blatter, Tiefe O(log L)

Gre e O(L?), Tiefe O(log L) O(nlogL) Knoten
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Auf dem Weg zu diskreten Teilproblemen

Idee Benutze Knoten im Quadtree als Teilprobleme.
Lese bottom-up.

Problem Probleme von Punktpositionen
in Nachbarquadraterabhangig

Idee entkopple Teilprobleme von konkreter Punktlage
durch De nition fester Portale

Problem Verteilung der Punktex; beaglich Quadtree
kann sehr ungnstig sein Worst Case

Idee Randomisierung
verschiebe Quadtree zifig
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Wappnen gegen Worst Case Eingaben
a;b2f0;1;2;:::;L 19 zufallig wahlen

(a; b-Verschiebungeiner Zergliederung:
Verschiebgx;y) ((x+ a modL; (y+ b)modL).
TSP-Punkte nicht verschieben!

(a; b)-Verschiebungeines Quadtrees
aus(a; b)-Verschiebung der Zergliederung
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Teilprobleme #ir dynamische Programmierung

Annahme keine Punktex; auf Linien
sonst Skalierung mit Faktor 2/ )

De nition 9.7

Betrachte eine wie beschrieben modi zierte euklidische

(a; b-verschobener Quadtree dazu und zwei Zahteyr 2 N.
Einem-regulare Menge von Portalerst eine Menge von Punkten,
so dass auf jeder Ecke eines Quadrats umdveitere Punkte auf
jeder Kante eines Quadra#quidistant verteilt sind.

kreuzt Quadrate ausschlie lich an Portalen, dabeiréen Portale

auch mehrfach benutzt werden.

Ein TSP-Pfad hei t (m;r)-leicht fur den(a; b)-verschobenen
Quadtree, wenn jede Kante jedes Quadra#chstensr Mal

gekreuzt wird. 12
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Aﬁﬁroximationsgte fur TSP-Pfad nachweisen
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Theorem 9.8 (Strukturtheorem)

so gegeben, dass alle Punkte ganzzahlige Koordinaten hainen
der kleinste Abstand zwischen zwei Punkten 8 ist, seilie
Seitenbinge des kleinsten einschlie enden Quadrats, sei OPT die
Lange einer optimalen Tour zu dieser Instanz, seien
a;b2f0;1;:::;L 1g zufellig gema Gleichverteilung gewnhlt.
Es gibtm= 0O " llogL undr=0 " !, so dass es mit
Wahrscheinlichkeit mindestenk=2 einen #ir die
(a; b-Verschiebung m; r)-leichten TSP-Pfad mit lange

(1 + ")OPT gibt.
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Wahrscheinlichkeit mindestenk=2 einen #ir die
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@ Diskretisiere und normiere die Eingabe.
® Wahle zutlliga;b2f0;1;:::;L 1g.
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Voraussetzung  4r Portale festgelegt

1. Fall Q ist Blatt

1. Unterfall Q enthalt keinen Punkt
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Beobachtung bei 2r Pfaden 2r Meglichkeiten,
Punkt in einem Pfad unterzubringen

also in jedem Fall ZeitO(r) fur optimale ®sung
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Lemma 9.9 (Patchinglemma)

SeiS ein Liniensegment dereinges, seiP ein geschlossener Pfad,
der S mindestens drei Mal schneidet.

Es gibt einen geschlossenen P der S hechstens zwei Mal
schneidet und als Erweiterung vdh durch einige Linienabschnitte
von S beschrieben werden kann, wobei die Gesanmden der
Linienabschnitte vors durch 2s nach oben beschnkt ist.
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Noch ein Schritt zum Beweis des Stukturtheorems

zum Beweis des Strukturtheorems amortisierte Analyse
mit Kostenverteilung an Gitterlinie
fur jedes benutzte Portal

darum Aussagember #Schnittpunkte Tour, Gitterlinie

Lemma 9.10

Sei eine TSP-Instanz so gegeben, dass alle Punkte gangeahli
Koordinaten haben und der minimale Abstand zwischen zwei
Punkten vier betegt. Sei eine optimale Tour #ér diese
TSP-Instanz mit lange OPT, seg eine Gitterlinie des
Einheitsgitters, gebe ( ;g ) die Anzahl der Schnittpunkte
zwischen undg an.

X X
(;g9)+ (;9) 20PT
g vertikal g horizontal
Ingo Wegener 19. Mai 2008 29
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Wir haben #Sﬁhnitt e mit Gitterlinien
2s+2 2s
weils 4

also fur jede Kantee 2
#Schnitte mit Gitterlinien  2jej

also summiertuber alle Kanten 20PT

klar summiertuber alle Gitterlinien unvemdert
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Jetzt endlich. ..
Theorem 9.8 (Strukturtheorem)

so gegeben, dass alle Punkte ganzzahlige Koordinaten hainen
der kleinste Abstand zwischen zwei Punkten 8 ist, seilie
Seitenbinge des kleinsten einschlie enden Quadrats, sei OPT die
Lange einer optimalen Tour zu dieser Instanz, seien
a;b2f0;1;:::;L 1g zufallig gema Gleichverteilung gewnhlt.
Esgibtm=0O " llogL undr=0 " !, sodass es mit
Wahrscheinlichkeit mindesters=2 einen #r die
(a; b-Verschiebung m;r)-leichten TSP-Pfad mit lange

(A + ")OPT gibt.

Beweis
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Theorem 9.8 (Strukturtheorem)

so gegeben, dass alle Punkte ganzzahlige Koordinaten hainen
der kleinste Abstand zwischen zwei Punkten 8 ist, seilie
Seitenbinge des kleinsten einschlie enden Quadrats, sei OPT die
Lange einer optimalen Tour zu dieser Instanz, seien
a;b2f0;1;:::;L 1g zufallig gema Gleichverteilung gewnhlt.
Esgibtm=0O " llogL undr=0 " !, sodass es mit
Wahrscheinlichkeit mindesters=2 einen #r die
(a; b-Verschiebung m;r)-leichten TSP-Pfad mit lange

(A + ")OPT gibt.

Beweisstrategie.
@ Starte mit optimaler Tour .
® Transformiere schrittweise iim;r)-leichten Pfad.
® Amortisierte Analyse desengenzuwachses. 10, Mai 2008 32
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Erste Beweisschritte

Erinnerung Wahrscheinlichkeiten und Erwartungswerte
nur uber zutllige Wahl vona; b

Annahme Lenge des umschlie enden Quadrats=2',12 N
(harmlog

Betrachte (a;h)-verschobene Zergliederung higanz unten\
TiefelogL = |

De niere |eveleines Quadrats/Knotens im Baum
Wurzel auf Level 0
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2i 1 .
5 fallsi 1

Beobachtung Prob(max. Level vorg=i)= | L
T fallsi =0
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Modi kation von

De niere s:= dl6="e, r .= s+4, m:=2slogL

zentral ProzedurModify (g;i; b)

fur vertikale Gitterlinieg mit max. Leveli bei Verschiebundp
Ziel Vemnderung von so, dass Ergebni@m;r)-leicht ist
Methode Patchinglemma

klar  fur horizontale Gitterlinien ganz analog
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Modify (g; 1, 0)

fur  vertikale Gitterlinieg mit max. Leveli bei Verschiebundp

1. Fur allej 2fI;1  1;:::;igf I=logL g
2. Farallep2f0;1;:::;2 1g
3. If undl haben zwischenb+ p & modL
und b+(p+1) & modL mehr alss Schnittpunkte
4, Then Verkleinere die Anzahl der Schnittpunkte auf4.

Wieso 47? { Patchinglemma erlaubt doch 2?

Erinnerung Quadrate lennen geteilt sein
getrennt in den Teilen

Beobachtung entstehender TSP-Pfadm; r)-leicht

oen Wird der Pfad nicht zu lang?
~ Ingo Wegener . 19 Mai2008 36
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Wir habenerwartete Gesamtkosten je Gitterlinig
2 (g)+ (g)<4(g)

s= d16—"e Chrlsto des faIIss zu klein

alsoE (G%samtmehrkosterb

4 (G9) 4 4 (.9)
g vertikal s g horizontal s ]
4 P . P .
= s ( g ) + ( g )
g vertikal g horizontal
Lemma 9.10
80OPT "
8PT  » OPT
also Prob Gesamtmehrkoster 2 5 OPT < 3

Markov-Ungleichung
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Ein PTAS #irs euklidische TSP

Erinnerung unsere PTAS massen deterministisch sein

Erinnerung Zufall nur Wahl vona; b2 f0;1;:::;L 1g

Beobachtung nur O(n?) verschiedene Wahlen eglich
weil L = O(n)

Idee statt Zufallswahl, alleO(n?) Meglichkeiten durchprobieren
keirzeste Tour ausgeben

klar Esmusspassende Wahl geben
weil Prob(weahle passend 1=2

klar  zustzlicher Laufzeitaktor ( n?)
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Zusammenfassung

Theorem 9.11

Der Algorithmus von Arora hat Laufze® n (logn)°( ) | er
berechnet ér jede Instanz des euklidischen TSP in der Ebene mit
n Punkten #r jedes” > 0 mit Wahrscheinlichkeit mindestent=2
eine(1 + ")-Approximation.

Der Algorithmus von Arora ist ein PTASuf das TSP und hat
Laufzeit

O n3(ogn)° ) |

Es gilt euklidisches TSR PTAS .
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Schlussbemerkungen

P 6 NP) euklidisches TSRRFPTAS
verallgemeinerbar aud-dimensionales euklidisches TSP,

P 1yd 1
randomisiert LaufzeiO n (logn)®( " )"

P, d 1
deterministisch LaufzeiD n%! (log n)o( d* %)

Algorithmus von Arora nicht praktisch relevant
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