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Was bisher geschah. ..

e starke Zusammenhangskomponenten \/

e Matchings \/
o Flussproblem
e Algorithmus von Ford und Fulkerson:
O (max{w(®) | @ Fluss} - (V| + |E])) \/
e Algorithmus von Dinic

e Lemma 4.8 (Verénderung von Distanzen)
o Definition und Beispiel Niveaunetzwerk
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Distanzen in Graphen

Betrachte gerichteten Graphen G = (V, E), Knoten Q € V.
Fiir v € V bezeichnet d(V') die Lange (=Anzahl Kanten) eines
kiirzesten Weges von () nach v.

Lemma 4.8

Gegeben v, w € V, Distanzen d, nach Einfiigen von (v, w)
Distanzen d™, nach Entfernen von (v, w) Distanzen d~.

0 (dv) >dw)—1)= VueV:d"(u) =d(u))
® VuecV mitd(u) <dw)—1:d (u) =d(u)
© VuecV:d (u) >d(u)
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Niveaunetzwerke

fur kiirzeste @Q-S-Wege  Betrachte in Restg
klar d(v) > d(S) = v nicht auf kiirzestem Q-S-Weg

Definition 4.9

Betrachte (G = (V, E), ¢) mit Fluss ®, Restg, Distanzen d.
Fiir 0 <14 < d(s) definiere i-tes Niveau
v {{v €V |dw) =i} firi<d(s),

N ) fiir i = d(S).

d(S)
Definiere Niveaunetzwerk No = (Vg, Fg,re) durch Vg := |J Vi,
=0

d(s)

E; :={(v,w) € Vi1 xV; | (v,w) € Rests}, E3 := |J E;, und
i=1

re wie in Restg.

klar  Niveaunetzwerk berechenbar in Zeit O(n + e)

Ingo Wegener 21. April 2008
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Beispiel Niveaunetzwerk

Niveaunetzwerk

Restgraph

21. April 2008 5
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Sperrfliisse

Wir wollen ,, moglichst viel Fluss” auf einmal addieren . ..

Definition 4.10

Sei ¢ ein Fluss im Niveaunetzwerk zum Fluss ¢.

Eine Kante e heiBt saturiert durch 1, wenn 1(e) = ry(e) gilt.
Der Fluss 1 heiBt Sperrfluss, wenn auf jedem Q-S-Weg in Ng
mindestens eine saturierte Kante liegt.

Analog zu FVW sieht man ein:
e Ein Sperrfluss ¢ kann zum Fluss ¢ ,,addiert" werden.

e Dabei wird zu Vorwartskanten addiert und von
Riickwartskanten subtrahiert.

e Das Resultat ist ein Fluss ¢/ mit w(¢’) > w(o).
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a Beispiel Sperrfluss 9
M M

Netzwerk mit Fluss 0

Niveaunetzwerk mit Fluss 0 Sperrfluss 21. April 2008 7
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Sperrflussberechnung
Algorithmus 4.11 (Sperrflussberechnung)

1. :=0
2. 0:=0;v;:=Q
3. While v; # S

4 If H(UZ',’LU) € Ng
5 Theni:=¢+1; v; :=w
6. Else
7 Entferne v; und Kanten (-,v;) aus Ng.
8. 1:=1—1; If © <0 Then Exit mit Ausgabe V.
9. r:=min{ro((vj,vj+1)) — ¥((vj,vj41)) |0 < j < i}
10.Fir alle j € {0,1,...,i — 1}
11 U((vj,v541)) = ¥((vj,vj41)) + 7
12 I ¥ ((v5,v41)) = ro((v5,v541))
Then Entferne (v;,v;41) aus Ng.
13.Weiter bei 2.

Ingo Wegener 21. April 2008 8
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Zur Sperrflussberechnung

Lemma 4.12
Algorithmus 4.11 berechnet in Zeit O(n - ) einen Sperrfluss.

Beweis.

zur Korrektheit
o Algorithmus terminiert & A Q-S-Weg
e entfernte Knoten/Kanten saturiert oder in Sackgassen
e also am Ende

zur Laufzeit
e bei (erfolgreichen und erfolglosen) Pfadkonstruktion > 1
Kante entfernt
< e Pfadkonstruktionen
je Pfadkonstruktion Zeit O(Pfadlange)
Lange jedes Q-S-Weges < n
also insgesamt Zeit O(n - €)
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Der Algorithmus von Dinic

Algorithmus 4.13 (Algorithmus von Dinic)

1. :=0

2. Repeat

3 Berechne Niveaunetzwerk Ng.

4. Berechne Sperrfluss ¥ mit Algorithmus 4.11.
5 O:=0+ VU

6. Until U =0

7. Ausgabe @

Theorem 4.14

Der Algorithmus von Dinic berechnet in Zeit O(n? - ¢) = O(n*)
einen maximalen Fluss.

Ingo Wegener 21. April 2008 10
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Zum Algorithmus von Dinic

Beobachtung  Korrektheit ofFensichtIich\/

Erinnerung  Sperrflussberechnung in Zeit O(n - e)

also genligt zu zeigen ~ O(n) Sperrflussberechnungen
Betrachte  Fluss ® und Nachfolger ' = ® + ¥ mit ¥ # 0
Betrachte  Restg und Restg:

Sei P kiirzester (Q-S-Weg in Restg/

Behauptung P nicht kiirzester Q-S-Weg in Restg

denn  sonst in P eine Kante saturiert

~> P in Restg: nicht mehr vorhanden \/

Welche Moglichkeiten gibt es?
1. Fall  kiirzeste (Q-S-Wege in Restg kiirzer als P
2. Fall Kante in P, die in Restg nicht vorhanden ist
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Uber Unterschiede von Restgp und Restg

Betrachte  kiirzesten Q-S-Weg P in Restg:
und Kante in P, die in Restg nicht vorhanden ist

Betrachte e = (v,u) in Ng/, die nicht in Ng ist

1. Fall in Ng Riickwartskante (u,v) benutzt

2. Fall in Ng ,normale Kante" (u,v) benutzt

also in jedem Fall in Ny Kante (u,v) vorhanden

klar —in Ng nur Kanten (u,v) mit d(v) = d(u) + 1

gedanklich  fiige (v,u) in Ng ein

klar ~ Wege werden nicht kiirzer (Lemma 4.8)

also  kiirzeste Q-S-Wege werden in jeder Runde langer

klar ~ Lange kiirzester Q-S-Wege € {1,2,...,n— 1}

also  O(n) Runden O
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Beispiel Algorithmus von Dinic

Eingabe Netzwerk

Netzwerk mit max. Fluss

21. April 2008 13
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Schnellere Sperrflussberechnung
Zeit O(n - e) fiir nur eine Sperrflussberechnung ist ziemlich lang.
Kann man hier Zeit sparen?

Idee schrittweise Sperrflusskonstruktion

zentraler Begriff Potenzial eines Knotens
zum Restgraphen Rest, zum Fluss ¢
bei aktuellem Fluss 1 im Niveaunetzwerk

min{ PRACEICRCCE w<e>} fir v ¢ {Q,5)
pot(v) := Y rele) —Y(e) firv=Q
e=(Q,)
> rgle) —(e) fiir v= 9
\e=(-,5)




|dee zur Sperrflussberechnung

pot(v) gibt an, wieviel Fluss héchstens durch v zusatzlich kann

Idee
e Wahle einen Knoten v.
e Treibe Fluss pot(v) bis zur Senke S. (Forward)
e Treibe Fluss zuriick bis zur Quelle Q. (Backward)



Wiederholung

[e]
[e]e]e}

Fluss v ~~» S
Forward(v)

HB©YoNoO AW

[a—y
N

[ay
w

= o

Fiir alle w € V Uberschuss[w] := 0
Uberschuss[v] := pot|[v]
Qu := (); Qu.Enqueue(v)
While Qu # ()
v := Qu.Dequeue()
While Uberschuss[v] > 0
Fiir alle e = (v,w) € E

6 := min{rg(e) — ¥(e), Uberschuss[v]}

W(e) = U(e) + 5

pot[v] := pot[v] — §; potw] := pot[w] + §

If Uberschuss[w] = 0 und § > 0 und w # Q

Then Qu.Enqueue(w)

Uberschuss[w] := Uberschuss[w] + §;

Uberschuss[v] := Uberschuss[v] — &

If U(e) =re(e) Then Entferne e aus E. 21, April 2008

Algorithmus von Dinic Algorithmus von Malhotra et al. Algorithmus von Goldberg und Tarjan
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16



Wiederholung Algorithmus von Dinic Algorithmus von Malhotra et al. Algorithmus von Goldberg und Tarjan

00000000 00000000000

[e] (ele}
[e]e]e} 0@0000000 0000000000

Fluss v ~~ @)

Backward(v, p,)

1. Fiir alle w € V Uberschuss[w] := 0

2. Uberschuss[v] := p,

3. Qu:=0; Qu.Enqueue(v)

4. While Qu # 0

5. v := Qu.Dequeue()

6. While Uberschuss[v] > 0

7. Fiir alle e = (w,v) € E

8. 6 := min{rg(e) — ¥(e), Uberschuss[v]}

9. U(e) :=W(e) + 0

10. pot[v] := pot[v] — J; pot[w] := pot[w] + &

11. If Uberschuss[w] = 0 und § >0 und w # S
Then Qu.Enqueue(w)

12. Uberschuss[w] := Uberschuss[w] + §;
Uberschuss[v] := Uberschuss[v] — &

13. If U(e) =re(e) Then Entferne e aus E. 21, April 2008

17
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Schnellere Sperrflussberechnung

Algorithmus 4.16 (Forward-Backward-Propagation)

v:=0

Fiir alle v € V' berechne pot|v].

While {@,S} CV
Wiahle Knoten v € V' mit minimalem Potenzial; p, := pot[v]
If pot[v] > 0 Then Forward(v); Backward(v, p,)
Entferne v aus V' und Kanten (-,v), (v,-) aus E.

o @l o> W =

Lemma 4.17
Algorithmus 4.16 berechnet in Zeit O(n?) einen Sperrfluss in Ng.

Ingo Wegener 21. April 2008 18
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Korrektheit von Forward-Backward-Propagation

Beobachtung  p, = min {pot(v) | v € V'}

also gesamter Uberschuss
zur Senke oder Quelle transportierbar

Beobachtung  nachher alle eingehenden oder
alle ausgehenen Kanten von v saturiert
also v entfernbar

Beobachtung  wenn @ oder S so saturiert, fertig \/

schwieriger  Laufzeitschranke O(n?)
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Laufzeit Sperrflussberechnung

klar  Initialisierung in Zeit O(n + €)

Beobachtung  Analyse Forward geniigt
Backward analog

Beobachtung  nur v mit Uberschuss(v) = 0
kommen in die Queue

Beobachtung  nur fiir v selbst sinkt Uberschuss
also  also kein Knoten in einem Durchlauf mehrfach in Queue
also  je Forward-Durchlauf O(n) Knoten

es felht noch  Schleife Uiber Kanten in Forward
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Forward: Die innere Schleife

Beobachtung  fiir jede betrachtete Kante e = (v, w) gilt
entweder wird e saturiert oder Schleife endet

klar  saturierte Kanten werden entfernt

Erinnerung v nachher aus Netzwerk entfernt

also  jede Kante < 2 Mal betrachtet

auBerdem < n Forward-Aufrufe

zusammen  Laufzeit O(n -n + e) = O(n?) O
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Algo. von Malhotra, Pramodh Kumar & Maheshwari

Algorithmus 4.18 (Algorithmus von Malhotra, Pramodh

Kumar & Maheshwari)
1
2
3.
4.
5.
6
7

Beobachtung  wie Dinic mit anderer Sperrflussberechung

. P:=0

. Repeat

Berechne Niveaunetzwerk Ng.

Berechne Sperrfluss ¥ mit Algorithmus 4.16.
P =04+ T

. Until U =0

. Ausgabe ®

Ingo Wegener 21. April 2008 22
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Uber den Algorithmus von Malhotra et. al

Theorem 4.19

Der Algorithmus von Malhotra, Pramodh Kumar und Maheshwari
berechnet einen maximalen Fluss in Zeit O(n?).

Korrektheit ~ wie bei Dinic
Anzahl Sperrflussberechnungen  wie bei Dinic

also  Gesamtlaufzeit O(n - n?) = O(n?) O
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Beispiel Algorithmus von Malhotra, Pramodh Kumar und Maheshwari

Netzwerk mit Fluss

Niveaunetzwerk

21. April 2008 24
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Riickblick

bisher betrachtete Flussalgorithmen

e Algorithmus von Ford und Fulkerson

e Algorithmus von Dinic

e Algorithmus von Malhotra, Pramodh Kumar und Maheshwari
Beobachtung  Gemeinsamkeit rundenorientiert

@ Starte mit leerem Fluss ®.
® Berechne Fluss V¥ fiir den Restgraphen.

@ =>+V7
O Wiederholen, falls W £ (.
konkret

e Ford-Fulkerson  beliebiger flussvergroBernder Weg
e Dinic  Sperrfluss in Ng (, naiv" berechnet)
e Malhotra-Pramodh Kumar-Maheshwari ~ Sperrfluss in Ng
mit Forward-Backward-Propagation
Muss das so sein?  Geht es grundsatzlich anders?
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Forward-Backward-Propagation Revisited
bei Forward-Backward-Propagation
©® erzeuge Uberschuss bei Knoten mit minimalem Potenzial

@® treibe Uberschuss zur Senke oder Quelle

Beobachtung  so lange Knote mit Uberschuss exisitiert
haben wir keinen Fluss

Definition 4.20
Fiir Netzwerk (G = (V, E),C) heiBt ®: E — R Prafluss, wenn
e Veec E: d(e) < c(e)
e Yoe V\{Q}: e(v) >0
mit e(v) ;== Y. Ple)— > P(e) gilt.
e=(-,v)EE e=(v,")EE
v e V\{Q,S} mit e(v) > 0 heiBt aktiv.



Uber Prafliisse

klar  Prafluss ist weniger enger Begriff

also  jeder Fluss ist auch Prafluss

Was ist mit unseren Begriffen?

Beobachtung  Restgraph auch fiir Préfluss sinnvoll

klar ~ Ziel Umwandlung Prafluss ~~» Fluss

Geht das iiberhaupt?

Erinnerung  bei M./P.K./M. Uberschuss zur Not ~ Quelle

Geht das denn hier immer?
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Uberschuss zur Quelle bringen

Lemma 4.21

Sei (G = (V, E),c) Netzwerk, ® Prafluss fiir G, v € V aktiv.
In Restg gibt es einen Weg von v nach Q.

Beweis.

Schreibweise = ~~¢ y
1< JWeg von x zu y in Restg

Definiere  V*:={w eV | v g w}

VE=V\ Vv

zu zeigen Q€eV*
Annahme Q¢ V*
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Die Summe der Uberschiisse

Betrachte Y e(w)
weV*

klar > e(w) >0
weV*
weil e(w) > 0 fiir alle w # Q

wie fiir Min Cut=Max Flow  Aufspaltung nach Kanten

Klar > e(w) = Z( 2. P X ‘I’(e)>

weV* weV* \e=(-,w)EE e=(w, )eE

e € V¥ x V* taucht positiv und negativ auf  also Beitrag 0
e € V¥ x V* taucht gar nicht auf also kein Beitrag

e € V¥ x V* taucht nur positiv auf  also Beitrag ®(e)

e € V¥ x V* taucht nur negativ auf  also Beitrag —®(e)
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Gesamtiiberschuss in V*

wir haben Y e(w) = > D(e) — > D (e)
weV* e€EN(VFxV*) e€EN(V*xV¥)

Betrachte e = (v*,v') € EN(V* x V*)

klar  es gibt Weg von v nach vx

klar  es gibt nicht Weg von v nach v/

also  (v*,v') ¢ Restg

also  ®(e) = c(e)

Betrachte e = (v/,v*) € EN(V*x V*)

klar  es gibt Weg von v nach vx

klar  es gibt nicht Weg von v nach v/

also  (v*,v') ¢ Restg

aber  (v/,v*) € Restg

also  ®(e) =0



Zusammenfassung Summe der Uberschiisse

Wir haben Z e(w) = D(e) — Z D(e)

wev* e€EN(V*xV*) e€EN(V*xV¥)

= 0— Z c(e)

e€EN(V*xV*) e€EN(V*xV*)

= — Z c(e)< 0

e€EN(V*xV*)
Erinnerung > e(w) >0
wevV*
also > e(w)=0

weV*



Wir kommen zum Widerspruch
Wir haben > e(w) =0
weV*

Erinnerung  Yw € V*: e(w) >0
weil @ ¢ V* gemaB Annnahme

also Yw e V*:e(w) =0
aber v € V* mit e(v) > 0 Widerspruch 0

also  Uberschuss jedenfalls zur Quelle bringbar
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Sinnvolle Richtungen fiir den Uberschuss
klar  Uberschuss zur Quelle bringen unproduktiv

Erinnerung  bei M./P.K./M. Uberschuss erst zur Senke
Einsicht zur Wegfindung hilfreich

hier ~ Quelle ,,hoch”, Senke , tief"
Flussverschiebung ,, bergab*

Definition 4.22
Sei (G = (V, E), c) Netzwerk, ® Prifluss, Resty = (V, Ep, 1)

Restgraph.

d: V — Ny heiBt giiltige Knotenmarkierung, wenn
e dQ)=n
e d(S)=0

o Ve = (v,w) € Eg: d(v) <d(w) +1
gilt. e = (v,w) € Eg heiBt wahlbar, wenn d(v) = d(w) + 1 gilt. 2
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Uber giiltige Knotenmarkierungen
Findet man giiltige Knotenmarkierungen?
Lemma 4.23

Sei (G = (V, E), c) Netzwerk, ® Prifluss, Resty = (V, Eo, 1)
Restgraph, d giiltige Knotenmarkierung.

@ Vv #£weV: jeder Weg in Restg von v nach w hat Lange
> d(v) — d(w).
@® Es gibt in Restg keinen Weg von @) nach S.

Beweis.

Beobachtung  zweite Aussage folgt aus erster
klar  kiirzeste Wege haben Lange < n
gemaB Definition  d(Q) =n, d(S) =0

also  jeder Q-S-Weg hat Lange >n—0=n
also  es gibt keinen -S-Weg

also  nur noch erste Aussage zu zeigen
21. April 2008 34
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Giiltige Knotenmarkierung und Weglangen

zu zeigen  jeder v-w-Weg hat Linge > d(v) — d(w)

Betrachte  Weg (v, v1), (v1,v2), (v2,v3), ..., (vi—1,w)
mit v =vg, vy = w  hat Lange [

Erinnerung  d(v;) < d(vi+1) + 1 fiir alle 4
also  d(v) <d(v1)+1<d(v2) +2<d(vs) +3 < <d(w)+1

dquivalent 1> d(v) — d(w) O
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Algorithmus von Goldberg und Tarjan

Algorithmus 4.24

1. FiralleveV
d(v) :=0; e(v) :=0
2. dQ):=n
3. &:=0
4. FiralleveV mite=(Q,v) € E
D(e) = c(e); e(v) = c(e)
5. While v € V mit e(v) > 0
6. Fiihre anwendbare Basisoperation (Push oder Relabel) aus.
7. Ausgabe ®

Ingo Wegener 21. April 2008 36



Basisoperationen

Push(e = (v, w))
{* anwendbar, wenn v aktiv und e wéhlbar ist *}

1. ¢ :=min{e(v),re(e)}

2. IfeeF
Then ®(e) := ®(e) +
Else ®(e) := ®(e) — 5 {* Riickwértskante *}
e(v) = e(v) = 6; e(w) := e(w) + 6
Relabel(v)

{* anwendbar, wenn v aktiv und keine Kante (v,-) € E¢ wahlbar ist *}

1. d(v) := min{d(w) + 1| (v,w) € Ep}
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Beispiel Preflow-Push-Algorithmus

Eingabe Netzwerk




Uber das Beispiel

Anmerkungen
e sah nicht besonders schnell aus
e vielleicht viel Gliick (oder , Lenkung") im Spiel
o Ist der Fluss am Ende sicher maximal?
e Terminiert das Verfahren iiberhaupt immer?

o Falls ja, wie lange kann das dann dauern?

Einsicht  Wir brauchen einen Korrektheitsbeweis.

Einsicht ~ Wir brauchen eine Laufzeitanalyse.
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Algo u
00000000

Analyse Goldberg/Tarjan — Schritt fiir Schritt

klar

zentral sind die Basisoperationen

tiber Relabel

Lemma 4.25

Sei (G = (V, E), c) Netzwerk, ® Prifluss, Resty = (V, Eo, 1)
Restgraph, d giiltige Knotenmarkierung.
Wenn Relabel(v) anwendbar ist, erhht Anwendung von Relabel(v)

d(v) um > 1.

Beweis.

klar ~ anwendbar = v aktiv

also 3 v-Q-Weg in Restg (Lemma 4.23)
also  3J(v,w) € Eg

also  min{-} wohldefiniert
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Beweis von Lemma 4.25

Wir haben  min{-} iiber nichtleere Menge

klar  anwendbar = V(v,w) € Eg: d(v) # d(w) + 1
sonst (v, w) wahlbar und Relabel(v) nicht anwendbar

klar  d giiltig = V(v,w) € Eg: d(v) < d(w) +1
also  V(v,w) € Eg: d(v) < d(w) + 1

nach Relabel(v) 3(v,w) € Eg: d(v) = d(w) + 1
also d(v) um > 1 gewachsen
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Push(v, w) genauer betrachtet
Definition 4.26

Sei (G = (V, E), c) Netzwerk, ® Prifluss, Resty = (V, Eo, 1)
Restgraph, d giiltige Knotenmarkierung, v € V' aktiv,

e = (v,w) € Ep wahlbar.

Push(v,w) heiBt saturierend, wenn in der Operation § = ry(e) gilt.
Sonst heiBt Push(v, w) nichtsaturierend.

klar  saturierendes Push(v,w) saturiert (v, w)

Beobachtung  saturierendes Push saturiert Kante
~ Kante wird entfernt
offensichtlich ,, produktiv"

Beobachtung  nichtsaturierendes Push
weniger offensichtliche Folgen
Nutzen nicht so klar — unproduktiv?
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Uber die Knotenmarkierung d

Lemma 4.27

Im Ablauf des Algorithmus von Goldberg und Tarjan
(Algorithmuns 4.24) ist d immer eine giiltige Knotenmarkierung.

Beweis.
Strategie
@ Knotenmarkierung d initial giiltig.
® Basisoperationen lassen d auch bei Verdanderung giiltig.

initial  d(Q) = n, d(S) =0 V/

initial Yo € V\{Q}: d(v) =0
= d(v) < d(w) + 1 nur fir Kanten (Q,w) € Eg kritisch

initial Ve = (Q,w) € E: ®(e) = c(e)
also e ¢ Eg \/
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Auswirkung von Push(v, w) auf d
Voraussetzung  Push(v, w) anwendbar

1. Fall  saturierendes Push
dann e wird aus Restg entfernt

klar  das entfernt Bedingung, schafft keine neue \/
moglich  rev(e) = (w,v) wird erzeugt in Restg

Erinnerung  Push(v, w) anwendbar
also d(v) = d(w) + 1

also  d(w) =d(v) —1<d(v) +1 \/
2. Fall  nichtsaturierendes Push

Beobachtung  wie satuierendes Push ohne entfernte Kante

also d auch weiterhin giiltig \/
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Auswirkungen von Relabel(v) auf d

Voraussetzung  Relabel(v) anwendbar

Beobachtung  kein Problem fir (v,w) € Eg

weil d(v) explizit korrekt gesetzt
Betrachte Kante e = (w,v) € Eg
klar ~ fiir e = (w,v) € Eg vorher d(w) < d(v) + 1
Erinnerung  d(v) wird nur groBer

also  d weiterhin giiltig O



	Wiederholung
	Was bisher geschah
	Algorithmus von Dinic

	Algorithmus von Dinic
	Algorithmus von Dinic

	Algorithmus von Malhotra et al.
	Einleitung und Idee
	Algorithmus

	Algorithmus von Goldberg und Tarjan
	Einleitung
	Algorithmus und Analyse


