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Algorithmus von Ford und Fulkerson
De�nition
Ein WegQ  S im Restgraphen hei�t
ussvergr•o�ernd (FV-Weg).

1. Start mit dem leeren Fluss� � 0.
2. Berechne den Restgraphen.
3. MarkiereQ. f� Wir suchen FV-Weg.�g

4. So langeS nicht markiert ist
5. Wenn es im Restgraphen einen markierten Knotenx,

einen nicht markierten Knoteny und eine Kante(x; y)
gibt, markierey mit dem Vermerk

"
erreicht vonx\.

6. Sonst STOP.
7. Betrachte den markierten WegP von S nachQ.
8. r := min f r � (e) j e 2 Pg f� kleinste

"
Kapazit•at\ �g

9. 8e 2 E \ P : � 0(e) := � (e) + r f� Vorw•artskante + r �g

10. 8rev(e) 2 E \ P : � 0(e) := � (e) � r f� R•uckw•artskante � r �g

11. Weiter bei 2.
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Einfache Beobachtungen

� Eine Runde l•auft in Zeit O(jV j + jE j).

� P wird in Zeit O(jV j) berechnet.

� � ist nach jeder Runde ein Fluss.

� Wenn S markiert wird, ist � nicht maximal.

� Der berechnete Fluss ist ganzzahlig.
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n = jV j; e = jE j; U = max f c(e) j e 2 Eg

Jahr Autoren Zeit in n; e; U
1978 Galil O(n5=3e2=3)
1978 Galil/Naamad, Shiloach O(ne log2 n)
1980 Sleator/Tarjan O(ne log n)
1982 Shiloach/Vishkin O(n3)
1983 Gabow O(ne log U)
1984 Tarjan O(n3)
1985 Goldberg O(n3)
1986 Goldberg/Tarjan O(ne log(n2=e))
1986 Ahuja/Orlin O(ne + n2 log U)
1989 Ahuja/Orlin/Tarjan O(ne + n2 log(U)= log log U)

O(ne + n2 log1=2 U)
O(ne log((n=e) log1=2 U + 2))

1989 Cheriyan/Hagerup O(ne + n2 log3 n) randomisiert
Alon O(min( ne log n; ne + n8=3 log n)) deterministisch
Tarjan O(min( ne log n; ne + n3 log2 n)) deterministisch
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Andere Flussalgorithmen
Ford-Fulkerson pseudopolynomiell {Geht es nicht besser?Doch!
n = jV j; e = jE j; U = max f c(e) j e 2 Eg

Jahr Autoren Zeit in n; e; U
1980 Sleator/Tarjan O(ne log n)
1982 Shiloach/Vishkin O(n3 )
1983 Gabow O(ne log U)
1984 Tarjan O(n3 )
1985 Goldberg O(n3 )
1986 Goldberg/Tarjan O(ne log(n2=e))
1986 Ahuja/Orlin O(ne + n2 log U)
1989 Ahuja/Orlin/Tarjan O(ne + n2 log(U)=log log U)

O(ne + n2 log1=2 U)
O(ne log((n=e) log1=2 U + 2))

1989 Cheriyan/Hagerup O(ne + n2 log3 n) randomisiert
Alon O(min( ne log n; ne + n8=3 log n)) deterministisch
Tarjan O(min( ne log n; ne + n3 log2 n)) deterministisch

1990 Cheriyan/Hagerup/Mehlhorn O(n3=log n)
O(min( ne log n; ne + n2 log2 n; n 3=log n)) randomisiert
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Andere Flussalgorithmen
Ford-Fulkerson pseudopolynomiell {Geht es nicht besser?Doch!
n = jV j; e = jE j; U = max f c(e) j e 2 Eg

Jahr Autoren Zeit in n; e; U Zeit bei e = 
( n2)
1969 Edmonds/Karp O(ne2) O(n5)
1970 Dinic O(n2e) O(n4)
1974 Karzanov O(n3) O(n3)
1977 Cherkasky O(n2e1=2) O(n3)
1978 Malhotra/Pramodh O(n3) O(n3)

Kumar/Maheshwari
1978 Galil O(n5=3e2=3) O(n3)
1978 Galil/Naamad, Shiloach O(ne log2 n) O(n3 log2 n)
1980 Sleator/Tarjan O(ne log n) O(n2 log n)
1980 Sleator/Tarjan O(ne log n) O(n2 log n)
1982 Shiloach/Vishkin O(n3) O(n3)
1983 Gabow O(ne log U) O(n3 log U)
1984 Tarjan O(n3) O(n3)
1985 Goldberg O(n3) O(n3)
1986 Goldberg/Tarjan O(ne log(n2=e)) O(n3)
1986 Ahuja/Orlin O(ne + n2 log U) O(n3 + n2 log U)
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Distanzen in Graphen
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Distanzen in Graphen

Betrachte gerichteten GraphenG = ( V; E), Knoten Q 2 V.
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Distanzen in Graphen

Betrachte gerichteten GraphenG = ( V; E), Knoten Q 2 V.
F•ur v 2 V bezeichnetd(V ) die L•ange (=Anzahl Kanten) eines
k•urzesten Weges vonQ nachv.
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Das Flussproblem Algorithmus von Ford und Fulkerson Algorithmus von Dinic

Distanzen in Graphen

Betrachte gerichteten GraphenG = ( V; E), Knoten Q 2 V.
F•ur v 2 V bezeichnetd(V ) die L•ange (=Anzahl Kanten) eines
k•urzesten Weges vonQ nachv.

Lemma 4.8
Gegebenv; w 2 V , Distanzend, nach Einf•ugen von(v; w)
Distanzend+ , nach Entfernen von(v; w) Distanzend� .

1 (d(v) � d(w) � 1) ) (8u 2 V : d+ (u) = d(u))

2 8u 2 V mit d(u) � d(w) � 1: d� (u) = d(u)

3 8u 2 V : d� (u) � d(u)
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Beweis von Lemma 4.8

1 zu zeigen (d(v) � d(w) � 1) ) (8u 2 V : d+ (u) = d(u))
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Beweis von Lemma 4.8

1 zu zeigen (d(v) � d(w) � 1) ) (8u 2 V : d+ (u) = d(u))
trivial 8u 2 V : d+ (u) � d(u)
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Beweis von Lemma 4.8

1 zu zeigen (d(v) � d(w) � 1) ) (8u 2 V : d+ (u) = d(u))
trivial 8u 2 V : d+ (u) � d(u)
klar (d+ (u) < d (u)) ) (v; w) liegt auf k•urzestem Weg
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Das Flussproblem Algorithmus von Ford und Fulkerson Algorithmus von Dinic

Beweis von Lemma 4.8

1 zu zeigen (d(v) � d(w) � 1) ) (8u 2 V : d+ (u) = d(u))
trivial 8u 2 V : d+ (u) � d(u)
klar (d+ (u) < d (u)) ) (v; w) liegt auf k•urzestem Weg
Beobachtungd(w) = d+ (w)
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Beweis von Lemma 4.8

1 zu zeigen (d(v) � d(w) � 1) ) (8u 2 V : d+ (u) = d(u))
trivial 8u 2 V : d+ (u) � d(u)
klar (d+ (u) < d (u)) ) (v; w) liegt auf k•urzestem Weg
Beobachtungd(w) = d+ (w)
BeobachtungL•ange k•urzester Weg zuw •uber (v; w)
= d(v) + 1 � d(w) (Voraussetzung)
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Beweis von Lemma 4.8

1 zu zeigen (d(v) � d(w) � 1) ) (8u 2 V : d+ (u) = d(u))
trivial 8u 2 V : d+ (u) � d(u)
klar (d+ (u) < d (u)) ) (v; w) liegt auf k•urzestem Weg
Beobachtungd(w) = d+ (w)
BeobachtungL•ange k•urzester Weg zuw •uber (v; w)
= d(v) + 1 � d(w) (Voraussetzung)alsod+ (u) � d(u)
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Beweis von Lemma 4.8

1 zu zeigen (d(v) � d(w) � 1) ) (8u 2 V : d+ (u) = d(u))
trivial 8u 2 V : d+ (u) � d(u)
klar (d+ (u) < d (u)) ) (v; w) liegt auf k•urzestem Weg
Beobachtungd(w) = d+ (w)
BeobachtungL•ange k•urzester Weg zuw •uber (v; w)
= d(v) + 1 � d(w) (Voraussetzung)alsod+ (u) � d(u)

alsoKante (v; w) keine Abk•urzung
p
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Beweis von Lemma 4.8

1 zu zeigen (d(v) � d(w) � 1) ) (8u 2 V : d+ (u) = d(u))
trivial 8u 2 V : d+ (u) � d(u)
klar (d+ (u) < d (u)) ) (v; w) liegt auf k•urzestem Weg
Beobachtungd(w) = d+ (w)
BeobachtungL•ange k•urzester Weg zuw •uber (v; w)
= d(v) + 1 � d(w) (Voraussetzung)alsod+ (u) � d(u)

alsoKante (v; w) keine Abk•urzung
p

2 zu zeigen 8u 2 V mit d(u) � d(w) � 1: d� (u) = d(u)
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Beweis von Lemma 4.8

1 zu zeigen (d(v) � d(w) � 1) ) (8u 2 V : d+ (u) = d(u))
trivial 8u 2 V : d+ (u) � d(u)
klar (d+ (u) < d (u)) ) (v; w) liegt auf k•urzestem Weg
Beobachtungd(w) = d+ (w)
BeobachtungL•ange k•urzester Weg zuw •uber (v; w)
= d(v) + 1 � d(w) (Voraussetzung)alsod+ (u) � d(u)

alsoKante (v; w) keine Abk•urzung
p

2 zu zeigen 8u 2 V mit d(u) � d(w) � 1: d� (u) = d(u)
Voraussetzung (v; w) existiert inG
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Beweis von Lemma 4.8

1 zu zeigen (d(v) � d(w) � 1) ) (8u 2 V : d+ (u) = d(u))
trivial 8u 2 V : d+ (u) � d(u)
klar (d+ (u) < d (u)) ) (v; w) liegt auf k•urzestem Weg
Beobachtungd(w) = d+ (w)
BeobachtungL•ange k•urzester Weg zuw •uber (v; w)
= d(v) + 1 � d(w) (Voraussetzung)alsod+ (u) � d(u)

alsoKante (v; w) keine Abk•urzung
p

2 zu zeigen 8u 2 V mit d(u) � d(w) � 1: d� (u) = d(u)
Voraussetzung (v; w) existiert inG
also d(w) � d(v) + 1
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Beweis von Lemma 4.8

1 zu zeigen (d(v) � d(w) � 1) ) (8u 2 V : d+ (u) = d(u))
trivial 8u 2 V : d+ (u) � d(u)
klar (d+ (u) < d (u)) ) (v; w) liegt auf k•urzestem Weg
Beobachtungd(w) = d+ (w)
BeobachtungL•ange k•urzester Weg zuw •uber (v; w)
= d(v) + 1 � d(w) (Voraussetzung)alsod+ (u) � d(u)

alsoKante (v; w) keine Abk•urzung
p

2 zu zeigen 8u 2 V mit d(u) � d(w) � 1: d� (u) = d(u)
Voraussetzung (v; w) existiert inG
also d(w) � d(v) + 1 wir haben d(u) � d(w) � 1 � d(v)
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Beweis von Lemma 4.8

1 zu zeigen (d(v) � d(w) � 1) ) (8u 2 V : d+ (u) = d(u))
trivial 8u 2 V : d+ (u) � d(u)
klar (d+ (u) < d (u)) ) (v; w) liegt auf k•urzestem Weg
Beobachtungd(w) = d+ (w)
BeobachtungL•ange k•urzester Weg zuw •uber (v; w)
= d(v) + 1 � d(w) (Voraussetzung)alsod+ (u) � d(u)

alsoKante (v; w) keine Abk•urzung
p

2 zu zeigen 8u 2 V mit d(u) � d(w) � 1: d� (u) = d(u)
Voraussetzung (v; w) existiert inG
also d(w) � d(v) + 1 wir haben d(u) � d(w) � 1 � d(v)

also (v; w) auf k•urzestem Weg zuu nicht vorhanden
p
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Beweis von Lemma 4.8

1 zu zeigen (d(v) � d(w) � 1) ) (8u 2 V : d+ (u) = d(u))
trivial 8u 2 V : d+ (u) � d(u)
klar (d+ (u) < d (u)) ) (v; w) liegt auf k•urzestem Weg
Beobachtungd(w) = d+ (w)
BeobachtungL•ange k•urzester Weg zuw •uber (v; w)
= d(v) + 1 � d(w) (Voraussetzung)alsod+ (u) � d(u)

alsoKante (v; w) keine Abk•urzung
p

2 zu zeigen 8u 2 V mit d(u) � d(w) � 1: d� (u) = d(u)
Voraussetzung (v; w) existiert inG
also d(w) � d(v) + 1 wir haben d(u) � d(w) � 1 � d(v)

also (v; w) auf k•urzestem Weg zuu nicht vorhanden
p

3 trivial
p
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Zwei Ideen zur Beschleunigung

ab jetzt NetzwerkG = ( V; E; c) mit jV j = n und jE j = e
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Zwei Ideen zur Beschleunigung

ab jetzt NetzwerkG = ( V; E; c) mit jV j = n und jE j = e

Beobachtung 1:Ford-Fulkerson braucht
Zeit O(n + e) f•ur einen FVW
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Zwei Ideen zur Beschleunigung

ab jetzt NetzwerkG = ( V; E; c) mit jV j = n und jE j = e

Beobachtung 1:Ford-Fulkerson braucht
Zeit O(n + e) f•ur einen FVW

Frage Kann man (in der Zeit) vielleicht
mehrere disjunkte FVW berechnen?
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Zwei Ideen zur Beschleunigung

ab jetzt NetzwerkG = ( V; E; c) mit jV j = n und jE j = e

Beobachtung 1:Ford-Fulkerson braucht
Zeit O(n + e) f•ur einen FVW

Frage Kann man (in der Zeit) vielleicht
mehrere disjunkte FVW berechnen?
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Zwei Ideen zur Beschleunigung

ab jetzt NetzwerkG = ( V; E; c) mit jV j = n und jE j = e

Beobachtung 1:Ford-Fulkerson braucht
Zeit O(n + e) f•ur einen FVW

Frage Kann man (in der Zeit) vielleicht
mehrere disjunkte FVW berechnen?

Q S

A

B

M

MM / 1

1/ 1

M / 1
Beobachtung 2:K•urzere FVW

w•aren besser gewesen.
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Das Flussproblem Algorithmus von Ford und Fulkerson Algorithmus von Dinic

Zwei Ideen zur Beschleunigung

ab jetzt NetzwerkG = ( V; E; c) mit jV j = n und jE j = e

Beobachtung 1:Ford-Fulkerson braucht
Zeit O(n + e) f•ur einen FVW

Frage Kann man (in der Zeit) vielleicht
mehrere disjunkte FVW berechnen?

Q S

A

B

M

MM / 1

1/ 1

M / 1
Beobachtung 2:K•urzere FVW

w•aren besser gewesen.
Frage N•utzt es etwas,nur

k•urzeste FVW
zu benutzen?
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Niveaunetzwerke
f•ur k•urzesteQ-S-Wege BetrachteDistanzd(v) in Rest�
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Niveaunetzwerke
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Niveaunetzwerke
f•ur k•urzesteQ-S-Wege BetrachteDistanzd(v) in Rest�
klar d(v) � d(S) ) v nicht auf k•urzestemQ-S-Weg

De�nition 4.9
Betrachte(G = ( V; E); c) mit Fluss� , Rest� , Distanzend.
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Niveaunetzwerke
f•ur k•urzesteQ-S-Wege BetrachteDistanzd(v) in Rest�
klar d(v) � d(S) ) v nicht auf k•urzestemQ-S-Weg

De�nition 4.9
Betrachte(G = ( V; E); c) mit Fluss� , Rest� , Distanzend.
F•ur 0 � i < d (s) de�niere i -tes Niveau

Vi :=

(
f v 2 V j d(v) = ig f•ur i < d (S),

f Sg f•ur i = d(S).
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Niveaunetzwerke
f•ur k•urzesteQ-S-Wege BetrachteDistanzd(v) in Rest�
klar d(v) � d(S) ) v nicht auf k•urzestemQ-S-Weg

De�nition 4.9
Betrachte(G = ( V; E); c) mit Fluss� , Rest� , Distanzend.
F•ur 0 � i < d (s) de�niere i -tes Niveau

Vi :=

(
f v 2 V j d(v) = ig f•ur i < d (S),

f Sg f•ur i = d(S).

De�niere NiveaunetzwerkN � = ( V� ; E � ; r � ) durch V� :=
d(S)S

i =0
Vi ,

E i := f (v; w) 2 Vi � 1 � Vi j (v; w) 2 Rest� g, E � :=
d(S)S

i =1
E i , und

r � wie in Rest� .

klar Niveaunetzwerk berechenbar in Zeit

Ingo Wegener 17. April 2008 28



Das Flussproblem Algorithmus von Ford und Fulkerson Algorithmus von Dinic

Niveaunetzwerke
f•ur k•urzesteQ-S-Wege BetrachteDistanzd(v) in Rest�
klar d(v) � d(S) ) v nicht auf k•urzestemQ-S-Weg

De�nition 4.9
Betrachte(G = ( V; E); c) mit Fluss� , Rest� , Distanzend.
F•ur 0 � i < d (s) de�niere i -tes Niveau

Vi :=

(
f v 2 V j d(v) = ig f•ur i < d (S),

f Sg f•ur i = d(S).

De�niere NiveaunetzwerkN � = ( V� ; E � ; r � ) durch V� :=
d(S)S

i =0
Vi ,

E i := f (v; w) 2 Vi � 1 � Vi j (v; w) 2 Rest� g, E � :=
d(S)S

i =1
E i , und

r � wie in Rest� .

klar Niveaunetzwerk berechenbar in ZeitO(n + e)
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