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SeiG =(U [ V;E) ein bipartiter Graph.

De niere NetzwerkN (G) := ( Vv ; En;cn) durch
W =fQg[f Sg[ U[ V

En = f(Qiu)ju2 Ug[f (u;v)ju2U;v2 V;fu;vg 2
Eg[f (v;S)jv2Vg

cn(e):=1 furallee2 Ey

Beobachtung erinnert an Hopcroft/Karp

Lemma

SeiG ein ungerichteter, bipartiter Graph und ein ganzzabhliger,
maximaler Fluss aull (G).
M = ff u;vgj (u;v)=1g ist maximales Matching irG.
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@ Jeder solche Fluss def. MatchingM mit jMj = w() :

De niere M durche2 M, (e=1.

M ist Matching, da alle Knoteru 2 U genau eine eingehende
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haben und darum nur Fluss 1 durch jeden Knoten gehen kann.
® Jedes MatchingM def. solchen Fluss mit jMj = w() :
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fui;vig2 M.

ist ganzzahliger Fluss miv( ) = jMj.

Aber gibt es einen ganzzahligen maximalen Fluss?

Wir erarbeiten uns konstruktiven Beweis Algorithmus,
der ganzzahligen maximalen Fluss berechnet
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Eine einfache Idee

@ Starte mit dem leeren Fluss 0.

® Suche einen Weg von der Quelle zur Senke ausschliesitmdr
Kanten mit freien Kapaziten.

® Vergmw ere den Fluss, indem du die kleinste Restkapatziguf
diesem Weg auf den Fluss der betro enen Kanten addierst.

® \Weiter bei 2.

Ein warnendes Beispiel

Man muss

schlechte Entscheidungen
reckgangig machen
kennen.
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Der Restgraph

Zue=(x;y) 2 E heitrev(e) = (y;x) Ruckwartskantevon e.

De nition 4.2 (Restgraph)

SeiG = (V;E;0) ein Netzwerk, : E! Ry ein Fluss aufG.
Der RestgraphRest = (V;E ;r ) hat die gleichen Knoten wi&
und folgende Kanten:

fure2 E mit (e) <c(e) enthalt E die Kantee mit
Kapazi®t r (e) = c(e) (e),

fure2 E mit (e) > 0 enthalt E die Kantee”= rev(e) mit
der Kapaziatr (€9 = (e).

Ingo Wegener 17. April 2008
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Algorithmus von Ford und Fulkerson

Ein WegQ S im Restgraphen hei tussvergm® ernd (FV-Weqg).

1. Start mit dem leeren Fluss 0.

2. Berechne den Restgraphen.

3. MarkiereQ.

4. So langeS nicht markiert ist

5. Wenn es im Restgraphen einen markierten Knoien
einen nicht markierten Knotery und eine Kante(x;y)
gibt, markierey mit dem Vermerk,erreicht vonx\.

6. Sonst STOP.

7. Betrachte den markierten WeB von S nachQ.

8. r:=minfr (¢)je2 Pg

9. 82E\P: Ye):= (e)+r
10.8reMe) 2 E\ P: Ye):= (o) r
11. Weiter bei 2.
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Einfache Beobachtungen

Eine Rundeduft in Zeit O(jVj + JEj).
P wird in Zeit O(jVj) berechnet.

ist nach jeder Runde ein Fluss.
Wenn S markiert wird, ist nicht maximal.
Der berechnete Fluss ist ganzzahlig.
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Korrektheit

Ist der Ford-Fulkerson-Algorithmus endlich?
klar

P
B = c(e) ist obere Schrankesf
e=(Q;)

wechst je Runde um 1
Algorithmus stoppt nach B Runden

Ist der Fluss maximal?
etwas Vorarbeit wtig. ..
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De nition 4.5

(VQ;Vs) mit VQ [ Vs =V, Q 2 VQ undS 2 Vs hei t
Q-S-Schnitt.
Der Wert einesQ-%Schnitts ist de niert durch

w(Vq; Vs) = c(e).
e2E\ (VQ Vs)
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Max Flow = Min Cut
Theorem 4.6 (Max Flow = Min Cut)

Der Wert eines maximalen Flusses ist gleich dem Wert eines
minimalenQ-S-Schnittes.
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Theorem 4.6 (Max Flow = Min Cut)
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Ford-Fulkerson pseudopolynomiell§eht es nicht besseroch!
n=jVje=jEj;U =maxfc(e)je2 Eg

Jahr  Autoren Zeitinn;e; U Zeit beie= ( n?)

1969 Edmonds/Karp O(ne?) 0o(n®)

1970 Dinic O(n%e) O(n%)

1974 Karzanov o(n®) o(n®)

1977 Cherkasky O(n2%e'*?) o(n®)

1978 Malhotra/Pramodh o(n®) o(n®)
Kumar/Maheshwari

1978  Galil 0(n57%e*?) o(n®)

1978 Galil/Naamad, Shiloach O(nelog?n) O(n®log? n)

1980 Sleator/Tarjan O(nelogn) O(n?logn)

1980 Sleator/Tarjan O(nelogn) O(n?logn)

1982  Shiloach/Vishkin o(n?) o(n?)

1983 Gabow O(nelog V) O(n®log L)

1984 Tarjan o(n®) o(n®)

1985 Goldberg o(n®) o(n®)

1986 Goldberg/Tarjan O(nelog(n?=¢)  O(n®)

1986  Ahuja/Orlin O(ne+ n?logU) O(n®+ n?logU)
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Fur v 2 V bezeichnetd(V) die Lange (=Anzahl Kanten) eines
kerzesten Weges vof nachv.
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Distanzen in Graphen

Betrachte gerichteten Graphe@ = (V;E), KnotenQ 2 V.
Fur v 2 V bezeichnetd(V) die Lange (=Anzahl Kanten) eines
kerzesten Weges vof nachv.

Lemma 4.8

Gegeberv;w 2 V, Distanzend, nach Eintigen von(v; w)
Distanzend*, nach Entfernen vor{v; w) Distanzend .

® (d(v) dw) 1)) (8u2V:d"(u)= d(u)
®8u2V mitdu) dw) 1:d (u)= d(u)
®8u2V:d (u du)

Ingo Wegener 17. April 2008 25
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@ zu zeigen (d(v) d(w) 1)) (8u2V:d" (u)= d(u))
trivial  8u2 V:d"(u) d(u)
Klar (d* (u) <d(u)) ) (v;w) liegt auf karzestem Weg
Beobachtungd(w) = d* (w)
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Beweis von Lemma 4.8

@ zu zeigen (d(v) d(w) 1)) (8u2V:d" (u)= d(u))
trivial  8u2 V:d"(u) d(u)
Klar (d* (u) <d(u)) ) (v;w) liegt auf karzestem Weg
Beobachtungd(w) = d* (w)
BeobachtungLange lrzester Weg zw uber (v; w)
=d(v)+1 d(w) (Voraussetzungalsod® (u)  d(u)



00 0000000000 0000

Beweis von Lemma 4.8

@ zu zeigen (d(v) d(w) 1)) (8u2V:d" (u)= d(u))
trivial 8u2V:d"(u) d(u)
Klar (d* (u) <d(u)) ) (v;w) liegt auf karzestem Weg
Beobachtungd(w) = d* (w)
BeobachtungLange lrzester Weg zw uber (v; w)
=dv)+1 d(w) (Voraussetzun%alsod*(u) d(u)

alsoKante (v; w) keine Ablarzung



00 0000000000 0000

Beweis von Lemma 4.8

@ zu zeigen (d(v) d(w) 1)) (8u2V:d" (u)= d(u))
trivial 8u2V:d"(u) d(u)
Klar (d* (u) <d(u)) ) (v;w) liegt auf karzestem Weg
Beobachtungd(w) = d* (w)
BeobachtungLange lrzester Weg zw uber (v; w)
=dv)+1 d(w) (Voraussetzun%alsod*(u) d(u)

alsoKante (v; w) keine Ablarzung
® zu zeigen 8u2 V mitd(u) d(w) 1:d (u)= d(u)
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Beweis von Lemma 4.8

@ zu zeigen (d(v) d(w) 1)) (8u2V:d" (u)= d(u))
trivial 8u2V:d"(u) d(u)
Klar (d* (u) <d(u)) ) (v;w) liegt auf karzestem Weg
Beobachtungd(w) = d* (w)
BeobachtungLange lrzester Weg zw uber (v; w)
=dv)+1 d(w) (Voraussetzungailsod*(u) d(u)

alsoKante (v; w) keine Ablarzung

® zu zeigen 8u2 V mitd(u) d(w) 1:d (u)= d(u)
Voraussetzung (v;w) existiert inG
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Beweis von Lemma 4.8

@ zu zeigen (d(v) d(w) 1)) (8u2V:d" (u)= d(u))
trivial 8u2V:d"(u) d(u)
Klar (d* (u) <d(u)) ) (v;w) liegt auf karzestem Weg
Beobachtungd(w) = d* (w)
BeobachtungLange lrzester Weg zw uber (v; w)
=dv)+1 d(w) (Voraussetzungailsod*(u) d(u)
alsoKante (v; w) keine Ablarzung

® zu zeigen 8u2 V mitd(u) d(w) 1:d (u)= d(u)
Voraussetzung (v;w) existiert inG
also dw) dv)+1
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Beweis von Lemma 4.8

@ zu zeigen (d(v) d(w) 1)) (8u2V:d" (u)= d(u))
trivial 8u2V:d"(u) d(u)
Klar (d* (u) <d(u)) ) (v;w) liegt auf karzestem Weg
Beobachtungd(w) = d* (w)
BeobachtungLange lrzester Weg zw uber (v; w)
=dv)+1 d(w) (Voraussetzun%lsod*(u) d(u)
alsoKante (v; w) keine Ablarzung

® zu zeigen 8u2 V mitd(u) d(w) 1:d (u)= d(u)
Voraussetzung (v;w) existiert inG
also d(w) d(v)+1 wir haben d(u) d(w) 1 d(v)
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Beweis von Lemma 4.8

@ zu zeigen (d(v) d(w) 1)) (8u2V:d" (u)= d(u))
trivial 8u2V:d"(u) d(u)
Klar (d* (u) <d(u)) ) (v;w) liegt auf karzestem Weg
Beobachtungd(w) = d* (w)
BeobachtungLange kirzester Weg zw uber (v; w)
=dv)+1 d(w) (Voraussetzungﬁalsod*(u) d(u)

alsoKante (v; w) keine Ablarzung

® zu zeigen 8u2 V mitd(u) d(w) 1:d (u)= d(u)
Voraussetzung (v;w) existiert inG
also d(w) d(v)+1 wir haben d(u) d(w) 1 pd(v)

also (v;w) auf kerzestem Weg zw nicht vorhanden
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Beweis von Lemma 4.8

@ zu zeigen (d(v) d(w) 1)) (8u2V:d" (u)= d(u))
trivial 8u2V:d"(u) d(u)
Klar (d* (u) <d(u)) ) (v;w) liegt auf karzestem Weg
Beobachtungd(w) = d* (w)
BeobachtungLange kirzester Weg zw uber (v; w)
=dv)+1 d(w) (Voraussetzungﬁalsod*(u) d(u)
alsoKante (v; w) keine Ablarzung

® zu zeigen 8u2 V mitd(u) d(w) 1:d (u)= d(u)
Voraussetzung (v;w) existiert inG
also d(w) d(v)+1 wir haben d(u) d(w) 1 D d(v)
also p(v;W) auf kerzestem Weg zw nicht vorhanden

® trivial

O
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Zeit O(n + ) fur einen FVYW
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Zwei Ideen zur Beschleunigung
ab jetzt NetzwerkG = (V;E;c) mit jVj= nundjEj= e

Beobachtung 1Ford-Fulkerson braucht
Zeit O(n + ) fur einen FVYW

Frage Kann man (in der Zeit) vielleicht
mehrere disjunkte FVW berechnen?
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Zwei ldeen zur Beschleunigung

ab jetzt NetzwerkG = (V;E;c) mit jVj= nundjEj= e

Beobachtung 1Ford-Fulkerson braucht
Zeit O(n + ) fur einen FVYW

Frage Kann man (in der Zeit) vielleicht
mehrere disjunkte FVW berechnen?
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Zwei ldeen zur Beschleunigung
ab jetzt NetzwerkG = (V;E;c) mit jVj= nundjEj= e

Beobachtung 1Ford-Fulkerson braucht
Zeit O(n + ) fur einen FVYW

Frage Kann man (in der Zeit) vielleicht
mehrere disjunkte FVW berechnen?

Beobachtung 2Kurzere FVYW
waren besser gewesen.
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Zwei ldeen zur Beschleunigung
ab jetzt NetzwerkG = (V;E;c) mit jVj= nundjEj= e

Beobachtung 1Ford-Fulkerson braucht
Zeit O(n + ) fur einen FVYW

Frage Kann man (in der Zeit) vielleicht
mehrere disjunkte FVW berechnen?

Beobachtung 2Kurzere FVYW
waren besser gewesen.
Frage Nutzt es etwas,nur
kurzeste FVYW
Zu benutzen?
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Niveaunetzwerke

fur kerzesteQ-S-Wege  BetrachteDistanz d(v) in Rest
klar d(v) d(S) ) v nicht auf karzestemQ-S-Weg
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Niveaunetzwerke

fur keirzesteQ-S-Wege  BetrachteDistanzd(v) in Rest
klar d(v) d(S) ) v nicht auf karzestemQ-S-Weg

De nition 4.9

Betrachte (G = (V; E); c) mit Fluss , Rest , Distanzend.
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Niveaunetzwerke
fur keirzesteQ-S-Wege  Betrachte in Rest
klar d(v) d(S) ) v nicht auf karzestemQ-S-Weg
De nition 4.9

Betrachte (G = (V; E); c) mit Fluss , Rest , Distanzend.
Fur 0( i <d (s) de niere i-tes Niveau
fv2Vjd(v)=ig furi<d(S),

fSg furi = d(S).

Vi=
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Niveaunetzwerke
fur keirzesteQ-S-Wege  Betrachte in Rest
klar d(v) d(S) ) v nicht auf karzestemQ-S-Weg
De nition 4.9

Betrachte (G = (V; E); c) mit Fluss , Rest , Distanzend.
Fur 0( i <d (s) de niere i-tes Niveau
fv2Vjd(v)=ig furi<d(S),

Vi= :
fSg furi = d(S).
des)
De niere NiveaunetzwerkN =(V ;E ;r ) durchV := Vi,
i=0
. &%)
Ei=f(viw)2V, 1 Vij(v;w)2Restg, E := Ei, und
i=1

r wie in Rest.

klar Niveaunetzwerk berechenbar in Zeit
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Niveaunetzwerke
fur keirzesteQ-S-Wege  Betrachte in Rest
klar d(v) d(S) ) v nicht auf karzestemQ-S-Weg
De nition 4.9

Betrachte (G = (V; E); c) mit Fluss , Rest , Distanzend.
Fur 0( i <d (s) de niere i-tes Niveau
fv2Vjd(v)=ig furi<d(S),

Vi= :
fSg furi = d(S).
des)
De niere NiveaunetzwerkN =(V ;E ;r ) durchV := Vi,
i=0
. &%)
Ei=f(viw)2V, 1 Vij(v;w)2Restg, E := Ei, und
i=1

r wie in Rest.

klar  Niveaunetzwerk berechenbar in Zé&X(n + €)

Ingo Wegener 17. April 2008 28
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Netzwerk mit Fluss

Restgraph
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