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Ubungen | Organisatorisches

Reguar montags 14{16 OH 16, 205
dienstags 10{12 OH 16, EO7
mittwochs 10{120H 16, 205
mittwochs 12{140H 14, 304

Freie Gruppenwahl.
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Wim oder Robin
Robin oder Wim
Alexander Munteanu
Alexander Munteanu

Es ware sclown, wenn die Mittwochstermine srker gemtzt werden.

Fragegruppen montags 16{18 OH 16, 212 Wim Martens
mittwochs 16{180OH 14, 305 Robin Nunkesser
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Was bisher geschah. ..

P
starke Zusammenhangskomponenten
Matchings

Begrie

Greedy-Algorithmus, 2-Approximation
M -Verbessernde Pfade

einfacher Algorithmus mit Laufzei©(n €) = O(n®) fur
bipartite Graphen

Wunsch schnellerer Algorithmus

dazu Struktureinsichten
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knotendisjunkteM -verbessernde Pfade.
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Ideen zur Verbesserung
bekannt eine Graph-Traversierung geht in Zeii(e)
bisher eine Graph-Traversierungif Matchingverbesserungm 1
Wunsch Matchingverbesserungerin gre eren Springen\
Wie geht das?

klar  gleichzeitige, Addition\
von k knotendisjunkienM -verbessernder Pfaden
ist meglich und verbessertim k

Idee Finde in einer Graph-Traversierungeglichst viele
knotendisjunkteM -verbessernde Pfade.

intuitiv klar ~ kurze M -verbessernde Pfade eheurtgtig



®ber lkurzesteM -verbessernde Pfade
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Uber lurzesteM -verbessernde Pfade

Lemma 3.10

SeiG = (V;E) beliebiger GraphM  E Matching aufG,
P ein karzesterM -verbessernder Pfad®® ein

(M P)-verbessernder Pfad.

iPg j Pj+jP\ P9
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Uber lurzesteM -verbessernde Pfade

Lemma 3.10

SeiG = (V;E) beliebiger GraphM  E Matching aufG,
P ein karzesterM -verbessernder Pfad®® ein

(M P)-verbessernder Pfad.

iPg j Pj+jP\ P9

Beweis.
Betrachte N :=(M P) PO
Klar jNj= jMj+2
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Uber lurzesteM -verbessernde Pfade

Lemma 3.10

SeiG = (V;E) beliebiger GraphM  E Matching aufG,
P ein karzesterM -verbessernder Pfad®® ein

(M P)-verbessernder Pfad.

iPg j Pj+jP\ P9

Beweis.

Betrachte N :=(M P) PO
klar jNj=jMj+2
Beobachte M N =
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Uber lurzesteM -verbessernde Pfade

Lemma 3.10

SeiG = (V;E) beliebiger GraphM  E Matching aufG,
P ein karzesterM -verbessernder Pfad®® ein

(M P)-verbessernder Pfad.

iPg j Pj+jP\ P9

Beweis.

Betrachte N :=(M P) PO

klar jNj=jMj+2

Beobachte M N=M (M P) PO°=
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Uber lurzesteM -verbessernde Pfade

Lemma 3.10

SeiG = (V;E) beliebiger GraphM  E Matching aufG,
P ein karzesterM -verbessernder Pfad®® ein

(M P)-verbessernder Pfad.

iPg j Pj+jP\ P9

Beweis.

Betrachte N :=(M P) PO

klar jNj=jMj+2

Beobachte M N=M (M P) PO=p PO
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Uber lurzesteM -verbessernde Pfade

Lemma 3.10

SeiG = (V;E) beliebiger GraphM  E Matching aufG,
P ein karzesterM -verbessernder Pfad®® ein

(M P)-verbessernder Pfad.

iPg j Pj+jP\ P9

Beweis.

Betrachte N :=(M P) PO

klar jNj=jMj+2

Beobachte M N=M (M P) PO=p PO

Wir haben M N enthalt zwei knotendisjunkte
M -verbessernde Pfade;; P,

also jM Nj=jP PG j P+ Py

Ingo Wegener 10. April 2008 5
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Beweis von Lemma 3.10

Wir haben Matching M,
P ein kerzesterM -verbessernder Pfad
P%ein(M P)-verbessernder Pfad
N=(M P) PO
M N =P P%enthalt zwei knotendisjunkte
M -verbessernde PfaBq; P,
jM Nj=jP P9 j Pij+ Py
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Beweis von Lemma 3.10

Wir haben Matching M,
P ein kerzesterM -verbessernder Pfad
POein(M P)-verbessernder Pfad
N=(M P) PO
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M -verbessernde PfaRy; P,
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Beweis von Lemma 3.10

Wir haben Matching M,
P ein kerzesterM -verbessernder Pfad
POein(M P)-verbessernder Pfad
N=(M P) PO
M N =P P%enthalt zwei knotendisjunkte
M -verbessernde PfaRy; P,
jM Nj=jP P9 j Pij+ Py

klar jPj j PijundjPj j Pyj

also jP PY 2jPj

Beobachtung jP PY=jPj+jPY j P\ P§

zusammen jPj+jPY j P\ PG 2jPj

also jPY j Pj+jP\ PY O
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Eine Folge von Matchings

Lemma 3.11
SeiG = (V; E) ungerichteter GraphMg := ;, furi 2 Ng sei
Mi+1 := M; Pj, dabeiP; ein karzesterM-verbessernder Pfad.
Fur allei;j 2 Np gilt:
® jPij | Piaj
® jPij=jPjjundi 6 j ) P;undP; sind knotendisjunkt
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Lemma 3.11
SeiG = (V; E) ungerichteter GraphMg := ;, furi 2 Ng sei
Mi+1 := M; Pj, dabeiP; ein karzesterM-verbessernder Pfad.
Fur allei;j 2 Np gilt:
® jPij | Piaj
® jPij=jPjjundi 6 j ) P;undP; sind knotendisjunkt

Beweis.

P
@ Beobachtung folgt direkt aus Lemma 3.10

® durch Widerspruch
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Eine Folge von Matchings

Lemma 3.11
SeiG = (V; E) ungerichteter GraphMg := ;, furi 2 Ng sei
Mi+1 := M; Pj, dabeiP; ein karzesterM-verbessernder Pfad.
Fur allei;j 2 Np gilt:
@ jPij | Pi:1]
® jPij=jPjjundi 6 j ) P;undP; sind knotendisjunkt

Beweis.

@ Beobachtung folgt direkt aus Lemma 3.10
® durch Widerspruch

Annahme jPijj = jPjj miti 6 |
und P; und P; nicht knotendisjunkt

Ingo Wegener 10. April 2008 7
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Annahme jPjj = jP;j miti 6 j
und P; und P; nicht knotendisjunkt



Beweis von Lemma 3.11
Annahme jPjj = jP;j miti 6 j
und P; und P; nicht knotendisjunkt

Betrachte Pn miti h | (alsojPnj = jPij = jPjj)
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Beweis von Lemma 3.11
Annahme jPijj = [Pjj miti 6 |
und P; und P; nicht knotendisjunkt
Betrachte P, miti h j (alsojPnhj = jPij = |Pj])

Weahle Py undPy miti k<I j so, dass
Px und P; nicht knotendiskunkt
und alleP, mit k <m <1 knotendisjunkt zuPy und P,
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Beweis von Lemma 3.11
Annahme |Pjj = jPjj miti 6 ]
und P; und P; nicht knotendisjunkt
Betrachte P, miti h j (alsojPnhj = jPij = |Pj])

Weahle Py undPy miti k<I j so, dass
Px und P; nicht knotendiskunkt
und alleP, mit k <m <1 knotendisjunkt zuPy und P,

Geht dasuberhaupt?
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Beweis von Lemma 3.11
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Beweis von Lemma 3.11
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Beobachtung zuv inzidente Kante audM, Py
in Py und P, (sonstP; nicht (M  Py)-verbessernd)



Formales Matchings in bipartiten Graphen Matchings in allgemeinen Graphen
o 00000e 00000000000
0000000000 [e]

Beweis von Lemma 3.11

Annahme jPijj = [Pjj miti 6 |

und P; und P;j nicht knotendisjunkt
Betrachte P, miti h j (alsojPnhj = jPij = |Pj])
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Beweis von Lemma 3.11
Annahme jPijj = [Pjj miti 6 |
und P; und P; nicht knotendisjunkt
Betrachte P, miti h j (alsojPnhj = jPij = |Pj])
Weahle Py undPy miti k<I j so, dass

Px und P; nicht knotendiskunkt
und alleP, mit k <m <1 knotendisjunkt zuPy und P,

Geht daseberhaupt?

klar im Zweifelk = | 1 und Forderungeber P, leer
Wir haben (Mg Py)-verbessernden Pfag,

weil nicht knotendisjunkt 9v in Py und P,

Beobachtung zuv inzidente Kante audM, Py
in Py und P, (sonstP; nicht (M  Py)-verbessernd)
also jPy\ Pj 1

also jP;j j Pxj+ jPk\ Pij > jPxj (Lemma 3.10)Widerspruch [0 ¢
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Der Algorithmus von Hopcroft und Karp (1971)

Folgerungaus Lemma 3.11 mehreraukzesteM -verbessernde Pfade
gut parallel,,addierban
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Der Algorithmus von Hopcroft und Karp (1971)

Folgerungaus Lemma 3.11 mehreraukzesteM -verbessernde Pfade
gut parallel,,addierban

Algorithmus 3.12 (Hopcroft und Karp)

1. M = ;

2. Berechne eine maximale Mengarkester knotendisjunkter
M -verbessernder Pfadeq; Po;:::; Pk

3.Ifk 1
ThenM =M P; P> Px. Weiter bei 2.

Else Ausgabé .
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Der Algorithmus von Hopcroft und Karp (1971)

Folgerungaus Lemma 3.11 mehreraukzesteM -verbessernde Pfade
gut parallel,,addierban

Algorithmus 3.12 (Hopcroft und Karp)

1. M = ;

2. Berechne eine maximale Mengarkester knotendisjunkter
M -verbessernder Pfadeq; Po;:::; Pk

3.Ifk 1
ThenM =M P; P> Px. Weiter bei 2.

Else Ausgabé .

Theorem 3.13

Algorithmus 3.12 berechnetf einen bipartiten Graphen
G=(U[ W,E) mitd'U [ Wj= nundjEj = eein maximales
Matching in ZeitO(' n € = O n>?2 . .
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Auf dem Weg zum Beweis von Theorer?) 3.13
Korrektheit nach Vomberlegungen o ensichtlich

Wir werden zeigen
@ Jede Runde ist in ZeiO(e) durchfuhrbar.
® Es gith(p n) Runden.
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@ Jede Runde ist in ZeiO(e) durchfuhrbar.
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Wir wissen Lange lurzesterM -verbessernder Pfade
wechstin jeder Runde
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Auf dem Weg zum Beweis von Theorerrlg) 3.13

Korrektheit nach Vomberlegungen o ensichtlich

Wir werden zeigen
@ Jede Runde ist in ZeiO(e) durchfuhrbar.
® Es gith(pﬁ) Runden.

dazu hilfreich obere Schrankesfr
Lange lurzesterM -verbessernder Pfade

Warum?

Wir wissen Lange lurzesterM -verbessernder Pfade
wechstin jeder Runde

also kurzeste Pfade nicht lang nicht viele Phasen
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Betrachte Matching M und maximales MatchingV ot
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Lange karzesterM -verbessernder Pfade

Betrachte Matching M und maximales MatchingM opt
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Betrachte M Mgpt Zusammenhangskomponenten
davon seierC; = (V;;Ej) (i 2f1;2;:::9)
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Lange karzesterM -verbessernder Pfade

Betrachte Matching M und maximales MatchingM opt
(JMJ < jMoptj)

Betrachte M Mgpt Zusammenhangskomponenten
davon seierC; = (Vi;Ej) (i 211;2;:::9)

Erinnerung alle C; jeweils Kreise geraderelnge
oder einfache Pfade
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Lange karzesterM -verbessernder Pfade

Betrachte Matching M und maximales MatchingM opt
(JMJ < jMoptj)

Betrachte M Mgpt Zusammenhangskomponenten
davon seierC; = (Vi;Ej) (i 211;2;:::9)

Erinnerung alle C; jeweils Kreise geraderelnge
oder einfache Pfade

Beobachtung 8i: (Cj):= JEi\ Moyj j Ei\ Mj2f 1,0;1g
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Lange karzesterM -verbessernder Pfade

Betrachte Matching M und maximales MatchingM opt
(JMJ < jMoptj)

Betrachte M Mgpt Zusammenhangskomponenten
davon seierC; = (Vi;Ej) (i 211;2;:::9)

Erinnerung alle C; jeweils Kreise geraderelnge
oder einfache Pfade

Beobachtung 8i: (Cj):= JEi\ Mopj | Ei\ Mj2f 1,0;1g
klar C; M -verbessernd (Cj)=1
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Lange larzesterM -verbessernder Pfade

Betrachte Matching M und maximales MatchingM opt
(JMJ < jMoptj)
Betrachte M Mgpt Zusammenhangskomponenten

davon seierC; = (Vi;Ej) (i 211;2;:::9)

Erinnerung alle C; jeweils Kreise geraderelnge
oder einfache Pfade

Beobachtung 8i: (Cj):= JEi\ Mopj | Ei\ Mj2f 1,0;1g
klar C; M-ver[pessernd (CH=1
Beobachtung (Ci)= Mopt] | M]j
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Lange larzesterM -verbessernder Pfade

Betrachte Matching M und maximales MatchingM opt
(JMJ < jMoptj)
Betrachte M Mgpt Zusammenhangskomponenten

davon seierC; = (Vi;Ej) (i 211;2;:::9)

Erinnerung alle C; jeweils Kreise geraderelnge
oder einfache Pfade

Beobachtung 8i: (Cj):= JEi\ Mopj | Ei\ Mj2f 1,0;1g
klar C; M-ver[pessernd (CH=1
Beobachtung = (Ci) = jMopij | Mj

|
also  j Mgptj j Mj knotendisjunkteM -verbessernde Pfade



M -verbessernde Pfade: Anzahl urehge
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M -verbessernde Pfade: Anzahl urehge
haben ] Moptj j M| kontendisjunkteM -verbessernde Pfade
darin j Mj M -Kanten
Schubfachprinzip 9 M -vFrbessernQer Pfad

iMj _
mit Mopd] M] M -Kanten
klar M -Kanten unﬁlMopt-Kanﬁan alternieren
Mj
also Pfadlenge 2 Waod] V] +1

Beobachtung kerzesteM -verbessernde Pfadelrz,
wennjMoptj j Mj gro

Idee Ausnutzen zur Fallunterscheidung
1. FalljMoptj ] Mj gro nur kurze Pfade
2. FalliMoptj J M] Kklein
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M -verbessernde Pfade: Anzahl urehge
haben ] Moptj j M| kontendisjunkteM -verbessernde Pfade
darin j Mj M -Kanten
Schubfachprinzip 9 M -vFrbessernQer Pfad

iMj _
mit Mopd] M] M -Kanten
klar M -Kanten unﬁlMopt-Kanﬁan alternieren
Mj
also Pfadlenge 2 Waod] V] +1

Beobachtung kerzesteM -verbessernde Pfadelrz,
wennjMoptj j Mj gro

Idee Ausnutzen zur Fallunterscheidung
1. FalljMoptj ] Mj gro nur kurze Pfade
2. FalljMoptj j Mj Klein  nur wenige Runden
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Anzahl der Runden des Hopcroft-Karp-Algorithmus

De niere  zweiPhasen p
Phase 1 0 j Mj p jMoptj jMOptj
Phase 2 jMopt] Moptj] < JMj < jMopt]

Aber wir kennenM qnj doch gar nicht!

Klar  jMoptj existiert, alsowohlde niert
dient nur der Analyse, Algorithmus bleibt unwardert

zunmachst Phase 2
Klar  Moptj n=2 D
also Moptj = O(" n)

also in Phase 2 nU|O(p n) Runden
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Lange karzesterM -verbessernder Pfade in Phase 1

Erinnerung Pfaqilange lurzgsterM -verbessernder Pfade

iMj
o] W7 T1
. . $ . . pf %
M : !M(’p_” _JMé’p_” _ +1
Moptj | Mj JM opt] JMopt] JM opt]
$- . pf %
2 JMoptlp.M JMoth +1
$ | -J optl%
= 2 M 1 +1
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Lange larzesterM -verbessernder Pfade in Phase 1

Erinnerung Pfaqilange lurzgsterM -verbessernder Pfade

iMj
o] W7 T1
. . $ . . pf %
M : !M(’p_” _JMé’p_” _ +1
Moptj | Mj JM opt] JMopt] JM opt]
$- . pf %
2 JMoptlp.M JMoth +1
$ | -J optl%
= 2 M 1 +1
M opt
2 Moptj+1



Anzahl der Runden

Wir haben O P Moptj = O(p n) Runden in Phase 2
Pfadledmge lurzesterM -verbessernder Pfade
=0  jMgpj = O( n)inPhasel
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Anzahl der Runden

Wirhaben O | jMopg = O(P ) Runden in Phase 2
Pfadled'uge lurzesterM -verbessernder Pfade
=0  jMgpj = O( n)inPhasel

Erinnerung Pfadleange lurzesterM -verbessernder Pfade
wachst um 1 in jeder Runde

also O P Moptj = O(p n) Runden in Phase 1

also insgesamtO P Moptj = O(p n) Runden

wollen zeigen Zeit O(pﬁ €) insgesamt

jetzt germgt zu zeigen Zeit O(e) je Runde
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Gm =(U[ W;Ewm) gerichteterGraph mit
(uyw) 2 Ep furfuywg2 EnM,u2U, w2 W
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e.d
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Formales Matchings in bipartiten Graphen Matchings in allgemeinen Graphen

[e] 000000 00000000000
0000000800 [e]

Vorbereitung e ziente Durchihrung einer Runde
Erinnerung G bipartit
Erinnerung Algorithmus 3.8  richten bipartiter Graphen
Gm =(U[ W;Ewm) gerichteterGraph mit
(uyw) 2 Ep furfuywg2 EnM,u2U, w2 W
(w;u) 2 Epg furfuywg2 E\ M,u2U, w2 W
e.Jd

W
- o

zuatzlich einkigen Knotenq, s
alle Kanten(q;u) mit u 2 U frei

alle Knoten(w;s) mit w 2 W frei .
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E ziente Implementierung einer Runde

1. Berechne gerichteten Graphen mit Zusatzknotgns
und Zusatzkanterf (q;u) j u 2 U freig, f(w;s) jw 2 W freig.
2. In einer Breitensuche, streiche alle Kanten, die nicht
auf kerzesteng-s-Wegen liegen.
In einer Breitensuche, nde und streiche allarkesteng-s-Wege.
4. Verwende gefundengs-Wege alsM -verbessernde Pfade.

w

klar jeder Schritt in ZeitO(n + €) = O(e) durchfuhrbar

also insgesamt ZeitO ijoptj e = O(pﬁ €)= O n°?
[l
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Matchings in allgemeinen Graphen
wir haben maximale Matchings in bipartiten Graphen

in Zeit O n®%2

klar  wollen maximale Matchings in allgemeinen Graphen
Geht das nicht genau so?

klar  Algorithmus von Hopcroft und Karp nicht direkiibertragbar
weil keine Mengetd [ W = V identi zierbar

Ist ein einfacher Matching-Algorithmus direktbertragbar?

1. M :=;

2. FindeM -verbessernden PfaB.

3. If P gefunden, TherM := M P; Weiter bei 2.
4. AusgabeM
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Vom Umgang mit, Bluten\

Beobachtung Kreise ungeraderdnge lonnen ein Problem sein

Anmerkung Kreise ungerader énge
gibt es in bipartiten Graphen nicht

Kennen wir gefundene Kreise nicht einfach ignorieren?
Erinnerung Graphen lbnnen exponentiell viele Kreise haben

also total naives Vorgehen geht nicht
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.Recycling\

Erinnerung Algorithmus von Hopcroft und Karp (Algorithmus 3.12)
lost das Problem in ZeiD n%2 fur bipartite Graphen

Was lennen wir beibehalten? { Was assen wirandern?
Was ist mit

Theorem 3.7:M maximal$ 6 9 M -verbﬁssernder Pfad
Beobachtung gilt in beliebigen Graphen

Was ist mit
Lemma 3.10/3.11: krzesteM -verbessernde Pfade wachsen,
kurzesteM -verbessernde Pfade gleichesirige sind disjunki
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Einsicht Grundgeust funktioniert

1. M = ;
2. Berechne eine maximale Mengarkester knotendisjunkter

3. Ifk 1
ThenM =M Py P> Px. Weiter bei 2.
Else Ausgabév .

Was ist mit der Anzahl der Runden?

Einsicht Bevrgeis funktionieﬁt unvemdert
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M -verbessernde Pfade undeiBken

klar M -verbessernde Pfade starten und enden an freien Knoten,
haben immer ungeradesinge

also jede Kante aufM -verbesserndem Pfad ist Bcke
Umgekehrt auch?
Beobachtung in Graphen ohne Biten schon
Beobachtung dann sogar Gewiclits;tg) = jPj
Plan fur eine Phase

Finde Bricken mit minimalem Gewicht.

Baue entweder ziM -verbesserndem Pfad aus oder behandle
Blute.
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oder Bhte behandeln.
Wenn Pfadausbau in Tiefe erfolgreich, wird Tiefd + 1 nicht
mehr betrachtet.
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Die Suche nach Bicken

etwas genauer

Suchegleichzeitigmit Breitensuche startend von allen freien
Knoten aus.

gleichzeitig Finde alle Knoten der Tiefé, bevor ein Knoten
der Tiefei + 1 gefunden wird.

Sobald Beicke in Tiefei gefunden wird, zum Pfad ausbauen
oder Bhite behandeln.

Wenn Pfadausbau in Tiefe erfolgreich, wird Tiefd + 1 nicht
mehr betrachtet.

Fer e ziente Suche beschrittene Wege (Voemger- und
Nachfolgerbeziehungen) an den Knoten speichern.
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Von der Beicke zum Pfad

etwas genauer

Suche von den beiden Knoten derei8ke aus mit Tiefensuche
nach freien Knoten.

Tiefensuche im tieferen Knoten je einen Schritt vorantreib

Benutzte Knoten markieren, wenn Pfad gefunden, Pfadknoten
markieren, markierte Knoten vermeiden. disjunkte
M -verbessernde Pfade

Beschrittenen Weg an den Knoten speichern.

Falls beide Tiefensuchen sich tre en, Alternative gleicligefe
suchen. Wenn keine Alternative vorhandenpi® gefunden.
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Uber Bhten

Erinnerung ausgehend von einer Bekef s;tg

De nition  Blute
59 w2 V:wwuber Vorgnger vons undt erreichbar
und kein anderer so erreichbarer Knoten hat gleiche Tie

Betrachte fur eine Brckefs;tg alle solche Knoterw

De nition  Unter diesen Knoterw ist
der Knotenb mit max. Tiefe Basisder Bute B.
B enthalt von Knoten, die noch zu keiner Ble getoren,
s, t und wber Vorganger vons undt erreichbare Knoten,
aber nichtb selbst.

Blutenbehandlung  Ste t DFS auf eine Bhite,
wird direkt bei ihrer Basis fortgesetzt.
Bei Pfadkonstruktion wiedef,entfalten\.



	Formales
	Übungen

	Matchings in bipartiten Graphen
	Wiederholung und Struktur
	Algorithmus von Hopcroft und Karp


