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Formales Matchings in bipartiten Graphen Matchings in allgemeinen Graphen

•Ubungen | Organisatorisches

Regul•ar montags 14{16 OH 16, 205 Wim oder Robin
dienstags 10{12 OH 16, E07 Robin oder Wim
mittwochs 10{12OH 16, 205 Alexander Munteanu
mittwochs 12{14OH 14, 304 Alexander Munteanu

Freie Gruppenwahl.
Es w•are sch•on, wenn die Mittwochstermine st•arker gen•utzt w•urden.

Fragegruppen montags 16{18 OH 16, 212 Wim Martens
mittwochs 16{18OH 14, 305 Robin Nunkesser
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Algorithmus 3.12 (Hopcroft und Karp)

1. M := ;
2. Berechne eine maximale Menge k•urzester knotendisjunkter

M -verbessernder PfadeP1; P2; : : : ; Pk .
3. If k � 1

Then M := M � P1 � P2 � � � � � Pk . Weiter bei 2.
Else AusgabeM .
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Der Algorithmus von Hopcroft und Karp (1971)

Folgerungaus Lemma 3.11 mehrere k•urzesteM -verbessernde Pfade
gut parallel

"
addierbar\

Algorithmus 3.12 (Hopcroft und Karp)

1. M := ;
2. Berechne eine maximale Menge k•urzester knotendisjunkter

M -verbessernder PfadeP1; P2; : : : ; Pk .
3. If k � 1

Then M := M � P1 � P2 � � � � � Pk . Weiter bei 2.
Else AusgabeM .

Theorem 3.13
Algorithmus 3.12 berechnet f•ur einen bipartiten Graphen
G = ( U �[ W; E) mit jU �[ W j = n und jE j = e ein maximales
Matching in Zeit O (

p
n � e) = O

�
n5=2

�
. 9
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Auf dem Weg zum Beweis von Theorem 3.13
Korrektheit nach Vor•uberlegungen o�ensichtlich

p
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Auf dem Weg zum Beweis von Theorem 3.13
Korrektheit nach Vor•uberlegungen o�ensichtlich

p
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4. Verwende gefundeneq-s-Wege alsM -verbessernde Pfade.

klar jeder Schritt in ZeitO(n + e) = O(e) durchf•uhrbar

also insgesamt ZeitO
� p

jM opt j � e
�

= O (
p

n � e) = O
�
n5=2

�
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Matchings in allgemeinen Graphen

wir haben maximale Matchings in bipartiten Graphen
in Zeit O

�
n5=2

�

klar wollen maximale Matchings in allgemeinen Graphen

Geht das nicht genau so?

klar Algorithmus von Hopcroft und Karp nicht direkt•ubertragbar
weil keine MengenU �[ W = V identi�zierbar

Ist ein einfacher Matching-Algorithmus direkt•ubertragbar?

1. M := ;
2. FindeM -verbessernden PfadP.
3. If P gefunden, ThenM := M � P; Weiter bei 2.
4. AusgabeM
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Beobachtung Kreise ungerader L•ange k•onnen ein Problem sein

Anmerkung Kreise ungerader L•ange
gibt es in bipartiten Graphen nicht

K•onnen wir gefundene Kreise nicht einfach ignorieren?

Erinnerung Graphen k•onnen exponentiell viele Kreise haben

also total naives Vorgehen geht nicht
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Aber vielleicht funktionieren Teile?
Einsicht Grundger•ust funktioniert

p

1. M := ;
2. Berechne eine maximale Menge k•urzester knotendisjunkter

M -verbessernder PfadeP1; P2; : : : ; Pk .
3. If k � 1

Then M := M � P1 � P2 � � � � � Pk . Weiter bei 2.
Else AusgabeM .
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3. If k � 1
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Was ist mit der Anzahl der Runden?

Einsicht Beweis funktioniert unver•andert
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Formales Matchings in bipartiten Graphen Matchings in allgemeinen Graphen

M -verbessernde Pfade und Br•ucken

klar M -verbessernde Pfade starten und enden an freien Knoten,
haben immer ungerade L•ange
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� Finde Br•ucken mit minimalem Gewicht.
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M -verbessernde Pfade und Br•ucken

klar M -verbessernde Pfade starten und enden an freien Knoten,
haben immer ungerade L•ange

also jede Kante aufM -verbesserndem Pfad ist Br•ucke

Umgekehrt auch?

Beobachtung in Graphen ohne Bl•uten schon

Beobachtung dann sogar Gewicht(f s; tg) = jP j

Plan f•ur eine Phase

� Finde Br•ucken mit minimalem Gewicht.

� Baue entweder zuM -verbesserndem Pfad aus oder behandle
Bl•ute.
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Die Suche nach Br•ucken

etwas genauer

� Suchegleichzeitigmit Breitensuche startend von allen freien
Knoten aus.

� gleichzeitig Finde alle Knoten der Tiefei , bevor ein Knoten
der Tiefei + 1 gefunden wird.

� Sobald Br•ucke in Tiefei gefunden wird, zum Pfad ausbauen
oder Bl•ute behandeln.

� Wenn Pfadausbau in Tiefei erfolgreich, wird Tiefei + 1 nicht
mehr betrachtet.

� F•ur e�ziente Suche beschrittene Wege (Vorg•anger- und
Nachfolgerbeziehungen) an den Knoten speichern.
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Von der Br•ucke zum Pfad

etwas genauer

� Suche von den beiden Knoten der Br•ucke aus mit Tiefensuche
nach freien Knoten.

� Tiefensuche im tieferen Knoten je einen Schritt vorantreiben.

� Benutzte Knoten markieren, wenn Pfad gefunden, Pfadknoten
markieren, markierte Knoten vermeiden. disjunkte
M -verbessernde Pfade

� Beschrittenen Weg an den Knoten speichern.

� Falls beide Tiefensuchen sich tre�en, Alternative gleicher Tiefe
suchen. Wenn keine Alternative vorhanden, Bl•ute gefunden.
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Formales Matchings in bipartiten Graphen Matchings in allgemeinen Graphen

•Uber Bl•uten
Erinnerung ausgehend von einer Br•uckef s; tg

De�nition Bl•ute
:, 9 w 2 V : w •uber Vorg•anger vons und t erreichbar

und kein anderer so erreichbarer Knoten hat gleiche Tiefe
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•Uber Bl•uten
Erinnerung ausgehend von einer Br•uckef s; tg

De�nition Bl•ute
:, 9 w 2 V : w •uber Vorg•anger vons und t erreichbar

und kein anderer so erreichbarer Knoten hat gleiche Tiefe

Betrachte f•ur eine Br•uckef s; tg alle solche Knotenw

De�nition Unter diesen Knotenw ist
der Knotenb mit max. TiefeBasisder Bl•ute B .
B enth•alt von Knoten, die noch zu keiner Bl•ute geh•oren,
s, t und •uber Vorg•anger vons und t erreichbare Knoten,
aber nichtb selbst.

Bl•utenbehandlung � St•o�t DFS auf eine Bl•ute,
wird direkt bei ihrer Basis fortgesetzt.

� Bei Pfadkonstruktion wieder
"
entfalten\.
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