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Bsp. flur ein praktisches Problem

Transport von Paketen (TP)

Gegeben:

 LKWSs (Max.gewicht, Kosten, Grol3e),

o Pakete (Grofie, Gewicht, Standort,
Zielort, Deadline).

Aufgabe:

Entwirf einen billigsten Transportplan.

Beob.: Beschreibung von TP aufwandig.




Bsp. fur ein Problem der theor. Inf.

Partition
Eingabe: Naturliche Zahlen ,...,

Frage:Gibtes {1,..., }mit) a; =) a;?
il i1

Mit anderen Worten: Kann man die Zahlen in
zwei gleichgrol3e Teile aufteilen?

Beob.: Lasst sich auf einfache Weise
vollstandig beschreiben.

Was ist der Zusammenhang?

1. Beobachtung:

Wenn wir TP effizient [6sen konnen, dann
auch Partition.

Idee: Entwurf eines Algorithmus ftr Partition,
der den angenommenen Algorithmus fur TP
als Unterprogramm aufruft.

Algorithmus flr Partition

Eingabe: ,...,
Sei B = Z:L:]_ Qa;.
Konstruiere eine Eingabe fir TP:

e 2 LKWs mit max. Zuladung / ,

* Pakete mit Gewichten ,,..., undso
geringer Grol3e, dass alle in einen LKW
passen, alle mit gleichem Start- und Zielort.

Teste mit Algo fur TP, ob zwei LKWSs reichen.

Zshg. zw. TP und Partition

Spatere Beobachtungen:

Partition ist ein NP-vollstdndiges Problem und
NP-vollstandige Probleme haben vermutlich
keine effizienten Algorithmen.

1. Beobachtung lautete:
eff. Algo fur TP eff. Algo flr Partition.

Folgerung: Fur TP gibt es vermutlich keinen
effizienten Algorithmus.




Zusammenfassung

 Partition ist ein praktisch irrelevantes
Problem.

» Aber: mit dem Umweg lber Partition haben
wir ein Ergebnis fur TP erhalten.

» Solche Umwege sind typisch flr die

theoretische Informatik und diese Vorlesung.

 In der Vorlesung stets uberlegen, welche
Umwege wir machen und warum.

Warum die Umwege?

e Partition ist einfach zu verstehen.

 Partition ist Ausgangspunkt fir die
Untersuchung vieler weiterer Probleme.

» Der konstruierte Algo fur Partition gibt eine
Idee, warum TP schwierig ist, und damit
Hinweise auf Auswege .

» Die Aussage ,Partition ist NP-vollstandig“ ist
eine im mathematischen Sinne beweisbare
Aussage.
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Was gehdrt zur theor. Informatik?

Grobe Klassifikation in zwei Unterbereiche:

A: Effiziente Algorithmen und
Komplexitatstheorie (Lehrstuhl 2)

B: Formale Methoden, Logik, Semantik
(Lehrstihle 1, 5 und 6), dazu gehdren u.A.

» Spezifikation der Syntax und Semantik von
Programmiersprachen

» Logische Systeme
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Uberblick tiber die Vorlesung

1. Einfdhrung in die Komplexitatstheorie
Entscheidbarkeitstheorie

Endliche Automaten

Grammatiken und Syntaxanalyse

B w N
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Komplexitatstheorie

Zentrale Frage: Welche Ressourcen sind zum
Losen eines Problems notig?

Hier: nur die Ressource Rechenzeit.

» Rechenzeit unabhangig vom Rechnermodell
untersuchen

* Randomisierung
* Theorie der NP-vollstdndigen Probleme
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Entscheidbarkeitstheorie

Manche Probleme sind nicht mit Hilfe von
Computern losbar, z.B.

Aquivalenz von Programmen:

Gegeben: Programme ,und ..

Frage: Berechnen ,und ,dieselbe
Funktion?
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Endliche Automaten

... Sind Rechner mit Speicher konstanter
Grole.

... sind ein Rechnermodell fiir die so
genannten regularen Sprachen.

Anwendungen:

» Hardware-Entwurf
e Syntaxanalyse
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Grammatiken und Syntaxanalyse

Ziel: Beschreibungsform flr
Programmiersprachen,

« die die Ublichen Programmkonstrukte
beschreiben kann,

e aus der sich Parser konstruieren lassen.
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Neue Schwierigkeiten bei GTI

» Das Ziel von ,Umwegen* ist nicht immer Klar.

» Es sollen mathematische Aussagen uber die
betrachteten Probleme gemacht werden.

» Besonders wichtig ist der Zusammenhang
zwischen informellen und mathematischen
Beschreibungen von Sachverhalten.

» Der Abschluss ist eine miundliche Prifung,
keine Klausur.
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Beispiel aus DAP 2: Quicksort

Formel fur die durchschnittliche Anzahl von
Vergleichen:

Vaeln) =n— 1+ 5 3" (Vaeli — 1) + Vaeln — )

ST ]

Divide-Phase Rechenzeiten der
rekursiven Aufrufe

Wkeit fiir die Positionen
des Vergleichselements
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Gebrauchsanleitung f.d. Vorlesung

Lecturing is the process, where the notes of

the teacher become the notes of the students

without passing through the mind of either.
(Mortimer Jerome Adler)

SO BITTE NICHT !l
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Gebrauchsanleitung f.d. Vorlesung

Folieninhalte

 stehen nach der Vorlesung im WWW
Mitschreiben der Folien nicht unbed. notig

« sind nur bedingt zum Nacharbeiten geeignet

Wichtiger: Notizen zu

» Was ist wichtig, was ist unwichtig?

« Zusammenhangen zwischen verschiedenen
Themenbereichen

» Erklarungen zu Notation und Fachbegriffen
» Beispielen
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Nachbereiten der Vorlesung

» Vorgestellte Konzepte noch einmal
durchdenken und ggf. an neuen Beispielen
ausprobieren (s.a. Ubungsaufgaben).

» Zusammenhange zu bekannten Konzepten
finden.
* Verwendete Formeln erklaren.

« Uberlegen, welche Umwege gemacht
wurden und warum.

» Sachverhalte und Begriffe, die man nicht
verstanden hat, nachschlagen.
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Vorbereiten der Vorlesung

» Geplanter Inhalt der jeweils nachsten
Vorlesung wird im WWW bekannt gegeben

Vorbereitung/Wiederholung von wichtigen
Definition hilfreich
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Lernziel bei den Ubungen

» Aktives Arbeiten mit dem Vorlesungsstoff,
also selber Algorithmen o.A. entwerfen und
analysieren.

» Zusammenhange selbst erkennen.

* Routine im Umgang mit den Begriffen und
Formalismen der Vorlesung bekommen.

» Sprechen (ber den Stoff tGiben (auch im
Hinblick auf die mundliche Prifung).
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Gebrauchsanleitung f.d. Ubungen

Minimalprogramm zur sinnvollen Teilnahme
« Aufgaben vor der Ubungsgruppe lesen.

« Vor der Ubung tiberlegen, was zur Losung
Zu tun ist.

» Bendtigte Definitionen nachschlagen.

« In der Ubung mitdenken und mitarbeiten.
Besser:

» Aufgaben vorher I6sen u. korrigieren lassen.
» Aufgaben vorrechnen.

24




B
T

« Besuch der Ubungen, ohne vorher tiber die
Aufgaben nachgedacht zu haben.

« Besuch der Ubungen zum Mitschreiben der
So genannten Musterlésungen.

Zeitverschwendung

Denn: Ziel der Ubung ist nicht das Pauken
von Prufungsfragen, sondern das Uben des
Stoffs.
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Wozu weiltere Literatur?

* Vorlesung richtet sich dem Konzept von
Ingo Wegener.
Kein Skript, da es nicht sinnvoll und nicht
erlaubt ist, Blicher abzuschreiben.

Die Blcher enthalten weitere Informationen.

Die Buicher sind fehlerfreier als die
Vorlesungsfolien oder ein Skript.

Blicher von anderen Autoren haben andere
Sichtweisen.

Bucher kosten Geld.
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Literatur

Wegener
Ingo Wegener: o
Komplexitatstheorie, ﬂ.m {(l:’er?)?ilex“ats'
Grenzen der Effizienz e _
von Algorithmen. il

Springer 2003.

Bezug in der Vorlesung:
[K], z.B. Definition K3.5.1
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Literatur
Ingo Wegener: Theqretische .Informatik
Theor. Informatik, eine —eine alg%r,lt?_?en-
algorithmenorientierte | S il
Einfihrung. -
2. Aufl., Teubner 1999, *;
1. Aufl., Teubner 1993. :
¢

Bezug in der Vorlesung:
[T], z.B. Satz T2.6.2
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Weitere Literatur Ubungsanmeldung

* J.E. Hopcroft, R. Motwani und J.D. Uliman. ... ist leider notwendig, um die Gruppen in etwa
Introduction to Automata Theory, Languages and gleich groR zu bekommen.

Computation. Addison Wesley 2001. _ _
« H.R. Lewis und C.H. Papadimitriou. Elements of Termine: auf den verteilten Zetteln.
the Theory of Computation. Prentice-Hall 1998. Abgabe der Anmeldebdgen

* C.H. Papadimitriou. Computational Complexity. :
Addison Wesley 1995. nach der Vorlesung hier.

» M. Sipser. Introduction to the Theory of
Computation. PWS Publishing Company 1997.

* |. Wegener. Kompendium Theoretische Informatik.
Teubner 1997.

Und viele weitere ...
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Gruppeneinteilung

...wird bis zum 15.4.2005 bekannt gegeben
* durch Aushang am LS 2 (GB 1V, 2.0G)

« auf der WWW-Seite der Vorlesung: _— - :
http://Is2-www.cs.uni-dortmund.de/ Teill 1: KompIeX|tatstheor|e

lehre/sommer2005/gti
(Kapitel K2-K6)
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Was ist Komplexitatstheorie?

Ziel der Komplexitatstheorie:

Bestimmung des Ressourcenbedarfs fir die
L6sung von Problemen.

Welche Ressourcen?
* Rechenzeit

» Speicherplatz

e Produkt

» Parallele Rechenzeit
* Und viele weitere
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Was ist ein Problem?

Ein Problem wird beschrieben durch
» das Eingabeformat
» Angabe der zulassigen Ausgaben.

Ublich:
» Eingabe: endliche Folge von Zeichen aus

einem endlichen Alphabet (also z.B. keine
reellen Zahlen).

» Es genigt, eine korrekte Ausgabe zu
berechnen, egal wie viele es gibt.
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Entscheidungs- vs. Suchprobleme

Partition — Entscheidungsvariante:
Eingabe: Naturliche Zahlen ...

Frage: Gibtes {1,..., }mit Y a; = ) a;7?
icl i1

Partition — Suchproblem:
Eingabe: Naturliche Zahlen ...,
Aufgabe: Finde eine Menge {1,..., } mit

Y ai =) a;

il il
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Entscheidungs- vs. Suchprobleme

In der Vorlesung werden fast immer
Entscheidungsprobleme betrachtet.

* Einfacher zu verstehen.

» Spater: Ressourcenbedarf fiir beide
Varianten meist gleich

* Entscheidungsprobleme kdnnen auch als

Mengen der Eingaben beschrieben werden,
wo die Antwort ,Ja“ lautet, z.B.

Partition = {(al, coyapn)|3I Zai = Zai}.
i€l il
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Sprachen

Sei Sendliche Menge (von Buchstaben).
S: Menge der Worter aus genau Buchstaben

S ={g}; & Leeres Wort
> = > Menge aller endlichen Worter
120 Uber S.

Eine Sprache st eine Teilmenge von S*.

Entscheidungsprobleme kdnnen mit der
Sprache der zu akzeptierenden Eingaben
identifiziert werden.
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Komplexitat eines Problems

Naheliegender Versuch einer Definition:

Die Komplexitat eines Problems ist die von
einem optimalen Algorithmus bendtigte
Rechenzeit.

Probleme:

* Was ist die Rechenzeit?
* Gibt es immer einen optimalen Algorithmus?
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Wie wird d. Rechenzeit gemessen?

Komplexitatsmale sollten von der
verwendeten Technologie unabhéangig sein.

» Statt Rechenzeit wird immer die Anzahl der
Rechenschritte gezahlt.

* Wir verwenden ein einfaches Rechnermodell
mit wenigen Befehlen (Registermaschine
oder Turingmaschine).

Rechenzeiten werden so grob gemessen,
dass dies keine Rolle spielt.
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Uberblick Komplexitatstheorie

» Rechenmodelle und Rechenzeiten

—Technologieunabhangiges Mal3 flr die
Rechenzeit

—Registermaschinen
—Turingmaschinen

» Randomisierte Algorithmen

» Theorie der NP-Vollstandigkeit

40




Registermaschine

Befehle einer Registermaschine

LOAD Lade () in Akkumulator
Speicher c(1) | c(2) | c(3) | c(4) STORE Speichere Akku in ()
[ CLOAD Lade in Akkumulator
ILOAD Lade ( ()) in Akkumulator
ISTORE Speichere Akku in ( ())
ADD Addiere () zum Akku
PC Akku SUB , MUL , DIV Analog Subtraktion usw.
Programm GOTO Gehe zu Programmschritt
IF (Akku ? ) GOTO Falls (Akku ? ) gehe nach
" END Programmende 42
Bekannt Vereinfachung

Spezialfall: Speicherzellen konstante Grol3e

Dann: Jeder Rechenschritt eines Programms
einer gangigen Programmiersprache kann
auf einer Registermaschine in konstanter
Zeit simuliert werden und umgekehrt.

Folgerung: Die Rechenzeit ist bis auf
konstante Faktoren vom Rechnermodell
unabhangig.
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Register dirfen ganze Zahlen beliebiger
Grole enthalten.

Uniformes Kostenmal3: Die Kosten jedes
Befehls sind 1.

(Wird meist benutzt, da einfacher)

Logarithmisches Kostenmald: Die Kosten
eines Befehls sind die maximale BitlAnge der
beteiligten Zahlen.

(Sinnvoll bei sehr grof3en Zahlen)
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Resultat

Die Rechenzeit hangt bei Verwendung des
logarithmischem Kostenmal3es nur noch

(bis auf ,kleine* Faktoren)

» vom verwendeten Algorithmus und
» von der Eingabe

ab.
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Erweiterte churchsche These

Fur je zwei Rechnermodelle ,und , gibtes
ein Polynom , so dass Schritte von  bei
Eingabelange durch (, ) Schritte von ,
simuliert werden kénnen.

Nicht beweisbare Aussage , da nicht klar ist,
welche Rechnermodelle es in Zukunft noch
gibt (z.B. Quantenrechner).
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Rechenzeit eines Algorithmus

A( ): Rechenzeit von Algorithmus A bei
Eingabe auf einer Registermaschine.

Wohl kaum mdglich, die Rechenzeit fur alle
Eingaben zu bestimmen.

Weitere Vergroberung: Nur die Lange | | der
Eingabe soll malRgebend sein:

A( )=max{ o( )| Eingabe der Lange }

Haufig: ist nicht BitlAnge, sondern ein
anderer ,wichtiger* Parameter, z.B.
Knotenzahl eines Graphen
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Vergleich von Algorithmen

Nur fir grof3e Eingabelangen:

Algorithmus A ist asymptotisch mindestens so
schnell wie Algorithmus B, wenn ,( )= ( g( ))-

Beachte:

» Die Algorithmen A und B kdnnen auch
unvergleichbar sein.

« Es gibt nicht unbedingt einen optimalen
Algorithmus.
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Algorithmische Komplexitat

Problem hat (algorithmische) Komplexitat
( ), wenn gilt:

* es gibt einen Algorithmus mit Rechenzeit
( () far und

* jeder Algorithmus fir  hat Rechenzeit

we ().
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Algorithmische Komplexitat

Haufig kann man nur ein Intervall fur die
algorithmische Komplexitat ( ) angeben:

()= (OS( ) und ()=WUS( )).

OS( ): Obere Schranke fir die Komplexitat,
erhalten wir durch Konstruktion eines
Algorithmus mit Rechenzeit (OS( )).

US( ): Untere Schranke flr die Komplexitat,
dazu mussen wir beweisen, dass alle
Algorithmen mind. Rechenzeit WMUS( ))
haben.
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Hier: worst-case Sichtweise

Wir betrachten die schlechteste Rechenzeit fur
jede Eingabelange.

Alternative: durchschnittliche Rechenzeuit.

Problem: Unklar, fur welche
Wahrscheinlichkeitsverteilung man den
Durchschnitt bilden soll.

51

Turingmaschinen

» Weiteres Rechnermodell.
* Praktisch irrelevant.

» FUr Beweise manchmal besser geeignet als
Registermaschinen.
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Aufbau einer Turingmaschine

Schreib-/ Unendliches
Lesekopf | Speicherband
Steuerung
mit endl.
Speicher

53

Arbeitsweise v. Turingmaschinen
Ein Rechenschritt:

TM liest das Zeichen unter dem Lesekopf.

TM berechnet aus dem gelesenen Zeichen
und dem Zustand

* neuen Zustand
e zu schreibendes Zeichen
» Kopfbewegung -1,0,+1

54

Formale Beschreibung

. endliche Menge mit den Zustanden des
endlichen Speichers

. endliche Menge von mdglichen Zeichen auf

dem Band

d: Ubergangsfunktion d: G G {-1,0,1}

dC. )>=(" ")

alter Zustand J [ 1 [ Kopfbewegung

gelesenes Zeichen geschriebenes Z.

neuer Zustand
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Formale Beschreibung

o. Startzustand
“: Menge der haltenden Zustande

* “: Menge der akzeptierenden Zustande

" Menge der verwerfenden Zustande.
G Leerzeichen (Blank)
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Formale Beschreibung

Initialisierung:

» Eingabe steht ab Position 0 auf dem Band
» Rest des Arbeitsbandes enthéalt Blanks

« Zustand ,, Kopf auf Position O

Rechenschritte gemaR d( , )=( °, 7, )

Akzeptanz (Ausgabe ,Ja“), wenn Zustand
* erreicht wird.

Verwerfen (Ausgabe ,Nein“), wenn Zustand
- erreicht wird.
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Beispiel

Kinstliches Problem
Eingabe: {0,1}*
Frage: Ist vonder FormO 1 furein  07?

Also: besteht aus einer Folge von  Nullen
gefolgt von Einsen?

58

Turingmaschine fur0 1

d 0 1 B
0 ( B+ (1,0 (2B.0)
1 ( 1,0,+1) ( 51,+1) ( ,B,+1)
2 ( »0,0) ( 21,+1) ( 3B.-1)
3 ( ,0,0) ( 2B.-1) ( ,B,0)
4 ( 2,0-1) ( 21-1) ( 0:B.1)

= orr a0 a0 o ={
G0,1,B} ={ }
d 0 1 B
0 (,B+1) (1,0 ( &B.0)
1 ( ,0+1) |(1+1) |( ,B,+1)
2 ( »0,0) ( 21,+1) |( 3B,-1)
3 ( ,0,0) ( 4B-1) |(.B0)
4 (40-1) |(41-1) [(,B1)
a ( 20,0) ( 21,0 ( &B.0)
r ( ,0,0) ( ,1,0) ( ,B,0)

1. Fall: zu akzeptierende Eingabe:
.BB0OO0O0O111BB..
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Arbeitserleichterungen bei TMs

Man kann zeigen, dass die folgenden
Erweiterungen TMs nicht machtiger machen:

* Verwendung mehrerer Spuren auf einem
Band

* Verwendung mehrerer Bander

d 0 1 B

0 ( B+ (1,0 ( 2B.0)

1 (,0+1) |(21+1) |(.B+])
2 ( ,0,0) ( 21+1)  |(3B-1)
3 ( ,0,0) ( 4B:-1) ( »B.0)

4 (40:-1) ( 41-1) ( 0.B.1)

2. Fall: zu verwerfende Eingabe:
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* Verwendung von Unterprogrammen
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Fazit zu Turingmaschinen

Programmierung von Turingmaschinen
aufwandig

FleiRaufgabe: effiziente Simulation von
Registermaschinen durch Turingmaschinen
und umgekehrt

In der Vorlesung und den Ubungen:
Algorithmen fur Turingmaschinen in der
Regel nur informell beschreiben
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Polynomielle Rechenzeiten [K3.1]

Erweiterte churchsche These (Folie 46):
hochstens polynomieller Unterschied in
Rechenzeiten versch. Rechnermodelle

Beobachtung: Einsetzen eines Polynoms in
ein Polynom ist wieder Polynom

Polynomielle Rechenzeit ist unabhangig
vom Rechnermodell
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Sonderrolle polynom. Rechenzeit

Gangige Interpretation in der theor. Informatik:

» Polynomielle Rechenzeit — effizient

(z.B.

2

100)

» Superpolynomielle Rechenzeit —
nicht effizient

(Z.B. log ’20.01 2 2)

Ist starke Vereinfachung der Realitat.
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Warum ist das trotzdem sinnvoll?

Uberlege: Wie verandert sich die maximale
Eingabelange, wenn die erlaubte Anzahl von
Rechenschritten verdoppelt wird?

Rechenzeit des Algo sei genau
n
ncnleu <2 nglt = = < 21/d,
Nalt

D.h.: Eingabelange vergrol3ert sich um Faktor
>1, falls konstant ist, also Rechenzeit
polynomiell ist.
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Vergleich von Rechenzeiten

Annahme: 1 Schritt dauert 1ns=10-°s.

= 2 3 log 2
30 310® |9107 |2,710° (11,7107 (1,1 10°
40 4108 1,610%(6,410° |3,4 108 |1,110%2
50 510% |2,510%|1,3104 |124 J. 3 Mio J.
100 1107 (110° |0,001 |600000J.|410%2J.
1000 |110° 1103 |1
10000 |1 10° |0,1 1000
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Komplexitatsklasse P

Definition K3.1.1: Ein Problem gehdrt zur
Komplexitatsklasse P, wenn es einen
deterministischen Algorithmus mit
polynomieller Rechenzeit fir  gibt.

Manchmal wird mit P auch nur die
Menge der Entscheidungsprobleme mit
Polynomialzeitalgorithmen bezeichnet.
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Was sind Komplexitatsklassen? Randomisierte Algorithmen [K3.2]

... Mengen von Problemen mit &hnlichem Beispiel: Quicksort
Ressourcenbedarf. Deterministische Variante:
.. erlauben, die Beziehungen zwischen Worst-Case Rechenzeit: ( 2)

verschiedenen Ressourcenanforderungen

: ) . Verteilung der Eingabe meist unbekannt,
mit Mengenoperationen zu beschreiben.

daher sinnlos, Uber durchschnittliche
Bsp: P EXP. Rechenzeit zu reden.

Randomisierte Variante:

Vergleichselement zufallig wahlen
Durchschn. Rechenzeit fur alle Eingaben :

. ( log ).

Randomisierte Algorithmen Rechenzeit eines rand. Algos A
... sind Algorithmen, bei denen der -te Schritt A( ): durchschnittliche Rechenzeit bei

von einem Munzwurf abhangt. Eingabe

(Formal: unabhangige Zufallsvariablen Al )=max{ ()] | }

mit Prob(  =0)=Prob( =1)=1/2.) (maximale durchschnittliche Rechenzeit)
* Randomisierte Turingmaschinen:

.2 ;Jbergarr\]g.ftfur.lktlon(?p”plo,dl; davo"nh\l/;/lrd n tber alle Eingaben uber die

jedem Schritt eine zufallig ausgewahilt. mit Lange Zufallsbits

» Randomisierte Registermaschinen:

Befehl RGOTO : Gehe mit Wkeit %2 zu
Programmschritt .

71




Fehlerarten eines rand. Algos

1. Fehlerfreie Algorithmen (Las-Vegas-Algos )

» Erwartungswert der Rechenzeit ist
beschrankt, oder
» Ausgabe ,?“ist erlaubt.

Bsp: Quicksort, immer korrekt,
erw. Rechenzeit ( log ).

2. Algos mit Fehlern (Monte- Carlo-Algos )
Rechenzeit ist unabhéngig von den
Zufallsbits beschrankt, das Ergebnis darf
aber falsch sein.

meistens
correct
@
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Beispiel f. einen Monte-Carlo-Algo

Aquivalenztest fir multilineare Ausdriicke
(AMA)

Eingabe: Multilineare Ausdricke A,,A, Uber
einem endlichen Koérper F (hier:  Primzahl)

Frage: Sind A, und A, aquivalent?

Multilineare Ausdriicke enthalten:

e Variablen ,,..., ,sowie Zahlen aus F

* Verknipfungen +,-, in F , sowie Klammern
» aber keine Quadrate von Variablen

Bsp: 1+ )(B+3 , 3;)(@+ ,) mod127

4

Beispieleingabe:
Sind(t+ )(5B+3 , @+ ,und

20+60 , , 5 , aquivalent mod 1277

1. Idee: ausmultiplizieren — i.A. exponentiell

2. ldee: Variablenbelegungen ausprobieren:
ZB. = ,= ;= ,=0:Ergebnisse 20 u. 20.
ZB. = ,= ;= ,=1:Ergebnisse 80 u. 80.

Besser: Zufallige Variablenbelegungen
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Klar: Aquivalente Ausdriicke liefern immer
dasselbe Ergebnis.

Frage: Kbnnen nichtaquivalente Ausdrticke fur
fast alle Eingaben gleich sein?

NEIN (wenn hinreichend grol3)

Satz (Schwartz-Zippel): Sei eine Primzahl.
Sei A ein multilin. Ausdruck Uber ,,..., u.
A mod 0. Die Anzahl der Eingaben

=( gye-» ) {0,..., -1} mitA( )mod 10
ist mindestens ( -1) .
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Monte-Carlo-Algo f. AMA  ( 2 )

Wabhle zufallig =( ..., ) {0,..., -1} .
Falls (A;( )-A,( ) mod =0

Ausgabe: ,vermutlich aquivalent*
sonst Ausgabe: ,nicht aquivalent”

Analyse:

* A;=A,: Ausg. ,vermutlich aquiv.“ mit Wkeit 1.

* A, A,: Ausg. ,nicht aquivalent* mit Wkeit
mindestens

M:<1_l>n21_

>
p" D —

3
N~

7

Bew. fur Satz v. Schwartz u. Zippel

Induktion Gber (Anzahl der Variablen)

=1. Aist lineare Fkt. in einer Variablen u. hat
hdchstens eine Nullstelle.

Satz (Schwartz-Zippel): Sei eine Primzahl. Sei A

ein multilin. Ausdruck dber ,,..., u. Amod 0.

Die Anzahl der Eingaben =( ,,..., ) {0,..., -1} mit
A( ) mod 10 ist mindestens ( -1) .
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2.5ei =( ..., )mitA( ) mod 0.

B( ):=A( ..., ., )hathdchstens eine
Nullstelle.

Fur die mindestens -1 Werte mitB( )*0
hat A( ;,..., ., )nhach l.V. mindestens
( -1) 1 ,Nicht-Nullstellen®.

Ahat ( -1) 1( -1)=( -1) ,Nicht-Nullstellen“.

Satz (Schwartz-Zippel): Sei eine Primzahl. Sei A

ein multilin. Ausdruck dber ,,..., u. Amod 0.

Die Anzahl der Eingaben =( ,,..., ) {O,..., -1} mit
A( ) mod 10 ist mindestens ( -1) .
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Zusammenfassung

* AA, aquivalent

Mit Wkeit 1 Ausgabe ,vermutlich aquivalent®.
* A,,A, verschieden

Mit Wkeit 1/2 Ausgabe ,nicht &quivalent".

Wichtig: Wkeit ergibt sich nur aus den
Zufallsbits, nicht aus der Eingabe.

Einseitiger Fehler: Nur eine der moglichen

Ausgaben kann falsch sein. false positives"
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Literaturhinweis

R. Motwani und P. Raghavan,
Randomized Algorithms.
Cambridge University Press, 1995.
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Komplexitatskl. f. Las-Vegas-Algos

EP: (expected polynomial time)
Menge der Probleme mit einem fehlerfreien
rand. Algo mit erwarteter polyn. Rechenzeit.

ZPP(e( )) (zero error probabilistic polynomial):

Menge der Probleme mit einem fehlerfreien
rand. Algo mit polyn. Rechenzeit und
Versagenswkeit hochstens g )<1.

|

gibt ,?* aus
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Komplex.kl. f. Monte-Carlo-Algos

BPP(e( )) (bounded error probabilistic
polynomial):
Menge der Probleme mit einem rand. Algo

mit polyn. Rechenzeit und Fehlerwkeit
hochstens e( )<1/2. T

gibt etwas Falsches aus
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Sonderfall: Entscheidungsprobleme

BPP(& )): zweiseitiger Fehler & )<1/2:
I :Wkeit 1-¢( ) fur verwerfen
- Wkeit 1-e( ) fiur akzeptieren

RP(& )): (random polynomial)
einseitiger Fehler , bedeutet

I :Wkeit 1 fur verwerfen
- Wkeit 1-e( ) fur akzeptieren

D.h., Akzeptieren des Algos ist garantiert

richtig.
° Jfalse negatives” ..




Umgekehrter einseitiger Fehler

RP(€ )):

I : Wkeit 1 fiir verwerfen
: Wkeit

I Wkeit
: Wkeit 1 fur akzeptieren

D.h., Verwerfen ist garantiert richtig.

Wir haben gezeigt: AMA co-RP(1/2).

1-e( ) fur akzeptieren
D.h., Akzeptieren ist garantiert richtig.

co-RP(& )):

1-e¢( ) fur verwerfen
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Sind randomisierte Algos sinnvoll?

Fehlerwkeit oder Versagenswkeit von z.B. 2-100
ist viel geringer als z.B. Wkeit fur
Rechnerausfall.

Wichtig : Fehlerwkeit bzw. Versagenswkeit
wird fur alle Eingaben garantiert

Gleich : Fehlerwkeit bzw. Versagenswkeit kann
durch Wiederholung verkleinert werden.
~Probability Amplification*
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Exkurs: Markoff-Ungleichung
Satz K.A.2.9: Sei

Dann gilt fir alle  O:

Beweis:

E(X)

Prob( ) E( ).

> z-Prob(X = x)

x

0 eine Zufallsvariable.

Y z-0+ Y t-Prob(X =uz)

<t x>t

t-Prob(X >t).
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Zshg. zwischen den Komplex.kl.

Satz K3.3.1: EP=ZPP(1/2).
Beweis: ,EP ZPP(1/2)"

Sei EPund A Algo fur  mit erwarteter
Rechenzeit ( ).

Modifiziere A so, dass nach Ablaufvon 2 ()
Schritten abgebrochen und ,,?“ ausgegeben
wird.

w.c. Rechenzeit: 2 ( ), also polynomiell
Prob(Ausgabe=?) % (Markoff-Ungl.)
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,ZPP(1/2) EP*

Sei  ZPP(1/2) und B Algo fir  mit
Rechenzeit ( ) u. Versagenswkeit Y.

Wiederhole B so oft, bis Ergebnis ungleich ,?“.
Resultat korrekt

Anzahl an Wiederholungen ist geometrisch
verteilte Zufallsvariable mit Parameter .

Erwartungswert hochstens 2,
erw. Rechenzeit héchstens 2 ().
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Verringern der Versagenswkeit

Satz K.3.3.2: ZPP(1-1/ ( )) = ZPP(2" ) fur

Polynome und .
Y ) ) probability

Beweis: amplification

Wiederhole den Algo A mit Versagenswkeit
1-1/ ( )insgesamt ( )-mal.

Neuer Algo versagt nur, wenn A in allen
Wiederholungen versagt.

Wkeit hierflr ist hochstens
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Wahle
Versagenswkeit ist hochstens

Hierbei benutzt:

\L—1/w) > ¢

( ) Polynom  polynomielle Rechenzeit
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Vereinfachung bei ZPP

Definition K3.3.?1Z/ Konstante egal

ZPP = ZPP(1/2),

ZPP*. Menge der Probleme in ZPP(g( )) mit
e )<L

ZPP: Probleme mit praktisch relevanten Algos,
da Versagenswkeit exponentiell klein
gemacht werden kann.

ZPP* praktisch irrelevant, bekommt spéater
anderen Namen.
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Wiederholung

* Randomisierte Algorithmen — Algorithmen,
die Zufallsbits benutzen kénnen.

—Fehlerfreie Algorithmen (Las-Vegas-Alg)
» Komplexitatsklassen: EP=ZPP

— Algorithmen mit Fehlern (Monte-Carlo-Alg)
» Zweiseitiger Fehler: BPP
* Einseitiger Fehler: RP, co-RP

* Probability Amplification — Verringern der
Fehler- bzw. Versagenswkeit durch Iteration.
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Nachtrag: Erlauterung zu RP

Akzeptieren Verwerfen

I Mit Wkeit O Mit Wkeit 1

Mit Wkeit % Mit Wkeit %

Akzeptieren Verwerfen
garantiert richtig ev. falsch

Jfalse negatives"”
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Prob. Amplification bei RP

Satz K3.3.4: RP(1-1/ ( )) =RP(2- O)) fur
Polynome ( )und ( ).
Beweis:

Wiederhole Algo A mit einseitigem Fehler
1-1/ ( )insgesamt ( )-mal.

Akzeptiere, wenn in mindestens einer
Wiederholung akzeptiert wurde.

Wahle ( ) wie bei ZPP.
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Vereinfachung bei RP

Definition K3.3.5: __ konstante egal

RP = RP(1/2),

RP*: Menge der Probleme in RP(g( )) mit
e( )<1.

RP: Probleme mit praktisch relevanten Algos,
da Fehlerwkeit exponentiell klein gemacht
werden kann.

RP* praktisch nicht relevant, aber spater (mit
neuem Namen) sehr wichtig.
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Exkurs: Chernoff-Ungleichung

Satz K.A.2.11: Sei0O< <1l undseien ...,
unabhangige 0-1-Zufallsvariablen mit
Prob( =1)= und Prob(X=0)=1- .
Sei = +.+

Dannist E( )= und fur alle O<d<1 gilt

Beweis im Buch von Motwani, Raghavan,
Randomized Algorithms, S. 70.
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Prob. Amplification bei BPP

Satz K3.3.6: BPP(1/2-1/ ( )) =BPP(2 () fur
Polynome ( )und ( ), wenndie
Komplexitatsklassen auf eindeutig I6sbare
Probleme eingeschrankt sind.

Beweis: Wiederhole Algo A mit zweiseitigem
Fehler 1/2-1/ ( ) insgesamt ( )-mal mit

: 0-1-Zufallsvar., die angibt, ob A in der -ten
Wiederholung erfolgreich ist.
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= ,+..+ 0 Anzahl der erfolgreichen
Iterationen.

EC ) () (C)> ()2

Wkeit, dass Mehrheitsentscheidung falsch:

d

/

Chernoff-Ungl.
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Abschatzung des Exponenten
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Zusammenfassung

N

Wkeit, dass Mehrheitsentscheidung aus den
Ergebnissen der ( ) Iterationen falsch ist

Da ( ) polynomiell, ist Gesamtrechenzeit
polynomiell.
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Vereinfachung BPP

Definition K3.3.7: Jede Konstante <1/2
/ s -

BPP := BPP(1/3), maglich

PP: Menge der Probleme in BPP(g( )) mit

B )<1/2.
Kein ,B“, dae( ) ¥ erlaubt.

BPP: Probleme mit praktisch relevanten Algos,
da Fehlerwkeit exponentiell klein gemacht
werden kann.

PP: probabilistic polynomial, praktisch
irrelevant.
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Zusammenhang zw. Kompl.kl.

Satz K3.3.8: BPP PP
[
/PP /PP*
P

Hier: Komplexitatsklassen flr
Berechnungsprobleme.
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Kompl.Kl. f. Entscheidungsprobl.

(Leider gangige) Notation:
P, BPP, ZPP, PP ohne Namensanderung fir
Entscheidungsprobleme benutzen.

RP sowieso nur fur Entscheidungsprobleme
definiert.
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Komplementbildung

Definition: Sei ein Entscheidungsproblem.
Das Komplement von st das Problem,
das aus durch Umdrehen der Frage
entsteht.

Beispiel: Komplement des Primzahltests ist die
Frage, ob die geg. Zahl zusammengesetzt ist.

Definition: Sei C eine Komplexitatsklasse.
Dann ist

co-C ist nicht das Komplement von C.
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Abschluss gegen Komplement

Definition: Eine Komplexitatsklasse C von
Entscheidungsproblemen heil3t gegen
Komplementbildung abgeschlossen
wenn C=co-C.

Bemerkung K3.4.1:

P=co-P, ZPP=co-ZPP, ZPP*=co-ZPP*,
BPP=co-BPP, PP=co-PP,

d.h., diese Klassen sind gegen
Komplementbildung abgeschlossen.

Beweis: folgt aus der Symmetrie von _
Akzeptieren und Verwerfen. Folie 84
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Beispiel: Der Algorithmus fir AMA zeigt, dass
AMA co-RP ist.

Vermutung: RP?!co-RP.
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Zusammenhang zw. Kompl.kl.
Satz K3.4.2:

BPP PP
RP co-RP RP* co-RP*
/
ZPP ZPP*
beschr.
Fehler p unbeschr. Fehler

Hier: Klassen fur Entscheidungsprobleme




Zusammenhang zw. Kompl.kl.
Satz K3.4.2:

zweis. Fehler

BPP PP
eins. RP co-RP RP*  co-RP*
Fehler
ZPP ZPP*
fehlerfrei
P deterministisch

Hier: Klassen fur Entscheidungsprobleme o

Fehlende Beweise

« RP BPP
RP=RP(1/3) BPP(1/3)=BPP.

« ZPP RP und ZPP* RP*
Ersetze Ausgabe ,?“ durch Ausgabe ,0“.

« RP* PP: etwas schwieriger.
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Idee fur den Beweis RP* PP
Sei  RP*und A ein zugehdriger Algo.

« | :A akzeptiert mit Wkeit 0.

. . A akzeptiert mit Wkeit groRer O.
Ziel: Algo B mit

« | :B akzeptiert mit Wkeit kleiner %.
. . B akzeptiert mit Wkeit gré3er %.

ldee: Wkeiten ,verschieben®, indem unabh.
von der Eingabe mit Wkeit ,knapp 2"
akzeptiert wird und sonst A lauft.
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Beweis RP* PP

Sei  RP*und A ein zugehoriger Algo.
Sei ( ) die Rechenzeit von A.
A verwendet hochstens () Zufallsbits.

Alle Wkeiten Vielfaches von 2- (), d.h.:
Jede Wkeit >0 ist mindestens 2- ( ).

Konstruiere Algo B:

» Akzeptiere mit Wkeit
(bendtigt ( )+1 Zufallsbits)

* Ansonsten simuliere A.

112




Zusammenfassung
I B akzeptiert mit Wkeit

B akzeptiert mindestens mit Wkeit

i)

Wkeit, vorab Wkeit, A Wkeit, dass A
1 zu berechnen auszufuhren 1 berechnet
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Zshg. zwischen ZPP und RP

Satz K3.4.3: ZPP=RP co-RP.

Beweis: ZPP RP und ZPP co-RP s.o.

RP co-RP ZPP:

Sei RP co-RP.

Sei A der RP-Algo fir  u. B der RP-Algo f. .
Konstruiere ZPP-Algo C fur

« Simuliere A. Falls A akzeptiert, akzeptiere.

« Simuliere B. Falls B akzeptiert, verwirf.

« Ansonsten gib ,?* aus.
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Zshg. zwischen ZPP* und RP*
Analog folgt: ZPP*=RP* co-RP*.
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Fazit zu randomisierten Algos

» Komplexitatsklassen fur die verschiedenen
Fehlerarten von randomisierten Algorithmen

» Probability Amplification
e Zusammenhange zwischen den
Komplexitatsklassen
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Nichtdeterminismus [K3.5]

Nichtdeterministischer Algorithmus: Algo,
der in jedem Schritt zwischen 2 Aktionen
wéhlen darf.

Nichtdetermin. Turingmaschine  (NTM):
Ubergangsfkt.

Wichtig: Es gibt keine Vorschrift, welche
Aktion gewahlt wird.
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Nichtdeterminismus

Nichtdet. Algo / NTM akzeptiert eine Eingabe,
wenn es eine Folge von erlaubten
Rechenschritte gibt, bei der akzeptiert wird.

Nichtdet. Algo / NTM verwirft eine Eingabe,
wenn fur alle Folgen von erlaubten
Rechenschritten verworfen wird.

Keine Symmetrie zwischen akzeptieren und
verwerfen.
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Beispiel
Eingabe: {0,1}*.

Frage: Endet mit einer Null?

NTM: ={, 1, & =t ={}

d(, ) 0 1 B

0 ( 0,0,1) ( 01,1) ( »B.0)
( 1,0,1) ( 01,1) ( »B,0)

1 ( 0,0 ( 1,0 ( 2B)0)
( »0.0) (1,0 ( 2B/0)
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Welche Aktion wird gewahlt?

Ubliche Sichtweise: NTM réat, welche Aktion
zu wahlen ist (und rat bei zu akzeptierenden
Eingaben immer richtig).

Alternative Sichtweise: NTM wahlt Aktion
zuféllig. Dann:

Wenn zu akzeptieren: Prob( akzept)>0.
Wenn zuverwerfen: Prob( verwirft)=1.

hat einseitigen unbeschréankten Fehler.

120




Komplexitatsklasse NP

Definition K3.5.1. Ein Entscheidungsproblem
gehort zu NP (nondeterministic polynomial),
wenn es eine NTM  mit polynomieller worst-
case Rechenzeit fur gibt, so dass

. . es gibt mindestens einen akzept.
Rechenweg flr

. . alle Rechenwege fir sind verwerfend.

NP steht nicht fir ,nicht polynomiell®
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Zusammenhang zu rand. Kompl.kl.

Satz K3.5.2: NP=RP*.

Beweis: Die Definition von NP und RP* sind
aquivalent:

« | :Esgibt keinen akzept. Rechenweg.
Mit Wkeit 1 wird verworfen.
. . Es gibt mindestens einen

akzeptierenden Rechenweg.
Mit Wkeit >0 wird akzeptiert.
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Beispiel:

Partition NP
Arbeitsweise eines nichtdet. Algorithmus:

- Erzeuge nichtdeterministisch eine Codierung
von {1,.., }

- Akzeptiere, wenn
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Neue Ubersicht f. rand. Kompl.k.

Satz K3.5.3:
BPP PP

/\
RP co-RP NP co-NP
¥/

ZPP NP co-NP

P

Zentrale Frage: Sind die Inklusionen echt?
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Sind die Inklusionen echt?

* Vermutung: Alle Inklusionen sind echt.

» Aber: man kann dies (zurzeit) nicht
beweisen.

Um A B zu zeigen, bendtigen wir ein
Problem und Beweise fur

* B: Angabe eines B-Algorithmus fir
« | A: Beweis, dass alle A-Algorithmen
nicht das Problem |6sen.
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Ausweg: NP-Vollstandigkeit

Idee: Finde eine Klasse von ,gleich schweren”
Problemen (die NP-vollstandigen Probleme),
so dass entweder

* P=NP: alle diese Probleme haben
polynomielle Algorithmen; oder

P NP: alle diese Probleme haben keine
polynomiellen Algorithmen

Letzteres ist die Vermutung der ,Experten*, da
man fir keines der mehreren Tausend
NP-vollst. Probleme einen polyn. Algo kennt.
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Fragen:

» Was heil3t, dass 2 Probleme gleich schwer
sind?
gleich: algorithmisch &hnliche Probleme.

 Warum nur die P NP-Frage? Oder:
Gibt es eine analoge Theorie von z.B.
BPP-vollstandigen Problemen?

NP enthalt sehr viele ,nattrliche”
Probleme, die anderen Klassen
vermutlich nicht.
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Reduktionen [K4]

Ziel: Zeige fur Probleme A und B, dass
» A nicht schwerer als B, praziser:

« wenn B einen Polynomialzeitalgorithmus hat,
dann auch A.

Idee: Entwirf ein Programm fiir A, das ein
Unterprogramm fur B benutzen darf.
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Algorithmische Ahnlichkeit

Definition K4.1.1: Problem A ist algorithmisch
nicht schwieriger als Problem B, wenn es
einen Algo fur A mit Unterprogrammaufrufen
flr einen Algo fir B gibt, so dass

* Rechenzeit ohne UP-Aufrufeist ()
* Anzahl der UP-Aufrufeist ()
* Eingabelange aller UP-Aufrufe ist ()

mit Polynomen ( ), ( ), ( ).

Formelzeichen: A B (Turing-Reduktion)
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Rechenzeit fur A

Sei g die Rechenzeit eines Algo fur B.
Seien , , monotone Polynome (- +).

Rechenzeit des resultierenden Algo fir A:

AC) )+ () eCC))

Ist polynomiell, falls g Polynom.

Insgesamt:
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Orakel

Fur die Angabe von A B missen wir das
Unterprogramm ftr B nicht kennen.

Das Unterprogramm heif3t daher auch Orakel.

Wir erhalten Beziehung zwischen A und B,
ohne effiziente Algos flr A und B zu kennen.
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Beweis von unteren Schranken

Wir haben gezeigt:

Kontraposition liefert:

D.h., mit Hilfe von Turing-Reduktionen kbnnen
auch untere Schranken Ubertragen werden.
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Eigenschaften von Turing-Red.

o istreflexiv(A [A).
 isttransitv(A B ;C A ;C)

Definiere: A=:B,wenn A Bund B ;A.
« = istreflexiv (A=;A)
e = ist symmetrisch (A=;B  B=;A)
e = ist transitiv (A=;B=;C A=;C)
=, ist Aquivalenzrelation.

Aguivalenzklassen: Mengen von ,gleich
schweren“ Problemen.
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Vergleich von Entscheidungs- und
Optimierungsproblemen [K4.2]

TSP, (travelling salesman problem)

Eingabe: Orte und eine Entfernungsmatrix.

Aufgabe: Berechne eine billigste Rundreise,
bei der jeder Ort genau einmal besucht wird.

Beispiel:
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Entscheidungs- und Opt.varianten

TSP, Berechne eine billigste Rundreise, bei
der jeder Ort genau einmal besucht wird.

TSP, Berechne die Kosten einer billigsten
Rundreise, bei der jeder Ort genau einmal
besucht wird.

TSP ye.:

Eingabe: Orte, Entfernungsmatrix, Zahl

Frage: Gibt es eine Rundreise mit Kosten
hochstens |, bei der jeder Ort genau einmal
besucht wird?
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Alle Varianten sich gleich schwer
Zeige: TSPy 1 TSPea 1 TSPgy 1 TSPyec

1. TSPy 1 TSPeyq

Konstruiere Algo fur TSP, mit TSP, ,-Orakel
- L6se die Eingabe fur TSPy mit dem Orakel
- Prife, ob Kosten der Lsg. hdochstens  sind.

2. TSPgyy 1 TSPy
- Lose die Eingabe fur TSP, mit dem Orakel.
- Berechne aus der Losung die Kosten.
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3. TSPy, 1 TSPyec

Eingabe: Entfernungsmatrix C.

Sei . die grofRte Zahl in C ungleich

Falls L6sung mit endlichen Kosten ex., sind
diese im Bereich 0,...,

max*
Zwischenschritt: Bestimme min. Kosten:

Binare Suche mit dem TSP .-Orakel auf dem
Bereich 0,...,

(log( ) Orakelaufrufe
(polyn. in der Eingabelange)

max.
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TSPy, 1 TSPy (Fortsetzung)
Seien die minimalen Kosten.

Teste fur jede Kante, ob sie notwendig ist:

Probeweise Kosten durch  ersetzen und mit
dem Orakel testen, ob es noch Rundreise
mit Kosten  gibt.

- Wenn ja: Kante nicht notwendig, Kosten
bleiben auf

- Wenn nein: Kante notwendig, Kosten auf
alten Wert zuriicksetzen.

Insgesamt  (log( ..+ 2) Orakelaufrufe.
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2. Beispiel: Cliquenproblem
Clique ,p:

Eingabe: Ungerichteter Graph G=(V,E).
Aufgabe: Berechne eine Cliqgue mit maximaler
Knotenanzahl, also eine Menge V* V, so
dass alle Knoten aus V' paarweise

verbunden sind.

Bsp:
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Varianten des Cliquenproblems

Clique ,,;: Berechne eine maximale Clique.

Clique ,,: Berechne die Grof3e einer max.
Clique.

Clique 4.: Berechne zu zuséatzlicher Zahl
ob es eine Clique der Gro3e  gibt.

Es qgilt:
Cliquege. 1 Cliqueg, 1 Clique,, 1 Cliquey,,
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Clique ,,; 1 Clique g,

1. Bestimme die Grol3e einer max. Clique:

Rufe Orakel mit =1,...,|V| auf, die Grol3e ist
der letzte Wert mit Antwort ,Ja".

Sei die GroRRe einer max. Clique.

2. Berechnung einer max. Clique:

Entferne jeden Knoten probeweise aus dem
Graphen und teste mit dem Orakel, ob es
noch eine Clique der Gré3e  gibt.

Insgesamt (|V|) Orakelaufrufe.
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3. Beispiel: Bin Packing

BPOpt:

Eingabe:  Objekte mit GroRen ...,
Kistengrol3e

Aufgabe: Verpacke die Objekte in mdglichst
wenige Kisten.

BP..: Berechne die minimale Anzahl von
Kisten.
BP 4.: Genlgen Kisten?

BI:)dec TBPevaI TBPODt TBPdeC'
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opt

BPopt - BPec

1. Bestimme die minimale Kistenanzahl
durch Aufruf d. BP 4 .-Orakels mit =1,...,

2. Erzwinge, dass Objekte 1 u. 2 in dieselbe
Kiste gepackt werden und teste, ob i,
Kisten immer noch reichen.

Dazu: Objekte 1 u. 2 durch ein Objekt mit
GrolRe ,+ , ersetzen.

Analog weiter mit den tbrigen Paaren von
Objekten.
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Fazit

Ahnliche Turingreduktionen gibt es fiir fast alle
anderen Probleme X in der Vorlesung.

Xgec T Xeval T Xopt Meist einfach.

Xopt T Xdec MeIStENS:!

1. Schritt: (bin&re oder lineare) Suche zur
Bestimmung des Werts einer opt. Losung.

2. Schritt: Bestimmung der L6sung durch
probeweises Verandern der Eingabe.

Es gentgt in der Regel, nur die
Entscheidungsvarianten zu untersuchen.

144




Vergleich von verwandten Problemen
[K4.3]

Hamiltonkreis (HC, Hamiltonian circuit)
Eingabe: Ungerichteter Graph G=(V,E).

Frage: Gibt es einen Kreis, der jeden Knoten
genau einmal enthalt?

Variante flr gerichtete
Graphen: DHC
(directed Hamiltonian
circuit)
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Satz K4.3.1: DHC = HC [ TSP.

Beweis:

« HC DHC. Restriktion
Geg: ungerichteter Graph G=(V,E).
Ersetze jede Kante { , }durch( , )u.(, ).
Resultat: Gerichteter Graph G'.
Teste mit DHC-Orakel, ob G" DHC hat.

Zu zeigen:
1. G hat DHC G hat HC.
2. GhatHC G’ hat DHC.
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« DHC [HC. lokale Ersetzung
Geg: Gerichteter Graph G=(V,E).

- Ersetze jeden Knoten durch Knoten
1 2 gund Kanten{ ,, ;Ju.{ 5, 3}

- Ersetze jede Kante ( , ) durch ( 5, ,).
- Teste mit dem HC-Orakel, ob G" HC hat.

g — O

1. GhatDHC G’ hat HC.
2. G hatHC G hat DHC.
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* HC TSP Restriktion

Geg: ungerichteter Graph G=(V,E).

- Erzeuge TSP-Problem mit [V| Stadten und
Entfernungsmatrix

1. GhatHC  TSP-L6sung mit Kosten |V]|.
2. TSP-L6sung mit Kosten  |V| G hat HC.

Beobachtung: Konstruiertes TSP ist symm.,
erfillt die Dreiecksungleichung u. hat nur die
Entfernungen 1 und 2. Name: TSPsymm.D2
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Erflllbarkeitsprobleme

SAT (satisfiability problem)
Eingabe: Formel in konjunktiver Form.

Frage: Gibt es eine Belegung der Variablen
in mit ( )=1?

Beispiel:

\

Literal
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Begriffe

» erfullbar — satisfiable:

Eigenschaft der Formel, ndmlich fir eine
geeignete Eingabe den Wert 1 anzunehmen.

* erfullend — satisfying:
Eigenschaft einer Variablenbelegung,
namlich der Formel den Wert 1 zu geben.
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Varianten von SAT

Spezialfall -SAT:
Jede Klausel hat genau Literale.

Optimierungsvar. MAXSAT u. MAX-  -SAT:

Eingabe: Formel in konjunktiver Form
(mit Klauseln aus genau Literalen)

Aufgabe: Finde eine Variablenbelegung, die
maoglichst viele Klauseln erfllt.
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Satz: SAT MAXSAT und
-SAT [ MAX- -SAT
Beweis: Restriktion

Geg: Formel |, die auf Erflllbarkeit getestet
werden soll.

Berechne mit dem MAXSAT-Orakel eine
maximale erfillende Belegung.

Teste, ob diese alle Klauseln erfillt.
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Satz K4.3.2: SAT =; 3-SAT.

« SAT ;3-SAT: lokale Ersetzung

Beweis: Geg.: Fc?rmel in konjunktiver Form.
« 3-SAT , SAT: Trivial. Restriktion Ersetze jede Klausel = ... durch
Ersetze zu kurze Klauseln bzw.
1 1 2
durch bzw. .
1 1 1 2 2
Korrektheit Partition und BP
Zeige: Partition
1.Jede erfilllende Belegung fiir kann zu Eingabe: Naturliche Zahlen ...,

erfillenden Belegung fir ~ erganzt werden

2.Jede erfill. Belegung fir ~ ist eingeschréankt

auf die -Variablen erfullend fur
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Frage: Gibtes {1,..., } mit
BP
Eingabe:  Objekte mit Grolen ...,

Kistengro3e , Zahl
Aufgabe: Gentgen Kisten der Grof3e , um
alle Objekte zu verpacken?
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Partition und BP
Satz K4.3.3: Partition ;BP

_ Restriktion
Bewels:
Geg: Eingabe ( 4,..., ) fur Partition.
Falls = ungerade: Eingabe nicht I6sbar.

Sonst: Wende BP-Orakel auf die Eingabe
1 und /2 an.

Partition ist genau dann lésbar, wenn 2 Kisten
reichen.
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Clique, Indep. Set, Vertex Cover
Independent Set (IS 4.)
Eingabe: Unger. Graph G=(V,E), nat. Zahl

Frage: Gibtes Knoten, die paarweise nicht
verbunden sind?

Bsp.
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Satz K4.3.4: Cliqueye, =1 |Syec-

Beweis: Cliqueg,. 1 1S4ec
Geg: Graph G=(V,E), Zahl
Erzeuge G=(V.E)mit { ,} E {,} E

Klar: G enthalt paarweise verb. Knoten
G” enthédlt paarweise nicht verb. Knoten.

IS4ec 7 Cliquey,: analog.

Independent Set heil3t auch Anti-Clique .
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Vertex Cover (VC 4..)

Eingabe: Unger. Graph G=(V,E), nat. Zahl

Frage: GibtesV" Vmit|V’| , sodass jede
Kante mindestens einen Knoten aus V’
enthalt? .,V tiberdeckt E.*

Bsp.
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Satz K4.3.4: 1S . =1 VCec-

Beweis: 1Sy 1 VCyec

Geg: Graph G=(V,E), Schranke fir IS.
Rufe das VC-Orakel fur G und |V|- auf.

V’ unabhéngige Menge mit Knoten

Jede Kante enthalt einen Knoten, der nicht
in V" ist.
V-V ist Vertex Cover.

VCyoe 1 1S4 @analog.
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Uberblick

» Turing-Reduktionen zwischen verschiedenen
Varianten eines Problems, z.B. TSP,
TSP, und TSP .

e Turing-Reduktionen zwischen verwandten
Problemen:

—DHC = HC ;TSP

—SAT  MAXSAT und SAT =; 3SAT
—Partition | BP

—Clique = IS=;VC
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Beobachtung:

Bei allen bisher vorgestellten Reduktionen
zwischen Entscheidungsproblemen wurde das
Orakel nur einmal aufgerufen und das
Ergebnis wurde unverandert ausgegeben.

Spezialfall von Turing-Reduktionen:
polynomielle Reduktionen
(engl. polynomial time many-one)
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Nicht verwandte Probleme [K4.4]

Satz K4.4.3: 3-SAT 1 IS Reduktion mit

Beweis: verbundenen
' _ Komponenten

Geg: 3-SAT-Eingabe

- Variablen ...,

- Klauseln ,,...,  mitje 3 Literalen.

Konstruiere Graphen G=(V,E)

Fiur das ! -te Literal in der -ten Klausel einen
Knoten insgesamt 3" Knoten
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Beispiel:

1= 1 2 3
2= 1 2 4
3= 1 2 3

Zwei Knoten werden genau dann verbunden,
wenn die zug. Literale widersprichlich sind oder
zur selben Klausel gehdren.

—
I Anzahl der Klauseln

Grole der unabhéngigen Menge
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Korrektheit

1. G enthélt Menge # mit unabhangigen
Knoten erfullbar.

- Die Knoten von # gehoren zu versch.
Klauseln, also zu jeder Klausel einer.

- Die zugehorigen Literale sind nicht
widerspruchlich.

Es gibt Belegung, die in jeder Klausel ein
Literal erfullt.
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Korrektheit

2. erfillbar G enthalt unabh. Knoten.
- Sei  erfillende Belegung.

- Markiere in jeder Klausel einen Knoten, bei
dem das zugeh. Literal durch erfullt wird.

In jeder Klausel wird ein Knoten markiert.

Literale zu den markierten Knoten nicht
widerspruchlich

markierte Knoten paarweise nicht
verbunden, also unabhangig.
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Weitere nicht verwandte Probleme
Satz K4.4.4: 3-SAT DHC,,. Reduktion mit

Beweis: verbundenen
) . Komponenten
Geg: Eingabe fir 3-SAT:
Variablen ,..., ,Klauseln ...,
Komponente
fir eine Var.
-1 <O<0O-0-0-0
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1 —O—0 oo
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Reduktion 3-SAT DHC.

» Berechne aus den Graphen G.

e Teste mit dem DHC-Orakel, ob G einen HC
hat.

Korrektheit:
1. hat erflllende Belegung $ hat DHC.
Sei erfullende Belegung
- Durchlaufe d. Var.komponenten gemalf
- Fur jede Klausel erganze Pfad von einer

Var.komponente, bei der das zug. Literal
die Klausel erfullt.

170

2. G hat HC hat erfillende Belegung.

- Der HC muss jede Var.komponente von links
nach rechts oder umgekehrt durchlaufen.

links rechts: =1,
rechts links: =0.

- Der HC muss jede Klauselkomponente von
einer Var.komponente erreichen. Das zug.
Literal ist durch erfillt.
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Matchingprobleme

-dimensionales Matching (  -DM)

Eingabe: disjunkte Mengen ,,..., mit
| 4=..=| |, sowie 1

Frage: Gibt es , SO dass jedes Element
aus ,,..., ingenau einem Tupelin
vorkommt?

Beispiel: =2,
={a.b,c},  ={rst,
={(an.(as).(@t),
(b.s).(b,),(c.s)}




Flussmaximierung

Basisproblem

Flussnetz: Gerichteter Graph $ =(%&) mit
- Startknoten/Quelle

- Endknoten/Senke

- Kapazitatsfunktion :& N
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Fluss

Ein Fluss ist eine Funktion :& N, so dass

1. furalle' &: (') (') (Kapazitatsbed.)

2. fur alle Knoten aufRer und gilt: Summe
der Flisse, die in  hineinfliel3en ist gleich

der Summe der Flusse, die herausfliel3en.
(Kirchhoff-Regel)

Wert eines Flusses: Summe der Fllsse, die
die Quelle verlassen.
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Flussmaximierung

Network flow (NF)
Eingabe: Flussnetz G.
Aufgabe : Berechne max. Fluss

Bekannt:
Es gibt polynomielle Algorithmen fur NF.
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Reduktion 2-DM  + NF [K4.4.1]
Geg: (1, » ) (Eingabe fur 2-DM)

Konstruiere Flussnetz G. lokale
Berechne mit Orakel max. Fluss. Ersetzung
1 2 Alle Kapaz. 1

Kanten gemali 176




( 1, o )hat2-dim. Matching
G hat Fluss mit Wert | |.

“. Leite Fluss 1 tber jede Kante ( ,() mit
( ,() , Sowie uber alle Kanten von und
uber alle Kanten zu

Ist legaler Fluss mit Wert | ,].

, i Jeder ;-Knoten ist mit genau einem
Knoten aus , Uber eine Kante mit Fluss 1
verbunden.

Dies ist 2-dim. Matching.
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Meisterschaftsproblem

FuRball-Bundesliga (bis 1995):

» Jedes Paar von Vereinen spielt zweimal
gegeneinander.

» Sieger bekommt 2 Punkte, Verlierer O
Punkte, bei Unentschieden jeder 1 Punkt.

» Meister: derjenige, der am Ende maximale
Punktzahl hat (mit Sonderregeln bei
Punktgleichheit).

178

Meisterschaftsproblem

Eingabe: Liste von Vereinen mit erreichten
Punkten, Liste von noch offenen Spielen.

Frage: Kann Verein X noch Meister werden?

Genauer: Gibt es Ergebnisse fiir die noch
offenen Spiele, so dass kein Verein mehr
Punkte als X hat?

D.h., bei Punktgleichheit gehen wir davon aus,
dass Torverhéltnis von X hinreichend gut.
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Beispiel

Punktestand: Offene Spiele:

Verein A: 51 A-B, A-C, B-C, B-X, C-X

Verein B: 50

Verein C: 50 Beobachtung:

Verein X: 43 Aus den Spielen A-B, A-C
und B-C sind 6 Punkte zu
verteilen.

X kann nicht mehr Meister werden, und dies
ist nicht ganz offensichtlich.
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Meisterschaftsproblem  NF

1. Schritt: Vereinfachung des Problems:

Vernlunftige Annahme: X gewinnt alle noch
offenen Spiele.

Diese Spiele von der Liste streichen.

Wir erhalten fr jeden der Ubrigen Vereine
Y die Maximalpunktzahl " (Y), der er noch
bekommen darf.
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2. Schritt: Erzeuge Flussnetz: verbundene
Komponenten

Ein Knoten fur
jeden Verein
auller X

Ein Knoten
f. jedes Spiel

B-C

4t ieweil Kapazitat von (Y,s) ist" (Y)
Kapazitat jeweils 2 o5 bte Punktzahl fir Y)

3. Schritt: Berechne max. Fluss.
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Behauptung: X kann noch Meister werden
alle Kanten, die verlassen, haben Fluss 2.

Beweis:
Es ex. Spielausgange, so dass X Meister wird

Die Punkte kbnnen so verteilt werden, dass
Verein Y hochstens " (Y) Punkte bekommit.

Der Fluss in jeden Spielknoten kann an die

Vereinsknoten so verteilt werden, dass
Verein Y hochtens " (YY) Punkte bekommt.

Es gibt einen Fluss mit Wert 2 auf den allen
( ,)-Kanten.
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Polynomielle Reduktionen

Flr alle vorgestellten Reduktionen A B
zwischen Entscheidungsproblemen sind von
der Form

- polyn. Rechnung auf der Eingabe ftir A

- ein Orakelaufruf fr B, dessen Ergebnis
ubernommen wird.

Name: polynomielle Reduktionen
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Def. polynomielle Reduktionen

Seien A,B Entscheidungsprobleme.

A ist auf B polynomiell reduzierbar (A ,B),
wenn es eine in polyn. Zeit berechenbare
Funktion gibt, so dass

A () B.

A und B sind polynomiell aquivalent (A=B),
wenn A Bund B A.
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Eigenschaftenvon  ,und =,

- ist reflexiv und transitiv.

* =, ist reflexiv, symmetrisch und transitiv, also
eine Aquivalenzrelation .

A B A Bund A=B A=B
» Umgekehrte Implikationen gelten i.A. nicht.

Folgerung:

Die Aquivalenzklassen von =, sind eine
Verfeinerung der Aquivalenzklassen von =;.
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Aquivalenzklassen

P ist Aquivalenzklasse von =, denn
AB P A ;B

(das Orakel fir B wird nicht benétigt, um A zu
l6sen)

P enthalt genau 3 Aquivalenzklassen von =p:
namlich , S% (P-{ ,S*}) Ubungsaufgabe

Problem, bei dem jede Problem, bei dem jede
Eingabe zu verwerfen ist.  Eingabe zu akzept. ist.

187

Eigenschaften der Aquiv.klassen

Beobachtung: Seien A,B Entsch.probleme mit
A=B.DanngiltA NP B NP.

Analoge Aussagen gelten fir P, co-NP, ZPP,
RP, co-RP, BPP und PP.

Beweis:
» “A BundB NP impliziert A NP.
» B JAund A NP impliziert B NP.

Unklar, ob analoge Aussagen fur =; und alle
0.g. Komplexitatsklassen gelten. 168




P vs. NP

Annahme: P11 NP

NP-vollstandige Probleme

Aquivalenzklassen von =,

189

Warum polynomielle Reduktionen?

* erlauben feinere Unterteilungen von
Komplexitatsklassen als Turing-
Reduktionen,

» genugen fur die betrachteten Probleme,

 flr alle von uns betrachteten
Komplexitatsklassen C gilt:

A BundB C A C,
fir ; gilt dies moglicherweise nicht,
* historisch bedingt.
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Zusammenfassung

2-DM, NF, Meisterschaft P

Partition D BP

o 1S =,Clique =, VC

» DHC =, HC =, TSP2Dsym

SAT =, 3-SAT
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NP-Vollstandigkeitstheorie [K5]

Ziel: Finde eine Klasse von Problemen, die
* viele praktisch relevante Probleme enthalt,
« die aul3erhalb von P liegt, wenn P NP gilt.

Idee: Suche Aquivalenzklasse von =, mit den
~Schwierigsten“ Problemen in NP.

~Schwierigste Probleme*: diejenigen, auf die
sich alle anderen reduzieren lassen.
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Definition ,NP-vollstandig“ [K5.1.1]

Sei) ein Entscheidungsproblem.

A heil3t NP-vollstandig (bez. ), falls
1. ) NPund

2. NP: o) -

Analog kann ,,C-vollstandig” (bez. ) flr

andere Komplexitatsklassen C und andere
Reduktionsbegriffe ( ) definiert werden.
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Definition ,NP-schwer” [K5.1.2]

Sei) ein Problem.
* ) heil3t NP-schwer (NP-hart), falls

NP: 1) .
* ) heil3t NP-einfach (NP-leicht), falls
NP:) + .

* ) heil3t NP-aquivalent,
falls) NP-einfach und NP-schwer ist.

Beachte: Hier statt
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Eigenschaften v. NP-vollst. Probl.

* Die NP-vollstandigen Probleme bilden eine
Aquivalenzklasse von =,

Beweis:
1. Seien A und B NP-vollstandig
A NP und NP: B A B
Analog folgt: B A
2. Sei A=;B und sei B NP-vollstandig
A NP und

NP: oA (spater).
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Eigenschaften v. NP-vollst. Probl.

» Falls ein NP-vollstandiges oder NP-
schweres Problem einen polyn. Algorithmus
hat, folgt P=NP.

» Kontraposition: Falls Pt NP, hat kein NP-
vollstandiges und kein NP-schweres
Problem einen polyn. Algorithmus.
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Ist P2 NP oder P=NP?

* Es sind Tausende von NP-vollstandigen
Problemen bekannt; fur keines kennt man
einen polyn. Algorithmus.

Vermutung: P NP.
* Beweis schwierig, da man eine Aussage

Uber alle polyn. Algorithmen beweisen muss.

Fur die Losung der Frage: Preisgeld von
1 Million Dollar.
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Probleme in NP

1. Schritt eines NP-Vollstandigkeitsbeweises:
Zeige, dass das Problem in NP.

Fur alle betrachteten (Entsch.)Probleme ist
dies sehr einfach:

« Sei die Eingabelange und *( ) die Lange
maoglicher Lésungen.
» Erzeuge *( ) Zufallshits.

» Teste in polyn. Zeit, ob diese eine Losung
codieren.
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Beispiel: TSP 4.

Eingabe:  Stadte, Entfernungsmatrix,
Schranke

Nichtdet. Algorithmus:

 Erzeuge log  Zufallsbits.

» Teste,obinden Blécken mit log  Bits
jede Zahl aus 1,..., genau einmal
vorkommt.

* Interpretiere diese Folge als Permutation,

berechne die Kosten der zug. Tour und
vergleiche das Ergebnis mit
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Analyse
Offensichtlich: Rechenzeit polynomiell.

1. Fall: Eingabe hat Losung mit Kosten
Diese Losung wird mit Wkeit >0 ausgewdrfelt.

2. Fall: Eingabe hat keine Lsg. mit Kosten
Dann wird keine solche Losung ausgewdurfelt.

Insgesamt: TSP,,. NP
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Analoge Vorgehensweise funktioniert fiir sehr
viele weitere Probleme.

NP enthalt die Entscheidungsprobleme, bei
denen die Korrektheit einer gegebenen
Ldsung in polynomieller Zeit Gberprift
werden kann.
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2. Schritt eines NP-Vollstandigkeitsbeweises:
Zeige, dass sich alle Probleme aus NP auf das
betrachtete Problem reduzieren lassen.

Offensichtlich schwieriger.

Uberblick:
1. Vorbereitende Schritte:
- Alternative Charakterisierung von NP.
- Stereotype Turingmaschinen.
2. Satz von Cook: SAT ist NP-vollstandig.
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Alternative Charakt. von NP [K5.3]

Beweis von TSP,,. NP hatte 2 Phasen:
1. Erzeugung der Zufallsbits (,Raten®).

2. Verifikation, dass diese eine Losung
codieren  deterministische Rechnung.

Rate-Verifikations-Modus von NTMs

Beobachtung: Jeder polyn. zeitbeschrankte
randomisierte Algorithmus kann in den
Rate-Verifikations-Modus gebracht werden.
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Rate-Verifikations-Modus

Umwandlung eines rand. Algorithmus:

Bei Eingabelange genugen () Zufallsbits,
wobei  Polynom.

1. Rate-Phase: Erzeuge ( ) Zufallsbits und
speichere diese.

2. Verifikationsphase: Simuliere den geg.
Algorithmus. Immer wenn er ein Zufallsbit
braucht, nimm ein neues der gespeicherten
Zufallsbits.

Resultat: Aquivalenter randomisierter Algo.
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Deterministische Simulation von NP

Satz K5.3.1: Jedes Problem aus NP kann
deterministisch in Zeit 2 () fir ein geeignetes
Polynom geldst werden.

Beweis:

Sei NP und A ein nichtdet. Rate-Verif.-Algo
fur mit Rechenzeitschranke ( ).

Zahle alle 2 () Strings aus {0,1} () auf und
simuliere nacheinander A fur diese Wahl von
Zufallsbits.

Rechenzeit: (2 () ()) 20,
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Charakterisierung von NP

Satz K5.3.2:
Die folgenden Aussagen sind aquivalent:
1. NP.

2. Es gibt ein Entscheidungsproblem =~ P
und ein Polynom , so dass

={ | +{0130:(C,H "}
Beweis:

. . Sel NP undA ein nichtdet. Rate-
Verif.-Algo mit Rechenzeitschranke ( ).

“: Sprache, die von der (determ.)
Verifikationsphase akzept. wird P
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, . Seien “und gemal 2. gegeben.

Konstruktion einer NTM fur
« Schreibe zufallig ( ) Bits  Vektor +.

e Simuliere die DTM M’ fur ~ auf der Eingabe
und dem Zufallsvektor +.

Analyse:
- + {011 O ()
Dieses + wird mit positiver Wkeit erzeugt.
- [+ {0,1} O ( #)

Also wird mit Wkeit O akzeptiert.
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Charakterisierung von co-NP

Erinnerung: co-NP ist die Menge der
Entscheidungsprobleme, deren Komplement in
NP ist.

Folgerung:
Folgende Aussagen sind aquivalent:
1. co-NP.

2. Es gibt ein Entscheidungsproblem
und ein Polynom , so dass

={ 1 +{010:CH "}




Beweis durch Nachrechnen

co-NP

~ NP

Esgibt = Pundein Polynom mit
={ | +{010:(C,H 7}

Esgibt = P und ein Polynom mit

={ | + {01} 0:( 4 T}

P
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Ist NP=co-NP?

Wir haben gezeigt:
. NP
Es gibt = P undein Polynom mit
={ | +{o010x( .5 7}
. co-NP
Esgibt = P undein Polynom mit

={ 1 +{0130:(CH 7}
Vermutung: NP?*co-NP.
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Stereotype Turingmaschinen

Noch unrealistischere Variante von
Turingmaschinen, die Beweise einfacher
macht.

Definition: Eine Turingmaschine heif3t
stereotyp (engl. oblivious), wenn die
Kopfposition bis zum Halten der Maschine nur
von der Nummer des Rechenschritts abhéngt.
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Stereotype Simulation

Lemma K5.4.2: Jede TM kann durch eine
stereotype TM  ~ simuliert werden.

Fiar Schritte von  genligen ( 2) Schritte.

Wenn  deterministisch (randomisiert) ist,
dann ist es auch

Idee: Zum Zeitpunkt ist der Kopfvon im
Bereich— ,..., .

" probiert alle mdglichen Positionen aus.
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4 -3 -2-1 0 1 2 3 4

=1 [ I I I
[ o
1__)—_' 4 Schritte
=2 [ N I I
*
' ———— 8 Schritte
=3 [ N I I
T *x
' > 12l Schritte
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Ablaufen der moglichen Kopfpos.

Setze Markierungen 7 und % an Position O.
In jedem simulierten Schritt:

« Verschiebe % um 1 nach rechts.

» Verschiebe 7+ um 1 nach links.

Kostet 4! Schritte fur die Simulation des ! -ten
Schritts.

Insgesamt Schritte.
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Simulation von

Verwende weitere Markierung K, um Kopfpos.
von  zu merken.

Speichere den Zustand von

Wenn K gefunden: d( , ) berechnen und
speichern.

» Kopfbewegung 0: K nicht verandern.

» Kopfbewegung 1 und Durchlauf nach rechts:

K im nachsten Schritt schreiben.

» Kopfbewegung 1 und Durchlauf nach links:
K beim Ricklauf des Kopfes schreiben.
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Realisierung der Markierungen

Vergrolierung des Bandalphabets.
Sei Gdas Bandalphabet der zu sim. TM.
Neues Bandalphabet:

G=G {kB} {"B} {KB}
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Der Satz von Cook [K5.4] Nutzen

Satz K5.4.3: SAT ist NP-vollstandig. Weitere NP-Vollstandigkeitsbeweise werden
einfacher.

Zur Erinnerung:

Definition von SAT

Eingabe: Formel in konjunktiver Form.
Frage: Gibt es eine Belegung der

Lemma: Sei) NP-vollstandig,) , und
NP. Dannistlauch  NP-vgllstandig.

Beweis

Variablen, so dass ( )=17? D o
_ _ Trans.von D L
Aufwéandiger Beweis. NP NP-vollstandig
SAT ist NP-vollstandig Wiederholung
1. SAT NP: Satz von Cook: SAT ist NP-vollstandig.
- Variablenbelegung auswiirfeln.
- Teste, ob geg. Formel erfiillt. » Der Satz vereinfacht weitere

NP-Vollstandigkeitsbeweise.
« SAT NP haben wir schon gezeigt.
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SAT ist NP-vollstandig

2. NP: SAT:

p
Sei NP gegeben.

Wir wissen nur:  FUr gibt es eine TM, die
e () zeitbeschrankt ist,
* stereotyp ist,

* nichtdeterministisch mit Zufallsbits
Z(1),...,Z( ( )) arbeitet.

221

Reduktion mit verb. Komponenten

Idee:
e FUr jeden Zeitpunkt {0O,..., ( )}
- den Zustand der TM,
- den Bandinhalt und
- das verwendetes Zufallsbit
durch boolesche Variablen codieren.

» Klauseln konstruieren, die nur dann erfullt
sind, wenn

- alle Rechenschritte korrekt sind
- am Ende akzeptiert wird.
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Codierung
Sei ={ ..., Ju.GH{ ..., }mit =B.

Variablen (, )mit0 -1lund O ().
(,)=1 Zustand nach -ten Schritt ist

Variablen (, ) mit1l " und 1 ().
(,)=1 Im -ten Schrittwird gelesen.

Variablen () mitl ().
Im -ten Schritt wird Zufallsbit , ( ) verwendet.

223

Bedingungen an akzept. Rechnung

1. Letzte Konfiguration ist akzeptierend.
2. Variablen stellen Konfigurationen dar.

3. Beschreibung fir Zeitpunkt ergibt sich
durch Anwendung der Ubergangsfunktion
aus Beschreibung fur Zeitpunkt -1.

4. Variablen fir =0 reprasentieren
Anfangskonfiguration.
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Letzte Konfiguration akzeptierend

Klausel:

Hierbei nutzen wir aus, dass die TM in
akzeptierenden Zustanden endlos
weiterrechnet.
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Variablen codieren Konfigurationen

Zu jedem Zeitpunkt muss gelten:
 TM ist in genau einem Zustand.
Furjedes {0,..., ( )} gibt es genau ein
mit  (, )=1.
* TM liest genau ein Zeichen.

Furjedes {1,..., ( )} gibt es genau ein
mit (, )=1.
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Codierung d. Bed. ,genau eine 1“

Variablen - ,,...,-

o Klausel, die sicherstellt, dass nicht alle
Variablen gleich 0 sind:

1 e
» Klauseln, die sicherstellen, dass hochstens
eine Variable gleich 1 ist.

Firjedes{ '}

Insgesamt ( 2) Klauseln.
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Variablen codieren Konfigurationen

Zu jedem Zeitpunkt muss gelten:
 TM ist in genau einem Zustand.
Fur jedes {0,..., ( )} gibt es genau ein
mit  (, )=1.
 TM liest genau ein Zeichen.
Furjedes {1,..., ( )} gibt es genau ein
mit (, )=1.
Fir jedes genigen (] |2 bzw. (" 2
Klauseln (von Eingabeldnge unabh.)
Insgesamt ( ( )) Klauseln.
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Variablen cod. korrekte Rechnung

e Zustand nach dem -ten Rechenschritt und
das geschriebene Zeichen hangen ab von

—Zustand nach dem ( -1)-ten Rechenschritt,
alsovon (O, -1),..., ( -1, -1),

—dem -ten Zufallsbit, also von, (),
—gelesenen Zeichen, also von

(11 )1---1 (" H )1
e sind also Funktionen in +" +1 Variablen.
e haben KNF mit 2 * *'= (1) Klauseln.
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Welche Var. miussen korrekt sein?

Sei. () der erste Zeitpunkt nach , wo auf die
TM auf dieselbe Bandzelle wie in Schritt

zugreift.
e Zustand nach dem -ten Schritt:
0,),..., ( -1,).

e Geschriebener Bandinhalt;

L. () 0 () (alls. () ()

Jede dieser Variablen kann durch KNF mit
(1) Klauseln dargestellt werden.
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Codierung d.Anfangskonfiguration
» Zustandist

(0,0=1, (,0)=0fdralle 0.

 Auf dem Band steht an Positionen 0O,..., -1
die Eingabe ,..., _(undsonstB= ).

(!): erster Zeitpunkt, wo Pos. ! gelesen wird.
Far! {0,..., -1}und = (, (1)=1.
Far! {- ( ),...,-1, ,..., ()} ( , ("))=1.

Alle diese Var. wie angegeben konstantsetzen.
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Zusammenfassung

e Insgesamt ( ( )) Klauseln.
» Kdnnen in polyn. Zeit berechnet werden:

—Simuliere die Kopfbewegungen der
stereotypen TM,um (!)und. () zu
berechnen.

—Dann kdnnen die Klauseln wie angegeben
berechnet werden.
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Korrektheit
1. Sei

Dann gibt es eine akzeptierende Rechnung
der TM und somit eine Variablenbelegung,
die diese codiert.

Diese erfullt alle Klauseln.
2. Sei eine erfillende Belegung der Klauseln
bei Eingabe gegeben.

Dann gibt es eine akzeptierende Rechnung
fur und somit ist

Also haben wir IOSAT bewiesen.
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Fazit

Der Beweis war zwar lang und kompliziert. Die
Leserin und der Leser sollten aber noch einmal
die Beweisidee herausarbeiten und erst
zufrieden sein, wenn sie mit mir der Meinung
sind, dass die Beweisidee und der
Beweisgang einfach sind.

(Ingo Wegener, S. T51)
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Bew. d. NP-Vollst. f. neue Probleme

Sei ein neues Problem X gegeben.

Rezept:

1. Zeige X NP ist (meist einfach).

2. Suche ein geeignetes NP-vollstandiges
Problem fir die Reduktion.

Literaturtipp: M.R. Garey, D.S. Johnson:
Computers and Intractability, A Guide to
the Theory of NP-Completeness, 1979.
Anhang mit ca. 500 NP-vollst. Problemen
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Fortsetzung des Rezepts

3. Entwirf eine polyn. berechenbare Funktion
4. Beweise, dass die Red. pX realisiert:
— () X
o )i X
Wenn man keine Reduktion findet:

... vielleicht gibt es einen polyn. Algo fir X.

... vielleicht findet man eine Idee flr einen
solchen Algo, wenn man erkennt, woran die
Reduktion scheitert.
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Zusammenfassung

* Wenn ein NP-vollstdndiges Problem einen
polyn. Algo hat, haben alle NP-vollstadndigen
Probleme polyn. Algos und es ist P=NP.

* Wenn man beweisen kann, dass ein NP-
vollstandiges Problem keinen polyn. Algo
hat, gilt dies fir alle NP-vollst. Probleme und
esist P NP.

» Es gibt viele praktisch wichtige NP-vollst.
Probleme.

» Da man fur keines einen polyn. Algo kennt,
wird vermutet, dass P NP ist.
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NP-vollst. u. NP-aquiv. Probleme

Literatur: Kapitel K6.
Ziel:
* Weitere Probleme kennen lernen

(und damit weitere Basisprobleme fur eigene
Reduktionen)

» Weitere Beispiele flr
NP-Vollstandigkeitsbeweise kennen lernen.
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Bisher bewiesen (vgl. Folie 191)

2-DM, NF, Meisterschaft P

Partition D BP

IS =, Clique =, VC
SAT=,3-sAT °* " =

»  DHC =, HC =, TSP2Psy

NP-vollstandig
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Folgerung

Die Optimierungsvarianten von IS, Clique, VC
und TSP sind NP-aquivalent.
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Rundreiseprobleme [K6.2]

Hamilton pfad (HP, DHP)
Eingabe: (un)gerichteter Graph G=(V,E).

Frage: Gibt es in G ein Pfad, der jeden Knoten
genau einmal enthalt?

Satz K6.2.1: DHP und HP sind NP-vollstandig.

Beweis: Analog z. NP-Vollstandigkeitsbeweis
fur DHC und HC.
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Spannbaume
Bounded-degree spanning tree (BDST)

Eingabe: Unger. Graph G=(V,E), Zahl

Frage: Gibt es in G einen Spannbaum mit
maximalem Grad ?

Satz: BDST ist NP-vollstandig.
Beweis: 1. BDST NP.
2. HP ist der Spezialfall =2. Restriktion

Hamiltonian Path
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Spezialfalle/Restriktionen

Allgemein qilt:
Sei A NP, sei B NP-vollstandig und ein

Spezialfall von A. Dann ist auch A NP-
vollstandig.

Beweis: EsistB A

Spezialfall bedeutet: Eine Eingabe fur A
entsteht aus einer Eingabe fiir B durch
Konstantsetzen einiger Teile. Diese Abbildung
Ist als Funktion der Reduktion geeignet.
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Rucksackprobleme [K6.3]

Subset Sum Problem (SSS)
Eingabe: Zahlen ..., ,$.

Frage: Gibt es eine Menge {1,..., }, so
dass =$?

Satz K6.3.1: SSS ist NP-vollstandig.

Beweis: 1. SSS NP. _ .
Reduktion mit

2. Reduktion von 3-SAT. verbundenen
Komponenten
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3. Angabe der Funktion

Fur jede Variable

Eingabe fur 3-SAT: Variablen ..., , cle.l Tc T . Tc LT
Klauseln C,,...,C . L
Zahlen der SSS-Ei be: 1 01010111010
aen_er _-mgae. 1 o/jo0oj0j1]|0]0
- + Ziffern in Dezimaldarstellung.
- Fur jede Variable  zwei Zahlen und Fur jede Klausel C :
C,|Cy| .. |C |..|C | 1] 2].. .
|G Clcoloz.(.)'ll(')'o olojlo|1|0|0|0|0|O|O|O]|O
A o/,0,0|1|]0|]0]O0O]O0O]O|O|O]|O0
N ojolo|l1/0]o0
Xfalls C  enthalt Summe $
falls C enthalt ~ 333|333 1|1 1|11 |1
C C C C i
I N R R R . R Korrektheit
1
2 1 . ‘o Sei+=(+,,...,+ ) erflllende Belegung.
s | 1 ! Wibhle die Zahl |, falls + =1,
4 ! falls + =0.
1 2 2 1 1 1 . ) .
n Summe fur ,Variablenstellen” stimmt.
1 . . .
1 Da + erflillend, sind in jedem C 1, 2 oder 3
- : Literale erfiillt.
j 1 1 erfulltes Literal: Wahle und'
3 3 3 3 1 1 1 1 2 erflllte Literale: Wahle
_ L Summe fur die ,Klauselstellen” stimmt.
C,= 2 3 Co=7) 2 4
Cs=", 3 o Ci= 3 4 . -




Korrektheit

. “ Sei Auswahl der Zahlen mit Summe $
gegeben.
Falls gewahlt: + =1.

Falls gewahlt: + =0.

Behauptung: Dies ist erfillende Belegung.
« und konnen nicht beide gewahlt sein.

» Fir jede Klausel C muss mindestens eine 1
von einem oder kommen

Zugehdriges Literal erfullt.
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Rucksackproblem

Knapsack (KP)

Eingabe:  Objekte mit Nutzenwerten ...,
und Gewichten/ ,,...,/ , Gesamtgewicht $ ,
Nutzenschranke

Frage: Gibt es eine Auswahl der Objekte mit
Nutzen mindestens und Gesamtgewicht
héchstens $ ?

KP*: Spezialfall mit$= und =/ .
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Folgerung K6.3.2: KP und KP* sind
NP-vollstandig.

Beweis:
KP* und SSS sind aquivalent.
KP ist Verallgemeinerung von KP*. Restriktion
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Partition

Zur Erinnerung:

Eingabe: Naturliche Zahlen ...,
Frage: Gibtes {1,..., } mit

Folgerung K6.3.2: Partition ist NP-vollstandig.

Problem: Partition ist ein Spezialfall von SSS.
Verkehrte Richtung fur Restriktion.
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Beweis

Reduktion SSS  Partition:
Sei =( 4..., ,$)Eingabe fur SSS.
Sei *= [ +..+
Konstruiere Partition-Eingabe:
“=( e =2 %8, = S

erzwingende Komponenten

Beob: ;+..+ + _+ =4 *
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= (PD
-=( e s =2 %%, = *4$)

Korrektheit:

., . Sel L6sungvon ,also =$:
Dannist { +1} Losung von - .

, . Sei0 Losung fur - .
Falls +1I 0, vertausche O und
0={1,..., +2}-0.
Dann ist 0-{ +1} eine LOsung flr
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Aufteilung u. Lastverteilung [K6.4]

Wir haben bereits gezeigt: Partition ,BP.

Folgerung K6.4.1: BP ist NP-vollstandig.

BP

Eingabe:  Objekte mit GroRen ,...,
KistengroRe , Zahl

Aufgabe: Genlgen Kisten der GroRe , um alle

Objekte zu verpacken? 255

Sequencing with Intervals (SWI)

Eingabe: ) ={ ,,..., } Menge v. Aufgaben mit

*( ): Bearbeitungsdauer von Aufgabe , length
( ): fruhester Bearbeitungszeitpunkt von
( ): Deadline fur release time

Frage: Konnen die Aufgaben von einem
Prozessor so bearbeitet werden, dass keine

Aufgabe unterbrochen wird und alle
Bedingungen eingehalten werden?
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Satz K6.4.2: SWI ist NP-vollstandig.

Beweis: 1. SWI NP Klar.
2. Reduktion Partition IOSWI
3. Eingabe f. Partition: =( ,..., ).

Sei = ;+..+ ,isto.B.d.A. gerade Zahl.
Erzeuge +1 Aufgaben ,,..., ;.
Far 1 X )=, ()=0, ( )= +1,

*( +1):11 ( +1): /21 ( +1): [2+1.

+1

0 S Y pa +1
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Cliquenprobleme [K6.5]

Graphisomorphie (Gl)

Eingabe: Graphen G,=(V,E,), G,=(V,,E,).

Frage: Sind G, und G, isomorph, d.h.,
gibt es eine Funktion :V; V, mit

{o2d B2 {1 (0 (2} B?

Gl NP klar.

Fur Gl kennt man weder
einen polyn. Algo., noch
einen NP-Vollst.beweis.

Teilgraphisomorphie

Subgraph Isomorphism (SI)

Eingabe: Graphen G,=(V,,E;), G,=(V,,E,).

Frage: Gibt es einen Teilgraphen von G,, der
zu G, isomorph ist?

Teilgraph von G;:

» Knotenmenge V° V,.

« Kantenmenge: Alle Kanten
aus E,, die zwischen Knoten
aus V’ verlaufen.
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Satz K6.5.1: Sl ist NP-vollstandig.
Beweis: 1. SI NP Klar.
2. Reduktion Clique SI. Restriktion
3. Eingabe flr Cliquenproblem: (G, ).
Sei G,=G,
G,=vollstandiger Graph auf Knoten.

4. G enthélt -Clique

G, enthéalt zu G, isomorphen Subgraphen.
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Graphfarbbarkeit

Graph Colorability (GC)
Eingabe: Unger. Graph G=(V,E), Zahl
Frage: Konnen die Knoten von G mit  Farben

gefarbt werden, so dass benachbarte Knoten
verschieden gefarbt werden?
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Bsp: Farben von Landkarten
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Satz K6.5.2: GC ist NP-vollstandig.
Beweis: 1. GC NP Klar.
2. Reduktion von 3-SAT.

3. Sei 3-SAT-Eingabe mit Variablen ,...,
und Klauseln C,,....,C gegeben.

Wahle =3 (3 Farben)
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Komponenten fur Klauseln:

1

2

3

Beob. (fir legale 3-Farbungen):

1.Wenn ,, ,und ;dieselbe Farbe
haben, dann hat auch  diese Farbe.

2.Wenn einer der -Knoten die Farbe 1 hat,
kann auch die Farbe 1 bekommen.
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Korrektheit |, ‘

Sei erfilllende Belegung gegeben.
=0: -Knoten bekommt Farbe 2,
— -Knoten bekommt Farbe 1.
=1. -Knoten bekommt Farbe 1,
— -Knoten bekommt Farbe 2.

Da die Belegung erfiillend ist, kann jede
Klauselkomponente so gefarbt werden, dass

die Farbe 1 bekommt.
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Korrekthelt ,, ‘

Sei legale Farbung gegeben.

O.B.d.A.: hatFarbe 1, hat Farbe 3.
Variablenknoten haben Farben 1 und 2.
-Knoten hat Farbe 1: Belegung =1,
-Knoten hat Farbe 2: Belegung =0.

Annahme: C dadurch nicht erfullt.
Alle -Knoten von C haben Farbe 2
hat Farbe 2. Widerspruch.
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Spezialfall: festes

-GC
Eingabe: Graph G
Frage: Ist G mit Farben farbbar?

Folgerung K6.5.3:
3-GC ist NP-vollstandig.

Ubungsaufgaben:

Zeige, dass 2-GC P.

Zeige, dass -GCfiuralle 3 NP-vollstandig
ist.
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Cliquentberdeckungsproblem

Cligue Cover (CC)
Eingabe: Unger. Graph G=(V,E), Zahl

Frage: Gibt es eine Partition von V in V,,...,V ,
so dass G auf allen V eine Clique bildet?

Bsp:
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Satz K6.5.2: CC ist NP-vollstandig.

Beweis: 1. CC NP Klar.

2. Reduktion von GC. lokale

3. Sei (G, ) Eingabe fir GC. Ersetzung
Bilde Komplementgraphen G von G.

4. G hat Uberdeckung durch  Cliquen
G wird von unabh. Mengen uberdeckt
Gist -farbbar.
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Teambildungsprobleme [K6.6]
Satz K6.6.1: 3-DM ist NP-vollstandig.

3-dimensionales Matching (3-DM)
Eingabe: 3 disjunkte Mengen ,, ,, 5 mit

| 4=l 2=l 5l sowie 1 2 3
Frage: Gibt es , SO dass jedes Element aus
1+ 22 glingenau einem Tripel in
vorkommt?

Es gilt: 2-DM P.

Beweis der NP-Vollst. von 3-DM

1. 3-DM NP Klar.
2. Reduktion von 3-SAT.

3. Sei 4., ,C4,...,C Eingabe fur 3-SAT.
Komponente flr : AT
7 20 3 iy v,
insgesamt " grine <{' '}> _
u." schwarze ) 0
Tripel =7
’ :1 () (J




KomponentefuarC= , =, g

,-Knoten aus der Komp.
< von .

» ~,-Knoten aus der Komp.
\ von .

s-Knoten aus der Komp.
von .

und in keiner weiteren Komponente
Genau eines dieser Tripel muss
gewahlt werden.
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~Fullkomponenten®, um die tbrigen Elemente
aus den Variablenkomponenten zu
Uberdecken (Details hier weggelassen).

4. Insgesamt gilt:
Formel hat erftillende Belegung

 Variablenkomponenten kénnen von den
grinen oder schwarzen Tripeln Gberdeckt
werden und

» von den Klauselkomponenten kann ein
Tripel gewahlt werden.
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Mengenuberdeckungsproblem

Set Cover (SC)

Eingabe: Menge ,Zahl und) =() ....) ),
eine Folge von Teilmengen von

Frage: Gibt es eine Auswahl von héchstens
Mengen aus ) , deren Vereinigung ist?

Beispiel:
={1,...,5},

) 1:{1’2!3}!) 2:{2!315}1) 3:{112’4}’) 4:{3’4’5};
=2
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Folgerung K6.6.2: SC ist NP-vollstandig.
Beweis: 1. SC NP Kilar.
2. Reduktion von 3-DM.

3.Sei( 1, 5 3 )Eingabe fur 3-DM.
O.B.d.A.sind ,, ,, ;paarweise disjunkt.

Wahle = 1 2 3 :| lll
) : Menge der Elemente aus dem -ten
Tripel in

4( 10 25 3 )hat 3-DM
kannvon der Mengen) ,,...,) |
uberdeckt werdey).




Meisterschaftsproblem (CP) [K6.7]

Vorher: Meisterschaftsproblem mit
2-Punkte-Regel.

Jetzt:  3-Punkte Regel, bedeutet:
Sieger: 3 Punkte
Verlierer: 0 Punkte
Unentschieden: 1 Punkt fir jeden.

D.h., Gesamtpunktzahl vom Spielausgang
abhéangig. Algo mit Flussmaximierung
funktioniert nicht mehr.
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Satz K6.7.1: Das Meisterschaftsproblem mit
der 3-Punkte-Regel ist NP-vollstandig.

Beweis: 1. CP NP klar

2. Reduktion von 3-SAT

3. Sei 3-SAT-Eingabe ,,..., ,C;,...,  Qeg.
Beschreibe die CP-Eingabe durch Graphen:

Knoten Y: Verein Y

Kante (Y,2): offenes Spiel zwischen Y
und Z

Zahl an Knoten Y: Differenz der Punkte von Y
und X

Vorubergehend: alle offenen Spiele unentsch

Beispiel:

2 -2 2.2 2

Ziel: Spielausgange von
unentsch. so verandern, -2 -2
dass alle Bewertungen O. 279

Idee: Entscheidung an der Wurzel des
Baumes soll =0 oder =1 reprasentieren.

Variablenkomponenten:
Fir jede Variable erzeuge Baum.

Anzahl der Blatter im linken Teilbaum: Anzahl
der Vorkommen von — in allen Klauseln

Anzahl der Blatter im rechten Teilbaum:
Anzahl der Vorkommen von in allen
Klauseln.

Klauselkomponenten:

Fur jede Klausel erzeuge +1-Knoten, der mit
Knoten flr die zug. Literale verbunden ist.




Beispiel:
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Korrektheit

4. ( ,C) erfullbar
es gibt Spielausgange, so dass alle
Knotenmarkierungen 0.

. . DerVerein an d. Wurzel jedes -Baumes

muss mind. ein Spiel verloren haben.

Linkes Spiel (oder beide): =1

Rechtes Spiel: =0

Zeige: Alle Klauseln erftllt.

Die Klauselvereine haben mind. ein Spiel
verloren  Zugeh. Kante zeigt zu erf. Literal.
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. . Sei erfullende Belegung gegeben.

=1: Verein an der Wurzel des -Baumes
verliert linkes Spiel; die Nachfolger davon
jeweils beide Spiele.

=0: analog.

Sei erfllltes Literal in
Dann gibt es eine Kante vom  -Knoten zu

einem Knoten im  -Baum mit Markierung -2.

Dieses Spiel verliert der  -Verein.

Insgesamt: Alle Knotenmarkierungen 0.
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Zusammenfassung Kompl.theorie

» Betrachtete Rechnermodelle:
—Turingmaschinen, Registermaschinen
—Varianten: deterministisch, randomisiert,

nichtdeterministisch

» Komplexitatstheorie flir randomisierte
Algorithmen
—Komplexitatsklassen ZPP, RP, BPP, PP
—Probability Amplification
—Nichtdeterminismus als Spezialfall von

Randomisierung
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Zusammenfassung Kompl.theorie

» Zentrale Begriffe der NP-
Vollstandigkeitstheorie

—Turing-Reduktionen und polynomielle
Reduktionen

—NP-vollstandige und NP-schwere
Probleme

» Satz von Cook, Vereinfachung von
Beweisen der NP-Vollstandigkeit

o Zahlreiche Reduktionen zwischen
verschiedenen Problemen

285

Fazit NP-Vollstandigkeit

Ein Beweis der NP-Vollstandigkeit liefert eine
starken Hinweis darauf, dass ein Problem
keinen polyn. Algo hat.

Nutzen

» Keine Zeit dafiir ver(sch)wenden, einen Algo
zu suchen, den es wohl nicht gibt.

* Beweis liefert Hinweise darauf, was an
dem Problem schwer ist Uberlegen, ob
wir das richtige Problem l6sen.

» Fehlgeschlagene Versuche liefern Hinweise
auf polynomielle Algos. »55

Fazit NP-Vollstandigkeit (Forts.)

» Reduktionen mit verbundenen Komponenten
erlauben es, Beziehungen zwischen nicht
verwandten Problemen herzustellen.

o 3-SAT ist haufig ein Ausgangsproblem ftr
Reduktionen.
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Teil 2: Entscheidbarkeitstheorie

(Kapitel T2.4-T2.8)




Sind TMs universelle Rechner?

Bisher: Programm ist in der TM fest codiert.

Nun: TMs, die ein Programm ausftihren
konnen.

Universelle Turingmaschinen
Eingabe der UTM ist ein Paar ( v )
dabei ist

das Programm und

die Eingabe, auf der das Programm
ausgefuhrt werden soll.
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Beschreibung eines Programms

Bandalphabet: G=0,1,B}
mit ,=0, =1, ,=B
Zustandsmenge: ={ ..., } mit
.- Startzustand, *={ .}, ={ 3},
Kopfbewegungen:1 ,=-1,1 ,=0, 1 ;=1.
Codiered( , )=( , , )durch
01010 1010
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Beschreibung eines Programms

: Anzahl d.Codierungend( , )=( , ,1 ),
code( ): -te derartige Codierung.

Codierung des gesamten Programms:
111 code(1) 11 code(2) 11 ... 11 code(s) 111

heifldt Godelnummer der codierten TM

Bezeichnung:

291

Arbeitsweise der Univ. TM
Eingabe: ( )

Arbeitsweise:
» Prife syntaktische Korrektheit der Eingabe.
* Benutze 3 Bander:

Band 1: Arbeitsband von
initialisiert mit der Eingabe

Band 2: Programm
Band 3: Zustand der simulierten TM
e Simuliere Schritt fur Schritt.
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Rechenzeit der Univ. TM

Fur jeden Rechenschritt von

- Suche passenden Ubergang auf Band 2
- Update des Zustands auf Band 3

- Kopfbewegung auf Band 1

Rechenzeit wird dominiert durch die Suche.
Rechenzeit daftr unabh. von | |

Also: Simulation nur um konstanten Faktor
langsamer als  selbst.
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Turing-Berechenbarkeit

Sei eine totale (Uberall definierte) Funktion.
heif3t

Turing-berechenbar oder (total) rekursiv
falls von einer TM berechnet werden kann,
die

 auf allen Eingaben halt und die

 am Ende der Rechnung den Funktionswert
auf dem Arbeitsband stehen hat.
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Turing-Berechenbarkeit

Sei eine partielle Funktion.
heil3t

Turing-berechenbar oder rekursiv , falls
von einer TM berechnet werden kann, die

o fur alle Eingaben, fir die definiert ist, den
Funktionswert berechnet und

 auf allen Eingaben, fiir die nicht definiert
ist, endlos lauft.
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Sprachen vs. Funktionen

Haben gesehen:

Entscheidungsprobleme entsprechen
Sprachen (Menge der zu akzept. Eingaben).

Zu einer Sprache  S* gehort die
charakteristische Funktion ¢ :S* {0,1},

Ist rekursiv , falls ¢ Turing-berechenbar.
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Rekursiv aufzahlbar
Sei S*undc’ :S* {0,1} mit

heil3t rekursiv aufzahlbar |, falls ¢ Turing-
berechenbar ist.

(D.h., TM hélt und akzeptiert,
| TM lauft endlos.)
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Churchsche These [T2.5]

Frage: Hangt die Menge der berechenbaren
Funktionen vom Rechnermodell ab?

Wir haben schon gesehen: Programme in allen
gangigen Programmiersprachen und TMs
konnen sich gegenseitig simulieren

... und damit dieselbe Menge von Funktionen
berechnen.

Ahnliches gilt fur andere Begriffe von
Berechenbarkeit (z.B. mrekursive Fkten.)
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Churchsche These

Die Menge der Turing-berechenbaren
Funktionen und die Menge der intuitiv
berechenbaren Funktionen stimmen tberein.

* Nicht beweisbar.

» Konnte widerlegt werden durch Angabe einer
nicht Turing-berechenbaren Funktion, die in
anderem Sinne berechenbar ist.
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Halteproblem [T2.6]

Definition T2.6.4: Das Halteproblem ist die
Sprache

2 ={ | haltauf }.

Ziel: Zeige, dass 2 nicht rekursiv ist.
Praktische Relevanz sollte offensichtlich sein.

Fur den Beweis: Umweg lber ein kinstliches
Problem.
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Kanonische Ordnung

... Ist Ordnung auf {0,1}*:
’ 1. | |<| | oder
2. | |:| ,l und lex "

Also Ordnung €,0,1,00,01,10,11,000,...

leeres Wort

. -te Wort in kanonischer Ordnung.

: TM mit der -ten Godelnummer in
kanonischer Ordnung.
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Diagonalsprache
Definition T2.6.1: Die Menge

1={ | akzeptiert  nicht}
heil3t Diagonalsprache.
Satz T2.6.2: 1 ist nicht rekursiv.
Beweis: mit Widerspruch.

Annahme: 1 istrekursiv, d.h., esex. TM , die
auf allen Eingaben halt und 1 akzeptiert.

1. Fall: 1 akzeptiert 11

2.Fall: 11 akzeptiert  nicht 1
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Beweistechnik Diagonalisierung

Satz: Die Menge R der reellen Zahlen ist nicht
abzahlbar.

Beweis: mit Widerspruch.

Annahme: R ist abzahlbar, insbesondere ist
dann [0,1)={ ,, ,,...}

Dann konnen die Binardarstellungen aller
Zahlen aus [0,1) in einer (unendlichen)
Tabelle angegeben werden.
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Alle reellen Zahlen in [0,1):

=0.l0|0|0|0|0|oO
,~0.l0[1]|0/0|0]|O
~0.l0[1]|0|1|0]0

Erzeuge * [0,1) durch Negation der
Diagonaleintrage, hier also *=0.101...

* ist nicht in der Tabelle enthalten.
Widerspruch dazu, dass alle Zahlen aus [0,1) in
der Tabelle stehen.
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Anwendung auf Diagonalsprache

Komplement der Diagonalsprache

« Alle TMs in kan. A :
) 01 2| Srue Esistl ={ | akzeptiert }.
1 Folgerung T2.6.3: 1 ist nicht rekursiv.
2
: 0, falls e Beweis: mit Widerspruch.
1 1, falls akzep. Annahme: 1 istrekursivund ist die
zugehorige TM.
Spalte fur die TM far die Diagonalsprache ) o _
enthalt das Komplement der Diagonaleintrage . TM, die die Entscheidung von  umkehrt.
(hier: 10100...). “ist TM firr 1 , die stets halt.
fehlt in der Tabelle. Widerspruch.
Komplement der Diagonalsprache Halteproblem
Bemerkung: 1 ist rekursiv aufzéhlbar. Erinnerung: 2 ={ | haltauf }.

Angabe einer TM fiir 1 :

Eingabe: Wort

e Finde die Nummer von inder
kanonischen Ordnung.

* Erzeuge

 Starte die universelle TM auf und
akzeptiere, falls sie akzeptiert.
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Satz K2.6.5: 2 ist nicht rekursiv.
Beweis:
Konstruiere einen Algo fir 1 mit 2 -Orakel.

Falls 2 rekursiv, gabe es einen Algo. fur 1 .
Widerspruch zu Folgerung T2.6.3.
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Algorithmus fur ~— mit  -Orakel

Eingabe: Wort

e Finde mit =
o Konstruiere die TM
* Modifiziere so, dass Verwerfen durch

Endlosschleife ersetzt wird. Resultat: TM
o Starte 2 -Orakel auf *

Es qgilt:
= 1 akzeptiert
* halt auf * 2 .

*
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Formalisierung des Vorgehens

Vorgehen analog zu polyn. Reduktionen, aber
ohne Schranke fir die Rechenzeit.

Definition T2.8.5: Seien ,, , S* Sprachen.
. heiBtauf ,reduzierbar( ,; ), wenn
es eine totale und rekursive Funktion

:S*  S* gibt, so dass

S 1 () o
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Anwendung der Reduktion

Lemma T2.8.6:

1 und ,rekursiv L rekursiv.

Beweis: Sei die Funktion aus der Reduktion.

Algorithmus far ~ ;:

Eingabe:

* Berechne ( ).

* Rufe Algorithmus far , auf ( ) aufund
ubernimm Resultat.

Es ist 1 ()
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Wiederholung

 heil3t rekursiv , wenn es eine TM  gibt,
so dass gilt
halt bei Eingabe und akzeptiert.
[ : hélt bei Eingabe und verwirft.

* heil3t rekursiv aufzahlbar , wenn es eine
TM  gibt, so dass gilt
halt bei Eingabe und akzeptiert.
[ . lauft bei Eingabe unendlich.

1,2 sind nicht rekursiv
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Wiederholung

» Entscheidbarkeitsreduktionen
e , Lund ,rekursiv L rekursiv.
» Kontraposition liefert:
1 und ; nicht rekursiv
, nicht rekursiv.
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Die universelle Sprache

Definition T2.6.6: Die universelle Sprache ist
#={ | akzeptiert }.

Satz T2.6.7: # ist nicht rekursiv.

Beweis: Reduktion1 #. Restriktion
Eingabe fur 1 : Wort . To{ | akzept.

e Berechne mit =
o Konstruiere

Dannist ( )=

1 akzept. # .
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}

Die universelle Sprache

#={ | akzeptiert }

Bemerkung: # ist rekursiv aufzahlbar.

Beweis: Verwende die universelle TM.
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Das spezielle Halteproblem e

Definition T2.6.9: Das spezielle Halteproblem
ist 2 ~{ |  halt bei Eingabe €}.

Satz: 2 _ist nicht rekursiv.

Beweis: Reduktion2 2

Eingabe fir 2 : :

» Konstruiere TM  *, die bei leerer Eingabe
- auf das Band schreibt,
- simuliert.

 Dannist ( )= *

Klar: * 2, 2 .
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Das Komplement
Folgerung: 2 .ist nicht rekursiv.
Beweis: mit Widerspruch (wie bei 1 und 1).

Annahme: 2 _ist rekursivund ist die
zugehorige TM.

" TM, die die Entscheidung von umkehrt.

“ist TM fur 2 , die stets halt.
Widerspruch.
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Der Satz von Rice

Betrachtetes Problem:

Entscheide zu geg. Programm, ob es die
gewtnschte Funktion berechnet.

Wir zeigen: Dies ist ein nicht rekursives
Problem.
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Der Satz von Rice
Satz T2.6.11: Sei  die Menge der rekursiven

Funktionen und mit ¥ und 1
Dann ist
( ) |  berechnet Fkt. aus }

nicht rekursiv.

Beachte:  enthélt auch die partiellen
rekursiven Funktionen.
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Erlauterung:

()=

( )={Menge aller Godelnummern}

Beide Sprachen sind rekursiv:

( ): TM verwirft alle Godelnummern.
( ): TM akzeptiert alle Godelnummern.

Bemerkung: ()= ().

( )= | berechnet Fkt. aus } 320




Beweis des Satzes von Rice

Sei mit * , 1 , beliebig.
Zu zeigen:

( )= |  berechnet Fkt. aus }
nicht rekursiv.

. Uberall undefinierte Funktion.

Falls 1 ,ersetze durch .
Also:
Sei/ - und die zugehdrige TM.

(Hier ausnutzen, dass ' ).
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Ansatz: Reduktion o ().

Eingabe fir 2 . Gédelnummer

Konstruiere TM  * (die Eingabe erhalt):

e Simuliere  auf Extraband auf Eingabe e.
e Simuliere auf Eingabe

Dannist ( ) = *
| r
Es ist:
2 . * berechnet ().
2 . * berechnet / ().
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Abschlusseigenschaften [T2.7]

Definition: Eine Sprachklasse C heil3t

« abgeschlossen gegen Komplementbildung,
falls C. G

» abschlossen gegen Vereinigung,
fals ,, , C. ; 5, C;

» abschlossen gegen Durchschnitt,
fals ., , C. ; , C.

Motivation: Sprachen auf einfachere Weise
Sprachklassen zuordnen kénnen.
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Rekursive Sprachen

Satz T2.7.1: Die rekursiven Sprachen sind
gegen Komplementbildung, Vereinigung und
Durchschnitt abgeschlossen.

Beweis:

» Komplementbildung
Sei rekursivund  eine zug. TM.

Vertausche in  die akzep. und verwerf.
Zustande.

Resultat: TMfir rekursiv.
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Durchschnitt

Seien ,und ,rekursiv
und ,, ,die zugehdrigen TMs.

Konstruktion einer TM fur 1 o

Eingabe:

- Simuliere  ; auf

- Simuliere , auf

Akzeptiere, falls beide Simulationen
akzeptieren.
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Vereinigung

2 Beweisvarianten:
* Analog zu Durchschnitt.
» Mit den Regeln von de Morgan:

1 27 1 2°
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Rekursiv aufzahlbare Sprachen

Satz T2.7.2: Die rekursiv aufzahlbaren
Sprachen sind gegen Durchschnitt und
Vereinigung abgeschlossen.

Beweis:

* Durchschnitt analog zu den rekursiven
Sprachen.

» Vereinigung schwieriger, da erste Simulation
nicht stoppen muss.
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Vereinigung

Seien ,und , rekursiv aufzahlbar
und ,, ,die zug. TMs.

Konstruiere 2-Band-TM far ;!

- Kopiere Eingabe auf 2. Band.

- Simuliere  ;und , parallel:
- Zustandsmenge ,, arbeitet auf Band 1
,. Zustandsmenge ,, arbeitet auf Band 2.

Neue TM: Zustandsmenge , .,

- arbeitet auf beiden Bandern und
- akzeptiert, wenn , oder , akzeptiert.
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Komplement

Lemma T2.7.3: Wenn und rekursiv
aufzahlbar sind, ist  rekursiv.

Bewels:
Seien und die TMsfiur und

Simuliere  und  parallel.
- Falls _ stoppt, akzeptiere.
- Falls  stoppt, verwirf.

Klar:  oder  stoppt.
TM stoppt auf allen Eingaben und
berechnet
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Komplement

Satz T2.7.4: Die rekursiv aufz. Sprachen sind
nicht gegen Komplementbildung
abgeschlossen. Insbesondere sind # und 1
rekursiv aufzahlbar, # und 1 aber nicht.

Beweils:
Wir haben gezeigt:
# rekursiv aufzahlbar, aber nicht rekursiv.
Annahme: # rekursiv aufzahlbar.
# rekursiv. Widerspruch.
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Folgerung T2.7.5: Jede Sprache hat genau
eine der drei folgenden Eigenschaften:

1. und  rekursiv.
2. und  nicht rekursiv aufzahlbar.
3. rekursiv aufzahlbar und

"~ nicht rekursiv aufzahlbar
oder umgekehrt.
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Das PKP [T2.8]

Postsches Korrespondenzproblem (PKP)

Eingabe: =(( .,(,),...( ,( ))endliche Folge
von Wortpaaren Uber endl. Alphabet S.

Frage: Gibt es Folge ,,..., {1,..., }, 1,
mit ... =( l( 2...( ?
Beispiel:

=((10111,10),(1,111),(10,0))
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Beispiele
=((10,101),(011,11),(101,011))

=((001,0),(01,011),(01,101),(10,001))

Das kleinstmdgliche einer Lésung ist 66.
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Umweg: MPKP

MPKP (modifiziertes PKP)

Eingabe: =(( .,(,),...( ,( ))endliche Folge
von Wortpaaren tber endl. Alphabet S.

Frage: Gibt es Folge ,,..., {1,..., }, 1,

i = i =12
mit .. (1( 2...( mit ;=17

Wir werden zeigen:
2 MPKP PKP

Also: PKP ist nicht rekursiv.

Anwendung: Spéatere Beweise fur die
Nicht-Berechenbarkeit von Problemen. -

Zuerst: MPKP PKP
Sei =(( ,(y),--( ,()) Eingabe fur MPKP.

ldee:  so andern, dass ;=1 erzwungen wird.
Wie verhindern, dass Lsg. mit ( ,,( ,) beginnt?
In -Worten # hinter jedem Buchstaben einf.
In (-Worten # vor jedem Buchstaben einf.

Beispiel:

101111110 |4 1#0#1#1#1#1#1#1#0#@

->
101111110 |##1#0#1#1#1#1#1H#1#0HS
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Reduktion:

=(( u.(nn( ()
()= o (o)l 420 42))
mit
( ,(7)farl : Einflgen von # hinter/vor
jedem Buchstabenin ( ,( ).

(o ()= #(), ( 4+1( 41)=($#$) und

* ist berechenbar.
e Lsg.von ( ) muss mit ;=0 beginnen.
e hatlLsg. mit =1 () hat Lsg.

336




MPKP

Konfiguration einer TM als String schreiben:
» Bandinschrift zwischen den Blank-Zeichen

 Links von der Kopfposition Zustand
einflgen.

Beispiel:
1234 567 bedeutet: Kopf steht auf 5,
Zustand ist .

Rechnung: Folge solcher Strings, getrennt
durch Trennzeichen ##.
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Beispiel fir eine Rechnung
##  Ab#HHX DHEXY HHXYZ HHXY ZHHH

## ab#EX DH#EXY HHXYZ HHXY ZHHH

Anfangsregel
Kopierregeln

Uberfiihrungsregeln

Abschlussregeln u. Loschregeln
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Reduktion MPKP

Eingabe flr 2 :

Anfangsregel: (### , #)
— erzeugt Anfangskonfiguration von

Kopierregeln: ( , ) fur alle G {#}
— Kopieren von Buchstaben

Loschregeln: ( , ), ( , )f. alle Gu.
— Lo6schen von Buchstaben

Abschlussregeln: ( ###,#) fUr alle
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Uberfiihrungsregeln

Kopfbewegung 0

c dC=( 0 (L)
e d(, )=(7 .00 (# °~ #) Sonderfall

rechtes Bandende
Kopfbewegung 1

« d¢, )=C. ) (. )

e d(, )=(7 ,1) (# '#) sonderfall
rechtes Bandende

(furalle G )
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Uberfiihrungsregeln

Kopfbewegung -1
cd(,)=C, 1) C ")

* d( ) ):( ,’ !'1) (# H ’ )

linkes Bandende

* d( ’ ):( ,1 !'l) ( #’ ’ #)
rechtes Bandende
e d(, )=( 7, ,-1) # ## #)

(furalle , G )
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Korrektheit
( ): konstruierte MPKP-Eingabe
Zu zeigen:
halt auf ( ) hat Lsg.

* Rechnung als String aufschreiben.

e Zusatzliche ,Rechenschritte” zum Léschen
des Bandinhaltes einfligen

Resultat ist L6sung von ( ).
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halt auf ( ) hat Lsg.

Anfangsregel erzwingt, dass Lsg mit
Anfangskonfiguration von beginnt.

Kopier- und Uberfiihrungsregeln erzwingen
korrekte Rechnung.

Nur die Abschlussregel erreicht, dass die -
Folge und die ( -Folge gleich viele
Zustandssymbole enthalten

Es wird eine haltende Rechnung codiert.

343

Busy Beaver

Busy Beaver — Turingmaschine mit ,wenigen*
Zustanden und Bandalphabet {0,1,B}, die bei
leerer Eingabe ,viel tut* und anschliel3end
halt.

Zugehdrige Funktionen:

BB( ): maximale Anzahl von Einsen, die ein
Busy Beaver mit Zustanden auf das
Arbeitsband schreiben kann.

S( ): maximale Anzahl von Rechenschritten,
die ein Busy Beaver ausfihren kann.
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Unentscheidbarkeit

Satz: Die Funktionen BB( ) und S( ) sind nicht

rekursiv.

Beweis:
« Fur S( ): In den Ubungen.
e FUr BB( ):
Annahme: BB( ) ist berechenbar.

D.h.,esgibt TM | die gestartet auf
BB( ) Einsen auf dem Arbeitsband erzeugt
und halt.

(O.B.d.A.: Bandalphabet von

ist {0,1,B).)

Einsen
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Beweis der Unentscheidbarkeit

Konstruiere folgende Turingmaschinen:

TM : Gestartet auf Einsen auf dem Band
fugt 1 weitere 2 Einsen hinzu und halt.
(Also Resultat: 3 Einsen.)

™ 1: Gestartet auf Einsen auf dem
Band figt) 1 eine weitere Eins hinzu und
halt. (Also Resultat +1 Einsen.)

TM Schreibe_ : Die TM erzeugt bei leerem
Eingabeband Einsen und halt.

Klar: Daflr gentigen +1 Zustande.
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Zusammenfligen der TMs

Erzeuge TM 3 , die nacheinander

e 1 (verdreifachen der Eingabe)
. (BB() berechnen)

°) 1 (eine Eins hinzufiigen)
ausfihrt.

Sei die Anzahl der Zustande von 3 .
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Zusammenfligen der TMs

Erzeuge TM, die nacheinander

Schreibe_  ( Einsen erzeugen)
1 (verdreifachen)

’ (BB() berechnen) TM 3 mit
*) 1 (1 Eins hinzuf.) Zustanden
ausfuhrt.

« Insgesamt 2 +1 Zustande.

Erzeugt BB(3 )+1 BB(2 +1)+1 Einsen. 11
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Fazit Entscheidbarkeitstheorie

» Es gibt Probleme, die nie von Rechnern
geldst werden kbnnen (unabhangig vom
technologischen Fortschritt).

 Wenn man auf ein nicht entscheidbares
Problem sto3t: Herausfinden, ob es nicht
genigt, eine einfachere Variante zu l6sen.
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Teil 3: Endliche Automaten

(Kapitel T4 u. T5.3)

Begriffe
Rechnerstrukturen andere gangige Begriffe
Schaltnetz * Schaltkreis [T]

(ohne Ruckkopplungen/
Speicher)

e circuit
* combinational circuit

Schaltwerk

(mit Ruckkopplungen/
Speicher)

* sequentieller Schaltkreis
* sequential circuit
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Schaltwerke im Huffmann-Modell

Input Output
Schaltnetz
Ruck-
kopplung
Flip-Flops
Takt T

Vereinfachung: Keine Ausgabe 352




Beschreibung von Schaltwerken

 Flip-Flops 2 Zustande
Zustandsmenge

e *Inputbits 2 Inputs Eingabealphabet S
mit [S|=2 .

» Funktion des Schaltnetzes:

Ruckkopplung: d: S

(Zustandsuberfuhrungsfunktion)

Ausgabe: g S {0,1} (Ausgabefkt.,
entfallt hier)

 Startzustand .
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Zugehaoriges abstraktes Modell

DFA (deterministic finite automaton)

wird beschrieben durch:

* endliche Zustandsmenge ,

» endliches Eingabealphabet S,

« Startzustand |,

« Ubergangsfunktiond: S

. : Menge akzeptierender Zustande.
Schreibweise: ( ,S, ,,d, )
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Aufbau eines DFAs

1 2 3
Lesekopf Read-only
— Eingabeband
Steuerung Unterschied zu TMs:
mit endl.
Speicher Band darf nur gelesen
P werden, Kopf darf nur

nach rechts gehen.
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Arbeitsweise des DFAs (.S, ,.d )
Eingabe: =( ..., ) S, Lesekopfauf ;.

Startzustand ist .
Aktion in jedem Rechenschritt:

* Wenn der Zustand istund  gelesen wird,
istd( , ) derneue Zustand.

» Kopf geht um eine Position nach rechts.

Akzeptanz, falls nach Lesen von ein
Zustand aus erreicht wird.
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Beispiel Beispiel (Fortsetzung)

={ oreer 3h d 0 1 2 3 Bedeutung der Zustande:
= .} 0 2 3 0 1 * . gerade Anzahl Nullen
0 1 . . , , gerade Anzahl Einsen

» ;. gerade Anzahl Nullen
Anschaulicher: ungerade Anzahl Einsen

» ,:ungerade Anzahl Nullen
gerade Anzahl Einsen

* 4 ungerade Anzahl Nullen
ungerade Anzahl Einsen
Akzept. Sprache:

{ | enth.gerade Anz. von Nullen und Einsen}
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graphische Darstellung

— Startzustand
@ akzept. Zustande

Begriff: requlare Sprache Beispiel
Definition: Ein Sprache heil3t regular, wenn ={ {, }|Aufzwei “sin folgtimmer
es fur einen DFA gibt. ein }

Vereinfachung: Fehlende Kanten
entsprechen Kanten zu einem verwerfenden
Zustand, der nie wieder verlassen wird.
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Vereinfachte Schreibweise

Bisher.: d: S

Erweitere daufd: S* durch

. :d( ,e= und

© d( (e )EAEAC L g ) ).

Bedeutung:

d( ,( ;..., ))istder Zustand, in dem der

DFA beginnend mit nach dem Lesen von

Lreees ist.

Akzeptanz: wird akzeptiert  d( , )
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Bsp: eingeschranktes SSS (KP**)

Fest vorgegeben: Zahl) .
Eingabe: Folge ..., {1,....) }.

Frage: Gibt es eine Teilfolge der Zahlen mit
Summe) ?

Erinnerung: Wenn ) Bestandteil der Eingabe
Ist, ist das Problem NP-vollstandig.
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DFA fur eingeschranktes SSS

Eingabealphabet: S={1,...,) }

Zustande: alle Teilmengen von {0,...,) }, die O
enthalten.

Bedeutung: Menge der Summen, die aus den
bisher gelesenen Zahlen gebildet werden
konnen.

Startzustand: {0}

Akzept. Zustande : alle Teilmengen, die )
enthalten.

Ubergangsftkt: d( , )={ | - 1.
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Beispiel

) =4, S={1,2,3,4}
={{0}.{0,1},{0,2}.,{0,3}.{0,4}.{0,1,2},{0,1,3},
{0,1,4},...,{0,1,2,3,4}}
Startzustand {0}
={{0,4},{0,1,4},{0,2,4},{0,3,4},{0,1,2,4},
{0,1,3,4},{0,2,3,4},{0,1,2,3,4}}
Ubergangsfunktion nur am Beispiel:
d{o,3},1) ={0,1,3,4}
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Beispiel: 0 1

Frage: Kannes DFAfur ={0 1| 1} geben?
Annahme: Es gibt DFA fiar mit Zustanden.
Betrachte 0 1

O 0o 00 .01 11 1..1
\O 1 2 3 4 - W,
Ein Zustand doppelt (Schubfachprinzip)

Streichen der Nullen zw. doppelten Zustanden
liefert Wort 0 1 ( < ), das der DFA akzeptiert,

Uberblick ,endliche Automaten®

1. Pumping-Lemma [T4.3]
Ziel: Kriterium ftr Probleme, die nicht mit
endlichen Automaten geldst werden kénnen.

2. Minimierung endlicher Automaten [T4.2]
Ziel: Anzahl der Zustande minimieren.

3. Nichtdeterministische endl. Automaten
[T4.4]

4. Konstruktion endlicher Automaten [T4.6]

5. Regulare Ausdricke und (spéater)
regulare Grammatiken.
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Welche Sprachen sind reguléar?

Sei eine Sprache gegeben.

1. Fall: Es gelingt uns, einen DFA fir  zu
konstruieren.

2. Fall: Es gelingt uns nicht ...
Was bedeutet das?
- Uns fehlt nur die richtige Idee.
- Es gibt keinen solchen DFA.
Dieses weiter formalisieren.
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Pumping-Lemma fur endl. Autom.

Satz T4.3.1: Sei  eine regulare Sprache. Dann
gibt es e. Konstante , so dass sich jedes +

mit |+] in += zerlegen lasst, wobei

| | und | | 1 gilt und weiterhin fir alle 0

auch gilt.

regular
N
+  mit [+
Zerlegung += mit| | u.| | 1
0:
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Umgang mit Quantoren

regular

N
Or mit |+
Zerlegung += mit| |
0:

u.| | 1

Ein ,Gegner” gibt uns vor und wir
mussen mit allen Wahlen zurechtkommen

Wir miussen beweisen, dass es
ein passendes gibt, z.B. durch

Angabe eines solchen o

Beweis des Pumping-Lemmas

regular
N
mit | |
Zerlegung =
0:

mit |

Sei regular und A ein DFA flr
Wir wahlen: =Anzahl der Zustande von A.

Sei+  mit |+

u| | 1

von Gegner gegeben.
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Rechnung des DFAs flr +:

0 1 2 3 -1 .. AKZ
1 2 3 4 -1 +1
Daes nur Zustdnde gibt, muss einer der
Zustande doppelt vorkommen, z.B. und
0 .. AKZ

Wir wahlen: =+,..+, =+ ..+, =+ st )
Dannist| |

Gegner wahlt, wie oft der blaue Teil wiederholt
wird; in jedem Fall wird akzeptiert. a7

Anwendung des Pumping-Lemmas

reqular
N
+  mit |+
Zerlegung +=
0:
Kontraposition liefert:

N
+  mit [+
Zerlegung +=
0: Il
nicht reguléar.

mit |

mit |

u.| | 1

u.| | 1
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Beispiel: ={01]| 1}

* Gegner gibt uns Wert vor.
e Wirwahlen +=0 1
* Gegner wahlt Zerl. += mit| | || 1.
enthalt mind. eine 0 und keine 1.
e Wir wahlen =0. Anzahl der Nullen und Anzahl
der Einsen in verschieden, also 0 |
nicht regular.

mit | |
Zerlegung = mit] | u|| 1
0: T 373

Beispiel: ={ {0,1}* = R}

= - R= ... | (Spiegelwort)
: Sprache der Palindrome

Satz: nicht regular.
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Beispiel: ={ {0,1}*] = R}

e Gegner gibt uns Wert vor.
e Wir wahlen +=0 10

» Gegner wahlt Zerl. += mit| | || 1.
enthalt nur Nullen aus dem ersten Block.

e Wirwahlen =0.Dann ©° |

nicht regular.

mit | |
Zerlegung = mit|] | u. || 1
0: 'IHI- 375

Klammersprache

= e {(,)}* hei3t korrekt geklammert,

falls
» die Anzahl ,(* ist gleich der Anzahl ,)".
* in jedem Anfangsstick ,,..., ( )istdie

Anzahl ,,(“ nicht kleiner als die Anzahl ,)“.

Definiere
={ {()}*| korrekt geklammert}

Behauptung: Ist nicht regular.
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Klammersprache

» Gegner gibt uns Wert  vor
* Wir wahlen +=(((...()))...
(((...()))---)

Beispiel: ={0°| 1}

» Gegner gibt uns Wert vor.
o Wir wihlen +=0 °
» Gegner wahlt Zerl. += mit| | | ] 1.

« Gegner wahlt Zerlegung += mit| | : Anzahl der Nullen in . Esist 0<
und| | 1 (*. o Wirwahlen =2.Dann 2 =0 * 1 |,
« Beim Pumpen veréandert sich nur die Anzahl ( denn 2< 2+ 2+ < ( +1)2
I far 1. nicht regulér.
N N
mit | | mit | |
Zerlegung = mit] | u|| 1 Zerlegung = mit| | u.| | 1
0: ] 377 0: ] 378
: : : 2
Diskussion Pumping-Lemma Bsp. = |=1, 0 =017 , 1}

Pumping-Lemma ist nur geeignet, um zu
zeigen, dass Sprachen nicht reguléar sind.

Pumping-Lemma enthéalt eine notwendige
Bedingung flr regulare Sprachen.

Und:

Es gibt Sprachen, die die Bedingung des
Pumping-Lemmas erfiillen, aber nicht
regular sind.
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Naheliegende Vermutung: nicht regular.
Beweisversuch:

» Gegner gibt uns Wert vor.

1. Versuch: Wir wahlen +=1 .

2. Versuch: Wir wahlen +=0 1 ° (' 1).
In beiden Fallen kein Erfolg.

N
mit | |
Zerlegung = mit| | ul|| 1
0: II'II. 380




Verallgemeinertes Pumping-Lemma

Satz T4.3.4:
Sei eine regulare Sprache. Dann:
N
mit |+|=
Zerlegung += mit| | 1

0:
D.h., wir durfen bei der Anwendung des verallg.
Pumping-Lemmas das Teilwort der Lange
wahlen, das aufgepumpt wird.

Beweis u. Anwendung  Ubungsaufgaben. 3

81

Minimierung von DFAs [T4.2]

Warum Minimierung?
* Beim Einsatz im Hardwarebereich ist dies

die Minimierung der Anzahl der Flip-Flops.

» DFAs sind spezielle Algorithmen.

(Traum)Ziel der theoretischen Informatik:
Algorithmen automatisch vereinfachen.
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Nicht erreichbare Zustande

Klar: Zustande, die vom Startzustand aus
nicht erreichbar sind (Uberflissige
Zustande), kbnnen entfernt werden.

Warum gibt es Uberflissige Zustande?
Grund: einfachere Konstruktion von DFAs
Beispiel: DFA fir eingeschrankte SSS:

Zustand {0,1,3} wurde konstruiert,
ist aber nicht erreichbar (falls) 4).
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Wie entfernt man tberflUssige Z.?

Benutze graphische Darstellung von DFAs.

DFS vom Startzustand liefert genau die
erreichbaren Zustande.

Grund: FUr jede Eingabe ist die Folge der
durchlaufenen Zustande ein Pfad im
Graphen und umgekenhrt.

Rechenzeit: (| [|9]).
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Beispiel flr Entfernen tberfl. Zust.

385

Weitere Minimierung

Beispiel:

» enthalt nur erreichbare
Zustande.

e ist nicht minimal.

Neues Ziel:
Aquivalente Zustande finden.©

Was sind aquivalente Zustande?

Definition T4.2.3: Zwei Zustande und
eines DFAs heil3en aquivalent, wenn

Sd(, ) d( , )
D.h., egal, ob Rechnung an oder startet.
Notation:
Beobachtung: st Aquivalenzrelation.

Notation: [ ]ist die Aquivalenzklasse von

387

Idee: Rechnen auf Aquiv.-klassen

Definition T4.2.4: Sei) =( ,S, ,,d, ) DFA.
Der Aquivalenzklassenautomat) " zu) ist
definiert durch:

={[ 11 }
S'=S

0 =L o

=1l }

d(q 1 )=[d( , )] Wohldefiniertheit?

388




Wohldefiniertheit

Satz T4.2.5: Der Aquivalenzklassenautomat
) ~ ist wohldefiniert.

Beweis:

Aquivalenz zu

Satz T4.2.5:) und) ~ akzeptieren dieselbe
Sprache.

Bewels:

Zz..d([ ], )=[d( , )] nicht widersprichlich. Sej S*
Sei : Zustandsfolgevon) : o, 4, ..., _

S*: dac, ) ac, ) ) Zustandsfolge von) [ o[ 4, .. [ I

S, St@d(, ) a, ) ) Es gilt: [ 1 ~

S, S(dd , ) )

dd( , ), ) )

S: (K ) ) (K ! ) 389 390
Minimierung Idee: | statt  berechnen
1. Schritt; Uberflissige Zustande streichen Esist | dt , ) d( , )I oder
2. Schritt:  Aquivalenzklassenautomaten d( , I d( , )

berechnen.

Fragen:
 Wie berechnet man ?

e |Ist der resultierende Automat wirklich
minimal?

391

Zeuge fur die Nichtaquivalenz
von und

1. Idee: Suche nichtaquivalente Paare von
Zustanden, wobei mogliche Zeugen mit
wachsender Lange probiert werden.
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Idee eines Algorithmus

Eingabe: DFA ohne Uberflissige Zustadnde mit

=(1,..., }.

Initialisierung: Alle Paare { ,!} (mit <!) sind

unmakiert (d.h., /! noch nicht erkannt).

» Markiere alle Paare { ,!}, bei denen e Zeuge

ist (d.h., AT oder 1,1 )

Problem: Vermeide, alle moglichen Zeugen
der Langen 1,2,3,...,?? auszuprobieren.
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Idee:
Bearbeitung von { , } (Reihenfolge beliebig):
Furalle S
Falls es ein gibt, so dass (d(, ),d(!, ))
markiert, folgt |!; also { ,!} markieren.

Sonst: Fur alle speichere zu {d( , ),d(!, )},
dass bei deren Nichtaquivalenz auch { ,!'} zu
markieren ist.

Datenstruktur: Zu jedem Paar{ ,'} Liste {,}.

Wenn { ,!} markiert wird, werden auch die
Elemente von {,!'} markiert.

394

Korrektheit

Satz T4.2.7: Der Algorithmus markiert alle
Paare { ,!}mit |!inZeit (| [?S).
Aufbau des Beweises:

1. Der Algo markiert nur nichtaquivalente
Paare.

2. Der Algo markiert alle nichtaquivalenten
Paare.

3. Die Rechenzeitabschéatzung stimmt.

395

Algo markiert nur nichtaquiv. Paare

{ ,!'} wird markiert, wenn

. I oder 1T !

e =d(, )und =d(!, ) zuvor als nichtaquiv.
erkannt wurden
Sei  Zeuge fur Nichtaquivalenz von { , }.
Dann ist Zeuge fur Nichtaquiv. von { ,!}.

e =d(, )und =d(!, ) werden spater als
nichtaquiv. erkannt.

Analog.
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Algo markiert alle nichtaquiv. Paare Rechenzeitabschatzung

Induktion tber die Lange * eines kirzesten Anzahl der Paare von Zustanden: (| [?).

Zeugen  fur die Nichtaquivalenz von { ,! }. Anzahl der betrachteten Paare (d( , ),d(!, )):
. e:igt’ ;éhu.’ge ?U?die Nichtaquivalenz von ! (I PISD

T oder | : Gesamtlange aller Listen: (EE)

.50 dr’1 - ' Aufwand pro Listenelement; ().

Dann hat (d( ),d(!, )) den klrzeren

Zeugen . Gesamtaufwand: (| [?|S]).

Nach I.V. wird (d( , ),d(!, )) markiert

( ,!') wird markiert.

- S AR
Beispiel von oben P ()
ml (0 ()
(. {4
. i ()
5 {4y {0}
( ) L {0 {4
) Lo {1} {3
N v\ oy LY (4
1N/ { /) {4}

0 { 4)
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Zusammenfassung

Bisher zwei Algorithmen zur Verkleinerung von
DFAs:

» Entfernen Uberfllissiger Zustande
» Zusammenfassen aquivalenter Zustande

durch Konstruktion des
Aquivalenzklassenautomaten.

Gibt es noch weitere Mdglichkeiten zur
Verkleinerung?

NEIN.
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Rechtsinvarianz

Definition T4.2.8: Eine Aquivalenzrelation
auf S* heil3t rechtsinvariant, wenn

( + S+ (+

Index von : Anzahl der Aquivalenzklassen
von

Notation: ind( )

Im Folgenden: 2 rechtsinvariante
Aquivalenzrelationen definieren.
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Aquivalenzrelation zu DFA

Definition T4.2.9: Sei A ein DFA.
( d( o, )=d( o.().

Beispiel:

0101 101011
0101 / 1000
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Aquivalenzrelation zu DFA

Definition T4.2.9: Sei A ein DFA.
( d( o, )=d( o.().

Bemerkung: ist rechtsinvariant, denn:

( d( 0 )=d( o,()
+ Sd( o+ )=d( 4.(+)
+ S* o+ (+.

Bemerkung: Der Index von ist die Anzahl
nicht tGberflissiger Zustande.
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Relation zur Sprache

Definition T4.2.10: Sei S* eine Sprache.
Dann ist

( + S (+ + ).
Name: Nerode-Relation

Beispiel: ={ | enthalt gerade Anzahl von
Nullen und Einsen}

11100 010111010
11100 / 111100

405

2. Beispiel

=01 ] 1}

0/ 00, da01 |, aber001i
00 / 000,

000 /' 0000,

allgemeiner: 0 / 0+

Folgerung: hat unendlich viele
Aguivalenzklassen.
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Nerode-Relation

Definition T4.2.10: Sei S* eine Sprache.
Dann ist

(- +su(+ )
Bemerkung: Ist rechtsinvariant, denn:
( + S (+ + ).
S + St (+ (+ ).
St (

Bemerkung: ind( ): minimale Grof3e eines
DFAs fur
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Satz von Nerode

Satz T4.2.11: Die folgenden Aussagen sind
aquivalent:

(1) Die Sprache wird von einem DFA
akzeptiert.

(2) st die Vereinigung von Aquiv.klassen
einer rechtsinvarianten Aquivalenzrelation
mit endlichem Index.

(3) Die Nerode-Relation hat endlichen
Index.

Beweis: (1) (2) 3) (1)

408




Zu zeigen: st
Vereinigung von
Aquiv.klassen
einer r.i. Aquiv.rel.
mit endl. Index.

Beweis (1) (2)

» Sei) DFA flr
e Dann ist

rechtsinvariante Aquiv.rel.
mit endlichem Index.

Zu zeigen:
Nerode-Rel.
hat endl. Index.

Beweis (2) (3)

Sei  rechtsinvariante
Aquiv.relation mit endlichem Index, so dass
Vereinigung einiger Aquiv.klassen von

. st die Vereinigung Zeige: ist Vergroberung von
der Aquiv.klassen, die ( : g (++ (+ * ) (
zu akzept. Zustdnden '
gehoren. hat endlichen Index.
( (
d( - ):d( 0:159). + S* (+ (+ 410
: Zu zeigen: y
Beweis (3) (1) T VGl = { Menge der Aquiv.klassenvon  },
Sei Sprache, so dass DFA akzept. °=:{[[e]’] | )
endlichen Index hat. ’
df 1. )=[ 1
Konstruiere DFA:
f { Menge der Aquiv.klassen von 1}, Anmerkung: [ ]
O__{[[e]’] | } (nach Def.von )
df 1. )=[ 1 .
DFA akzeptiert

Wohldefiniertheit von d

[ 15[ 7]
[ = " 1]

411

[ ] d(lel, ) d( o, )
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Minimaler DFA

Folgerung T4.2.12: Der im Schritt (3) (1)
konstruierte DFA fir  ist minimal.

Beweis:

Sei) “DFAfir mit Zustandsmenge

« Wg. (1) (2): Konstruktion der Aquiv.rel.
mitind( ) | 7.

e Wg.(2) (3:ind( ) ind( ):

* Wg.(3) (D):] [|=ind( )

Also| | | 7|
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Korrektheit des gesamten Ansatzes

Satz T4.2.13: Sei) ein DFA ohne uberfllssige
Zustande. Der Aquivalenzklassenautomat ) ~
ist ein zu ) &aquivalenter DFA minimaler
Grole.

Beweis:
Zeige: ) ~hat héchstens ind( ) Zustande.
Zeige dazu: ( und ( fihrenin) ~

zum gleichen Zustand (d.h., d( o, ) d( 4()).
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Rechnung

415

Fazit Minimierung

» Berechnung minimaler DFAs von Hand ist
muhselig, der Algorithmus hat Rechenzeit
( PPISD.
- polynomiell in der Anzahl der Zustande,
- exponentiell in der Anzahl der Flip-Flops

(Beachte: Z.B. 30 Flip-Flops 230 Zustande).

» Zweiter Ansatz um zu zeigen, dass eine
Sprache nicht von DFAs erkannt werden
kann: Zeige, dass die Nerode-Relation
unendlich viele Aquivalenzklassen hat.
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Nichtdeterminismus und Random.

 Randomisierter endlicher Automat
(in Lit. probabilistic finite automaton — PFA)

In jedem Rechenschritt zuféllig zwischen
mehreren Nachfolgezustanden wéahlen.

In dieser Vorlesung nicht behandelt.

* Nichtdeterministischer endl. Automat (NFA).

In jedem Rechenschritt wird ohne weitere
Auswabhlvorschrift zwischen mehreren
Nachfolgezustanden gewabhlt.
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NFAs

: Zustandsmenge

S: Eingabealphabet

d

o. Startzustand
: Menge der akzeptierenden Zustande
S : Ubergangsrelation

(,, ) d, wenn es erlaubt ist, vom Zustand
beim Lesen von nach ~ Gberzugehen.

418

Alternative Sichtweise
d S ()

A Potenzmenge von  (Menge
und aller Teilmengen von )

d(, )={Mengealler "mit(, , ") d}

Wie vorher Erweiterung auf Worter:

d( , )={Menge aller °, die beim Lesen von
erreicht werden konnen, wenn im Zustand
gestartet wird}
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Akzeptierte Sprache

Die von einem NFA akzeptierte Sprache
ist die Menge aller Worter , sodass d( 4, )
einen Zustand aus enthalt.

Oder:

ist die Menge aller Worter |, fur die es
einen Rechenweg von  zu einem Zustand
aus gibt.

(Hier Sichtweise: ,Raten“ des richtigen
Rechenweges)
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Beispiel

={ {0,1}*|In istder -te Buchstabe von
hinten eine 1}

1 @0,1 @0,1 CS 0L o,1©

0,1

Satz T4.4.3: hat NFA mit +1 Zustanden.
Jeder DFA flr hat mindestens 2 Zustande.

421

Untere Schranke fur die DFA-Grofde

Idee: Zeige, dass die Nerode-Relation
mindestens 2 Aquivalenzklassen hat.

Behauptung: Alle Worter aus {0,1} sind nicht
aquivalent bez. der Nerode-Relation

Seien ,( {0,1} mit 1(.
Danngibtes mit 1( ,z.B. =1,( =0.

Wahle +=0 1. Dann ist + , aber (+1
Also / (.
( + S (+ + ) a2

Beispiel: String Matching

Frage: Enthalt die Eingabe aus S* den String
= 2

423

Bsp: eingeschréanktes SSS (KP**)

Fest vorgegeben: Zahl) .
Eingabe: Zahlen ..., {1,....) }

Frage: Gibt es eine Teilmenge der Zahlen mit
Summe) ?

NFA:

={0,...) } =0, =0 hLd(, )={, +}
NFA ,rat“ bei jeder Zahl der Eingabe, ob sie
zur LOsung gehort.
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Vergleich DFAs — NFAs

Frage: Konnen NFAs nichtregulare Sprachen
erkennen? NEIN

Satz T4.4.5: Zu jedem NFA mit  Zustanden
gibt es einen aquivalenten DFA mit 2
Zustanden.

ldee: DFA speichert die Menge der Zustande,
die der NFA erreichen kann.
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Potenzmengenkonstruktion

Gegeben: NFA (Q,S, ,,d, ), konstruiere DFA:
=) o={o =l 1}

Korrektheit: Zeige d'( "o, )=d( o, )-
Induktion Uber | .
* | [F0:d( “p,€)=d( (.€).

I.V.
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Ansatz nicht praktikabel

Beispiel: NFA habe 100 Zustande, ein
minimaler DFA habe 200 Zustande.

Ansatz:

« Mit Potenzmengenkonstruktion DFA mit 2100
Zustanden konstruieren

« Uberflissige Zustande entfernen.
« Aquivalenzklassenautomaten erzeugen.

Zumindest erstes Zwischenergebnis viel zu
grol3.
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NFA DFA ohne Uberflissige Zust.

Idee: Starte mit { ,} und erzeuge nur
Zustande, die von den bisher konstruierten
erreichbar sind ( BFS im erzeugten DFA)

Datenstrukturen:

 Queue * zur Speicherung der erzeugten
noch nicht verarbeiteten Zustande

* Dictionary 1 (z.B. 2-3-Baum), das die
bereits erzeugten Zustande enthalt.
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Algorithmus

*und 1 mit " ={ .} initialisieren
Solange * nicht leer ist

- “aus *entnehmen.

- Furalle S
=d’( ", ) inBeschr. des DFA aufnehmen
Falls T1: in1 und *einfugen.

Da|l| 2! I'gehen Einfiigen und Léschen in
Zeit (] |).

Rechenzeit: (| | GrélRe des konstr. DFAS)
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Beispiel
={ | endetmitlll}
NFA:

N\
0,1

Potenzmengenkonstruktion erzeugt DFA mit
16 Zustanden.
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Konstruktion ohne Uberfl. Zustande
\

NFA: %1®1 ©1®
0

1

DFA:

N
{ o} 0o {od{o v 2d{oe 3}
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Algorithmen fur DFAs/NFAs [T4.6]

» Tests, ob ein geg. DFA/NFA gewisse
Eigenschaften hat:

—Test, ob akzeptierte Sprache leer ist.

—Vollstandigkeitstest, also die Frage, ob die
akzeptierte Sprache gleich S* ist.

—Aguivalenztest.
—Endlichkeitstest.

 Algorithmen zur Konstruktion von
DFAS/NFAs.

—Abschlusseigenschaften
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Leerheitsproblem

Gegeben: DFA oder NFA
Frage: Istdie von  erkannte Sprache
gleich ?
Nahe liegende Idee:
= In der graphischen Darstellung von
gibt es keinen Weg von , zu einem
akzeptierenden Zustand.

Algo: DFS nach akzeptierenden Zustanden
beginnend bei .

Rechenzeit: (| [|S)). Beob.: Funktioniert

auch fur NFAs.

Vollstandigkeitsproblem

Gegeben: DFA
Frage: Ist =S*?
Analog zum Leerheitsproblem gilt:

=S* In der graphischen Darstellung von
gibt es keinen Weg von  zu einem
verwerfenden Zustand.

Algo: DFS nach verwerfenden Zustanden
beginnend bei .

Rechenzeit: (] ||9]). Beob.: Funktioniert
nicht fur NFAs.
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Vollstandigkeitsproblem flr NFAs

Satz: Das Vollstandigkeitsproblem fur NFAs ist
NP-hart.

Beweis:
Zeige: 3-SAT NFA-Voll.
Sei( ;.- + 1.---, )eine 3-SAT Eingabe.

Konstruiere fir ~ einen DFA | so dass gilt:
1., erfallt  nicht
akzeptiert ..., ,....
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1---, erfallt  nicht
akzeptiert ..., ,....
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Zusatzlich

Konstruiere DFA  ,, der alle Worter mit
Lange hochstens -1 akzeptiert.
0,1
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1---, erfullt  nicht
akzeptiert ..., ,....
Konstruiere NFA  durch Verschmelzen der
Startzustande aller
Dann gilt (fir Eingaben mit Lange ):
akzeptiert ,,..., ...
{1,...." } akzeptiert ,,..., ...

{1,..." } ..., erfullt nicht

..., erfullt 3-SAT-Eingabe nicht.
Also: akzeptiert S* 3-SAT-Eingabe nicht
erfullbar.
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Aquivalenztest von DFAs/NFAs

Eingabe: DFAs/NFAs ,, .

Frage: Akzeptieren ,und , dieselbe
Sprache?

Folgerung: Der Aquivalenztest fir NFAs ist
NP-hart.

Beweis:

Der Test, ob ein NFA eine Sprache ungleich S*

erkennt, ist ein Spezialfall. Bem.- Nicht fir

DFAs  spater.

Endlichkeitstest

Eingabe: DFA/NFA

Frage: Ist die von  akzeptierte Sprache
endlich?

Nahe liegende Beobachtung:

In einem DFA/NFA, der eine unendliche
Sprache akzeptiert, muss es einen Kreis
geben, der vom Startzustand aus erreichbar ist
und von dem aus ein akzept. Zustand
erreichbar ist.
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Suche nach einem solchen Kreis

* Entferne alle vom Startzustand aus nicht
erreichbaren Zustande/Knoten.

» Drehe alle Kanten um.
» Flhre DFS von den akzeptierenden
Zustanden ausgehend durch.

Es wird eine B-Kante erzeugt.
Ein Kreis ist von einem akzeptierenden
Zustand aus erreichbar.

Rechenzeit: (| ||9)]).
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Abschlusseigenschaften

Satz T4.6.4:. Sei  ein DFA fir eine Sprache
. Dann kann ein DFA fur — in Zeit (] |)
erzeugt werden.

Insbesondere: Wenn regulér ist, ist auch
regular, d.h., die regularen Sprachen sind
unter Komplementbildung abgeschlossen.

Beweis: Ersetze durch - .

Bemerkung: Funktioniert nicht fir NFAs.
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Vereinigung und Durchschnitt

Satz T4.6.5: Seien ,und ,DFAsfur ,
und ,.Dannkannein DFAfar ;, L,( ; )
inZeit (| || ,l|S|) konstruiert werden.

Insbesondere: Wenn ,und , regular sind,
sindauch , ,und , ,reqgular, d.h., die
regularen Sprachen sind gegen Vereinigung
und Durchschnitt abgeschlossen.
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Konstruktion d. Produktautomaten

Konstruiere DFA

0= ( zl: 02§:
={( 2l 1 1 2 2
d(( 15 2), ) =(di( 1, )da( 20 )

Idee: Parallele Simulation beider DFASs.

Ubungsaufgaben:

« Ubertragung der Konstruktion auf NFAs.

» Vermeidung der Konstruktion Uberflissiger
Zustande
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Beispiel Produktautomat
0
®
5
A&
\
®
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Vereinfachte Konstruktion f. NFAs

Seien ;, , NFAsf. die Sprachen ,und ..
Konstruktion eines NFAs fur ;| ,:
e Erzeuge Kopienvon ,und ..

» Erzeuge neuen Startzustand
(akzeptierend, falls ,, oder , akzept.).

e Firalle Serzeuge -Ubergangevon ,zu
den -Nachfolgern der Startzustande von
und .

- Funktioniert aber nicht fir Durchschnitt.

446

Symmetrische Differenz

Definition:
T 102 1 o} heift
symmetrische Differenz von ,und .
Beispiel:  ,={00,11,01}, ,={00,10}.
Dannist , ,={11,01,10}

Satz: Seien ,und ,DFAsflur ,und ..
Dann kann ein DFA fir ;, ,in Zeit
(I 4l -lIS]) konstruiert werden.
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Abschluss unter symm. Differenz

Satz: Seien ,und ,DFAsfur ,und ..
Dann kann ein DFAfur ; ,in Zeit
(1 4 -lIS]) konstruiert werden.

Bewels:
Benutze Produktautomatenkonstruktion mit

={( 1 2IC1 4 2.|. 2) (1.[ 1 2 b

Ubungsaufgabe: Uberlege, woran diese
Konstruktion flir NFAs scheitert.
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Aquivalenztest fur DFAs

Gegeben: DFAs ,und ,fur Sprachen
und .

« Konstruiere DFA fur , ..

» Wende darauf den Leerheitstest an.

Rechenzeit: (| 4| ,IIS])-
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Produktsprache (Konkatenation)

Definition T4.6.9: Seien ,und , Sprachen
uber S. Die Konkatenation von , und , ist
definiert durch

Beispiel: ,={0 1 | 0}, ,={10 ]| O}
Dann , ,={01* 0 }.

450

Abschluss gegen Konkatenation

Satz T4.6.10: Seien ;und , DFAs fur
und ,. Dann kann ein NFA fur , ,in Zeit
(I 4+l 2DIS]) konstruiert werden.

1

Insbesondere ist , , regular, d.h., die

regularen Sprachen sind gegen Konkatenation
abgeschlossen.
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Beweis

Seien ,und ,gegeben,0.B.dA , ,=.

ldee: In akzept. Zustanden kann  ; ,raten®,
dass sein Teilwort zu Ende ist.
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Formalere Beschreibung

e Zustandsmenge: ; .

« Startzustand: Startzustand von ;.

e Akz. Zustande: , (bzw. , , fallse ).

» Zustandsubergange:
—Zustandsubergange aus ,und ,
—Fur cund  Szusatzlich:

Kleenescher Abschluss

Definition T4.6.11;
« : -fache Produkt von mit sich selbst.
O={e}, 1=, 2= |, 3= .

d( , )=dx( o2, )
Beispiel:  ={00,11}. Dann:
*={ ,... mit geradeund ,_,= ,}
Abschluss unter kleeneschen A. ldee:
Satz T4.6.12: Sei  ein DFAfiir . Aus ‘
kann in Zeit (| ||S]) ein NFA fir * @
konstruiert werden. Insbesondere ist *
regular und die regularen Sprachen sind unter 0
dem kleeneschen Abschluss abgeschlossen. | A /
Beweis: @ ‘ @
|ldee: Rate die Stellen, wo die Teilwdrter aus
zu Ende sind.
Neuer akzept. Fortsetzen der Rechnung an
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Startzustand Nachf. des Startzust. ermogl.
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Formalere Beschreibung

Sei( .S, ,,d, ) DFA fur

NFA( °.,S ,.d, 7)far
e Zustandsmenge: ‘=
 Startzustand: | .

o Akz. Zustande: "={ ,

» Zustandsubergénge in

*

{o}

}

d:

—Zustandsubergéange aus d.
S zusatzlich:

—Fur  { .} und
d(, )=d( o )
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Quotientensprache

Definition T4.6.7: Seien ,, , Sprachen tber
S. Die Quotientensprache ,/ , ist definiert
durch

Joo={ S+ o+ 1}

Beispiel:
={ | enthalt gerade Anzahl von Nullen
und Einsen}
,={000,111}
Jd >={ | enthélt gerade Anzahl von

Nullen u. ungerade Anzahl von Einsen oder
umgekehrt}
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Abschluss u. Quotientenbildung

Satz T.4.6.8: Wenn , und
auch ,/ ,reqgular. Ein DFA fur

aus DFAs fur , und
konstruiert werden.

, In Zeit

, regular sind, ist

J , kann

(I

all

2l1S])
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Beweis

Konstruktion eines DFAs fir J oo
Modifiziere DFA fur ;:

Ersetze die Menge , der akzep. Zustande
durch

={ o+ idi( ) gk
Korrektheit klar.
Frage: Wie berechnen wir ?

={ o Hdi(C ) o g0t) o)
1/ 2:{ S*l + 2: + 1}- 460




Berechnung von

» Berechne Produktautomaten von , und
, (wie bei Abschluss gegen Durchschnitt).

e Dann ist
Von (, q,) ist akzeptierender
Zustand des ProIduktautomaten erreichbar.

Startzustand von

o o={ S+ gt 1}
={ o +Hdi(H) 1 () 2} 461

Beispiel
1={ | enthalt gerade Anzahl von Nullen
und Einsen}
,={000,111}

Regulare Ausdriicke [K5.3]

Im folgenden Teil 4 der Vorlesung:

Regelsysteme, die Sprachen erzeugen
Grammatiken

Hier: einfaches Regelsystem fir regulare
Sprachen: regulare Ausdricke
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Def. von regularen Ausdricken

Definition T5.3.2:
» Rekursionsende:
— :leere Sprache
— € leeres Wort
— S Worter aus einem Buchstaben
sind regulare Ausdrticke.
* Rekursion:
Wenn) und reguldre Ausdricke sind, dann

auch () )+( ), 0 ),( )und () )~

Vereinigung Konkatenation  Kleenescher A.




Beispiele fur regulare Ausdriicke

* Menge aller Worter, die mit O beginnen und
1 enden:

(0) (O)+()* (1)
Vereinfachung: 0(0+1)*1

* Menge aller Worter mit einer geraden Anzahl
Nullen:

1*((0) (1)* (0) (1))
Vereinfachung: 1*(01*01*)*

465

Vereinfachungen

 Klammernum , e, weglassen

e +, assoziativ  Klammern weglassen

 Prioritaten der Operationen:
—Addition/Vereinigung +
—Multiplikation/Konkatenation
—Potenzbildung/kleenescher Abschluss *

Klammern entsprechend weglassen
o Zeichen fir Konkatenation weglassen
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Beispiele fur regulare Ausdriicke

={ {0,1}*|In istder -te Buchstabe von
hinten eine 1}.

Regularer Ausdruck:
0+1)* 1 (0+1 0+1
(0+1) & ) ;

( -1)-mal

Zum Vergleich: Ein DFA fir  bendtigt 2
Zustande (Satz T4.4.3).
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grep

Befehl zur Suche von ,Mustern® in den Zeilen
einer Textdatei

Beschreibung der Muster: regulare Ausdriicke

 [abc] entspricht a+b+c

? entspricht jedem Buchstaben

\| entspricht +

Hintereinanderschreiben entspricht

* entspricht kleeneschen Abschluss

Klammern: \(, \)

468




grep (Fortsetzung)

. grep PATTERN FILE

gibt die Zeilen von FILE aus, die das durch
den reg. Ausdruck PATTERN beschriebene
Muster enthalten.

 grep —x PATTERN FILE

gibt die Zeilen von FILE aus, die (als ganze
Zeilen gesehen) durch den reg. Ausdruck
PATTERN beschrieben sind.
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Beispiele flr grep-Syntax

* Menge aller Worter, die mit O beginnen und
1 enden:
vorher: 0(0+1)*1  grep: [O][01]*[1]

* Menge aller Worter mit gerader Anzahl
Nullen oder gerader Anzahl Einsen
vorher: 1*(01*01*)* + 0*(10*10*)*

grep:
[LA\(O][2]*[O][1]*V)*\[[OT*\([1][O]*[1][O]*V)*
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Zshg. reg Ausdrticke — reg. Spr.

Satz T5.3.3: Genau die regularen Sprachen
lassen sich durch reguléare Ausdricke
beschreiben.

Beweis:

1. Alle regularen Ausdriicke beschreiben
regulare Sprachen.

2. Alle regularen Sprachen kénnen durch
regulare Ausdriicke beschrieben werden.
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Reg. Ausdr. beschr. reg. Sprachen

Betrachte rekursive Def. der reg. Ausdricke:
 ,{e}, { } sind regulare Sprachen.

» Die regularen Sprachen sind gegen
Vereinigung (+), Konkatenation () und
kleeneschen Abschluss (*) abgeschlossen.

Alle regularen Ausdriicke beschreiben
regulare Sprachen.
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Umformung DFA  reg. Ausdruck

Sei  DFAfirreg. Sprache
Sei ={1,..., }u. dynamische
Zustand 1 der Startzustand.  Programmierung

Definiere:

~ :Menge aller Worter, fur die  beginnend
mit Zustand den Zustand ! erreicht, wobel
die Zwischenzustande aus {1,..., } sind.

Idee: Zeige, dass sich alle  durch regulare
Ausdriicke beschreiben lassen.
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Konstr. von reg. Ausdr. fr

=0 keine Zwischenzustande erlaubt.

92 kann nur aus einem Buchstaben
bestehen, namlich dem mitd(, )=!.

, 0: enthalt zusatzlich e.

Reguléare Ausdriicke fir  ©:

. Menge aller Worter, fir die  beginnend mit
Zustand den Zustand erreicht, wobei die
Zwischenzustande aus {1,..., }sind. 474

Rekursive Bestimmung von

Rekursionsformel:

— 1 -1 -1 -1
N C . J
Y
Worter, bei deren Rechnung
der Zwischenzustand ev.

mehrfach benutzt wird.

Worter, bei deren Rechnung Zwischen-
zustand nicht benutzt wird.
: Menge aller Worter, fur die  beginnend mit

Zustand den Zustand erreicht, wobei die
Zwischenzustande aus {1,..., } sind. 475

Rekursionsformel erzeugt aus reg. Ausdrticken
fur ~ -!reg. Ausdriicke fir

Wir kbnnen regulare Ausdriicke flr
berechnen.

Dann gilt fir die von  akzeptierte Sprache:
== «— reguléarer Ausdruck
: Menge aller Worter, fur die  beginnend mit

Zustand den Zustand erreicht, wobei die
Zwischenzustande aus {1,..., } sind. 476




Endliche Sprachen

Folgerung: Alle endlichen Sprachen sind
regular.

Beweis:
Sei = ,,..., } S~
Dannist ,+...+ einregularer Ausdruck fur
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Wiederholung

Beschreibungsformen flr regulare Sprachen:
* DFAs

* NFAs

* Regulare Ausdricke:

, {e}, {a}, und deren Verkntpfung mit
+ (Vereinigung),
(Konkatenation) und
* (kleenescher Abschluss)

Heute: Zuerst zwei weitere Abschluss-
eigenschaften von regularen Sprachen.

Abschluss gegen Substitution

Definition T4.6.13: Seien S, D Alphabete.
Eine Funktion :S {Sprachen tber D}
heil3t Substitution.

wird erweitert auf S* durch
(e)=e  und
(1o )= 00D ()

Konkatenation von
Sprachen

()= O+ ]
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Beispiel
Sei
=01)* und (O)={ , } @O={ ., }

Dann:
( )= ... { , }| istdurch 4 teilbar und

- 1
aa= asund 45t 4 )

=(C + ) + )

480




Abschluss gegen Substitution

Satz T5.3.4: Die regularen Sprachen sind
gegen Substitution abgeschlossen, d.h., wenn
undalle (), S, regular sind, ist auch

( ) regular.

Beweis: Setze die regularen Ausdriicke fur die
( ) far alle Vorkommen von in einen
regularen Ausdruck fur  ein.

Bemerkung: Beweis mit DFAs aufwandiger.
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Inverse Homomorphismen

Definition 4.6.15: Ein Homomorphismus 4 ist
eine Substitution, beider 4( )firalle S
aus nur einem Wort aus D* bestenht.
Weiterhin ist

47 )=+ S*[4(H) }

4-1 heil3t inverser Homomorphismus.
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Beispiel zu inv. Homomorphismen

S=0,1}, D={ , }

={ D*| enthéltTeilwort  }.
4(0)= ,4(1)=

Dann:

41 )y={ S*| enthalt Teilwort 10 oder 11}.
Ziel: Umformung DFA fir DFA fur 4-1( ).

T s () k- 483

Abschl. u. inv. Homomorphismen

Satz T4.6.17: Sei4:S D*ein
Homomorphismus. Sei |4|=  ¢|4( )|. Aus
einem DFA) flr D* kann in Zeit

(I 1(SI+14])) ein DFA) “ far 4-( )
konstruiert werden.

Insbesondere sind die reguléaren Sprachen
unter inversen Homomorphismen
abgeschlossen.
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Beweis

Sei) =( ,bd, , )gegeben.
Konstruiere) "=( ,Sd, , ) mit

d(, )=d, ().
Korrektheit:
Esistd( o,+)=d( (,4(+)).
Also:

+ wird von ) ~ akzeptiert

4(+) wird von ) akzeptiert.
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Beispiel

S=0,1}, D={ , }

={ D*| enthalt Teilwort }
4(0)= ,4(1)=
DFA flr

—0O—0O—G°
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Fazit zu endlichen Automaten

DFAs, NFAs und regulare Ausdricke sind

Beschreibungsformen flr regulare Sprachen.

Dazu kommen noch regulare Grammatiken.

Regulare Sprachen sind zu eingeschrankt
fur Programmiersprachen (z.B. geklammerte
Ausdricke konnen nicht dargestellt werden).

Pumping-Lemma.
Minimierung.
Nichtdeterminismus.
Abschlusseigenschaften.
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Teil 4: Grammatiken und
Syntaxanalyse

(Kapitel T5-T7)




Grammatiken und die Chomsky-

Hierarchie [T5.1]

Ziel: Regelsysteme zur Erzeugung von

Sprachen.

Beispiel: arithmetische Ausdriicke kbnnen
definiert werden durch

o (Variable), +

« Wenn) und arithm. Ausdr. sind, dann

sind arithmet. Ausdr.

auch () )+( )und () ) ( ).

Grammatik: formalere Beschreibung solcher

Bestandteile einer Grammatik

* (oder S): endliche Menge von
Terminalzeichen (das Alphabet der
erzeugten Sprache)

* %: endliche Menge von Variablen (%= )
*  %: Startsymbol

« :endliche Menge von Ableitungsregeln/
Produktionen

Paare (*, )mit* (% )*, (% )*
(Schreibweise: * )

Regeln. s Variante: * %" 0
Beispiel: arithmetische Ausdrlicke Notation
%={ } . +  +lasst sich durch Anwendung einer
={(), .+ } Ableitungsregel (*, ) aus herleiten,
={ ()+(), ()(), d.h., es gibtin ein Teilwort *, so dass nach
+ Ersetzen von * durch das Wort + entsteht.

Herleitung eines Wortes:

()+C)  O+C)C) ¢ )HC)C))

C )+C)())

(

)+ )
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e 4 1 5 3 e +,
d.h., + kann aus in endlich vielen Schritten
hergeleitet werden.

e (%$): Die von der Grammatik $ erzeugte
Sprache, also die Menge der Worter *
mit *
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Notation

Variablen: Grol3buchstaben.

Terminale: meistens Kleinbuchstaben , , ,...
oder Ziffern, manchmal auch Sonderzeichen
oder Klammern.

Worter aus ( )*: Kleinbuchstaben , , ...
oder griechische Kleinbuchstaben.
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Weiteres Beispiel

={ | {.,,Fund enthaltgleich viele
‘s, 'sund s}

Angabe einer Grammatik:

%:{ ’) L R }1 :{ [ }1
={ : e
) , )
) ) ) ) ) )
) ) , ,
) ' ' }
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Eingeschrankte Grammatiken

Definition T5.1.1:

e Chomsky-0-Grammatiken: Grammatiken
ohne weitere Einschrdnkungen.

e Chomsky-1-Grammatiken: Produktionen
der Form e oder mit

%, (% )-{ H*und]| | | |
monoton oder kontextsensitiv
(Beispiel: siehe vorherige Folie)
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Eingeschr. Grammatiken (Forts.)
* Chomsky-2-Grammatiken: Produktionen der

. 0 0 *
Form) — mit) % (% )" | ontextirei

* Chomsky-3-Grammatiken: Produktionen der
Form) eoder) mit) , %

rechtslinear oder reguléar

496




Sprachklassen

: Menge der von Chomsky- -Grammatiken
erzeugbaren Sprachen, genauer

o- Chomsky-0-Sprachen
(=rekursiv aufzahlbare Sprachen)

1 kontextsensitive Sprachen
». kontextfreie Sprachen

5. rechtslineare Sprachen
(=regulére Sprachen)
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Chomsky-Hierarchie

Folgerung aus der Definition:

3 2 1 0

Spater: Alle Inklusionen sind echt.
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Chomsky-0-Grammatiken (T5.2)

Ziel:
Chomsky-0-Sprachen = rek. aufz. Sprachen

Grammatik: S * Wort

Turing-Maschine: Wort —— akz. Konfig.

D.h.: Die Rechnung einer Grammatik verlauft
~-anders herum®.

499

Rek. Aufz. Chomsky-0-Grammatik

Satz T5.2.1:  rekursiv aufzahlbar
Es gibt Chomsky-0-Grammatik $ mit ($)= .

Beweis:

Sei rekursiv aufzahlbar und  zugehorige
deterministische Turingmaschine, d.h.,

. akzeptiert

o 1 lauft endlos.
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Vereinfachungen von

kann modifiziert werden, so dass gilt:

» Der Startzustand , wird nur zu Beginn der
Rechnung benutzt.

» Es gibt nur einen akzept. Zustand *.
* Vor dem Akzeptieren l6scht  das Band.

,2Ruckwartsrechnung“ von

%= {S,LLR,X,Y} (?—?), Startsymbol S
=S Bandalphabet Eingabealphabet
Regeln:

1. Erzeugung der Endkonfiguration:
S L *R, * *B, * B *

Startkonfiguration: 0 1 2. Ruckwartsrechnung:
Akzep. Konfiguration: * — d(, )=( ", ) .o ’
- d( ) )=( ,1 ,1_1): ! ! fa G
- d(, )=(" 10x 7
3. Schlussregeln fir den Test, ob tatséchlich Korrektheit
eine Startkonfiguration beschrieben wird,
und zum Loéschen der Randmarkierungen: 1. () (9).
B, 0 Zeichen links des hergel. Sei ..., eine akzeptierende Rechnung
Lo o Wortes loschen far ,... von .
0 Xfa. S| zumrechten Ende des Dann gibt es in $ die Herleitung
X Xfa. S hergel. Wortes ,,gehen* S L *R
XB Y * LB...B *B...BR=LB...B B...BR
YB Y Zeichen rechts des hergel. LB..B 4B..BR
YR e Wortes I6schen e
LB...B ;B...BR=LB...B , ,... B...BR
XR e *
B Y Sonderfall ,leeres Wort* ! N




Korrektheit

2. %) ().
SeiS L*R* .. Herleitungin$.
* L,R, Zustandssymbol kbnnen nur mit den

Schlussregeln entfernt werden
LB...B , ;... B...BR wurde erreicht.

» Die Herleitung
L *R* LB...B, ;... B...BR entspricht
einer umgekehrten Rechnung von
akzeptiert ...
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Beispiel

Rechnung von auf,

0 1 ZB 3 B 4 BB
*BBB

Herleitung in

S L*R L*BR L *BBR L *BBBR
L,BBR L ;BR L ,BR
L ,BR L, BR , BR
» BR BR R
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Chomsky-0-Grammatik Rek. Aufz.

Satz T5.2.2: Wenn durch eine Chomsky-0-
Grammatik $ beschrieben wird, gibt es eine
NTM ,die akzeptiert.

Beweis: Algo von
» Schreibe S auf freie Spur.
* Iteriere:

—FUhre nichtdeterministisch gewahlte
Ableitungsregel aus

—Vergleiche hergeleitetes Wort mit Eingabe,
akzeptiere bei Gleichheit.
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Umformung NTM  DTM

Satz T5.2.3: Wenn durch eine NTM
akzeptiert wird, ist  rekursiv aufzahlbar.

Beweis: Konstruktion einer DTM fir
For :=0to
Sim. alle Rechenwege von  der Lange .

Falls akzeptierende Konfiguration erreicht
wird, akzeptiere.
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Charakterisierung rek. aufz. Spr.

Folgerung T5.2.4:

Die Menge der rekursiv aufzahlbaren
Sprachen ist gleich

1. der Menge der von DTMs akzeptierten
Sprachen,

2. der Menge der von NTMs akzeptierten
Sprachen,

3. der Menge der von Chomsky-0-
Grammatiken erzeugten Sprachen.
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Chomsky-3-Grammatiken (T5.3)

Ziel:
Aquivalenz von Chomsky-3-Grammatiken und
DFAs.
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DFA  Chomsky-3-Grammatik

Satz T5.3.1:

Sei  ein DFAfiur . Dann gibt es auch eine
rechtslineare Grammatik $ fir

Beweis:

Idee: Rechnung von  mit einer Grammatik

simulieren.
0= , :S’ = o
Ableitungsregeln: “fallsd(, )=,

e, falls
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Korrektheit

Rechnung des DFA auf einem Wort ;...

Zustandsfolge 4, ;,..., mitd( , .)= .
und

~-Rechnung“ der erzeugten Grammatik:

0 11 1 2 2 1---

Ctallsd( | )= )
(S falls . 512




Chomsky-3-Grammatik NFA

Satz T5.3.1:
Sei $ eine rechtslineare Grammatik fur
Dann gibt es auch einen NFA  fur

Korrektheit

Ableitung von ;...  hat die Form

1) 1 1 2) 2 e Lree ) 1ee-

Beweis: Mdgliche Zustandsfolge des NFAs bei Eingabe
Sei rechtslin. Grammatik fir  gegeben. Preves -
Konstruktion des NFAs: )i )2 )
=% ,= , ={ |Regel) evorhanden}
d) , )={ |Regel) vorhanden} % .=, ={ |Regel) evorhanden}
513 d) , )={ |Regel) vorhanden}
Charakterisierung d. reg. Sprachen Beobachtung

Folgerung: Die Menge der regularen
Sprachen ist gleich

e der Menge der von DFAs oder NFAs
erkannten Sprachen,

» der Menge der Sprachen, die durch reguléare
Ausdrlcke beschrieben werden,

» der Menge der Sprachen, die durch
Chomsky-3-Grammatiken beschrieben
werden.
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Grammatiken sind ein auf nattrliche Weise
nichtdeterministisches Konzept.

Simulationen von Ableitungen einer
Grammatik werden mit Hilfe von
nichtdeterministischen Maschinen besonders
einfach.
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Kontextfreie Sprachen (Kap. T6)

Uberblick:

» Beispiele kontextfreier Sprachen

» Chomsky-Normalform

» Wortproblem fir kontextfreie Sprachen

e Pumping-Lemma

* Mehrdeutigkeit

 Algorithmen

» Unentscheidbare Probleme

» Greibach-Normalform

» Maschinenmodell fiir kontextfreie Sprachen
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Beispiel: ={0 1 | 1}

Haben gesehen: nicht regular
(Folien 365 und 373)

Kontextfreie Grammatik:
V={S}, S={0,1},
P={S 01,S 0S1}

kontextfrei
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Variante: ={01 |1 }

Kontextfreie Grammatik:
V={S}, S={0,1},
P={S 01,S 0S1,S Si}

kontextfrei
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Bsp: Sprache der Palindrome
={ {01 = R

» Haben gesehen: nicht regular (Folie 375)
» Kontextfreie Grammatik $ :

V={S}, S={0,1},

P={S ¢S 0,S 1,S 0S0,S 1S1}
» Korrektheit:

—$ erzeugt nur Palindrome. %)

—Alle Palindrome kénnen durch $ erzeugt
werden, $)
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erzeugt nur Palindrome.

Behauptung: Alle von $ erzeugten Worter
sind Palindrome.

Induktion Gber | |:
| |=0oder| |=1: e O, 1sind Palindrome.
| |>1: Die erste angewandte RegelistS 0SO

oder S 1S1, d.h., beginnt und endet mit
demselben Buchstaben. Nach I.V. ist das

Wort dazwischen Palindrom Palindrom.
V={S}, S={0,1},
P={S ¢S 0,S 1,S 0S0,S 1S1} 521

Alle Palindrome N herleitbar.

Induktion tUber | |
| |=0oder| |=1: e, 0, 1 sind herleitbar.

| [>1. Palindrom beginnt und endet
mit O (bzw. 1); dazwischen befindet sich ein
Palindrom “,also =0 "Ooder =1 '1.

Nach I.V.ist ~ aus S herleitbar.

S 0S0* 0 ‘0= bzw.
S 1S1* 1 1=
V=(S}, S={0,1},
P={S ¢S 0,S 1,S 0S0,S 1S1} 522

Klammersprache

= .. {(,)}* heil3t korrekt geklammert,
falls

» die Anzahl ,(“ ist gleich der Anzahl ,)“.

* in jedem Anfangsstick ,,..., ( )istdie
Anzahl ,(“ nicht kleiner als die Anzahl ,)".

Definiere

={ {()¥| korrekt geklammert}
Nicht regular  Folie 376f.
Kontextfreie Grammatik: S SS,S (S),S e.
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Bsp:  ={ || |o= I}
| |o: Anzahl Nullenin
| |- Anzahl Einsen in
« Ubungsaufgabe: Zeige, dass  nicht regular.
» Kontextfreie Grammatik $ :
V={S}, S={0,1}
P={S e S 0S1S,S 1S0S}
» Korrektheit:
—$ erzeugt nur Worter aus . $)
—$ erzeugt alle Worter aus . %)
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Beispiel

Korrektheit: ()

Ableitung von 110010 S Syntax- $ erzeugt nur Wérter aus
S 1S0S ﬂ \ atm folgt, da bei jedem Ableitungsschritt
11S0S0S gleichviele Nullen wie Einsen erzeugt
1 3 0 8 werden
noosos  //1\ ) '
11001S0S
110010 150T1T0T
e e e e
P={S ¢S 0S1S,S 1S0S} 525 P={S e S 0S1S,S 1S0S} 526
Korrektheit: () Syntaxbaum
Induktion dber | | Graphische Darstellung der Ableitung eines
*| |0 e (%) Wortes
* | [>0,0.B.d.A. beginne mitO0. « Wurzel: markiert mit S.
Sei >0kleinste Zahlm. | ... [o=] ... |5 « Blatter: markiert mit Terminalen/Buchstaben
Dann gilt: oder e.
=0, =1, ,... 4lo=1| 2+ s * Innere Knoten:
und T P IR —markiert mit Variablen A
Also ,... und ;... und —Nachfolger entsprechen Anwendung einer
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Ableitungsregel A a,...a .
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Anmerkungen

» Zu jeder Ableitung gibt es einen
Syntaxbaum.

* Zu einem Syntaxbaum kann es mehrere
(aquivalente) Ableitungen geben.

 Linksableitung: Ableitung, bei der die jeweils
linkeste Variable ersetzt wird.

» Rechtsableitung: Ableitung, bei der die
jeweils rechteste Variable ersetzt wird.
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Eindeutigkeit und Mehrdeutigkeit

Definition T6.1.5:

Eine kontextfreie Grammatik $ heif3t
eindeutig , wenn es fir jedes Wort $)
nur einen Syntaxbaum gibt.

Eine kontextfreie Sprache heildt eindeutig ,
wenn es flr sie eine eindeutige kontextfreie
Grammatik gibt, anderenfalls heil3t sie
inharent mehrdeutig
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Beispiel: Klammersprache

Die Grammatik S SS,S (S),S eistnicht
eindeutig. Beispiel: )()()

Linksableitungen:

S SS SSS (S)SS ()SS (O(S)S 00sS
00(6S) 000

S SS (5)S 0s 0ss 0SS 00s
00(S) 000

Eindeutige Grammatik: S (S)S,S e

531

Weiteres Beispiel

S S 0S1S,S 1SO0S ist mehrdeutig:
das Wort 011001 hat die Linksableitungen

S 0S1S 01S0S1S 011S0SS0S1S”
011001
und
S 0S1S 01S 011S0S 0110S
01100S1S* 011001

Etwas schwieriger: Konstruktion einer
eindeutigen Grammatik.
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Beispiel

Die Grammatik S 01,S 0S1 fir
={0 1 | 1}isteindeutig.

533

Motivation

* Nahe liegende Vermutung: Syntaxanalyse
fir eindeutige Grammatiken einfacher.

» Verschiedene Ableitungsbaume haben bei
Programmiersprachen haufig verschiedene
Semantiken.
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Chomsky-Normalform

Ziel: einfachere Algorithmen flr kontextfreie
Grammatiken.

Definition T6.2.1: Eine kontextfreie
Grammatik ist in Chomsky-Normalform,
wenn alle Ableitungsregeln von der Form
) oder) (mit) , , % )
sind.
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Chomsky-Normalform

Besonderheit: e kann nicht erzeugt werden.
Im Folgenden Umformung

$ $ -
Kontextfreie Kontextfreie Grammatik
Grammatik in Chomsky-Normalform

mit ($)= ($)-{¢
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Umformung

Sei ($) die GroRRe (Anzahl der Buchstaben in
allen Produktionen) der kontextfreien
Grammatik $ .

Satz T6.2.2: Eine kontextfreie Grammatik $
kann in Zeit ( ($)?) in Chomsky-
Normalform umgeformt werden.

Beweis: Umformung in 4 Schritten
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Schritt 1: Separation

Ziel: Auf den rechten Seiten der Regeln
entweder

e 1 Terminal oder
e nur Variablen.

Dazu:
* erzeuge fir jedes eine neue Variable -
und die Regel - :

» Ersetze auf jeder rechten Seite einer Regel
durch - .
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Beispiel fur Schritt 1
) )1 (mit) 1, % , ., )

wird ersetzt durch

539

Schritt 2: Lange rechte Seiten
) Lo (mit"  3,), e, 9

wird ersetzt durch

) 1 1
1 2 2
1 41 (far 1 " -3)
-2 -1
Dabei sind ,,..., _, neue Variablen, die nur

fur die betrachtete Regel eingefiihrt werden.
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Resultat der Schritte 1 und 2

Nur noch Regeln der Form:
) e (e-Regeln)

) (Kettenregeln)
) (o.k.)

) (0.k.)

Bisher: Grammatik hat sich nur um konstanten
Faktor vergrol3ert.

541

Schritt 3: Beseitigung der @Regeln

1. Teilschritt: Finde alle Var.) mit) “ e
Initialisierung: Variablen) mit Regel) ein
Mengen % und  einflgen.
Solange 1!
—Variable aus entnehmen.

—Auf allen rechten Seiten von allen Regeln
durch e ersetzen.

—Falls neue Regel eentsteht: in %
und aufnehmen.

Ausgabe: %

542

Korrektheit des 1. Teilschritts

Behauptung: % enthalt genau die Variablen
) mit) ¥ e
.  offensichtlich.

» Induktion Uber die Lange * der kiirzesten
Ableitung) * e

=1: Es gibt die Regel ) e.Dann wird) in
%" eingefigt.

>1: Dann) * eoder) * e

Dann haben (und ) e-Ableitungen mit
Lange <* und kommen in

) wird in % aufgenommen.
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Beseitigung der @Regeln, 2. Tell

» Entferne alle e-Regeln.

* Fur jede Regel)
Falls %' erzeuge Regel) :
falls % : erzeuge Regel)

Resultat: Grammatik vergrof3ert sich nur um
konstanten Faktor.
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Schritt 4: Entf. der Kettenregeln

1. Teilschritt: Aquivalente Variablen

entfernen.
» Erzeuge Graphen:
Knoten: Variablen
Kante ) , falls Kettenregel ) vorh.

e Suche mit DFS nach Kreisen

)i )2 s ) )

Dannsind) ,,...,) zu) ; &quivalent und
kdnnen dberall durch ') , ersetzt werden.

545

Schritt 4: Entf. der Kettenregeln

2. Teilschritt: Kettenregeln beseitigen

» Ber. Graphen d. Kettenregeln, ist kreisfrei.
 Ber. topologische Ordnung ) 4,...,)

 For := downto 1 do

Seien) a...,) a die Regeln
mit linker Seite )

Falls) ) mit!< vorhanden,
l6sche ) ) und
erzeuge ) Aqyeeny) a .
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Beispiel flr den 2. Teilschritt
Graph der Kettenregeln (auf) , , ,1,&):

) 34 —
/

2

Topologische Nummerierung berechnen
Regeln fur &: : : :
Regeln fir 1 :  ( )

Regeln fur :) ) ) : :
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GrolRenanderung im 4. Schritt

Sei) 4...,) dietopol. Ordnung der Var.
Im ungunstigen Fall:

» Alle) -Regelnwerdenzu) ;-,...,) ;-
Regeln,

« alle) _,-Regelnwerdenzu) ;-,...,) -
Regeln, usw.

Hochstens Quadrierung der Grolie.
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Folgerung

Zu jeder kontextfreien Grammatik $ gibt es
eine &quivalente kontextsensitive
Grammatik, also , ;.

Das Wortproblem [T6.3]

Wortproblem fir kontextfreie Grammatiken

Eingabe: Eine kontextfreie Grammatik $ , ein
Wort

Frage: Ist $)?

Motivation: Entwurf v. Programmiersprachen

Wortproblem  Programm syntaktisch

korrekt?
CYK-Algorithmus CYK-Algorithmus
» benannt nach Cocke, Younger, Kasami Eingabe: Wort ;...
* |0st das Wortproblem fir kontextfreie Definiere:
Grammatiken |r? Chomsky-Normngorm % : Menge der Variablen) mit) *
» Ansatz: Dynamische Programmierung ’
« Rechenzeit ( 3| |)— zulangsam fir dee: _ _
Compiler Berechne die Mengen % mit wachsender
Differenz ! — und speichere die berechneten
Mengen.
 =!.Dann:
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% ={) |esgibtdie Regel) }
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CYK-Algorithmus

e 1> Dann kann
werden, wenn

aus ) hergeleitet

CYK-Algorithmus

» Entscheidung:
Lo $) % .

A BC .
/ \ » Rechenzeit:
—Essind (%) Mengen % zu berechnen.
il e
: —Jede Berechnung kostet
fir eine passende Regel ) und Rechenzeit g (] Kl)
passenden Schnittpunkt  {,...,!-1}. Also: rech :t (3] Durchprobieren
echenzei :
%’ ={) | Regel) und -aIIer Regeln
{,...,}-1} mit % und %, } Durchprobieren
’ ' aller
- Menge der Variablen  mit * . 553 - Menge der Variablen  mit * - 554
Pumping-Lemma [T6.4] Kontraposition
Ziel: Kriterium, um zu zeigen, dass eine kontextfrei
Sprache nicht kontextfrei ist. N
. . . +  mit |+
Satz T6.4.1: Sei eine kontextfreie Sprache. _
: . ) Zerl. += ( m. | | u.| | 1
Dann gibt es eine Konstante , so dass sich 0 (
jedes + mit |+ in+= ( zerlegen '
l&sst, wobei | | und| | 1giltund N
weiterhin fir alle 0 auch ( gilt. + o mit [+
Zerl. += ( m. | | u| | 1
0: (1
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nicht kontextfrei
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Anwendung ={ | 1}

* Gegner gibt uns Wert vor.
e Wir wahlen += :
* Gegner wahlt Zerl. += ( mit | |

| | 1. enth. nur zwei versch. Buchst.
o Wirwahlen =2.Dann 2 2(]

N
mit | |
Zerl. = m. | | u| | 1
0: I
nicht kontextfrei
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=t {.. I 1r=l 1=l 1}
Gegner gibt uns Wert  vor.

Wir wahlen += :

Gegner wahlt Zerl. += ( mit | |,
| | 1. enth. nur zwei versch. Buchst.
Wir wahlen =2.Dann 2 2(]

N
mit | |
Zerl. = m. | | ul| | 1
0: I
nicht kontextfrei 558

= | {017}

e Gegner gibt uns Wert vor.

e Wirwadhlen+=0 10 1

o Gegner wahlt Zerl. += ( mit | |
| |11
nur aus einem der beiden Blocke.

o Wirwahlen =2.Dann 2 2(]

N
mit | |
Zerl. = m. | | u| | 1
0: I
nicht kontextfrei

enth. nur Nullen bzw. Einsen
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= | . 0}

Gegner gibt uns Wert  vor.

Wir wahlen += :

Gegner wahlt Zerl. += ( mit | |,

| | 1 enth. nicht gleichzeitig s und
‘s (bzw. “sund ’s).

Wir wahlen =2.Dann 2 2(]

N
mit | |
Zerl. = m. | | ul| | 1
0: I
nicht kontextfrei 560




Chomsky-Hierarchie Beweis des Pumping-Lemmas

Satz T6.4.4: Die Inklusionen der Chomsky- Sei  kontextfrei und G zug. Grammatik in
Hierarchie sind echt, also Chomsky-Normalform.
T R o Wirwahlen =2 1,
Beweis:  Gegnerwahlt +  mit |+]
« ={0 1| 1}istkontextfrei und nicht Betrachte Syntaxbaum von +.
regular.
= 4L =L = st kontextfrei
kontextsensitiv, aber nicht kontextfrei. N
« Die universelle Sprache # ist rekursiv mit | |
aufzahlbar, aber nicht kontextsensitiv. Ze”-oz_ N
Syntaxbaum von mit| | Syntaxbaum
. . S
Starte an Wurzel und S Sei A die letzte mghrfach
gehe jeweils in den / \ vorkommende Variable.
Teilbaum mit der A B Wir geben Zerlegung an:
grofReren Anzahl von l e :vom letzten A
Blattern a abgeleitetes Teilwort A
_ C D . : vom vorletzten A
Resultat: Pfad mit | abgeleitetes Teilwort
: log K I/;’|+1 d e ,(:Restvon+
inheren knoten E F Kopieren des grinen
Variable doppelt auf / \ Bereichs ergibt

dem Pfad. b C Syntaxbaum fur (
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Weiteres Beispiel
:{ | =0 = = }
Nahe liegende Vermutung:

Kann man mit dem Pumping-Lemma nicht
zeigen.

 =0:,Pumpen* erzeugt Wort aus
e >0:,Pumpen“der s erzeugt Wort aus

N
mit | |
Zerl. = m. | | u| | 1
0: I
nicht kontextfrei

nicht kontextfrei.

Ogden’s Lemma (T76.4.2)

kontextfrei
N
+ mit |+

Markierungen von mindestens
Buchstaben in +
Zerl. += ( mit
enthalt

und enth. 1 mark. Buchst.

0: (

Beweis &hnlich zum Pumping-Lemma

mark. Buchstaben
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Beweis von Ogden’s Lemma

Sei  kontextfrei und G zug. Grammatik in
Chomsky-Normalform.

e Wir wahlen =2l I*1,

 Gegnerwahlt +  mit |+
mindestens Buchstaben.
Betrachte Syntaxbaum von +.

und markiert

kontextfrei
N
mit | |
Markierungen von mindestens
Buchstaben in

Syntaxbaum von mit | |
Starte an Wurzel und gehe

jeweils in den Teilbaum mit der
grofReren Anz. v. mark. Buchst.

Verzweigungsknoten: l
Knoten auf dem Pfad, so dass @
in beiden TeilbAumen markierte
Knoten sind.

Resultat: Pfad mit log
| |+1 Verzweigungsknoten

Variable doppelt auf den @é
Verzweigungsknoten.

A/S\B
C/ \D
A

\
©
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Syntaxbaum

Sei A die letzte mehrfach
vorkommende Variable.
Wir geben Zerlegung an:
* :vom letzten A
abgeleitetes Teilwort
. : vom vorletzten A
abgeleitetes Teilwort
e ,(:Restvon+
Kopieren des griinen
Bereichs ergibt
Syntaxbaum fur

( - 569

Anwendung von Ogden’s Lemma

= | =0 ==
* Gegner gibt uns Wert vor.
e Wir wahlen += u. markieren
* Gegner wahlt Zerl. += (

Da hochstens markierte Buchstaben

enthalt, enthalt  nicht zugleich “sund ’s.
Wir wahlen =2.Dann 2 2(]
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Weitere Anwendung
={ |t

Behauptung: nicht kontextfrei.

Beweis: Anwendung Kontraposition von
Ogden’s Lemma.

Gegner gibt uns Wert  vor.

Wir wahlen += b2 und
markieren

Gegner wahlt Zerl. += (
Wg. Markierung enth. oder ( mind. ein
Unser Ziel: so wahlen, dass (1

"571

— — + 1 421

1. Fall: enthalt mind. ein  und mind. einen
weiteren anderen Buchstaben.

Beim Pumpen wird die Reihenfolge - -

zerstort 2 2]
2.Fal: = und = , + 1.
Dann: + = + Teilervon .
Waéahle =1+ 1/ .
Dann ( — + 1 + 1 42 '|
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— — + 1 421

3.Fall.: = und = *

Wahle =1+2 |/ .

Dann (= *21!7 +2 N
4, Fall: = und = *

Wahle =1+ !/ .

Dann ( — + 1+ 0?7
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— — + 1 42

5.Fall: = ,und enthalt mind. zweli
verschiedene Buchstaben.

Beim Pumpen wird die Reihenfolge - -
zerstort 2]
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Inh&rent mehrdeutige Sprachen

Erinnerung: Eine kontextfreie Sprache heif3t
inharent mehrdeutig, wenn sie keine
eindeutige Grammatik hat.

Satz T6.7.1:  ={ | =t 1= }ist
inharent mehrdeutig.

Klar:  ist kontextfrei.
S AX,S YB,
A A A g X X, X g =
B B ,B e Y Y, Y e =
mehrdeutige Grammatik 575

Bew. d. inharenten Mehrdeutigkeit

1. Beobachtung: Umformung in Chomsky-
Normalform erhalt die Eindeutigkeit einer
Grammatik.

O.B.d.A. sei Grammatik in Chomsky-
Normalform fir  gegeben.

Sei die Konstante aus Ogden’s Lemma.

:{ =l | = } 576




Anwendung Ogden’s Lemma

Anwendung Ogden’s Lemma

Wir wahlen += *' u.mark. alle s, 3. Fall: *Also = , = (mitl )
Sei+= ( die Zerlegung aus Ogden’s L. Nach dem Beweis von Ogden’s Lemma gibt
Danngilt  O: ( es eine Variable A, so dass
*und s* AT A (7 (
enthalt nur eine Sorte von Buchstaben. Wahle =1+ !/ . Dann

1. Fall: *  Beim Pumpen vergréfRRert sich (= " b i

nur die Anzahl der s 2 2] Resultat: Syntaxbaum fur *+*! +' *!
2. Fall: *  Beim Pumpen vergroRert sich wobei aus A nur die Buchstaben und

die Anzahl der s, nicht aber die Anzahl der|1 hergeleitet werden.

‘g 22 4 . e
577 ( 578

Untersuche = *'

Analoge Argumente liefern Syntaxbaum flr
*1 + 1+ 1 beidem aus einer Variablen
B nur die Buchstaben und hergeleitet
werden.

Annahme: Grammatik eindeutig  Beide
Syntaxbaume far *' **' * 'isomorph.
Beobachte: Aus A kann kein hergeleitet
werden, aus B kann kein  hergeleitet werden
A und B nicht auf demselben Pfad.

S* 1A ,B 3 (mit 4, 5, 53 T%)
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S*™ 1A ,B 5 (mit ,,, 5 T
von oben: A* mit = , =
B (1) () mit =, =
Damit:
S* 1 2 ’ 3
Fur hinreichend groRes gibt es mehr “s als
“'sund ’“s. Widerspruch zur Annahme.
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Abschlusseigenschaften u. Algos

Ziele:

* Vereinfachung von kontextfreien
Grammatiken

* Konstruktion von kontextfreien Grammatiken
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Nutzlose Variablen

Def. T.6.5.1: Sei G eine kontextfreie
Grammatik. Eine Variable heif3t nutzlos,
wenn sie in keiner Ableitung S * T*
vorkommt.

Klar:

* Nutzlose Variablen und Regeln, in denen sie
vorkommen, dirfen gestrichen werden.

» Die von einer Grammatik erzeugte Sprache
Ist leer, wenn S nutzlos ist.
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Entfernen nutzloser Variablen

Schritt 1. Berechne Menge V’ von Var. A mit
A *,

Idee:

» Ersetze in allen Regeln Terminalzeichen
durch e.

* Wende Algo aus Schritt 3 der Umformung in
Chomsky-Normalform an, um die Menge V*
von Variablen A mit A* e zu finden.

Alle Variablen auf3erhalb von V" nutzlos, also

alle solchen Variablen u. zug. Regeln l6schen.

Rechenzeit: (|V]| (G)).
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Entfernen nutzloser Variablen

Schritt 2: Sei S V'. Berechne Menge V'~ V’
aller Variablen A, so dass S* aAb mit
a,b (V' T)*~.

Algorithmus:

 SinV"’ aufnehmen.

e Zu jeder Var. A, die in V'~ aufgenommen
wird, alle Var. B mit Regel A aBbinV"”
aufnehmen.

Korrektheit des Algo: einfache Induktion.
Rechenzeit: (|V]| (G)).
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Korrektheit des Ansatzes

Behauptung: Alle Variablen in V"~ sind nicht
nutzlos.

Sei A V7. Dann

s™ aAbmita,b (V' )~

Aus A, den Variablen in a und in b sind Worter
aus * ableitbar.

A kommt in einer Ableitung vor.
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» Gesamte Rechenzeit: (|V| (G)).

Folgerung T6.5.3: Fir eine kontextfreie
Grammatik G kann in Zeit (V| (G))
entschieden werden, ob (G)= ist.
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Endlichkeitstest

Satz T6.5.4: Fur eine kontextfreie Grammatik
G in Chomsky-Normalform und ohne
nutzlose Variablen kann in Zeit ( (G))
entschieden werden, ob (G) endlich ist.

Beweis:

Konstruiere Graphen 2 :
» Knoten: Variablen

« Kanten A Bund A C fir jede Regel
A BC.
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Endlichkeitstest

Behauptung: (G) endlich 2 kreisfrei.
. 2 enthalte einen Kreis

Dann: A* aAb mit ale oder bte.
Da es keine nutzlosen Variablen gibt, folgt
« S* a'Ab’

e a* a’* ,b* ,b* A"
* Insgesamt folgt:
S* “furalle N,

also (G) unendlich.
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(G) endlich kreisfrei.

., 2 selkreisfrei.

Dann enthélt jeder Syntaxbaum auf jedem
Pfad jede Variable hochstens einmal.

Tiefe aller Syntaxbdume durch |V]|
beschrankt.

Da es nur endlich viele solche Syntaxbdume
gibt, ist (G) endlich.
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Abschlusseigenschaften

Satz T6.5.5: Die kontextfreien Sprachen sind
gegen Vereinigung, Konkatenation und
kleeneschen Abschluss abgeschlossen.

Beweis:

Vereinigung:

Seien G,, G, Grammatiken far ,, ..

O.B.d.A. seien Variablenmengen disjunkt.

Erzeuge Regel S S;, S S, und Ubernimm
alle Regeln von G,, G,

Grammatik fur , .
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Konkatenation

Seien G,, G, Grammatiken fur ,, ..
O.B.d.A. seien Variablenmengen disjunkt.

Erzeuge Regel S S;S, und Ubernimm alle
Regelnvon G,, G,

Grammatik fur ;.
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Kleenescher Abschluss

Seien G Grammatik fir

Erzeuge neues Startsymbol S’, die Regeln
S ¢S S§'S,S Sundidbernimm alle
Regeln von G

Grammatik fur *.
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Durchschnitt und Komplement

Satz T6.5.6: Die kontextfreien Sprachen sind
nicht gegen Durchschnitt und Komplement
abgeschlossen.

Beweis: (Durchschnitt)

Komplement

1. Bewels:

Annahme: Kontextfreie Sprachen sind gegen
Komplementbildung abgeschlossen.

Seien ,, , kontextfrei.

= | 1}, , ={ *}, Dann ist auch

=1 *} 4={ | 1} 1 2= 1 2
und damit auch , ,sowie 5 ,sind kontextfrei.

kontextfrei, aber 2. Beweis:
(12 (3 4={ | 1} nicht. { |  1}ist kontextfrei  Ubungen.
Substitution Konstruktion der Gram. fur ()
Satz T6.5.7: Sei G eine kontextfreie Bewels:

Grammatik fur * Fur alle seien G

kontextfreie Grammatiken fur die Sprachen
( ) Dt Dannist ( ) kontextfrei.
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O.B.d.A. seien die Variablenmengen aller
Grammatiken disjunkt

Vereinigung ist Variablenmenge von G”.
Seien S Startsymbol der Grammatik G .

Ersetze in allen Regeln von G die Terminale
durch S (die Startsymbole von G ).

Die Regeln von G und alle Regeln der G
ergeben die Regelmenge von G".

Startsymbol v. G” ist S, das Startsymb. von G.
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Korrektheit

Mit Hilfe der Regeln von G erhalt man Worter
S S mit ...

Aus S konnen genau die Worterin ()
abgeleitet werden.

Aus S konnen genau die Woérterin ()
abgeleitet werden.
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Unentscheidbare Probleme

Folgende Probleme sind flir geg. kontextfreie
Grammatiken G, G,, G, unentscheidbar.

o Ist (G)=T*? (Vollstandigkeitstest)

e Ist (G)= (G,)? (Aquivalenztest)

s st (Gy) (Gy?

e Ist (G;) (Gy)= ?  (Schnittproblem)

e Ist (G;) (G,) kontextfrei?

* Ist (G) kontextfrei?

* Ist G mehrdeutig?

 Berechne G" mit (G)= (G")und (G")
minimal. (Minimierungsprobl,)

Schnittproblem

Satz T6.6.1: Fur kontextfreie Grammatiken G,
und G, istder Test,ob (G;) (G,)= dilt,
unentscheidbar.

Beweis: Reduktion PKP  Schnittproblem

Erinnerung PKP:

Eingabe: =(( .,(,),...( ,( ))endliche Folge
von Wortpaaren Uber endl. Alphabet S.

Frage: Gibt es Folge ,,..., {1,..., }, 1,
mit L o =( 1( 2...( ?
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Reduktion PKP Schnittproblem

Sei Eingabe  =(( ,(,),....,( ,( )) fur das PKP
gegeben.

Die Grammatik G, hat die Regeln:

S, 1 11 -1 v1S) e Sy
mit neuen Terminalsymbolen ,...,

Damit:

G () @ @ O

| ]

Folgen von maogliche
Terminalsymbole PKP-Ldsungen 600




Die Grammatik G, hat die Regeln:

Sz 1( l’ nany ( y 182( 1, nany 82( .
Damit:

G)={ () @ @ )}

(G () (1)( (1)---( ( )}
* Reduktionsfunktion : (G1,G)).
 PKP-Problem hat Loésung

(G) (G .
Denn: ... (,istLosung far
o ()= Ca ()

( )--- (l) (1)--- ( ) (Gl) (Gz)-
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Mehrdeutigkeitsproblem

Satz T6.6.2: Das Mehrdeutigkeitsproblem ftr
kontextfreie Gram. ist nicht entscheidbar.

Beweis:
Reduktion PKP  Mehrdeutigkeitsproblem

Erzeuge Gram. G mit RegelnS S;,S S,
sowie allen Regeln aus dem vorh. Beweis.

Dann: ... (,istLdsung fur
O @ @ ()7 () { @ ()
ist aus S; und S, herleitbar.
G mehrdeutig
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Rechenwege von TMs

» Ziel: Weitere Unentscheidbarkeitsbeweise.
* Vorgehensweise:

—Beschreibung der akzeptierenden
Rechenwege von TMs mit Hilfe von
kontextfreien Grammatiken.

—Zeige, dass man mit Hilfe von Algorithmen
fur die betrachteten Probleme auf
kontextfreien Grammatiken als
unentscheidbar bekannte Probleme fiir
TMs losen kann.
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Rechenwege von der TM

Definition T6.6.3: Die Sprache der
akzeptierenden Rechenwege der TM
besteht aus den Strings

HOORE H# R # R# falls  gerade,
HORH R # #, falls ungerade,
wobei
» . Startkonfiguration,
. . akzeptierende Konfiguration und
» : Nachfolgekonfiguration von .
Die Konfig. beginnen/enden nicht mit Blanks

504




Zshg. zw. und kontextfreien Spr.

Satz 6.6.4: Fur alle TMs st der
Durchschnitt zweier kontextfreier Sprachen
und 5. Weiterhin kdnnen aus
kontextfreie Grammatiken G, und G, fur
und , berechnet werden.

Beweisidee:

Idee: G, stellt Zshg. zwischen  und R
( ungerade) her, G, den Zshg. zwischen
Rund ., ( gerade).
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Grammatik f. ={ # R| Nachfk. v.

o Kopierregel: S S furalle G {B}.
e Zustandsubergang:

—Fallsd( , )=( ", ,1): Regel S T .

—Fallsd( , )=( 7, ,0): Regel S T

—Fallsd( , )=( °, ,-1): Regeln S T

fur alle

—Zusatzliche Regeln fur Blanks.
 Kopierregel T T furalle G {B}.
o Abschlussregel T #.

}

Analog: Gramm. fur "={( R#+|+ Nachf.k. v. (}
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Konstruktion von Lund

Idee: Abschlusseigenschaften ausnutzen.
=( #)*{e+C G#H) und
= oSH( H)* (G G#)

sind kontextfrei und zug. Grammatiken kdnnen
leicht konstruiert werden.

Weiterhin: =, o denn

« , erzwingt Startkonfiguration am Anfang.

e ,und ,zusammen erzwingen korrekte
Konfigurationstibergdnge und Abschluss mit
akzeptierender Konfiguration.

607

Wann ist kontextfrei?

» Bei TMs, die nur einen Schritt ausfihren.
Schlie3en wir im Folgenden aus.

e Falls ( ) endlichist.

AnschlieBend zeigen wir: ~ kontextfrei.
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Lemma T6.6.5: Sei  eine TM, die auf jeder
Eingabe mindestens zwei Schritte ausfthrt.
Dann ist genau dann kontextfrei, wenn

() endlich ist.

Beweis:

. + ( )endlch endlich
kontextfrei.

, .Sel () unendlch.
Annahme: kontextfrei.
Ogden’s Lemma anwendbar.
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() unendl. n. kontextfrei

e Sei die Konstante aus Ogden’s Lemma.

« Wir wahlen Wortg () mit|g
Zug. Rechenweg:

+= L H# LRH L mit| ,|
wir markieren # ,R#.
* E gibt Zerlegung += ( , wobei
— enth. mind. einen mark. Buchstaben,
— enth. hochstens mark. Buchstaben.
Es wird nicht zugleich in  ; u. 5 gepumpt.

Nach Pumpen , nicht mehr Nachf.konf
von , oder 5nicht Nachf.konf.von .

Wiederholung

Definition T6.6.3: Die Sprache der
akzept. Rechenwege der TM  besteht aus
HORH #H R # Ry falls  gerade,
HORH G R#L# # falls ungerade.

I

Startkonfig. akzept. Konfig.

: Durchschnitt von 2 kontextfr. Sprachen.

. fur TMs mit 2 Rechenschritten genau
dann kontextfrei, wenn () endlich.
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~ kontextfrei

Lemma T6.6.6; Firalle TMs  ist
kontextfrei und eine zug. Grammatik ist
berechenbar.

Beweisskizze:
Wann gehort  nicht zu ?

e ist nicht wohlgeformt (nicht von der Form
HORE H# M # R#falls  gerade)
» ist wohlgeformt, aber ein
ZustandsiUbergang ,stimmt nicht".
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nicht wohlgeformt

Reguléarer Ausdruck fur wohlgeformte
SH (G CGH)* G TG
Hf_}\

J\ J
Y

Startkonfig. Folge von  akzept. Konfig.
Konfig.

Menge der nicht wohlgeformten
Rechenwege regular.

(Genauer: zusatzlich erzwingen, dass Konfig.
nicht mit B beginnen/enden  U.A))
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Falsche Zustandibergange

Arbeitsweise einer kontextfreien Grammatik:

S S;S,S,,

wobei:

S, erzeugt Folge von Zustandsubergangen
(korrekt oder nicht korrekt)

S, erzeugt einen falschen Zustandsuiibergang
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Anwendung der Ergebnisse

Satz T6.6.7: Die folgenden Probleme sind
nicht rekursiv, wenn G, G,, G, kontextfreie
Grammatiken sind.

Ist ($ ) kontextfrei?

Ist (G;) (G,) kontextfrei?
Ist (G)= *?

Ist (G)= (G,)?

Ist (G) (G,)?

ok wbdheE
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Ist ( ) kontextfrei?

Endlichkeitsproblem flr TMs
Eingabe: Gddelnummer
Frage: Ist ( ) endlich?

Lemma: Das Endlichkeitsproblem fiir TMs ist
nicht rekursiv.

Beweis: Wende den Satz von Rice (Folie 319)
mit
={ Menge der rekursiven Fkt. : * {0,1}
mit | -1(1)| endlich }
an. 616




TM-Endl.problem () kontextfrei

Angabe der Reduktion
Eingabe: Gddelnummer

 O.B.d.A. fUhrt  auf jeder Eingabe
mindestens 2 Rechenschritte aus.

o Konstruiere kontextfreie Grammatik G fur .

Dannist ()=G. Lemma T6.6.6
Es gilt: (G) kontextfrei () endlich.

Lemma T6.6.5
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Ist (G,) (G,) kontextfrei?

Reduktion: TM-Endl.problem
Schnittproblem

Eingabe: Gddelnummer

 O.B.d.A. fihrt  auf jeder Eingabe
mindestens 2 Rechenschritte aus.

» Konstruiere kontextfreie Grammatiken G,
und G,,sodass (G;) (G,)-=
Dannist ( )=(G,,G,).

Esgilt: (G, (G,) kontextfrei ()
- [ endlich.
Lemma T6.6.5 618

. Satz T6.6.4

Leerheitstest fliir TMs

Eingabe: Gddelnummer
Frage: Ist ( )= 7
Lemma: Der Leerheitstest fur TMs ist nicht
rekursiv.
Beweis: Wende den Satz von Rice mit
={ Menge der rekursiven Fkt.
. * {0,1} mit * ()=0}
an.
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Ist (G)= *?

Reduktion TM-Leerheitstest
Vollstandigkeitstest fur kontextfr. Gram.

Eingabe: Gddelnummer

 O.B.d.A. fihrt  auf jeder Eingabe
mindestens 2 Rechenschritte aus.

« Konstruiere kontextfr. Grammatik G fur .
Dannist ( )=G. Lemma T6.6.6
Es gl't (G):_: * ( ):
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Ist (Gp= (Gy)?
Reduktion

Vollstandigkeitstest Aquivalenztest

Im Spezialfall (G,)= *ist der Aquivalenztest

der Vollstandigkeitstest fur G..

Restriktion
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Ist (G (G,)?

Reduktion
Vollstandigkeitstest Teilmengentest

Im Spezialfall (G,)= * istder Teilmengentest
der Vollstandigkeitstest fur G..

Restriktion
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Minimierungsproblem

Eingabe: Kontextfreie Grammatik G

Ausgabe: Eine &quivalente Grammatik G”, flr

die (G") minimal ist.

Satz: Das Minimierungsproblem flr
kontextfreie Grammatiken ist nicht
berechenbar.

623

Minimierungsproblem

Beobachtung: Jede minimale kontextfreie
Grammatik fur die Sprache {1,..., }* mit 4

besteht aus den Regeln
S e S SS
S 1,..,S
hat also die Grol3e 2 +5.

Beweis durch Konstruktion einer minimalen
Grammatik far {1,..., }*.
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Minimierungsproblem

Konstruktion eines Algorithmus ftir das

Vollstandigkeitsproblem

Orakel fur Minimierung
Eingabe: Eine kontextfreie Grammatik G.
e Minimiere G
» Teste, ob das Resultat (bis auf Vertauschen

von Regeln und Umbenennen von

Variablen) von der FormS ¢ S SS,
S 1,...,S ist.

(mit [T| 4) mit
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Fazit zu kontextfreien Sprachen

» Geeignet, um viele Konstrukte aus gangigen
Programmiersprachen zu beschreiben

Backus-Naur-Form

* Wortproblem nur ,einigermal3en” effizient
|6sbar.

* Viele interessante Probleme fiur kontextfreie
Sprachen nicht entscheidbar.

» Wichtige Eigenschaften: Pumping-Lemma,
Ogden’s Lemma, Abschlusseigenschaften
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Uberblick Uiber die Sprachklassen

Chomsky-0 |Chomsky-1 |Chomsky-2 |Chomsky-3
rekursiv aufz. |kontextsens. |kontextfreie regulare
Sprachen Sprachen Sprachen Sprachen
Grammatiken |kontext- kontextfreie rechtslineare
ohne Ein- sensitive Grammatiken | Grammatiken,
schrankungen | Grammatiken regulare
Ausdriicke
Det./Nichtdet. |Linear Nichtdeterm. |DFAs, NFAs
Turing- bandbeschr. |Kellerautom.
Maschinen NTMs(NLBAS) | (NPDAS)
Abschluss Abschluss u. |Abschluss u. |Abschluss u.
unter ) i) L) !_1()*1 i) 1()*! L) ) 1_!()*1 l/!
nicht unter ~ | Substitution Substitution, |inv. Homom.,
nicht unter ,~

Substitution
627

Kellerautomaten u. kontextfr. Spr.

Ziel: Maschinenmodell fur die kontextfreien
Sprachen.

Uberblick

* Greibach-Normalform fur kontextfreie
Grammatiken

o Kellerautomaten

» Beziehung zwischen Kellerautomaten und
kontextfreien Sprachen
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Greibach-Normalform

Definition T7.1.1: Eine kontextfreie
Grammatik ist in Greibach-Normalform
wenn alle Regeln von der Form A a mit
AV, T,a V*sind.

Beispiele: A° BCDE, A B, A

Anmerkung: Erzeugung des leeren Worts
nicht moéglich (wie auch bei der Chomsky-
Normalform)
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Umformung in Greibach-NF

Satz T7.1.2: Sei G eine kontextfreie
Grammatik, so dass el (G). Es gibt einen
Algorithmus, der eine kontextfreie
Grammatik G” in Greibach-Normalform mit

(G)= (G) konstruiert.

Uberblick Uiber den Beweis:

» 2 Methoden zur Umformung von
kontextfreien Grammatiken

 Algorithmus
» Korrektheit
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Methode 1: Einsetzen von Var.

SeienC by, ..., C b alle Regeln mit linker

Seite C.

Dann kann die Regel A a,Ca, durch
A a,ba, ....,A aba,
ersetzt werden.

Korrektheit: offensichtlich.
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Methode 2: Ersetzen von A A...

Die Regeln mit linker Seite A seien
A Aa,...A Aa
A b,..,A Db

rechte Seite beginnt mit A

rechte Seite beginnt nicht mit A

Dann konnen die Regeln A Aa,, ..., A Aa
durch

A bB,.,A bB

B a;,..B a Korrektheit: Aus A

B aB,..,B aB sind jeweils d.Ausdrucke

bag,..a: 0,

ersetzt werden.
herleitbar
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Veranschaulichung von Methode 2

Umformung — Schritt 1

2 'sal’ “'AAbAa 2 ElB’ "'AA bb B Gegeben: Kontextfreie Grammatik in
e B all’, B 2 Chomsky-Normalform, d.h.,
B a,B,..,B aB Variablen A,,...,.A
A A Regeln der Form A A A und A
AAal blAB Zwischenziel:
A i E Fir alle Regein A Aagqilt!> .
A a, a, B Dazu: neue Variablen B,,....B wg.
| | Anwendung von Methode 2.
b, a, 633 634
Invarianten Beseitigung von Regeln A ; A;...

(1) Terminalzeichen kommen auf der rechten
Seite von Regeln nur als erstes Zeichen
Vor.

(2) Rechte Seiten von A-Regeln, die mit
einer Variablen beginnen, beginnen sogar
mit (mind.) 2 A-Variablen.

(3) B-Regeln haben auf der rechten Seite nur
Variablen und beginnen mit einer
A-Variablen.

sind zu Beginn erfullt, da Grammatik in
Chomsky-Normalform gegeben ist.
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Wende Methode 2 an.
A, Ay, ..., A; Aa
Al bl’ sany Al b

B, a;By...B; aB;

Effekt: Alle A;-Regeln beginnen mit A, >1,
oder einem Terminal.

(1)  Terminalzeichen kommen auf der rechten Seite von Regeln

nur als erstes Zeichen vor.

2) Rechte Seiten von A-Regeln, die mit einer Variablen

beginnen, beginnen sogar mit (mind.) zwei A-Variablen.

3) B-Regeln haben auf der rechten Seite nur Variablen und

beginnen mit einer A-Variablen.




Beseitigung von Regeln A , A,...
Wende Methode 1 an.

Al bl""’ Al b Al bl""’Al b

A, Aa | A, ba,.. A, ba
beginnt mit A, >1, ev. neue
oder Terminal A, A,...-Regeln

Effekt: Alle A,-Regeln beginnen mitA, 2,
oder einem Terminal.

(1) Terminalzeichen kommen auf der rechten Seite von Regeln
nur als erstes Zeichen vor.

2) Rechte Seiten von A-Regeln, die mit einer Variablen
beginnen, beginnen sogar mit (mind.) zwei A-Variablen.

3) B-Regeln haben auf der rechten Seite nur Variablen und
beginnen mit einer A-Variablen.

Beseitigung von Regeln A, A,...

Wende Methode 2 an.

A, bB, ..,A, bB,
A, b,..,A, b

B, a;...B, a

B, a;B,, ...B, aB,

A, A ... A, Aa
A2 bl’ ey A2 b

Effekt: Alle A,-Regeln beginnen mit A, >2,
oder einem Terminal.

Q) Terminalzeichen kommen auf der rechten Seite von Regeln
nur als erstes Zeichen vor.

(2 Rechte Seiten von A-Regeln, die mit einer Variablen
beginnen, beginnen sogar mit (mind.) zwei A-Variablen.

3) B-Regeln haben auf der rechten Seite nur Variablen und
beginnen mit einer A-Variablen.

Analog weiter

* Ersetze A; A,...-Regeln mit Methode 1.

» Ersetze A; A,...-Regeln mit Methode 1.

» Ersetze A; A;...-Regeln mit Methode 2.

* USW.

Effekt: Alle A -Regeln beginnen mit A, >!,
oder Terminal.

(1) Terminalzeichen kommen auf der rechten Seite von Regeln
nur als erstes Zeichen vor.

(2) Rechte Seiten von A-Regeln, die mit einer Variablen
beginnen, beginnen sogar mit (mind.) zwei A-Variablen.

3) B-Regeln haben auf der rechten Seite nur Variablen und
beginnen mit einer A-Variablen.

Elimination der A A ...-Regeln

Bisher: Alle A -Regeln beginnen mit A, >!,
gefolgt von einer weiteren A-Variable oder
beginnen mit einem Terminal.

Alle A -Regeln beginnen mit Terminal.

A _-Regeln beginnen mit A oder Terminal.

Also: Setze mit Methode 1 die A -Regeln
indie A ; A ...-Regeln ein.

Alle A ;-Regeln beginnen mit Terminal.
Also: lIteriere dies fur A ,-Regeln,...,A;-Regeln.
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Eliminationder B A ...-Regeln

Bisher:

» B-Regeln haben auf der rechten Seite nur
Variablen und beginnen mit einer A-
Variablen.

» Alle A-Regeln beginnen mit Terminal.

Also: Mit Methode 1 in den B-Regeln das
erste A ersetzen.

Auch die B-Regeln haben die gewtlinschte
Form.

Insgesamt: Grammatik in Greibach-NF.
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. A, B,
Beispiel T7.1.3 A, AAB,
V={ALALAL T={ , }, S=A, B;s AAA;
Regeln: By AiAsAB;
(R1) A Aol /A@/ATnm

3T\ 302
(R2) A, AA A, AA,

(R3) A, b

(RA) AP, — Ay AR,

(R5) A,

1. Schritt: (R4) mit Methode 1 beseitigen
neue Regel mit Methode 1 beseitigen

neue A; As...-Regel mit Meth. 2 beseitigen

642

Zwischenergebnis hier A,-Regeln

einsetzen
RY A AAT
R2) A+ < hier A;-Regeln
(R3) A, einsetzen:
(R5) A;
(R8) Ay  AA, Ro M

A2 ASAZAl
(R9) A3 BS Az BsAl
(R10) A; AAB, A AABA,

(R11) B, AAA,
(R12) B, AAAB,

643

Zwischenergebnis

(R3) A, RI7)A, A,
(R5) A, (R18) A, B,AA,
(R8) A, AA, (RI9A, AAAA,
(R9) A, B, (R20) A, AA,

(RI0)A, AAB, (R21)A, AABAA,

(R11) B, AAA,
(R12) Bs AlAsAzés\
(R15) A, A, ™~ Hier A,-Regeln
(R14) A, AAA,
(R13) A, B.A,
(R16) A, AAB.A,

einsetzen, ergibt
10 neue Regeln
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Resultat

Grammatik in Greibach-Normalform mit
24 Regeln.

Fazit:

* Grammatiken kdnnen bei der Umformung in
Greibach-Normalform viel gro3er werden.

 Linksableitungen haben bei Grammatiken in
Greibach-Normalform eine besondere Form:

In jedem Schritt wird ein Buchstabe
abgeleitet und die Buchstaben werden von
links nach rechts abgeleitet.
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Beispiel fir eine Ableitung

Grammatik in Greibach-Normalform:
S SA,S SB,S AS B

A ,B .
Akzeptierte Sprache: ={ R {, }}L
S SA
SBA
ABA
BA
A
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Arbeitsw. d. zug. Maschinenmodell

S ©SA SBA ABA BA
A

Eingabeband: Speicher:

S SA S SB,S AS B
A , B 647

Maschinenmodell

* ergibt sich auf naturliche Weise als
nichtdeterministisches Modell

e Name: NPDA —
nondeterministic pushdown automaton bzw.
nichtdeterministischer Kellerautomat

* Ungewohnlicher Akzeptanzmodus: Es muss
gleichzeitig das Wortende erreicht werden
und der Stack leer sein.

« Hilfreich: e-Ubergange.
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NPDAs

... werden beschrieben durch

— endliche Zustandsmenge
S — endliches Eingabealphabet
G- endliches Stackalphabet

o — Startzustand
Z, G- Initialisierung des Stacks
a( S{&h g ( &) -

f Ubergangsfkt.

alter Zustand T
gelesenes Zeichen
gelesenes Kellersymbol neuer Zustand 649

geschriebene Kellersymbole

Konfigurationen von NPDAs

bestehen aus

e Zustand

 dem noch zu lesenden Rest  der Eingabe
und

e dem Stackinhalt, .

Schreibweise: ( , ,, ).

(, ,,) (7, 7, ), falls der Konfig.lbergang
in einein Schritt moglich ist.

(, ») (7, 7, ), falls der Konfig.ibergang

in endlich vielen Schritten moglich ist.
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Akzeptanzmodi

Variante 1 — leerer Stack:
Es wird akzeptiert, wenn nach dem Lesen der
Eingabe der Stack leer ist.

Formaler: Das Wort  wird akzeptiert, wenn
es einen zulassigen Rechenweg mit
( 0! R ] 0) ( ,e,e) glbt
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Variante 2 — akzeptierende Zustande:

Es gibt zusatzlich eine Menge und es
wird akzeptiert, wenn nach dem Lesen der
Eingabe ein Zustand aus erreicht werden
kann.

Formaler: Das Wort  wird akzeptiert, wenn
es einen zulassigen Rechenweg mit
( 0! 1 0) *( ,e,g) und glbt

Nach dem Erreichen von darf noch
in einen nichtakzeptierenden Zustand
gewechselt werden und es wird
trotzdem akzeptiert.
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Beispiel: ={ R’ { , P}

={ o} S={ , } G={S,A,B}, Z=S,
d( o, S)={( 0:SA)( 0. A)}
d( o, ,\S)={( 0:SB).( 0,B)},
d( o, A)={( 0,8} d( o, B)={( 0.€)}

... ergibt sich direkt aus der kontextfreien
Grammatik in Greibach-Normalform.

... Ist nichtdeterministisch.
... ein Zustand reicht.
S SA,S SB,S A S BA , B 653

Beispiel: ={ # R { , }}.

={ o 1h S={ . } G={S,AB}, Z,=S,
d( o, +S)=( 0,SA), d( ¢, ,S)=( ¢.SB),
d( o.#,S)=( 1.6,
d( 1, A)=( 1,8, d( 1, ,B)=( 1€
... ergibt sich auch direkt aus der kontextfreien
Grammatik in Greibach-Normalform.
... Ist deterministisch.
Naheliegende Vermutung: flr
={ Rl {, }}gibt es keinen DPDA.

S SA'S SB,S #A B 654

DPDAs

Wir nennen einen NPDA deterministisch, wenn
, S, Gld(, ,,)Hd( e, ) 1.

Bedeutung: Der Automat hat keine
WahIimdglichkeiten.

Name: DPDA (deterministic pushdown
automaton)
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Fragen zu Kellerautomaten

» Zeige, dass die beiden Akzeptanzmodi fur
NPDAs aquivalent sind [T7.2].

» Zeige, dass NPDAs genau die kontextfreien
Sprachen akzeptieren [T7.3].

» Benutze NPDAs/DPDAs, um Eigenschaften
kontextfreier Sprachen zu beweisen.

» Sind NPDAs ein machtigeres Modell als
DPDAs?

* Benutze DPDAS, um Algorithmen fir das
Parsing zu entwerfen.
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Akz. Zustande leerer Stack

Satz T7.2.3: Sei A ein NPDA, der mit Hilfe
der Menge von akzeptierenden Zustanden
erkennt. Dann kann in lin. Zeit ein NPDA

fur  konstruiert werden, der mit leerem Stack
akzeptiert.

Probleme:

e Stack von A kann leer werden, ohne dass
akzeptiert wird  neues unterstes Symbol
 Am Ende der Rechnung von A ist der Stack

nicht leer  Zustand, um d. Stack zu leeren.
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Formalisierung
Sei A=( ,S,.Gy an ala ).

Startzustand von B
Erzeuge B: /
_ { v Zustand, um Stack zu leeren
B™ A B E
G;=G, {, g} < Initialisierung des Stacks flr B
ds: Ubergangsrelation fiir B
» Erzeugt Stackinhalt, ,, g am Anfang,
« enspricht wahrend der Rechnung d,

* |leert den Stack, wenn Zustand aus erreicht
wird.
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Angabe von d;

ds( 5. 8)={( A A B)}
erzeugt Stackinhalt , g am Anfang

dg( , ., ) di(, ., )furalle ., S {&,
, G
enspricht wahrend der Rechnung d,
dg( ,e, ) ( g€ flralle G

dg( g8, ) (g€ furale, G

Entleeren des Stacks,
falls Zustand aus erreicht.
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Leerer Stack akzept. Zustande

Satz T7.2.3: Sei A ein NPDA (DPDA), der
mit leerem Stack akzeptiert. Dann kann in
linearer Zeit ein NPDA (DPDA)  konstruiert
werden, der mit akzeptierenden Zustanden
erkennt.

Idee:
* Lege zu Beginn Symbol , g unten auf den

Stack.
 Wenn in A Stack leer, wird nun, g gelesen
PDA kann in akzept. Zustand gehen.
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Formalisierung
Sei A=( ,S.Ga, an a0a)

Startzustand von B
Erzeuge B: /
_ v akzeptierender Zustand
8= A {m F
G;=G, {, g} =< Initialisierung des Stacks flr B

={

ds: Ubergangsrelation fiir B
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Angabe von d;
ds( g:€r B)={( A» ar B)}

erzeugt Stackinhalt , g am Anfang
dg( , ,, )=da( , ,, ) furalle Ao S {e}
, G
enspricht wahrend der Rechnung d,

dg( .&, g)={( €)} flralle o S {6
G
Bei Stackinhalt 5in gehen
Beobachtung: B ist deterministisch, falls A
deterministisch ist.
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Kontextfreie Grammatik NPDA

Satz T7.3.1: Sei G eine kontextfreie Gram. flr
In Greibach-Normalform. Dann kann in
linearer Zeit ein NPDA A konstruiert werden,
der mit leerem Stack akzeptiert.
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Kontextfreie Grammatik NPDA

Sei G=(V,S,P,S) in Greibach-Normalform.

Konstruiere NPDA (Akz. mit leerem Stack):
={ o}, o Startzustand,

GV (Variablenmenge)

y 0=S (Startsymbol)

d( o, JA)={( ) [ (A a) P}

Zwischenbehauptung:

S ;.. ALA
Der NPDA kann beim Lesen von ;...
den Stackinhalt A,...A erzeugen. o64




Korrektheit

Induktion Uber .
=0. Trivial

S ... ALLA
Der NPDA kann beim Lesenvon ;...
den Stackinhalt A;...A erzeugen.

S L. ALA

ST .. JAA.A L ALLA

NPDA kann beim Lesenvon ;... _den
V. Stackinhalt A’A ...A erzeugen und es gibt
die Regel A ALLA
NPDA kann beim Lesenvon ;... den
Stackinhalt A;...A erzeugen.

S .. AL..A
Der NPDA kann beim Lesenvon ;...

den Stackinhalt A;...A erzeugen.

Also qgilt:
S 1o
Der NPDA kann beim Lesen von ;...
den Stackinhalt e erzeugen

Es gibt eine akzeptierende Rechnung des
NPDAs auf ;...

S .. AL..A
Der NPDA kann beim Lesenvon ;...

den Stackinhalt A,...A erzeugen.

NPDA kontextfreie Grammatik

Satz T7.3.2: Jede von einem NPDA akzept.
Sprache ist kontextfrei.

Beweis: O.B.d.A. sei NPDA A fir gegeben,
der mit leerem Stack akzeptiert.

Angabe der Grammatik:
Startsymbol S, Tripelkonstruktion
v={s} {[. .1l . . G,

T=3S. [, . T NPDA kann Zustand
mit leerem Stack nach Lesen von
erreichen, wenn er in Zustand mit
Stackinhalt  gestartet wird.




Ableitungsregeln Bsp. ={ # % {,}}
, .. S [oZ oS [oZ i
> Lo o lfuralle o A o 2= 028 [oZ o [oZ ol oA o
e« Falls ( ,-4...- ) d(, , )mit" >O0: [ 0Z, o [ 0Z 4l LA, o
Erzeuge fur alle ..., .1 die Regeln [ 0Z 1 [ ol ol oA 4]
[ ’ ’ +1] [ O’Z’ 1] [ O’Z’ l][ l’A’ l]
[0 w Al om0 &l - 0wl d( o, ,2)=( 0.ZB) [ 0Z: ol [ 0Z oll 0By ol
e Falls( ;,€) d(, , ): [ 0Z o]l [ 04 4l 1B, ol
Erzeuge Rege|[ . 1] [ O’Z’ 1] [ O'Z' O][ O’B’ 1]
[, . T NPDA kann Zustand d o #.2)=( 1.0 [ 0’;’ d #[ 0 all 1B 4l
mit leerem Stack nach Lesen von O A b [ 02 4l
erreichen, wenn er in Zustand mit d( 1, A)=( 1,€) [ A 4
Stackinhalt — gestartet wird. d( ., .B)=( 1.© [ .B, 4] 670
Korrektheit Schritt 2: Zw.Beh Gram. erz.
Zwischenbehauptung:
: G S*: (o o) (.80
[, .1 (., )"(.e8 oo 1”
I S Lonol”
Konfiguration des NPDAs:  Konfigurations- (G)
Zustand Ubergang
Eingabeband
Stackinhalt
+1] [ 1 1 2][ 2 2y 3][ ’ ' +1]
fur alle o,..., 1 G S*
fallsd( , , ) (1 1... ) [, ,]" ( )" (.60




Schritt 1a: Bew. der Zw.beh. , :

Induktion 0. Lange derAbl.[, , ]
e =1. Dann gibt es die Regel [ , , ]

Induktionsschritt

>1. Erster Ableitungsschritt (mit ;= ):
[, ]

(,9 d(, , )und| | 1. \[ R 2}]{ 207 2 31£ S +1l
() (o) P '
1 5 ees =

Also gilt nach I.V.:

(. ) *( +1.e€und

( I I S L ) *( +16 41 )
G S* : : G S*
[ ’ ]* ( )*( !e’e) 673 [ 1 ) ]* ( v )*( ,e,e) 674

(, i )0 i ® e ) Schritt 1b: Bew. der Zw.beh. ,, “
Also: Induktion Uber die Lange der Rechnung
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(, , ) ( ,ee) des NPDAs.

« =1.Dann| | 1und( ,e d(, , ).
Es gibt Regel [ , , ] in G.

) * ( 1e’e) 676




Induktionsschritt
Sei >1und (, , ) ( ,ee).
Zerlege in " mit

_ | e, falls erster Rechenschritt e-Bewegung,
~ | erster Buchstabe von , sonst.

Ersten Rechenschritt aufschreiben:

. . -1
( ’ ’ ) ( 1 R ) ( ,e,e).
Zerlege “in ... ,sodass nach Lesenvon
1--» erstmals Stackinhalt - ,;...-
Erreichter Zustand: ;. Dann
-1
( y y - e ) ( +17 +1 - +1...' )

-1
( y “aa ' . ) ( +11 +1 y - +1...'
wobei - , nicht gelesen wird.

Dann gilt auch 1

(. ) (.ee.

l.V. impliziert:

Insgesamt:

[, ]

*

[ 107 1» 2][ 20" 2 3][ T +1]

1--- -
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Gesamtergebnis

Satz T7.3.3: Die Menge der von NPDAs
erkannten Sprachen ist gleich der Menge der
kontextfreien Sprachen.

Folgerung aus den Beweisen:

NPDAs kommen mit einem Zustand aus (da
der Beweis von Satz T7.31. mit einem
Zustand auskommt).
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Abschl. u. inv. Homomorphismen

Erinnerung:

Definition 4.6.15: Ein Homomorphismus 4 ist
eine Substitution, beider 4( ) faralle S
aus nur einem Wort aus D* bestenht.
Weiterhin ist

4 )= ... S*|4( )..4( ) }
4-1 heifl3t inverser Homomorphismus.

Satz T7.4.1: Die kontextfreien Sprachen sind
unter inversen Homomorphismen
abgeschlossen.
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Beweis

* Sei ein NPDA ) gegeben, der mit akz.
Zustanden erkennt.

» Konstruiere NPDA , der beim Lesen von
den NPDA) auf4( ) simuliert.

» Dazu: den noch nicht abgearbeiteten Suffix
von 4( ) im Zustand speichern.

Zustandsmenge: = wobei
={Menge der Suffixe aller 4( ), S}.

Startzustand: , =( o ,€).

Akzept. Zustande: ={( ,e) | }.
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Zustandsubergangsfunktion

 Lesenvon Saus der Eingabe:
d (.8, ,-) ={C.40)-)
d({(,) ,)= far le

« Simulation von ) mit e-Bewegungen:
(.9 di(&-) ((,)9 dg((, )e-)
(.9 da( =) (C,)9 dg(C, )e-)
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Durchschnitt m.regularen Sprachen

Satz T7.4.2: Seien , kontextfrei und ,
regular. Dannist ; , kontextfrei.
Beweis:

Sei) =( ,SG o .o .d, )NPDAflr
der mit akzept. Zustdnden akzeptiert.

Sei =( .S, , .d, )DFAfur ,.

Idee: Konstruiere Produktautomaten
( 1S’G)( 0, ) 0, )H 0, ’dl )
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Zustandsubergangsfunktion

* NPDA liest Buchstabens :
(',g)d(,,-)undd(,)='
" )9 d(,) )

« NPDA macht eeUbergang  DFA muss
Lwarten”:

( ,19) d ( ’e’_)
(( ,1 )!g) d(( ’ )’e")fur alle

684




Deterministische PDASs

Erinnerung: Ein PDA ist deterministisch,
wenn

S, Gld(, ., )+ld( e, )l 1.

Definition: Eine Sprache heil3t deterministisch
kontextfrei, wenn es flr sie einen DPDA gibt.

Ziel: Die deterministisch kontextfreien
Sprachen sind eine echte Teilmenge der
kontextfreien Sprachen.
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Akzeptanzmodi

Bemerkung: Die Akzeptanzmodi ,leerer
Stack” und ,akzeptierende Zustande* sind
fur DPDASs nicht aquivalent.

Beweisidee: FUr die Sprache 0* gibt es einen
DPDA mit akzeptierenden Zustanden, nicht
aber mit leerem Stack.

Also: Der Begriff ,deterministisch kontextfrei*
kann (nur) tber DPDAs mit akzeptierenden
Zustanden definiert werden.
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Abschluss gegen Komplement

* Ein DPDA kann verwerfen, indem er vor dem
Ende der Eingabe alle Zeichen vom Stack
entfernt.

Neues unterstes Symbol im Stack

» Ein DPDA akzeptiert auch, wenn er bei den
e-Bewegungen nach Lesen der Eingabe
einmal einen akzeptierenden Zustand
erreicht, diesen aber wieder verlasst.

Im Zustand merken, ob dies eingetreten
Ist.
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Abschluss gegen Komplement

Sei A=( ,S,G ,, od, )ein DPDA.
Konstruktion eines DPDAs B:

= 0 a et ( {1,2,3}), Startzustand ',
S'=S, G=G {, *}, ' 05 o

=a O {3

Definiere fur

688




ldee

» Leerer Stack in A vor Eingabeende
, *in B gelesen
Gehein _,, und bleibe dort bis zum
Erreichen des Wortendes.

* ( ,1): Seit dem Lesen des letzten Zeichens
(bzw. Beginn der Rechnung beim ersten
Zeichen) wurde Zustand aus erreicht.

* (,2):... wurde kein Zustand aus erreicht.

* Vor dem Lesen eines Zeichen wird von ( ,2)
in ( ,3) Ubergegangen B akzeptiert.
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Ubergangsfunktion

e Zu Beginn, * auf Stack legen:
d( o0& 0= 0 ()i o ¥
» Leerer Stack bei A entspricht, * bei B:
d(( ,1).e, 9=( ¢ *)
d( e » =( ake ¥) furalle S
d( , ), »» )=( gpr Hfuralle {2,3}, S
d( g D= gy ) furalle S
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Ubergangsfunktion

« e-Ubergéange von A simulieren:
Fallsd( ,e, )=( ",a) mit, 1, *
d(( ,1).e, )=(( ",1),a),
d(( ,2).e, )=(( ", ( )).a).
« -Ubergange von A simulieren ( S):
Fallsd( , ,, )=( ", a)mit, 1, *
d(( ,1), .., )=(C" ()a),
d(( ,3), ..)=(C" ()a),
d(( .2).e, )=(( .3)., ).
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Eine nicht det.kontextfreie Sprache

Satz: Sei ={ | 1}. Dannist
kontextfrei, aber nicht deterministisch
kontextfrei.

Beweis:
« istkontextfrei Ubungen

« Falls deterministisch kontextfrei wére,
ware auch (deterministisch) kontextfrei,
was nicht der Fall ist.
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LR( )-Parser

Ziele:

« Effizienter (und deterministischer) Test, ob
ein gegebenes Wort in der Sprache ($)
enthalten ist.

 Falls ja: Konstruktion des Syntaxbaums
 Falls nein: Hinweise zum Fehler

CYK-Algorithmus ist zu langsam.
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LR( )-Parser

Bedeutung der Abklrzung:
L: left-to-right scan

R: rightmost derivation — Berechnung einer
Rechtsableitung

Der Syntaxbaum wird bottom-up
aufgebaut.

. Lookahead von Zeichen — Der
Algorithmus muss anhand der nachsten
Zeichen der Eingabe entscheiden, welche
Ableitungsregel anzuwenden ist.
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Notation

a b, falls b aus a mit einer Rechtsableitung
in einem Schritt herleitbar ist.

a” b, falls b aus a mit einer endlichen Folge
von Rechtsableitungen herleitbar ist.
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Beispiel:  ={ | ., 0}

8 * Links-Rechts-Scan

/ \ erzeugt Num. der

Regeln in bottom-up-

5 ’ Ordnung (Postorder)
/\ \ « Anwendung der
4- ]

Regeln gemal der

6 umgedrehten
Nummerierung ist
e e Rechtsableitung.

1 » Lookahead nétig.

e 696




Bemerkungen

» Alternative Sichtweise: Syntaxanalyse

Beispiel T8.2.6

Grammatik $ | fur * + * :

entspricht ,Reduzierung” der Eingabe auf S C,S DbC C,C ,D DD
das Startsymbol durch umgekehrtes S S
Anwenden der Regeln der Grammatik. l I
» Syntaxanalyse mit Hilfe von Lookahead ist C D
nur fur spezielle Grammatiken moglich /l '
siehe folgende Beispiele. C D
/| /|
C D Lookahead von
l ! 0 ausreichend
Beispiel T8.2.7 Beispiel T.8.2.8
Grammatik $ , fur * + * : Grammatik fur { : }
s C,s b,C C,C ¢D D, ,D e S Cb,C ,D EF,D G,E ,
S S F .G
| I S S
C D /\ /\
AN é) N\ C D C D
& /N VAN
I\ I\ Syntaxanalyse E F G
C D mit endlichem VAREAN /1N Lookahead
AN AN Lookahead von 2 notig.
C D nicht moglich.
! !
€ e 699 700




Definition von LR( )-Grammatiken

Ziel: Ein Lookahead von soll ausreichen um
entscheiden zu kdnnen, welche Regel
angewendet werden muss.

Definition:

1--- ,falls ,
FIRST ( ;... )=

1--- ,Sonst.

(Vereinfachung gegenuber T8.2.4)
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Neues Startsymbol S

Ziel: Wir wollen einfach das Ende einer
erfolgreichen Herleitung erkennen.

Dazu: Modifiziere die Grammatik: Neues
Startsymbol S” und Regel S”  S.

Dann: Wenn diese Regel erreicht wird, liegt

eine erfolgreiche bottom-up Herleitung vor.
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Definition T8.2.5

Eine kontextfreie Grammatik $ heil3t LR( )-
Grammatik, falls fur alle a,b,g (% )* alle
AB %undalle , ,( *gilt

/*

S aA ab
*

S oB ab(
FIRST ( )=FIRST (()
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a=g, A=Bund (= .

Shift-Reduce-Parser

Spezieller DPDA, der zusatzlich eine
Rechtsableitung berechnet.

Aufbau:

Eingabeband

\Lookahead von j

: Y
l

A4

Steuerung mit

Ausgabe

<090 ~W0

Ubergangstabelle

704




Ubergangstabelle

Enthalt das ,,Programm® des Parsers.
Operationen (in Abhangigkeit vom
Lookahead und dem obersten Stacksymbol)

e Shift: Lies néchstes Zeichen der Eingabe
ein und schiebe es auf den Stack. Zusatzlich
speichere ,Zustand* auf dem Stack.

* Reduce: Wende eine Regel A a an. Dazu
entferne den zu a gehdrenden Stackinhalt
und lege A u. Zustand auf Stack.

* Error/Accept:

Rechnung

verwerfend/akzeptierend beenden. 705

Reduce-Operation

Anwendung der Regel A Db,...b

» Entferne die obersten 2 Symbole vom
Stack (b,,...,b , sowie die Zustande
dazwischen)

Weicht vom bisherigen Modell ab, da
mehrere Zeichen vom Stack entfernt
werden.

» Schreibe A auf Stack.

* Berechne anhand Tabelle neuen Zustand
und lege ihn auf dem Stack ab.
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Oberstes

Bsp:S” S,S S S ,S @ stacksymbol
RO~ “R1 R2 y

Lookahead  Aktion neuer Zustand
e S
Ty R2 error |R2 T, error |error
T, shift |error |Acc |error |T, error
T, R2 R2 error | T, error |error
T, shift |shift |error |error [T, T
T, R2 R2 error | Tg error |error
Ts R1 error |R1 error |error |error
Tg shift |shift |error |error |T, T,
T, R1 R1 error |error |error |error

Alter Zustand
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Wie berechnet man die Tabelle?

Algorithmus:
» siehe Kapitel T8.3 und T8.4 oder

* Aho, A., Sethi, R. und Ullman, J.D.
Compilers, Principles, Techniques and
Tools, Addison-Wesley, 1986.

* Fur LR(0)-Parser:
http://en.wikipedia.org/wiki/LR_parser

Zu aufwandig fur diese Vorlesung.
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Wie berechnet man die Tabelle?

Praxis: Verwende Parser-Generator.

Eingabe: Kontextfreie Grammatik sowie
zusétzliche Befehle, die beim Anwenden der
Regeln auszufthren sind.

Ausgabe: Parser.

Beispiele (fir sog. LALR(1)-Gram.):
 yacc (yet another compiler compiler)
* bison
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Arbeitsweise e. Parser-Generators

Grammatik Parser als Ausfuhrb.
& Befehle: —— C-Programm —— Programm
name.y name.tab.c

bison cC

yacc
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Aufbau der Datei name.y

[* Teil 1: Deklarationen */
%{

#include <stdio.h> Deklarationen

_ . flr eigene

Int nr; Prozeduren/Var.
int yylex(void); Deklarationen

void yyerror (char const *);  der Parser-Proz.
%}
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Teil 2: Angabe der Grammatik

%%
s: '0's'1' {nr++; $$=nr;
printf(“Knoten %d, Regel s->0s1
mit Nachfolger %d\n“,nr,$2);
}
| ‘0 “1* {nr++; $$=nr;
printf(*Knoten %d, Regel s->01\n*,nr);

}

; Ende der Regeln fir s
[* ggf. weitere Regeln */

C-Code, der beim
Erreichen der Regel

auszufuhren ist
712




Teil 3: Angabe von weiteren Proz.

%%
int yylex(void) Ubergabe von einzelnen
{ intc; Zeichen an den Parser
c=getchar();
if ((c!='0) && (c!="1")) return O;

return c;
} Ende der Eingabe

int yyerror() /* weggelassen */ Fehlerbehandlung
int main(void)
{ nr=0;

return yyparse(); } Aufruf des Parsers
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2. Beispiel:  ={ [] [o=] 4}

Besprochene Grammatik:
S eSS 0S1S,S 1S0S

» bison liefert: shift/reduce conflicts

» bedeutet: es gibt Situationen, wo sich nicht
klar ist, ob ein Eingabezeichen zu lesen ist
oder eine Regel anzuwenden ist.

» Ursache: Grammatik nicht eindeutig.

Satz T8.4.10: LR( )-Grammatiken sind
eindeutig.

714

Eindeutige Grammatik fur

S e

S O0T1S,S 1RO0S
T OTIT, T e

R 1ROR,R e

erinnertan R (R)R,R ¢,
also eine eindeutige
Grammatik fur korrekte
Klammerausdrticke,

wobei 1=(, 02), s.Ubungen
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Korrektheit

1. Grammatik erzeugt nur Worter aus
offensichtlich

2. Grammatik erzeugt alle Woérter aus .
3. Grammatik ist eindeutig.

Induktion Uber Wortlange

S S 0T1S,S 1R0S
T OTIT, T R 1ROR,R e 716




Induktion tGber | |
| |=0:
» Alle Worter mit | |=0 herleitbar.

* Alle solchen Worter haben nur eine
Herleitung.

S ¢S 0T1S,S 1R0S
T OTAT, T ¢ R 1ROR,R e 717

| >0, 0.B.d.A. beginne mitO.

Sei >0 kleinste Zahlm.| ;... |o=] 1. |1
Dann gilt:
=0, =L | 2o alo=1 2o 4h
und T K IR
mit
» Jedes Anfangsstuck von ... _; enthalt nicht

weniggr Nullen als Einsen )
T ,-.. 1 (eindeutig, vgl. Ubungen)
*

* - S +--- (nach IV eind.)
Also: S O0T1S™ 0 ,... 41 ...
Regel nicht anders anwendbar.
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3. Bsp: Auswerten v.arithm. Ausdr.

Neu: Verwendung von sog. Token.

 Statt Zahlen explizit herzuleiten, enthalt die
Grammatik Terminale "NUM".

e Der Parser erzeugt fur die Terminale einen
.semantischen* Wert, also den Wert der
Zahl.

» Einlesen der Zahlen in der Prozedur yylex.

719

Grammatik

Variablen:

» s. Startsymbol

* a: additiver Term

* m: multiplikativer Term

» . Faktor
Regeln:

s a

a atm|m
m m*|f

f (a), NUM

720




Grammatik in bison-Syntax
%token NUM
s:a {printf(“Ergebnis %d\n“,$1);}

a:a‘+'m {$$=$1+%$3;}
| m {$$=%1;}

m: m * f {$$=$1*$3;}
| f {$$=%1;}
f'¢a’) {$$=%$2;}
| NUM  {$$=%$1;}
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Einlesen der Zahlen

int yylex(void)

{ intc; C-Prozedur zum
c=getchar();  Einlesen von Zahlen
if (isdigit(c))

{ ungetc(c,stdin);
scanf(“*%ld“,&yylval);

return NUM; } ;
if (c=="\n") return 0; Ubergabe des Wertes

return c: an den Parser

}
Rickgabe des Tokens NUM 722

Chomsky-1-Sprachen
Satz T5.4.5: ,=NTAPE( ).

e Dabei ist NTAPE( ) ist die Menge der von
NTMs mit linearem Platz berechenbaren
Sprachen.

* Beweis des Satzes ahnlich zu
o—={Menge der rek. aufz. Sprachen}
(weggelassen).

Folgerung: Alle Chomsky-1-Sprachen sind
rekursiv und sind deterministisch in
exponentieller Zeit berechenbar.

Abschlusseigenschaften

Die Chomsky-1-Sprachen sind gegen
* Vereinigung (Bew. analog zu kontextfr. Spr.)

* Komplement (Satz v.
Immerman/Szelépcsenyi)

e Durchschnitt (Anwendung der de-Morgan-
Regeln)

abgeschlossen.
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Chomsky-1-Sprachen

, enthalt NP-schwierige Probleme, z.B.,
Cliquey. 1 (ENTAPE( )):

Durchprobieren aller -elementigen Mengen

von Knoten und der Test, ob sie eine Clique

bilden, geht auf linearem Platz (wenn auch in
exponentieller Zeit).

Fazit: Chomsky-1-Sprachen zur
Beschreibung von Programmiersprachen
ungeeignet.
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Zusammenfassung

Teil 1: Randomisierte und
nichtdeterministische Komplexitatsklassen,
NP-Vollstandigkeitstheorie

Hauptziele:

—Vergleich verschiedener Varianten von
Randomisierung

—Anhaltspunkte erhalten, dass betrachtete
Probleme keine effizienten Algorithmen
haben.
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Zusammenfassung

» Teile 2-4. Chomsky-Hierarchie (vgl. Folie 627)
—Chomsky 0: rek. aufz. Sprachen
—Chomsky 1: kontextsensitive Sprachen
—Chomsky 2: kontextfreie Sprachen
—Chomsky 3: regulare Sprachen
Hauptziele:

—Beweise, dass Probleme nicht berechenbar
sind.

—Konzepte zur Beschreibung von
Sprachen/Programmiersprachen
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Was ist wichtig fur die Prifung?

Prifungsrelevant ist der Inhalt der Vorlesung

(Ausnahmen: LR( )-Sprachen, bison).

Wichtig fir Prifungsvorbereitung:

Realistische Zeitplanung
Routine im Umgang mit dem Stoff
Sprechen Uber den Stoff Gben

Sinnvolle Reihenfolge beim Lernen (erst die
einfachen Dinge, dann die schwierigeren)

Ahnliche Vorgehensweisen erkennen
Richtige Literaturauswabhl
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Wie geht es weiter?

Effiziente Algorithmen u. Komplexitatstheorie
(Schwerpunkt Komplexitatstheorie)

Theorie des Logikentwurfs

Binary Decision Diagrams

Effiziente Algorithmen und Komplexitatstheorie
(Schwerpunkt effiziente Algorithmen)

Randomisierte Algorithmen

Approximationsalgorithmen

Quantenrechner

Kommunikationskomplexitat

Effiziente Algorithmen aus der Bioinformatik

Online-Algorithmen




