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2. Motivation . .
Motivation ¥
Adjazenzmatrix | Adjazenzliste | Inzidenzmatrix | OBDDs
Platzbedarf O (n?) O(n+m) © (nm) ?
Adjazenzabfrage O (1) O (n) O (1) O (logn)

e Implizite Darstellung von Graphen erméglicht Speicherung sehr groer Graphen

e Implizite Algorithmen konnen Strukturinformationen direkt nutzen
P g
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3. Grundlagen

<
)
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Grundlagen

e OBDDs reprasentieren boolesche Funk-
tionen durch einen Graphen

e OBDDs sind gerichtete kreisfreier Gra-
phen mit Quelle und Senken, innere Kno-
ten haben zwei ausgehende Kanten

e OBDD in Abbildung reprasentiert Gleich-
heitstest: Fiir 2,y € {0,1}" ist die Funk-
tion EQUAL(z,y) € Ba, definiert als:

EQUAL(xz,y) =1 <= x =y.
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3. Grundlagen

Grundlagen

\ Definition 1 Graph G wird implizit durch
” OBDD dargestellt, wenn das OBDD die cha-
rakteristische Funktion der Kanten von GG

XE(@) U x U —{0,1} fir U DV (G)

reprasentiert:

<
)

p XE(G) (v,w) =1 <= {v,w} € E(G).

O

Die Knoten werden dazu binar kodiert.
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4. Ergebnisse .
Ergebnisse

e Daniel Sawitzki ([Saw02]): Obere Schranke fiir die GroRe einer impliziten Darstellung fir
quadratische Gitter mit xy = 1 von

21 logn — 12

Abbildung 1: Beispiel eines quadratischen Gitters

e Philipp Walfel ([Wo5l03]): Obere Schranke fur die GroRe einer impliziten Darstellung fir
Cographen von

Inlogn + 8n
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5. Eigene Ergebnisse ] ]
Eigene Ergebnisse

Graphklasse Obere Schranke fir OBDD-Groke
Beliebigdimensionale Gitter mit xyyy =1 | 14logn

Beliebigdimensionale Tori mit xy = 1 22logn

Beliebigdimensionale Gitter 21,04 1logn

Beliebigdimensionale Tori 28,25logn

Cograph (Py-frei) 3nlogn +2n —logn + 3,5
Py-reduzierbar 3,25nlogn + 2n — 2logn + 2,5
Py-sparlich 3,onlogn + 2n — 2logn + 3,5
Py-erweiterbar 3,25nlogn + 2n — 2logn + 2,5
Einheitsintervallgraphen 10n +1
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Graphen mit wenigen FP,s - Cographen ¥

2N

Abbildung 2: Beispiel eines Cographen

Definition 2 Ein Graph ist genau dann ein Cograph, wenn er keinen P, als induzierten
Teilgraphen enthalt. O

5. Eigene Ergebnisse

e Aus Einzelknotengraphen durch Anwendung zweier Operationen konstruierbar ([Ler72]):

Vereinigung:

GiUGy = (V(G) UV (G2),E(G1) UE(G2))

x*-Produkt:

G1xGo = (V (G1)UV (G2) , E (G1)UE (Go)U{{v,w}|v e V(Gy),w € V (G2)})

e Eindeutig durch einen Baum darstellbar ([Ler71])
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5. Eigene Ergebnisse
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5. Eigene Ergebnisse
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5. Eigene Ergebnisse
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5. Eigene Ergebnisse

Algorithmus zur Berechnung von xgq) (z,y)

o5

o Tiefster gemeinsamer Vorgangerknoten
zweier Blatter gibt an, ob die zugehdrigen
Knoten des Cographen adjazent sind

e Kodierung der Knoten gemall Preorder-
Traversierung des Cobaums

1. Volles Lesen von x

Kosten: 2n — ooy + [logn| +1

s @ @ » (Abschatzung fiir Zﬁogﬂ E2)

ofo 011700 101 2. Bei jedem Leseschritt von y muss tiefster
moglicher gemeinsamer Vorgangerknoten
und x < y, x > y oder x = y gespei-
chert werden
Kosten: ([logn| —1)(n+2(n—1))

Gesamt: 3nlogn + 2n — logn + 3,5
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5. Eigene Ergebnisse #

Graphen mit wenigen P;s ([JO89, Hoa85, JO91])

Definition 3

—M— 1. Ein Gist Py-reduzierbar, wenn jeder Kno-
ten zu hochstens einem Py des G gehort.
Abbildung 3: Ein Py-reduzierbarer Graph
2. Ein Graph ist Py-sparlich, wenn jede be-
._Z_. liebige Menge von fiinf Knoten des Gra-
phen hochstens einen Py induziert.

Abbildung 4: Ein Py-sparlicher Graph

3. Ein Graph ist Py-erweiterbar, wenn es
t I zu jedem induzierten P, hochstens einen
weiteren Knoten gibt, der mit drei Knoten

des P,s ebenfalls einen Py induziert.
Abbildung 5: Ein Py-erweiterbarer Graph
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5. Eigene Ergebnisse
Ps-reduzierbare Graphen

Werden durch eine zusatzliche Operation erzeugt:
Definition 4 ([JO89]) Seien G; = (V1, E1) und Go = (Va, E3) Graphen mit disjunkten
Knotenmengen und den Eigenschaften:

I Vl — {CL,CZ},El — (Z)
2. Es gibt Knoten b, c € Vo mit {{b,v} |[v € Va,v # b} U{{c,v}|v e Va,v # c} C Es.

Dann ist

G1(2) Gy := (ViU Vs, {{a,b},{c,d} UE5}).

Diese Operation ist unhandlich fiir den Algorithmus.
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5. Eigene Ergebnisse

Ps-reduzierbare Graphen
Definition 5

1. Seien G1 = ({a},0), G = ({b},0), Gs = ({c},0) und G4 = ({d}, D) vier Graphen

mit disjunkten Knotenmengen. Dann ist die Operation Py-Erzeugung 25 definiert als:
2o (G1,Ga,G3,Gy) = ({a,b,¢,d} , {{a, b}, {b,c}, {c, d}})

2. Seien Gy = (Vi :={a,b,c,d}, Fy:={{a,b},{b,c},{c,d}}) ein Py und Gy =
(Va, Es) ein beliebiger Graph (Vo = E5 = () mdglich) mit disjunkten Knotenmengen.
Dann ist die Operation Fliigel-Addition Y defiiert als:

Gl Y GQ = (Vl U VQ, El U E2 U {{b, U} |U - VQ} U {{C, UJ} |’U - VQ})

¢

Neben tiefstem moglichen gemeinsamen Vorgangerknoten und * < y, > y oder x = y
muss noch zwischenzeitlich ,,c-ter Knoten P4, ,innerer Knoten P,°, ,aullerer Knoten P,
gespeichert werden. — Geschieht durch Wahl eines isomorphen Operationsbaums.
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5. Eigene Ergebnisse
Intervallgraphen

Definition 6 ([Haj57, Rob69])

3 s 1. Sei M eine Menge von Objekten, fiir
die eine Schnittoperation N definiert ist,
L2 40 dann ist der Schnittgraph Gy = (V, F)

Abbildung 6: Beispiel eines Intervallgraphen definiert durch:

und seiner Intervalle

V. = M
E = {{v,w}lv,we M,vnw #0}.

1 3 4

2 5 6

Abbildung 7: Beispiel fiir die Intervalle des
Graphen aus Abbildung 6 2. Ein Intervallgraph ist ein Schnittgraph auf

einer endlichen Menge von Intervallen in

)\ den reellen Zahlen.

3. Ein Einheitsintervallgraph ist ein Intervall-
graph, dessen Intervalle alle geschlossen

Abbildung 8: Klaue sind und Lange 1 haben. Q
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5. Eigene Ergebnisse
Einheitsintervallgraphen

Satz 7 Sei M eine endliche Menge von
geschlossenen Intervallen der Linge 1 und
G der entsprechende Einheitsintervall-

graph. Der Graph Gar, = (Var,, Enry) mit

12 3 40 Vi, = Aalla;0l € V(Gm);
Abbildung 9: Beispiel eines Einheitsintervall- Eyvy, = Hovw}|v,we Vi, |lv—w[ <1}
graphen.
ist isomorph zu Gy
13— Wahle mit n = [log|Vas || die bindren
> 4 Kodierungen © = x,xp_1...21 und y =

YnYn—1-.--Y1 ZwWeier Knoten v,w € Vi
Abbildung 10: Beispiel fir die Intervalle des 55 dass g||t

Graphen aus Abbildung 9.
OIOn S x,y S (’VM1| o 1)|On

v<Sw << x<4.
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5. Eigene Ergebnisse

Algorithmus zur Berechnung von xgq) (z,y)

o5

1. Abwechselndes Lesen der Bits von x und y

2. Berechnung des moglichen Abstands der durch x und y kodierten Knoten:

(a) Sicher kleiner gleich 1: Es existiert Kante zwischen x und vy
(b) Sicher groRer 1: Es existiert keine Kante zwischen x und y
(c) Unsicher: Gelesenes speichern

Platzbedarf: 10n + 1
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5. Eigene Ergebnisse
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Beweis der Platzbedarfsschranke

Sei N = { " W dann ergibt die Abstandsbestimmung von z1xs... x5 und y1y2. ..y,

o[logn]—k
hochstens )
1 , falls N, =1
2 Cfalls N =2, =k —1
< 4 ,falls N =2, [ =k
2N +2Ngy1 —4  falls Ny > 2, =k —1
| 4Ny — 4 ,falls Np > 2, Il=k—1

Mal einen unsicheren Wert. Insgesamt kann der Algorithmus so hochstens

[log n] n n [logn]|—1
2 (2 |72flogn1—i_‘ +2 |72f10gn1—z'—|-1—‘ 4)+ Z ( |72flogn] z-‘ - 4) +9 < 100+

Knoten erzeugen.
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6. Ausblick

o5

Ausblick v

1. Beweis unterer Schranken fiir den worst-case durch Abzahlargumente
2. Beweis unterer Schranken unabhangig von der Knotenkodierung ohne Abzadhlargumente

3. Betrachtung allgemeiner Intervallgraphen
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Danke fur eure Aufmerksamkeit!
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Noch Zeit?!
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5. Eigene Ergebnisse
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Gitter und Tori 4
Definition 8 Sei G = (V, E) ein Graph.

1. G heibt r-dimensionales Gitter (Gr™), falls V .=V} x Vo x ... x V,. und
E(GTT)_{{(Ul,’l)g,...,’l)r),(11]1,’11)2,... )} € Pa(V |Z|UZ ’wz—l}

2. G heilt r-dimensionaler Torus (To"), falls G ein Gitter mit zusitzlichen Kanten ist:

E(To") = E(Gr")U

U{{(Ul,...,w),(wl,...,wr)} e Py (V) || —wy| = V3| — 1

¢
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5. Eigene Ergebnisse

Gitter und Tori

GroRe: 7Tn — 4 Grole: 11n — 10
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5. Eigene Ergebnisse

ENDA =

Teste v?{/ und w3 Teste v%/und w3
O —w=b-y L 0-u-k-y

Teste vy und wy Teste vy und wyr
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Gitter und Tori y

5. Eigene Ergebnisse

Da wir fiir den ersten Test nur einen OBDD-Abschnitt bendtigen, testen wir dort die Dimension

mit der hochsten Knotenzahl. Der OBDD-Abschnitt hat also GréBe 7 max {log |V;|} — 4.

1<:<r
Fiir alle weiteren Tests einer Dimension ¢ mit 1 < ¢ < r benotigen wir zwei OBDD-Abschnitte
der Groke 7log |V;| — 4. Dazu kommen noch zwei Senken:

> 2(7log|V;| — 4)— (7 max {log |V;|} — 4) +2 =14 log|Vi|—7 max log |Vi|—8r+6

; 1<i:<r , 1<:<r
1=1 1=1

Im Verhiltnis zur Knotenzahl n = [];_, |V4| ist dies:

14> "log|V;| — 7max log|V;| —8r+6 = 14logn — 7 max log|V;| — 8 + 6
1=1

1<i<r 1<i<r

< ldlogn
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Danke fur eure Aufmerksamkeit!
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